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Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde. diger boliimlerde kullanilacak olan
analitik yalinkat fonksiyon siniflarina ait temel kavramlar ve sonuglar verildi.

Tezin ana bdliimiinii olusturan ikinci bdliimde, birim dairenin diginda tanimli sonsuzda veya
orijinde basit kutba sahip meromorf yalinkat fonksiyonlarin sinifi ve bu sinifin yildizil,
konveks. konvekse yakin, @ — mertebeden yildizil ve konveks gibi alt siniflari tanimlandu.
Biitiin bu siniflara ait fonksiyonlarin katsayi problemleri, distorsiyon ve bitylime sonuglari,
integral temsilleri verildi. Ayrica, bu siniflar arasinda miimkiin olan gegisler tizerinde duruldu.

Tezin son boliimiinde ise, kutbu orijin olmayan ancak birim dairede bir noktada basit kutba
sahip meromorf yalinkat fonksiyonlarin simifi ile bu sinifin gesitli alt siniflari tanimlandi.
Onceki boliimde fonksiyon siniflari igin incelenen biitiin 6zellikler, bu bdlimde, bu siniflar

i¢in de incelendi.
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This thesis consists of three parts. In the first section, the basic concepts and results belong to
classes of analytic univalent functions that will be used in other sections were given.

In the second section which forms the main part of thesis, the class of meromorphic univalent
functions defined out of the unit disc or have the simple pole at origin and the subclass of this
class as starlike, convex, close-to-convex, starlike of order a and convex were identified. The
coefficient problems, distortion, growth results and integral representation of the functions
belong to all these classes were given. Furthermore, there was focused on possible transitions

between these classes.

On the final part of the thesis, the class of meromorphic univalent functions which do not
have a pole but have a simple pole on unit disc and some subclass of this class were
described. The features examined for function classes in the previous section were examined
for these classes as well in this section.
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Meromorphic convex functions

2016, vii+92 pages



TESEKKUR

Bu ¢alismanin yiiriitiilmesi esnasinda biiyiik bir sabir ile destedini esirgemeyen, tezin ortaya
¢ikmasi asamasinda arastirmalarima yon veren danisman hocam Sayin Prof. Dr. Metin
OZTURK e sonsuz tesekkiir ederim.

Hayatimin biitiin evrelerinde her tiirlii kararima saygi gosteren ve destek veren bagta babam
Ahmet KALMAZ olmak {izere tiim aileme siikranlarimi sunarim.

Feyyaz KALMAZ

29/07/2016



ICINDEKILER

) Sayfa
L6 4 3 OO i
AR TRAUT s i i s A T A L G R e
ONSLZNVE TESBERLR . oonnsn i s naass s e siis iii
B 1B o) B iv
SIMGELER PUZIN G vconsvuwssmsssimms s i s e s s aviss s Miiss s s s s s N s s
BERICLE R EEIN. oo s R s A S S S B R0 vi
L ANALITIE YALINKAT PONESEYONEAR: ..ommmmumvivscrsaivemssshvaissys v
1.1 Analitik Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri........cccuuviimisivnininnrenineineceininiennnnens
1.2 Analitik Yalinkat Fonksiyonlar ve Temel OzelliKIeri......ccceeunirmeriniinniiciininenininnns
1.3 S Sinifina Ait Fonksiyonlarin Ozellikleri.. T
1.4 Reel Kismi Pozitif Analitik Fonks1yonlar ve Ozelllklcn ....................................... 9
1.5 Yildizil ve Konveks Analitik Yalinkat Fonksiyonlar...........coooiiiiiins 12
1.6 k —Katl Simetrik Fonksiyonlar... PSR AESENPRRURNONI. | .
1.7 @ Mertebeli Yildizil ve Konveks Fonks:yon!ar ................................................... 18

1.8 Konvekis Yakin FonKRVoRIIE swenemmnimsoonmssimss s emmiss e s i
1.9 Alfa Spiral FONKSIYONIAT. ...coceveueeueiimiiieiiseeiseninsssssnsssmneecessnmmmsssssssssemmmennd3
1.10 Tipik Reel FOnKsiyonlar............oouuiviiieiiiiiniinenniiiii s 24
1.11 Alfa Konveks FONKSIYONIAr. ........ccommrreeereeinnnneeeiineeermnsmmimesnnsesssneinsssnnen s 23
1.12 Bazi Integral ESHtSiZIKIEri. ... .uvvvveeiiecieiieseeeeeeeeee e s s s 27

2. MERMORF YALINKAT FONKSIYONLAR
2.1 Meromorf Yalinkat Fonksiyonlarin Temel OzelliKleri...........oooooiiiiiniiiiiiin 29
2.2 Meromorf Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar.........cooviiiin 43
2.3 a Mertebeli Meromorf Yildizil Fonksiyonlar..........ccoooiiiiiiiiin 50
2.4 Konvekse Yakin Meromorf Fonksiyonlar........o.oooiiiiiiiiiin 61
2.5 @ — Spiral Meromorf FonKsiyonlar............oooiviiiiiiine 65
2.6 Sinirlt Meromorf Fonksiyonlar.........oovuvuieiiiiiiiiiiin 67
2.7 Tipik Reel Meromorf FONKSiyOnIar......oocceecvriiiiiinnninii e 70

3. KUTBU ORIJIN OLMAYAN MEROMORF YALINKAT FONKSIYONLAR

3.1 S(p) sinifi Ve BZEIIKIEri.....ooorierririiiiiii s
3.2 S(p) simfinin Konveks ve Yildizil Alt Siniflart 8zelliKler.....coooviriierieaieiiiin, 81

AN AR LAR. ..o cressereen smmmnennennes FEHENTHFEITIRER SIS sy ersanrrnursvasnas 810
OZGECMIS. ....verrereesscreromsnssnsssssssesesissssssisessserssssasessasuessusasasnansassassssessssssess



Simgeler
C

D,

D

D*

]D)x
D(zy,1)
D(zy,7)
0D (zq,1)
C: = dD(2zg,T)
f(D)
f=<g
fog

s

k(z)
kp(2)

Re f

Im f
r*(S)
x(S)

SIMGELER DiZiNi

Ac¢iklama

Kompleks sayilar kiimesi

Orijin merkezli r yarigaph agik daire

Agik birim daire

Orijin ¢ikarilmig agik birim daire

Birim dairenin disi

zo merkezli r yarigaph agik daire

z, merkezli r yarigapl dairenin kapanigi

zo merkezli r yarigapli dairenin siniri

Orijin merkezli r yarigapli gember

D dairesinin f fonksiyonu altindaki goriintii kiimesi

f fonksiyonu g fonksiyonuna sabordinedir

f ile g fonksiyonlarinin bilegkesi

f fonksiyonunun tersi

Koebe fonksiyonu

p noktasinda bir kutba sahip Koebe fonksiyonu

f fonksiyonunun reel kismi

f fonksiyonunun imajiner kismi

S sinifinin yildizillik yarigapi

S sinifinin konvekslik yarigapi

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi
Normalize edilmis yalinkat analitik fonksiyonlarin sinifi
D* bolgesinde tanimh analitik ve yalinkat foksiyonlarin sinifl
M sinifinda ait sifir degerini almayan fonksiyonlarin sinifi
Birim dairede tanimli analitik fonksiyonlarin sinifi

Reel kismi pozitif ve reel katsayili fonksiyonlarin sinifi
Yalinkat k —katli simetrik fonksiyonlarin sinifi

Cift yalinkat fonksiyonlarin sinifi

Yildizil fonksiyonlarin sinifi

a mertebeli yildizil fonksiyonlarin sinifi

Konveks fonksiyonlarin sinifi

a mertebeli konveks fonksiyonlarin sinifi

a —konveks fonksiyonlarin sinifi

Konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi

S(p) smifina ait konveks fonksiyonlarin sinifi

S(p) sinifina ait yildizil fonksiyonlarin sinifi

S(p) sinifina ait —¢ € P ozelligindeki fonksiyonlarin sinifi
S(p) sinifina ait p € P ozelligindeki fonksiyonlarin sinifi

v



MCC D* bolgesinde konvekse yakin meromorf fonksiyonlarin sinifi

MST Meromorf yildizil fonksiyonlarin sinifi

MST (a) a —mertebeli meromorf yildizil fonksiyonlarin sinifi

MST(a) MST (a) sinifina ait ¢y, = 0 dzelligindeki fonksiyonlarin sinifi
McCV Meromorf konveks fonksiyonlarin sinifi

McCV(a) a —mertebeli meromorf konveks fonksiyonlarin sinifi

MCV () MCV (@) sinifina ait ¢, = 0 6zelligindeki fonksiyonlarin sinifi
SP(a) a —spiral fonksiyonlarin sinifi

MSP(a) a —spiral meromorf fonksiyonlarin sinifi

BM(m) Alttan sinirli meromorf fonksiyonlarin sinifi

BM(m) BM (m) sinifina ait ¢, = 0 6zelligindeki fonksiyonlarin sinifi
BMS(m) BM (m) sinifina ait yalinkat fonksiyonlarin sinifi

BMS(m) BM(m) sinifina yalinkat fonksiyonlarin sinifi

TR Tipik reel fonksiyonlarin sinifi

MTR Tipik reel meromorf fonksiyonlarin sinifi

MTR® Orijinde normalize edilmis tipik reel meromorf fonksiyonlarin sinifi

vi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1 C,. egrisinin f € M fonksiyonu altindaki goriintiisii

Sekil 2.2 C,, p > 1, ve C; egrilerinin f € M fonksiyonu altindaki resim egrileri arasinda
kalan blge

vii



1. ANALITIK YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu béliimde, gelecek bdliimlerde benzerleri tanimlanacak olan, birim dairede analitik ve
yalinkat olan fonksiyonlarin siniflari tizerinde duruldu. Bu siniflara ait fonksiyonlarin
integral temsilleri, katsay esitsizlikleri, distorsiyon ve biiylime 6zellikleri verildi. Ayri-

ca, yine ilerleyen bdliimlerde kullanilacak olan belli bazi esitsizlikler ifade edildi.
1.1 Analitik Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

U kompleks diizlemde agik bir kiime, f: U - C kompleks degiskenli bir fonksiyon ve
2y € U olsun. Eger

. f(z) = f(z0)

i s————ieeatn

z—zg Z—2Z
limiti mevcut ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir, limit degerine f
fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi denir. f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi
f'(z,) bigiminde gosterilir. Eger f fonksiyonu U agik kiimesinin biitiin noktalarinda
diferansiyellenebilirse f fonksiyonuna U kiimesinde analitik denir. Buna gore analitik

fonksiyon, agik kiimede tanimli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Kompleks diizlemde agik ve baglantili bir kiimeye bélge denir. D kompleks diizlemde
bir bolge ve f: D — C fonksiyonu bire-bir ise, f fonksiyonuna D’de yalinkat veya iini-
valent adi verilir. Baska bir ifadeyle, f fonksiyonunun D bdlgesinde yalinkat olmasi,
z, # z, ozelliginde biitiin z,,z, € D noktalan i¢in f(z;) # f(z;) olmasint gerektirir.

Geometrik olarak bu: (D) goriintii blgesinin katli bdlge olmamasi anlamina gelir.

1.1.1 Teorem. f fonksiyonu kompleks diizlemin bir D bolgesinde analitik ve z, € D
olsun. Eger f'(zo) # 0 ise uygun bir r > 0 sayist igin f fonksiyonu D(z,, 1) € D dai-
resinde yalinkattir (Palka 1991, s:348).

Genelde, 1.1.1 Teoreminin tersi dogru olmadigi gibi. kargit tersi de dogru degildir. An-
cak 1.4.6 Teoreminde goriilebilecegi gibi, f fonksiyonu kompleks diizlemin konveks bir

D bblgesinde analitik ve her z € D igin Ref’(z) # 0 ise f fonksiyonu D’de yalinkat



olur. Bununla birlikte, D bdlgesinde yalinkat bir fonksiyon D’nin biitiin alt bolgelerinde

de yalinkattir.

[a, b] kapal arah@inda tanimh z = g(t) siirekli fonksiyonuna kompleks diizlemde bir
egri, g([a, b]) goriintii kiimesine egrinin izi veya yoriingesi denir. g egrisinin izini
C = g([a, b)) ile gosterecegiz ve C egrisi denildiginde egrinin izinin kastedildigi anlagi-
lacak. g(a) noktasina egrinin baslangi¢c noktasi, g(b) noktasina ise, egrinin bitis nok-
tas1 adi verilir. Baglangi¢ noktasindan bitig noktasina giden yon, egrinin yoniinii gdste-
rir. Bdyle bir egri ydnlendirilmis olur. Her t € [a, b] igin g'(t) mevcut ve g'(t) # 0 ise
edriye diizgiin egri, [a, b] aralifinin sonlu sayida alt araliklarinda diizgiin olan egriye
de parcal diizgiin egri denilir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, g(a) ve
g(b) ug noktalar: esit egriye kapah egri, sadece ug noktalarinda kesisen egriye basit
kapah egri veya Jordan egrisi ve Jordon egrisinin sinirladi@i bolgeye de Jordon béol-
gesi denir. Kompleks diizlemin bir D b&lgesinde her basit kapali egrinin i¢ kismi sadece

D bolgesinin noktalarindan olusmus ise D’ye basit baglantili bolge adi verilir.

D kompleks diizlemde bir bdlge, f:D — C bir fonksiyon ve zy, € D olsun. z, noktasin-
da kesisen D de yonlendirilmis her C, ve C, diizgiin egri giftinin z, noktasinda aralarin-
daki ag1, f(C,) ve f(C,) goriintii egrilerinin f(z,) noktasindaki agiya biiyiikliik olarak

esit, yon olarak ayni ise f fonksiyonuna z, noktasinda konform denir.

Asagida, bir fonksiyonun bir noktada ve bir bolgede konform olmasini test eden iki tane

sonug verilecektir.

1.1.2 Teorem. f fonksiyonu bir D bélgesinde analitik ve z, € D olsun. Eger f'(zy) # 0

ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur (Zill 2003, s:354).

1.1.3 Teorem. D kompleks diizlemde bir bolge ve f:D — C bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun D bolgesinde konform olmasi igin gerek ve yeter sart, f fonksiyonunun

D’de analitik ve yalinkat olmasidir (Palka 1991, s:382).

Yerel yahinkatlik genel yalinkatlilifi gerektirmediginden 1.1.3 Teoremi geregi yerel

konformluk da genel konformlugu gerektirmez.



Yalinkat fonksiyon teorisinde kullanilan dnemli sonuglardan biri Riemann doniigiim
teoremidir. Bu teorem, kompleks diizlemin kendisi olmayan basit baglantili bir alt bol-
gesinin D = {z: |z| < 1} agik birim dairesi iizerine bire-bir ve analitik olarak doniisti-

ren bir doniisiimiin varligindan bahseder.

1.1.4 Teorem. (Riemann Doniisiim Teoremi) D. kompleks diizleminin basit baglantili
bir alt bolgesi ve D # C olsun. D bdlgesini D birim dairesi lizerine, bire-bir ve analitik
(konform) olarak resmeden, zo € D noktas igin f(zo) =0 ve f'(z9) >0 dzelliginde
bir tek f fonksiyonu vardir (Palka 1991, $:420).

Riemann doniisiim teoremi geregi, basit baglantili bir bolgede konform doniistimlerle
ilgili bir gok problemi gzmek icin, bu bdlge yerine ona konform olarak denk olan D
birim dairesini almak uygundur. Boylece, D de elde edilen sonuglar ona konform olarak
denk olan bdlgeye taginabileceginden. kolaylik agisindan galismamizi birim daire veya

birim dairenin disi iizerinde yogunlastiracagiz.

Cogu zaman basit baglantil bir bolgenin, ozellikle de birim dairenin konform doniigiim
altindaki goriintii kiimesiyle ilgilenmek gerekli olacaktir. Asagidaki teorem goriintii

kiimesinin bulunmasinda kolaylik saglar.

1.1.5 Teorem. f fonksiyonu bir D Jordan bolgesinde analitik, C = aD tzerinde siirekli
ve bire-bir olsun. Bu durumda, f fonksiyonu D bolgesini f(C) Jordan egrisinin sinirla-

dig1 bolge lizerine konform olarak resmeder (Pommerenke 1975, s:282).

Birim dairede tanimli fonksiyonlarin modiilityle ilgili bir gok esitsizligin elde edilme-

sinde Schwarz lemmasi denilen asagidaki teorem dnemli rol oynar.

1.1.6 Teorem. (Schwarz Lemma) f fonksiyonu D dairesinde analitik ve f(0) =0,
|f (z)] < 1 dzelliklerini saglasin. Bu durumda, her z € D igin |f(2)| < |z| ve TROIE

1 dir. Esitlik, 0 reel say1 olmak tizere, f(2) = 9z fonksiyonu igin gegerlidir.
1.2 Analitik Yalinkat Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

D birim dairesinde analitik, yalinkat, f(0)=f(0)—-1=0 bagintisini saglayan ve

orijin civarinda



f(@2=z+ z 2" (1.1)
n=2

bigiminde seri agihmina sahip bir fonksiyona normalize edilmis analitik yalinkat
fonksiyon denir. D’de normalize edilmis biitiin analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifi S
ile gosterilir. Asagida, S sinifina ait fonksiyonlarin belli basl bazi temel ozellikleri lize-
rinde durulacaktir. Bunlardan birincisi S sinifinin bazi elementer doniisiimler altinda

degismez kaldigidir.

1.2.1 Teorem. z € D ve f € S olsun. Bu durumda asagida tamimlanan g fonksiyonu da

S sinifina aittir.
(i) 6 € R olmak iizere, g(z) = e -i0f(elfz) = z + Tn=2 ane€ ei(n=1)8 71 rotasyonu,
(i)0<r<1liging(z) =r"fGrz)=z+ Y&, a,r""1z" genlesmesi,

(iii) la] < 1 ve @(2) = (z + a)/(1 + @z) olmak iizere,

f(fp(Z)) f(a) (1= lal®)f"(a) = 2af'(@) ,
9@ =0 ePr@ 27 (@ a

disk otomorfizmi,

(iv) k = 2,3, ... igin

g(2) = [F (2 = Zl ]

a, 1 21.,2k+1 4 ..
g 422 + 5z [2kas = (k = Day*]z""" +

n. kok doniigiimil
(v) w & f (D) olmak iizere,

wf (2)

o o e =z + (ap +1/W)z? + =

g(2) =



atlanmis deger doniistimii.

(vi) @, f fonksiyonunun deger kiimesi iizerinde yalinkat ve analitik bir fonksiyon olmak

iizere g = @ o f bileske doéniisiimii (Goodman 1983, vol. I, s:18).

S sinifina ait dnemli fonksiyonlardan biri: z € D igin k(z) =z/(1 - z)? Koebe fonk-
siyonudur. Bu fonksiyon agik birim daireyi C\{w:—o <w = —1/4)} bolgesi lizerine
bire-bir olarak doniistiiriir. Koebe fonksiyonunun rotasyonu, ko(z) = 2/(1 - e'sz)
fonksiyonu agik birim daireyi orijinden gikan 1gmnin —e~19 /4 noktasindan co’a uzanan
pargas: harig, biitiin kompleks diizlem iizerine bire-bir olarak resmeder. z € D ve
a € (0,2] olmak tizere, f(2) = [(1+z - 1] genellestirilmis Koebe fonksiyonu S

sinifina ait Snemli fonksiyonlardan bir digeridir.

(1.1) agthmuyla verilen S smifina ait fonksiyonlarin ay katsayilari igin la,| €
n(n=23,..) esitsizligi Bieberbach tahmini olarak bilinir. Bieberbach (1916) tara-
findan verilen bu tahmin ancak De Branges (1985) tarafindan 1spatlanabllm|$t1r Asagi-

daki teorem bu tahmini ifade eder.

1.2.2 Teorem. (Bieberbach Tahmini) f € S fonksiyonu (1.1) agithmu ile verilmig ol-
sun. Bu durumda her n = 2 igin la,| <n dir. Esitlik f(z) = ko(2) fonksiyonu igin
gegerlidir.

Asagida S sinifina ait fonksiyonlar altinda kompakt dairelerin goriintii bslgesinin alani
ile ilgili bir sonug verilecektir. Teoremin ispati, 2 bsliimde verilecek olan Alan teoremi-

nin ispatinda kullanilacagindan burada verilecektir.

1.2.3 Teorem. f €S ve D.={z:lzl sT < 1} olsun. Bu durumda f(D,) bolgesinin

alani
Al = Hana“lzrz“ (1.2)
n=1
dir.

N



fspat. z=x+1iy € D,vew = f(2) = u(z) + iv(z) olsun. f(D,) bdlgesinin alani

A(r) = HﬂD )dudv = J‘J

esitligi ile verilir. f = u + (v fonksiyonu analitik oldugundan,

d(u, v)
a(x, y)

a(u,v) Uy Uy Uy
a(x,y) - l"x "yl - lvx Uy l = w2 + v = f @I
ve Z = pem ],an
2m T
BieE ”D IF @) dxdy =L L |F'(pei®)|" p dp 6 (1.3)

olur. (1.1) bagintis geregi
f'(pei) =1+ 2a,pe+... +nanp" 1! 10 +

oldugundan,

|f'(P€‘9)|2 = f'(pe'®)f'(pe'®) = Z n?la,|? p?" % + z ce'*®
n=1 k#0

olarak yazilabilir. Burada ¢ katsayilari a, ve p'ya baghdir. Bu ifade (1.3) bagintisinda

yerine yazilr, diizgiin yakinsakliktan dolay: terim terime integrali ahmr ve k # 0 igin

(2™ 149 4 = 0 olduguna dikkat ediirse (1.2) esitligi elde edilir. m

1.2.4 Agiklama. (i) Eger 0 <7 < 1ic¢in A(r) £ m < @ ise, N = 1,2, ... olmak iizere,

N

Sy() = nz:n!a,,!zrz" <m

n=1

dir. (SN(r)) kismi toplamlar dizisi monoton artan ve iistten sinirli bir dizi oldugundan,

r — 1~ iken limiti mevcuttur. O halde,



N

Sy =Sy (1) :nZnIanlz <m

n=1

elde edilir. (Sy) kismi toplamlar dizisi sinirli ve Y%_; n |a,|? serisi yakinsak oldugun-

dan N — oo i¢in

oo

A= T}erl]_A(r) = nz nla,|? (1.4)

n=1

elde edilir.

(ii) A = (1 + 2|a,|®> + ---) = oldugundan f(z) = z fonksiyonu i¢in A = m olup,

diger biittin f € S fonksiyonlar igin A > m dir.

(iii) Eger A(r) sinirh degilse r — 17 iken (1.4) bagintisindaki seri raksak ve A = oo

olur.
1.3 S Smifina Ait Fonksiyonlarin Ozellikleri

la,| < 2 esitsizligi, S sinifina ait fonksiyonlarla ilgili bazi sonuglarin elde edilmesinde
onemli rol oynar. Bu sonuglar yalinkat fonksiyonlar teorisinin temel teoremleri olarak
bilinir. Bunlardan birincisi, Koebe 1/4 —teoremi olarak adlandirilan asagidaki teorem-
dir. Bu teorem S sinifina ait fonksiyonlarin goriintii bolgesinin daima 1/4 yarigapl

merkezi agtk bir daireyi bulundurdugunu ifade eder.

1.3.1 Teorem. f €S ise f(D) > Dy, diir. Esitlik f(z) = kg(z) fonksiyonu igin
saglanir. Ustelik, Nyes f(ID) = Dy 4 diir (Duren 1983, s:31).

S sinifina ait fonksiyonlar igin dnemli sonuglardan biri de agagida verilen distorsiyon ve

biiyiime sonucudur.

1.3.2 Teorem. [ € S ve z = re'® € D olsun. Bu durumda

< f@)I <

r
aQ+r)32"~ (1-7)?%'



1+r
(1+ )3_If(:3)l_---~—(1 ¥

1—r

zf'(z)
1+ 7@

14+7r
T 1l-—r

dir. Her ii¢ bagintida esitlik, f(z) = kg(z) fonksiyonu igin gegerlidir (Bieberbach
1916).

S sinifina ait fonksiyonlar igin yukarida verilen 6zelliklerin yaninda asagidaki 6zellikler

de verilebilir.

1.3.3 Teorem. f € S ve z = re'? € D olsun. Bu durumda

zf'"(z)| 2r*+4r . 212 +7)
@ < =72 f el s ———= a—r*
2r? —4r f”(z) 2r¥ + 4

< Re <
1—r? f (z) 7 1-r?
dir. Her ti¢ bagintida esitlik, f(z) = kg(z) fonksiyonu igin gegerlidir.

Asagidaki sonug, birim dairede analitik fonksiyonlar igin yalinkatlik kriteri olarak kul-

lanilabilir.

1.3.4 Teorem. z € D ve f(2) = z + Yoy anz"™ olsun. Eger 37, nla,| < 1ise f fonk-
siyonu D dairesinde yalinkattir.
Ispat. z,w € D ve z # w igin

oo

z—w-i-Zak(z"—w")

k=2

> |z—w|(1 —ZlakI(IZI" Lt Wl 1))
zlz—wl( Zklakf>>{}

k=2

If(z) = fW)| =




olur. Yani f(z) # f(w) dir. Dolayisiyla. f fonksiyonu D’de yalinkat olur.m
S sinitfinin dnemli bir topolojik 6zelliginden bahsederek bu kismi tamamlayalim.

1.3.5 Teorem. S smnifi, D dairesinde tanimhi analitik fonksiyonlarin sinifinin kompakt

alt kiimesidir (lan Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:18 ).
1.4 Reel Kismu Pozitif Analitik Fonksiyonlar ve Ozellikleri

D dairesinde analitik, f(0) = 1 ve z € D igin Re{f (z)} > 0 dzelliklerini saglayan

f(2)=1+pz+pz2+- =1+ Z Paz® (1.5)
n=1
acilimina sahip fonksiyonlara reel kismu pozitif analitik fonksiyon denir. Bu fonksi-

yonlarin sinif1 P ile gosterilir. z € D igin,

14z

— (16)

p(z) =

fonksiyonu P sinifina ait dnemli bir fonksiyon olup, birim daireyi H = {w:Rew > 0}
sag yari diizlem {izerine konform olarak resmeder. S sinifinda Koebe fonksiyonunun

oynadigi rolii, p fonksiyonu P sinifinda oynar.

P sinifina ait fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekmez. Ornegin, n = 2 tamsayis! igin,
f(z) = 1+ z" fonksiyonu P sinifina ait olmasina ragmen D dairesinde yalinkat degil-
dir. Bununla birlikte. P sinifi konveks ve kompakttir (Ian Graham ve Gabriela Kohr

2003, s:32).

1.4.1 Tamm f ve g fonksiyonlari D dairesinde analitik olsun. Her z € D icin f(2) =
g(w(z)) olacak bigimde w(0) = 0 ve |[w(z)| < 1 dzelliginde D dairesinde analitik bir
w fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna sabordine denir ve bu durum f<g

bigiminde gosterilir.

Tanimda verilen w fonksiyonunun Schwarz lemmasinin sartlarini sagladigr agiktir.

Asagidaki teorem sabordine fonksiyonlarin geometrik yorumunu vermektedir.



1.4.2 Teorem. f fonksiyonu D dairesinde analitik, g fonksiyonu da analitik ve yalinkat

olsun. Bu durumda,

f<ge f(0)=g(0) ve f(D) c g(D)

dir. Genelde f < g ise her bir r € (0,1) i¢in D, = {z:|z| < r} olmak iizere, flD.)ye
g(D,.) dir (Goodman 1983, vol: I 5:86).

P sinifina ait fonksiyonlar (1.6) ile verilen p fonksiyonuna sabordinedir. Bunun tersi de

dogrudur. Yani, f € P < f < p dir (Ian Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:28).

P simifina ait fonksiyonlarin integral temsilini elde etmek miimkiindiir. Herglotz

(1911) un temsil teoremi bununla ilgilidir.

1.4.3 Teorem. (Herglotz temsil teoremi) f fonksiyonu ID dairesinde analitik, £(0) = 1
ve z € D olsun. Bu durumda

21 4 ze~1

e du(8) (1.7)

feP@f(2)=f g
0

olacak bigimde u(2m) — u(0) = 1 dzelliginde [0,27] araliginda azalmayan bir u fonk-
siyonu vardir (Ian Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:31).

Herglotz temsil teoremi P sinifina ait fonksiyonlarin biiyiikliik ve distorsiyon sonuglari-

nin elde edilmesinde oldukg¢a kullanishidir.

1.4.4 Teorem. f € P ve z = re'? € D olsun. Bu durumda

1-r 147
T s @l =T
!f’(Z)lia"_T)z“

dir. Esitlik, « € R olmak iizere, f(2) = p(e'®z) fonksiyonu igin gegerlidir (Ian Graham
ve Gabriela Kohr 2003, s:31).



1.4.5 Teorem. f(2) = 1+ X3, p, 2" € P ise |p,| < 2 dir. Esitlik, « € R olmak iizere
f(z) = p(e"“z) fonksiyonu igin gegerlidir (Duren 1983, s:41).

Asagida konveks bolgeler ile ilgili iki yalinkathk testi verilmistir.

1.4.6 Teorem. D kompleks diizlemde konveks bir bolge ve her z € D olsun. Belli bir

a € R sayist i¢in,
Re[e!®f'(z)] > 0
ise f fonksiyonu D’de yalinkattir (Noshiro, 1935) ve (Warchawski, 1935).

1.4.7 Teorem. D kompleks diizlemde bir bolge, f ve ¢ fonksiyonlar: D bolgesinde ana-
litik, ¢ fonksiyonu D bolgesinde yalinkat ve @ (D) konveks bir bélge olsun. Bu durum-
da her z € D igin,

@)

R @ (2)

ise, f fonksiyonu D’de yalinkattir (Ozaki, 1935) ve (Kaplan, 1952).

1.4.8 Teorem. z € D ve P(a) = {f € P:Re[f(2)] > a,0 < a < 1} olsun. Bu durumda

f € P(a) olmasi igin gerek ve yeter sart

2 ' -ig
) =2if 1+ (1-2a)ze 44 (6)

1 —ze"0

olacak bigimde f;ﬁ du(6) = 2w ozelliginde [0,27] araliginda azalmayan bir pu fonksi-
yonunun meveut olmasidir. Ustelik, f € P(a) fonksiyonu (1.5) agilimina sahip ise
Ip,] < 2(1 — @) dur. Esitlik 8 reel say1 olmak iizere f(2) = [1 + (1 — 2a)ze ] /(1 -
ze‘is) fonksiyonu i¢in saglanir (Goodman 1983, vol: I s:105).

P sinifina ait reel katsayil fonksiyonlarin simfi PR ile gosterilirse, Herlogtz temsil teo-

remi ile verilen integral temsili, PR sinifina ait fonksiyonlar i¢in de verilebilir.

1.4.9 Teorem. Bir g fonksiyonunun PR sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

11



g > 1— 22
9() = EJ; 1—2zcos@ + z* (@) {lda)

s 7
olacak sekilde fo 1r{d,u((}) = 2m Ozelliginde. reel degerli, azalmayan bir u(8) fonksiyo-

nu vardir.
1.5 Yildizil ve Konveks Analitik Yalinkat Fonksiyonlar

Bu kisimda S sinifina ait fonksiyonlarin goriintii bélgelerinin yildizil veya konveks ol-
masi durumunda olugan alt siniflar tanimlanip, bu siniflara ait fonksiyonlarin integral

temsilleri, katsay: esitsizlikleri, distorsiyon ve bilyiime 6zellikleri verilecektir.

Kompleks diizlemde herhangi w, ve w noktalarini birlestiren dogru pargasi [wy, w] =
{(1 =t)wy + tw: 0 < t < 1} bigiminde tanimlanir. A kompleks diizlemde bir kiime ve
wo € A sabit noktasi verilmis olsun. Eger her w € A noktasi i¢in [wy, w] € A ise A kii-
mesine wy noktasina gire yildizil ve her wy, w, € A noktalari i¢in [wy,w,] € A ise A
kiimesine konveks denir. Buna gtre konveks kiime, her bir noktaya gore yildizil olan

kiimedir.

f fonksiyonu D, = {z:|z] < r,0 < r < 1} bdlgesinde analitik. yalinkat ve zy € D, ol-
sun. Eger f(D,.) goriintii bolgesi wy = f(z,) noktasina gore yildizil ise f fonksiyonuna
D, bolgesinde z, noktasina gore yildizil denir. Orijine gore yildizil bir fonksiyona yil-
dizil fonksiyon adi verilir. Eger f(D,.) bolgesi konveks ise f fonksiyonuna D, de kon-
veks fonksiyon denir. D, dairesinde yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflart sirasiy-
la, ST(D,) ve CV(D,) ile gosterilir. Ozel olarak, D = D, de (1.1) bigiminde bir Taylor
a¢ihimina sahip yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflari sirasiyla, ST ve CV ile gbste-
rilir.

y. Cde z(t) = x(t) + iy(t), a < t < b parametrik ifadesi ile verilmis diizgiin bir egri
ve f fonksiyonu y egrisini bulunduran bir bolgede analitik olsun. f)=T,wy &T ve

w € T oldugunu kabul edelim. Eger arg(w — wy), t degiskeninin azalmayan tek degis-

kenli bir fonksiyonu, yania < t < b igin

d
aarg(w —wy) 20

12



ise. I" egrisine w, noktasina gére yildizil egri denir. Eger I egrisine teget olan dogru-

nun 7 argimenti t deZiskeninin azalmayan bir fonksiyonu, yania <t < b icin

T d , ,
T Earg[f (2)z'(1)] =0

ise " egrisi konveks egri olarak adlandirilir.
Asagidaki teorem yildizil ve konveks fonksiyonlarin analitik ifadesini verir.

1.5.1 Teorem. f:ID — C analitik bir fonksiyon, f(0) = 0, f'(0) # 0 ve z € D olsun.

Bu durumda,

(i) f € ST © Re sz(—g)}>0
(ii) f € CV & Re [1 + z;,(f;)] >0

dir (Goodman 1983, vol: I s:111).

Konvekslik i¢in baska ¢ift gerektirmeli sonuglar Sheil—=Small (1969) ve Suffridge

(1970) tarafindan verilmistir.

1.5.2 Teorem. f: D — C analitik bir fonksiyon ve {,z € D olsun. Bu durumda,

2zf'(2) z+(

fA-ro z-3¢2°

fECV & Re

dir.
1.5.2 Teoreminin bir sonucu, asagida verilen konvekslik kriteridir.
1.5.3 Sonug. f: D — C fonksiyonu analitik ve |{| < |z| < 1 olsun. Bu durumda

PO ]>0

f(@)—-f(Q)

dir.



1.5.1 Teoreminden ST ve CV smiflari arasinda oldukga kullanigh olan asagidaki
bagintiyr elde etmek miimkiindiir. Bu baginti ilk olarak Alexander (1915) tarafindan

elde edilmistir.
1.5.4 Teorem. f: D — C fonksiyonu analitik olsun. Bu durumda,
fECV & zf' € ST

fesT e J )

—=d{ eCV

dir.

Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari ST sinifina ait oldugundan 1.3.2 Teoreminde verilen

S sinifi igin bitylime ve distorsiyon sonuglari ST sinifi igin de gegerlidir.

1.5.5 Teorem. f € ST ve |z| = r < 1 olsun. Bu durumda,

r
m_lf(zﬂ—a——
1= 616
e SV @S G

diir. Esitlik hali, Koebe fonksiyonu ve onun uygun bir rotasyonu i¢in gegerlidir (Good-

man 1983, vol: I s:117).
Asagidaki teorem konveks fonksiyonlar igin biiyiime ve distorsiyon sonucunu verir.

1.5.6 Teorem. f € CV ve |z| = r < 1 olsun. Bu durumda,

1+

1
m‘_|f(2)|-ﬁ
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dir. Ayrica, f(D) o {w:|w| < 1/2} olup, 0 reel say1 olmak iizere, esitlik f(z) =
z/(l - eiez) fonksiyonu igin gegerlidir.

ST ve CV siniflarina ait fonksiyonlar i¢in Nevanlinna (1920) ve Loewner (1923)’e ait

katsay: sinirlar asagidaki teoremde verilmistir.

1.5.7 Teorem. f fonksiyonu I dairesinde analitik ve (1.1) agilimina sahip olsun. Bu

durumda,

(i) f € ST ise |a,| < n dir. Esitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari igin gegerlidir.

(i) f € CV ise |ay] <1 dir. Esitlik. 6 € R olmak iizere f(z) = z/(1 — e'z) fonksi-

yonu igin gegerlidir.

Konveks fonksiyonlar i¢in kullanigh bir Katsay:r tahmini Hummel (1957) ve Trimble

(1975) tarafindan verilmistir.

1.5.8 Teorem. z € D igin f(2) = z + Xy anz" olsun.
(i) f € Sise |laz — ay?| < 1dir.

(i) f € CV ise |ag — az?| < (1 — |a,|*)/3 dir.

1.3.4 Teoreminde oldugu gibi. belli katsay bagintisini saglayan fonksiyon siniflart yil-

diz1l ve konveks olabilir.

1.5.9 Teorem. z € D i¢in f(2) = z + Y=y @y 2" olsun. Bu durumda,
() X, nla,| < 1ise f € ST dir.

(i) T%°_, n?|a,| < 1ise f € CV dir.

Asagidaki teorem, yildizil fonksiyonlar altinda D dairesinin goriintii bolgesinin alani ile

fonksiyonun katsayilari arasindaki bagintiy: verir.



1.5.10 Teorem. f € ST fonksiyonu (1.1) agilimma sahip ve f(ID ) bdlgesinin alani A

olsun. Bu durumda n = 2 igin

dir.

1.5.11 Tamm. F. S sinifinin bos olmayan bir alt sinifi olsun. F sinifindaki her bir fonk-
siyon D+ dairesinde yildizil olacak bigimdeki en biiyiik r*(F) pozitif sayisina, F
sinifinin yildizilik yarigapt ve F sinifindaki her bir fonksiyon D, (r) dairesinde kon-
veks olacak sekilde en bilyiik 7 (F) pozitif sayisina da F sinifinin konvekslik yarigapi

denir.

Nevanlinna (1920) ve H. Grunsky (1933) S sinifina ait fonksiyonlar igin konvekslik ve
yildizilhk yarigapinin 7 (S) = 2 — V3 ve r*(S) = tanh(m/4) oldugunu gostermisler-
dir.

1.6 k —Kath Simetrik Fonksiyonlar
1.2.1 Teoreminden, f € S ve k = 2,3, ... igin
9(2) = [f)]V- (1.8)

fonksiyonunun S sinifina ait oldugu biliniyor. (1.8) esitliginde D dairesini kendi iizeri-
ne k defa resmeden u = zX doniisiimii yapihrsa f(u) fonksiyonu bu bdlgeyi, w =0
noktasinda uygun bir dali ile birlesen f(ID) bolgesi lizerine k defa resmeder. k. kokii

ise, bu k —katli yiizeyi tek katl bir yiizeye doniistiirmils olur.

1.6.1 Tamm. k pozitif bir tamsayi olsun. Eger D bolgesinin orijin etrafinda 2m /k agihik
bir dénmesi D’yi kendi iizerine doniistiiriiyorsa, D bolgesine k —kath simetrik bolge

denir. Eger her z € D igin
e—zmﬂcf(eszkz) o f(z)
ise f fonksiyonuna D dairesinde k —kath simetrik fonksiyon adi verilir.
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Gronwall (1916), D dairesinde k —katli simetrik analitik bir fonksiyonun seri agilhimini

asagidaki bigimde elde etmistir.

1.6.2 Teorem. f fonksiyonu D bélgesinde analitik ve k —kath simetrik bir fonksiyon

olsun. Bu durumda her z € D igin

F@1 = ) Bupeiathit (19)
n=0

bigciminde bir seri agilimina sahiptir. Tersine, (1.9) agihmu ile verilen f fonksiyonu, se-

rinin D yakinsaklik dairesinde k —kath simetrik bir fonksiyondur.

Tanima dikkat edilirse, k —kath simetrik fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekli degil-
dir. Calismamizda yalinkat k —kath simetrik fonksiyonlar tizerinde duracagiz. Bu yiiz-
den birim dairede k —kath simetrik yalinkat fonksiyonlarin sinifini galismak kaginilmaz

olmustur. Her z € D igin
F@ =2+ ) bunaz™"! (1.10)
n=1

bi¢iminde bir agilima sahip k —katli simetrik yalinkat fonksiyonlarin sinifi S® ile gos-
terilir. Ozel olarak. k = 2 i¢in §?), ¢ift yahnkat fonksiyonlarm sinifi olarak adlandiri-

lir.

Graham ve Varolin (1996) S® sinifina ait fonksiyonlar igin agagida verilen katsay!

tahmini ve 6rtme sonuglarini elde etmiglerdir.

1.6.3 Teorem. f € S® fonksiyonu (1.10) agilimina sahip olsun. Bu durumda

2
1bk+1| < E

dir. Ustelik p, = 4% olmak iizere, f(D) 2 D,, dir. Esitlik, g(z) = [k(z¥))/* =

2/(1 — zK)?/¥  k —Kkatli simetrik Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlart igin gegerlidir.



Graham ve Varolin (1996) konveks fonksiyonlar igin a, = az =+ = @, = 0 sarti al-

tinda k —katli simetrikten daha zayif olan asagidaki distorsiyon sonucunu elde etmisler-
dir.

1.6.4 Teorem. D dairesinde analitik f(z) = z + @4125*? + ay422**? + -+ fonksiyo-

nu verilmis olsun. Bu durumda
(i) f € CV ise z € D igin

1 , 1
T < V'@ = G

dir.
(ii) f € ST ise z € D igin

|z| |z|
A = @ < gz

dir. Birinci baginti igin esitlik: k =1 iken fy(z) =2z/(1 —2z), k=2 igin f(2) =
2-1log[(1 + 2)/(1 — 2)] ve k = 3 igin filz) = fuz(l — wk)~2/k dw fonksiyonlart igin

gegerlidir. Ikinci baginti igin esitlik: k > 1 iken gx(2) = zfi(2) igin gegerlidir.
1.7 @ Mertebeli Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

f:D - C analitik fonksiyonu, f(0)=0ve f'(0)#0 sartlarini saglasin. Bu durumda,

0<a<1vezE€Digin

>a

zf'(2)
Re[ @

ise f fonksiyonuna a mertebeli yildizil fonksiyon,

Zf”(Z)
Re [1 +-?'(z—)'] >a

ise f fonksiyonuna a mertebeli konveks fonksiyon denir (Robertson 1936).



z €D icin f(2) = z+ Xn-za,z" bigiminde normalize edilmis a mertebeli yildizil ve
konveks fonksiyonlarin sinifi, sirasiyla ST(a) ve cV(a) ile gosterilir. ST(0) = ST ve
cV(0) = CV oldugu agiktir. 1.5.4 Teoreminde verilen ST ile CV arasindaki iligki,

ST(a) ve CV(a) siniflar arasinda da mevcuttur.

1.7.1 Teorem. f fonksiyonu I dairesinde analitik olsun. Bu durumda g =

(2a — 1+ y/(2a — 1)% + 8)/4 olmak iizere
fecv(a) e zf'(2) € ST(a)
ve
fecvia) e feESTP)
dir (Miller ve Mocanu, 2000).

CV ile ST(a) simflari arasindaki onemli sonuglardan biri Suffridge (1970)’ye ait olan

asagidaki sonugtur.

1.7.2 Teorem. f € CV ise f € ST(1/2) dir. Ustelik, f € CV ise z € D i¢in Re[f(2)/
z] > 1/2 dir. Sonuglar kesin olup 1/2 sabiti biiyiitiilemez.

1.7.3 Teorem. f fonksiyonu D dairesinde analitik, @ € [0,1) ve z € D olsun. Bu du-

rumda [f(z)/z]”“‘“)lz=u =1ve [f’(z)]”“‘“)lz=0 = 1 olmak iizere,

f € ST(a) & 2[f(2) /2] €S
Ve

fecv(a) e Z[f' (@)D eS
dir (lan Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:56).

1.7.3 Teoremi kullamlarak @ mertebeli konveks fonksiyonlar igin Robertson (1936)’a

ait olan biiyiime ve distorsiyon ozellikleri verilebilir.
1.7.4 Teorem. a € [0,1) igin f € CV(a) olsun. Bu durumda, |z| = r < 1igin
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1 1
AT = If' @I = T yzaw (1.11)
dir. Eger a # 1/2 ise,

(L))" =1 1-(1-r)2*?
< =
a1 S f@ls—r

ve a = 1/2 ise,
log(1+7) < |f(2)| < —log(1—71)
dir. Esitsizlikler kesin olup, esitlik hali

1-(1—2z)*!
f@2)= 2a — 1 e Bl
—log(1—-2), a=1/2

(1.12)

fonksiyonu i¢in gegerlidir.

1.7.3 Teoremi ve (1.11) bagintisindan ST(a) sinifina ait fonksiyonlar igin agagidaki

biiyiime teoremi elde edilebilir.

1.7.5 Teorem. a € [0,1) igin f € ST(a) olsun. |z| =7 < 1 olmak iizere,

Tr & < T
(1 + r)z(l—a) - |f(Z)| - (1 _ T)2(1~a)

dir. Sinirlar kesin olup. esitlik f(z, a) = z(1 = z)~2(1-@) fonksiyonu igin gegerlidir.

« mertebeli konveks fonksiyonlar igin gerek ve yeter garti ifade eden asagidaki teorem,
Brown (1989) tarafindan elde edilmistir. Bu sonug,. IZ] < 1igin D’de konveks bir fonk-
siyonun her |z ={| <r <1-— 1| dairesini konveks bir bolge iizerine dontigtiirdiigiini

gosterir.

1.7.6 Teorem. @ € [0,1) ve f: D — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun.

Il <1velz—={l<7r< 1 — |¢| olmak iizere



feECV(a) o Re {1 Yl 0 ) "Of”(z)} > a

f'{z)

dir.

Son olarak, ST(a) ve CV(a) siniflarina ait fonksiyonlar igin Robertson (1936)'a ait

katsayi tahminlerini verelim.
1.7.7 Teorem. a € [0,1) ve z € D olsun.

(i) f(2) = z 4+ T2, anz™ € ST(a) ise,n = 2,3, ... igin

1 o
lanl < 7o 1)!D(k - 2a)

dir. Esitlik, f(z, @) = z(1 — z)~2(1-@) fonksiyonu igin gegerlidir.

(i) g(2) = z + L=y byz™ € CV(a) ise,n = 2,3, ... i¢in

1 0
Ibnl = Fl_l(k - 2“)
Tk=2

dir. Esitlik (1.12)" de verilen fonksiyonlar icin gegerlidir.
Asagidaki teorem, ST (@) ve CV () sinifinlarinin integral temsilini vermektedir.

1.7.8 Teorem. z € D olmak iizere.

m

_ 2
f € ST(@) @ F(2) = zexp l— Q29 [rog(1 - ze7) du(e)]
0

ve

z o 2m
fecv(a) e f(2) = j exp l— e a)j log(l - ze'"’) d,u(B)]
0 0

T

olacak bi¢imde, u(2m) — u(0) = 2m ozelliginde. azalmayan bir u(6) fonksiyonu var-
dir.
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1.7.9 Teorem. z € D,0 < a < 1 ve f(2) = z + X -, az" olsun. Eger

(n- a)lanl €l-a

n=2
ise, f € ST(a) dir. Eger

[ o]

Z nn—a)la,| <£1-a

n=2

ise f € CV(a) dir.
1.8 Konvekse Yakin Fonksiyonlar

f fonksiyonu D dairesinde analitik olsun. Her z € D igin

f’(Z)]

Re|——=|>0 1413
g'(2) 142
olacak bigimde D iizerinde tammli g konveks fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna I lize-

rinde konvekse yakin fonksiyon denir.

1.5.4 Teoremi kullanilarak, (1.13) bagintist, D tizerinde tanimli yildizil bir h fonksiyonu

igin

zf'(2)
Re[ o) ] >0 (1.14)

bigiminde verilebilir. Boylece. D dairesinde yildizi] olan bir f fonksiyonu ayni zamanda
konvekse yakindir. D dairesinde tanimh (1.1) seri agihmina sahip konvekse yakin fonk-
siyonlarin simfi CC ile gosterilir. Boylece onceki siniflar da goz oniine alinarak
CV c ST c CC < S oldugu goriiliir. Reade (1955-56), konvekse yakin fonksiyonlarin

katsayilarinin Bieberbach tahminini sagladigini gostermistir.

1.8.1 Teorem. DD dairesinde konvekse yakin f fonksiyonu (1.1) tipinde bir seri agilimi-
na sahip olsun. Bu durumda, her n 2 2 icin, |a,| < n dir. Esitlik Koebe fonksiyonu ve
onun bir rotasyonu olmasi durumunda gegerlidir.
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Asagidaki teoremde konvekse yakin fonksiyonlarin analitik temsili verilmistir.

1.8.2 Teorem. f fonksiyonu ID dairesinde f(0) = f'(0) — 1 = 0 ozelliginde analitik
bir fonksiyon olsun. f € CC olmas igin gerek ve yeter sart. her bir r € (0,1), z = ret?

ve 21 > 0, — 6, = 0 sartim saglayan her 6, ve 8, ¢ifti i¢in

] 1 (o iO
: iof (re ))
Ll Re (1 +re Fi(re) do > —-n (1.15)

olmasidir.
1.9 Alfa Spiral Fonksiyonlar

f fonksiyonu D dairesinde analitik ve (1.1) agilimina sahip bir fonksiyon olsun.

la| < /2 6zelligindeki a sayisi ve her z € D igin, f fonksiyonu

w2
Re (e @ ) >0 (1.16)

esitsizligini saghyorsa, f fonksiyonuna D dairesinde a —spiral fonksiyon denir.
a —spiral fonksiyonlarin sinifi SP(a) ile gosterilir. Spacek (1932), SP(a) sinifina ait

fonksiyonlarin yalinkat oldugunu gostermistir.

Asagidaki iki sonug Spacek (1932)’e ait olup, SP(a) sinifina ait fonksiyonlarin integral

temsilini verir.

1.9.1 Teorem. p € P olmak iizere, z € D icin
. z -1
feSP(a) & f(z) =zexp {e"‘“ cosaf p—(s)c———d(} (1.17)
0

dir.

(1.17) bagintisinda p fonksiyonu p(z)r—(1+z)/(1-—z) olarak alinirsa, s =

e~ cos @ olmak iizere, f fonksiyonu

_ z
fer=g-=

23



olarak bulunur. Bu fonksiyon a —spiral Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir,

Zamorski (1960)’ye ait olan asagidaki sonug, SP(@) sinifina ait fonksiyonlarin katsay

bagintisini ifade eder.

1.9.2 Teorem. f € SP(a) fonksiyonu (1.1) agihmina sahip olsun. Bu durumda

|k +2s—1
|ani = 1——[ I l l)l n((k e 1)2 + 4k cos (I)lfz
k=1

dir. Esitsizlik n > 2 i¢in kesin olup, esitlik a —spiral Koebe fonksiyonu ve onun rotas-

yonlari igin gegerlidir.
1.10 Tipik Reel Fonksiyonlar

f fonksiyonu ID dairesinde analitik ve (1.1) agtlimina sahip olsun. D’de reel olmayan

her z degeri igin
sgn(lmf(z)) = sgn(Imz) veya Imf(z)(Imz) = 0 (1.18)

ise f fonksiyonuna ID dairesinde tipik reel fonksiyon denir. D dairesinde tipik reel

fonksiyonlarin sinifi TR ile gosterilir.
PR simifi ile TR sinifi arasindaki iliski Rogosinski (1932) tarfindan agagida verilmistir.

1.10.1 Teorem. g € PRve z € D olsun. Bu durumda,

f(z) = 29(2) =z+pmzt+(p+1)2° +- (1.19)

fonksiyonu TR sinifina aittir. Tersine, f € TR ise

1 - z2

g(z) = f(z) =1+ az+ (az — Dz* + -

fonksiyonu PR sinifina aittir.

(1.19) ve (1.7) bagntilari kullanilarak TR sinifina ait fonksiyonlar igin integral temsili

verilebilir.
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1.10.2 Teorem. f fonksiyonunun TR sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

z
z) =—
f@ Z?TL 1—2zcos@ + z2 du(6) (1.20)
- 2
olacak bi¢imde fgnd,u(ﬂ) = 2 ozelliginde, reel degerli, azalmayan bir u(8) fonksi-
yonunun mevcut olmastdir (Robertson, 1935).
Rogosinski (1932), TR sinifina ait fonksiyonlarin katsay1 bagintisini elde etmistir.
1.10.3 Teorem. f € TR fonksiyonu (1.1) agilhimina sahip olsun. Bu durumda,
min(sinn@/sinf) < a, <n

dir. Esitlik,

k(8,z) =

z Z smn6‘
—2zcos @ + 2 -

fonksiyonu igin gegerlidir.
1.11 Alfa Konveks Fonksiyonlar
i1k olarak Mocanu (1969), @ —konveks fonksiyon kavramini tanimlamistir.

f. D dairesinde (1.1) acilimina sahip analitik bir fonksiyon ve her z € D igin

f(")f()qto
Ve
2f"(2) 2f'(2)
Re[a( f())+(] Q)—— f()] >0 (1.21)

ise f fonksiyonuna D dairesinde a —konveks fonksiyon denir. « —konveks fonksiyon-
larin sinifi @ — CV ile gosterilir. Bu tanim, @ sayisinin kompleks olmasi durumunda da

anlamhidir. Ancak biz a sayisini reel alacagiz. 1 - CV = CV ve 0 — CV = ST oldugu
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aciktir. Bu yiizden @ — CV sinifi konveks fonksiyonlardan yildizil fonksiyonlara “siirek-

li* bir gegisi verir. Bununla birlikte, @ sayisini [0,1] arah@ina kisitlamanin gerekli ol-

madi@: goriilecek.

1.11.1 Teorem. a reel sayi olmak fizere f fonksiyonu @ —konveks olsun. Bu durumda,
(i) @ € R igin f fonksiyonu yildizildir. Yani @ — CV € ST dir.

(ii) @ = 1 ise, f fonksiyonu konvekstir. Yania — CV S CV dir.

(i) 0 € a < 1igin CV € a — CV dir.

(iv) z € D igin I(z) = z dzdeslik doniistimii olmak lizere, NZ_o{a — CV} = {1} dir.
(v) @ < —1 iken g(z) = 1/f(1/z) fonksiyonu |z| > 1 bolgesinde konvekstir.

Bu teorem. a — CV sinifinin @ sayist negatif olmasi durumunda artan, pozitif olmasi
durumunda azalan oldugunu gosterir. O halde en genig simf. 0 — cV = S§* simifidir. Bii-

tiin durumlar i¢in @ — CV simifi, S sinifinin bir alt sinifi olur.
Asagidaki teorem, @ = 0 igina = CV ile ST sinifi arasindaki gegisi vermektedir.

1.11.2 Teorem. z € D ve @ = 0 olsun. Bu durumda,

fEa—-CV& g(z)=f(z)[i@

o) € ST

dir. Tersine,

[g(D]Ve dC] —
a ¢

1 Z
gEST & f(z)—[—ju

: , zf'@)|"
dir. Burada kuvvet fonksiyonunun dali [ 5

= 1 olarak segilmistir.
z=0

k(z) = z(1 — z2)™2 Koebe fonksiyonunun ST simfi i¢in ekstramal fonksiyon oldugu

goz Oniine alinirsa, 1.11.2 Teoreminden
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g 1
oo | e

fonksiyonu da @ — CV sinifi igin bir ekstramal fonksiyon olup, bu fonksiyona a —kon-

veks Koebe fonksiyonu adi verilir.

a > 0 i¢in @ — CV sinifina ait fonksiyonlar i¢in Miller (1973)’e ait bilylime sonucu asa-

gida verilmistir.

1.11.3 Teorem. f € a — CV ve z = re'? olsun.

(i) @ > 0 igin

k(-r,@) < |f(2)] < k(r,a)
dir.
(i) @ = 1 igin

d 0

S i < I < SHBT

= k(-r,@) < If' @)] < 5. k(@)
dir. Her iki durumda da esitsizlik kesindir.

1.12 Bazi Integral Esitsizlikleri

1.12.1 Teorem. f(2) = X anz" =Re'? fonsiyonu C, egrisi iizerinde analitik ve
I = f(C,). bir D bolgesi iizerinde basit kapal bir egri olsun. Eger D bolgesi orijini bu-
lunduruyor ve g(R) = RG'(R) olmak lizere, g(R). R iizerinde siirekli, pozitif, kesin

monoton bir fonksiyon ise
d Zn
..} f G(R)dO > 0 (1.22)
dr J,
dir. Eger orijin D bdlgesinin diginda ve RG'(R) > 0 artan ise | > 0, azalanise | < 0 dir

(Goodman 1983, s:192).
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1.12.2 Teorem. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) z;, z5, ..., z, ve wq, Wy, ..., W, kompleks

sayilar olmak lizere.
2 n n
2
< (Z 12 )(Z |wk|2)
k=1 k=1

dir. Esitlik, i € {1,2, ...,n} i¢in z; ile W; sayilarinin orantili olmasi durumunda gegerli-
dir.

n

D, v

k=1

1.12.3 Teorem. (Aritmetik, Geometrik ve Harmonik Esitsizlikler) a,, az, ..., @y pozitif
reel sayilar olmak iizere, bu sayilarin aritmetik, geometrik ve harmonik ortalamalari

sirasiyla

olsun. Bu durumda
H<G<A (1.24)

esitsizligi saglanir. Ustelik, f(x) fonksiyonu [a, b] aralizinda alttan pozitif bir sayi ile
sinirli ve integrallenebilir bir fonksiyon ise, Ustte toplamlar yerine integraller almak su-

retiyle (1.24) esitsizligi yine gegerlidir. Yani,

1 (° _ 1 jb‘ {)d) P
=b—aLf(x)dx' ‘EXP(b—aa"fx )T Pu/feoldx

olmak iizere,

dir.
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2. MEROMORF YALINKAT FONKSIYONLAR

Bu boliimde. birim dairenin disini veya orijin ¢ikarilmig birim daireyi konform olarak
resmeden., orijinde basit kutba sahip, meromorf fonksiyonlarin genel sinifi ile bu sinifin
alt siniflart tanimlandi. Biitiin bu siniflara ait fonksiyonlarin integral temsilleri, katsay
esitsizlikleri, distorsiyon ve genlesme ozellikleri ile ilgili yapilan ¢alismalar derli toplu

olarak verildi.
2.1 Meromorf Yalinkat Fonksiyonlari Temel Ozellikleri

DX = {¢:|¢| > 1} olmak iizere { € D* igin

f(C)=C+cU+%+---=C+22—2 (2.1)
n=0

biciminde bir Laurent agilimina sahip analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifint M ile gos-
terelim. ¢ € D* igin f({) # 0 ozelligindeki f € M fonksiyonlarinin olusturdugu alt
sinifi M, ile, ¢g = 0 dzelligindeki f € M fonksiyonlarinin olusturdugu alt sinifi da M ile

gbsterelim. Buna gore f € M fonksiyonu D* bolgesinde

(e}

e el e tn
FQ =g+ H,Z:lf“

bigiminde bir Laurent agihimina sahiptir.

Birgok arastirmaci D* bolgesinde (2.1) agilimna sahip meromorf yalinkat fonksiyonla-

r1 calismak yerine, D* = {0 < |z] < 1} delik birim dairesinde

g(z) =

N | =

a Z cn " (2.2)
n=0

bigiminde Laurent agilimina sahip analitik yalinkat fonksiyonlarin smifini galigmistir.
Gergekte, D* da (2.2) agilimina sahip analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifi ile M sinifi
arasinda g(z) = f(1/2) esitligi yardimiyla bire-bir bir baginti meveuttur. Dolayisiyla

bu siniflardan birinde yapilan bir ¢alismay: digerine tastmak miimkiindiir. Bu ¢aligma-
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mizda verine gore her iki bolgeyi de kullanacagiz. Calisma agisindan bazen birinin dige-
rine tstiinliigii s6z konusudur. Ornegin, D* bdlgesinde saat yoniiniin tersinde pozitif
olarak yonlendirilmis bir C, = {{: [{| = r > 1} gemberinin M sinifina ait bir f fonksi-
yonu altindaki resmi olan f(C,) = I egrisi de ayni yonde yonlendirilmis basit kapali
bir egri olmasina ragmen, D* delik dairesinde verilen pozitif olarak yonlendirilmis
|z| = p < 1 ¢emberinin g fonksiyonu altindaki resmi negatif yonde yonlendirilmig basit
kapali bir egri olur. Bu yiizden M sinifindaki fonksiyonlar ile galismay: daha gok tercih

edecegiz.

M sinifi ile ilgili verecegimiz ilk sonug, ¢, Katsayisinin integral temsili olacaktir. (2.1)
bagintistyla verilen f € M fonksiyonu, {=re r>1,0<0 < 2m cemberi iizerinde

diizgiin yakinsak oldugundan

zl—nj:nf(reis)de _ z j - eme —1_d0 =co (2.3)

esitligi yazilabilir. f(C,) = [} denirse ¢o katsayist, (2.3) integralinin basit kapal I}
egrisi tizerinde kiitle dagilminin bir ortalamasi oldugu goriiliir. Bu ytizden I} konveks
bir egri olmak iizere, w = ¢o noktasi I, ile sinirh bolgenin iginde kalir. Eger f € M, ise

her bir I egrisi w = 0 noktasini ig nokta kabul eden bir bolge sinirlar (Sekil 2.1).

Sekil 2.1

Birim dairede normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyonlarin S simifi ile Mg sinifi

arasinda bire-bir bir gegis mevcuttur. Gergekten, g € Siise { € D* igin
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I L, e 24)

)=
f€ z

1 ki
g(1/0)

fonksiyonu M sinifina aittir. Tersine, f € M ise z € D igin

=z —coz? + (co® — 1)z’ + - (2.5)

1
9@ = 71

fonksiyonu da S sinifina aittir. S sinifinda Koebe fonksiyonuna karsilik gelen My sinifi-

na ait fonksiyon

1 1
{—2+=

90 =1 = :

dir. Bu fonksiyon D* bolgesini C\[—4,0] bolgesi tizerine konform olarak resmeder.

Hemen belirtelim ki M, sinifi ile S simifi arasinda yukarda verilen gegis, M sinifi ile S
sinifi arasinda gegeli degildir. Bu yiizden S sinifina ait fonksiyonlarin sahip oldugu

tzellikleri dogrudan M sinifina tasimak miimkiin olmayacaktir.

M sinifina ait her bir fonksiyon D* bdlgesini kompakt bir bolgenin tiimleyeni lizerine
doniistirdiigii agiktir. Sekil 2.1 de temsili olarak gosterilen bu kompakt blgenin alani-
nin tahmini “Alan teoremi” olarak bilinir. Gronwall (1914) tarafindan verilen bu teo-
rem, kompakt kiimenin alaninin M sinifina ait fonksiyonlarin katsayilari yardimiyla

belirlenebilecegini ifade eder.
2.1.1 Teorem. (Alan Teoremi) f € M fonksiyonu (2.1) bagintistyla verilmis olsun. Bu
durumda,

o0

anan =1 (2.6)

n=1

dir. Esitlik ancak ve yalnmz f(D¥) goriintii kiimesinin sifir alanli bir kiime hari¢ komp-

leks diizlemi 6rtmesi durumunda gegerlidir.
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ispat. E = C\f(D*) diyelim. Belli bir p > 1 degeri i¢in D, = {{:|{| < p}, C, = 9D,
ve f(Cp) =T, olsun. f fonksiyonu D* b&lgesinde yalinkat oldugundan 0 < 6 < 2m

icin ['p egrisi

w = g(pe'?) = w(B) = u(8) + iv()

biciminde parmetrik olarak verilmis, pozitif yonlendirilmis bir Jordan egrisidir. I, tara-
findan gevrelenen bdlgeye E, denirse E, O E olur (Sekil 2.2). Green teoreminden, E,

bolgesinin A(p) alani

1 i 1 —
A(p) = EJ'% (udv — vdu) = ET;,LWW =—1 fO)f'({)d

2iJap,,

esitligi ile verilir. f fonksiyonunu D* bolgesindeki Laurent agilimi ve k € Z\{—1} ol-
mak {izere J'm:pckd( =0, k=-1 igin flCt=p (kd¢ = 2mi oldugu dikkate alinirsa,

diizgiin yakinsaklik geregi

= n=0
TR
=5 Rl (s 1"2 ey 4
2 I¢I=p ¢ n=(}p n=1<
( 2 ancﬂlz)
== 7 A 2n
— P
n=1
olur. A(p) = 0 oldugundan,
nleal? _
p2n =p
n=1

bulunur. p = 1 iken limite gegilirse Xy, n|c,|? serisi yakinsak ve toplaminin 1’den

bityiik olmadig goriiliir. Boylece (2.6) bagintisi elde edilir. m
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Sekil 2.2
2.1.2 Agiklama. 2.1.1 Teoreminin ispatinda gegen E, bdlgesinin alani

e 2
)=t~ Y 2l

n=1

oldugundan, p — 1 iken E, bolgesi daralr ve E = Np>1E, olur. Boylece, E bolgesinin

alani A ile gosterilirse,

A=AQ) = rr(l - Z nlcnlz)

bulunur. 4 = 0 oldugundan (2.6) bagintisi elde edilir. A =0 olmasi durumunda (2.6)
bagintist igin esitlik saglanir. Bu esitlik ve (2.6) bagintist birlikte diisiiniillirse

0<A<m
oldugu goriiliir.
Simdi M sinifina ait bir fonksiyonun distorsiyon ozelligini vererek devam edelim.
2.1.3 Teorem. f € M ve |{| =1 > 1 olsun. Bu durumda

1 , e
1-<If DIs==

(2.7)

dir. Esitsizligin sol tarafi igin esitlik. In| = 1 olmak iizere, ancak ve yalniz
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1
(O =c+co+;ﬁ (2.8)

fonksiyonu, esitsizligin sag tarafi igin ise esitlik, { = r olmak lizere

r2—-1 1

fr(c) =<+CO__T_T’C—1

(2.9)

fonksiyonu igin gegerlidir.

ispat. G = C\ (—,0] diyelim. u ve v kompleks degiskenler olmak lizere v = g)

fonksiyonu G bdlgesinde analitik ve yalinkat olsun. Her bir t > 0 igin

SALES: R

fonksiyonu da D dairesinde analitik ve yalinkattir. Boylece, 1.3.2 Teoreminden

R = |z| > 0 igin

|h'(2)
[h'(0)

' 1+2z 2 14+ 1
B ‘g (t(x—z) )Zt 1—{(1—()21 L LtR

- | 4tg'(6) ‘ T (-R) =

elde edili.z=R > 0ves = t(1+R)*/(1 - R)? > t konumu yapilirsa (2.10) esitsiz-
liginden |g'()I/1g' (D =1 elde edilir. O halde. s > t > 0 dzelliginde her s ve ¢ cifti
icin |g'(s)| < g’ (®)] olur.

feM igin u={+1/¢ bagintisinda ¢ degeri gekilirse ¢ = (u+ YuZ —4)/2 olarak
bulunur. Bu ddniisiim altinda ¢ —diizlemindeki D* bolgesi u —diizleminden =2 < u <
2 arah@ gikarilmig G; bolgesi izerine doniigtr. gw) = f(¢(w)) olarak tanimlanirsa, g
fonksiyonu G, bdlgesinde yalinkat ve g(o) = o olur. Loewner (1919), lg’ ()| fonksi-
yonu (2,00) arahig iizerinde artmayan oldugunu gostermistir. O halde. lg' ()] =
|g’' ()] bulunur.

'({)
9*(u)=f’(<)¢*(u)=1—£—f-/g
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ve f'(e0) = 1 oldugundan, |f'(r)| = 1 — 1/r? oldugu goriiliir. D* bélgesinde herhangi
bir ¢, noktasi uygun bir rotasyonla |{,| = r noktasina getirilebilir. Bu (2.7) esitsizligi-
nin birinci tarafim verir. Esitlik ancak ve yalmz A # 0 olmak iizere glu) =Au+B

fonksiyonu igin gegerlidir.

Simdi (2.7) ifadesinin sag tarafindaki esitsizliginin dogrulugunu gosterelim. (2.1) agi-
himi ile verilen f € M fonksiyonu igin Couchy-Schwarz esitsizligi geregi, Kl=r>1

olmak iizere

o0 o0

FOIs1+ Y Mgy S r‘/’:‘ Valel (211)

n=1 n=1

w 1/2 o 1/2
s 2
£ 1% Zr_z"‘_"_z nlc
=1

n=1 n

olur. Alan teoremi geregi. Yu—, nlc,|? < 1 oldugundan

. e 1 r?
Uﬂ(()lﬁ 1+(r—4m) =1+T2—1=T'2'—1 (2.12)

elde edilir. Bu ise (2.7) ifadesinin ikinci yaninin dogrulugunu gosterir.

Couchy-Schwarz esitsizligindeki esitlik ancak ve yalniz, A sabit olmak {izere, hern 2 1
icin AVn/r™*' = Vnlcy| olmasi durumunda gegerlidir. Ote yandan (2.11) ifadesinde
esitlik her n =1 igin arg(—c,) = arg({"*") olmasi durumunda saglanir. Uygun bir
doniisiimle { = r > 1 alinabileceginden, hern icin ¢, <0 ve A = 0 olur. Bu durumda

c, = —A/r"*1 dir. Boylece,

o 1 A1
f(C)=c+CU—AZW$(+C0—Fr(—I (2.13)

olur. (2.12) ve (2.13) birlikte diisiiniiliirse. A = r2 —1 > 0 olup. ikinci tarafin esitligi
icin (2.9) fonksiyonu elde edilir.m



2.1.4 Aciklama (i) (2.7) esitsizliginin birinci denklemi yahinkatlik igin gerek sarttir.
Yeter sart igin yalinkat olmasi gerekli degildir (Aksent’ev, 1958).

(ii) (2.9) ile verilen ekstremal fonksiyonunun r degiskeninede bagli olduguna dikkat
ediniz. Esitlik pozitif reel eksen iizerinde olmayan noktalar i¢inde saglanabilir. Bu du-
rumda £,({) fonksiyonuna uygun bir donme ile esitligi saglayan noktalar reel eksen
tizerine getirilebilir. Her ne kadar f({) = { + ¢o — 1/{ fonksiyonunun { = r deki tiire-
vi f'(¢) = 1+ 1/r? olsa bile, f fonksiyonunun ekstremal fonksiyon olmadigina dikkat

ediniz.

Loewner (1919)’e ait asagidaki teorem M sinifina ait fonksiyonlarin modiilii igin st

SINIr1 Verir.

2.1.5 Teorem. f € M ve |{| = r > 1 olsun. Bu durumda

Lf(OI sm% (2.14)

dir. Bu esitsizlik her { € D* igin kesindir.

Ispat. Uygun bir dondiirme yardimiyla ¢ =7 alabiliriz. F({) = { + 1/{ olarak tanim-
lanirsa. F fonksiyonunun tersi G({) = (( +M/2 olur. Bundan faydalanarak
tanimlanan H({) = G(tF(g’)) fonksiyonu, t = (r + 1/7)/2 igin, D* bolgesini D* den
(1,7] ve [-r,—1) dogru pargalari ¢ikarilmig bolge tizerine konform olarak resmeder.

Ayrica,
H(Q1) = G(tF(1)) = G(2t) = G(r+ 1/r) =1
dir. Verilen f € M fonksiyonu igin J fonksiyonunu

FH©)

Q===

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda J € M olup, J(1) = f(r)/t noktast J (ID*) goriintii

kiimesinin bir sinir noktasi ve |J(1)] < 2 dir. Bdylece,
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2r+2
If(r)|s25=(_.t)=r+l
2 r

elde edilir. m

M, sinifina ait f fonksiyonu i¢in g(z) = 1/f(1/z) fonksiyonu S sinifina ait oldugun-

dan 1.3.2 Teoreminden asagidaki sonug elde edilebilir.

2.1.6 Teorem. f € M, ve |{| = r > 1 olsun. Bu durumda
1 1
r—2+=<If(QIsr+2+- (2.15)

dir.

Simdi (2.1) agilimina sahip f € M fonksiyonlarinin ¢, katsayilarimin sinirlari ile ilgile-
nelim. ¢, katsayisimin sifir olup olmamasinin bu sinirlara bir etkisinin olmadi@ goriile-
cektir. Ancak bu durumun gegerli olmadig: alt simiflarda mevcuttur. Asagidaki kesin
sonu¢ M sinifina ait fonksiyonlarin ¢, katsayis icin sinirin alan teoreminden elde edile-

bilecegini gosterir.

2.1.7 Teorem. f € M fonksiyonu (2.1) agihmi ile verilmis olsun. Bu durumda |¢;| < 1
dir. Esitlik 8 € R olmak iizere f({) = {+co+ e!¥¢=1 fonksiyonu igin gegerlidir. Us-
telik, f € My ise, |col < 2 dir. Esitlik, F(Q) = + 2" + e~ fonksiyonu igin ge-
cerlidir.

ispat. (2.6) bagintisindan |c;| <1 oldugu hemen gbritliir. Ayrica |¢y| =1 ise, (2.6)

bagintisindan n = 2 igin ¢;, = 0 dur.

Simdi, f € My oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2.5) bagintisindan z € D igin

g(z) = 1/f(1/z) fonksiyonu S sinifina ait olup, 1.2.1 Teoremi geregi, h(z) = Jg(z?)

fonksiyonu da S sinifina aittir. Buradan

I f(c’z))”z
v =ram = C( 72




bi¢iminde tanimlanan v fonksiyonu M sinifina ait ve |[{| > 1 i¢in [W(O1? = f(Q?) dir.

[¢] > 1 i¢in ¢ fonksiyonunun Laurent agitliminin

W(C)=C+Bu+%+'“

bi¢iminde oldugunu kabul edelim. O halde,

WP = 82 + 2800 + (Bo® + 2By) + -~

veE

e

[ =¢ +cot g+
olur. Katsayilarin esitliginden, By = 0 ve ¢o = 23, oldugu goriiliir. Y € Moldugundan,
lco/2] < 1 ve dolayisiyla |co| < 2 bulunur. [¢o| = 2 veya |B1] = 1 esitliginin saglan-
masi igin gerek ve yeter sart, € € R igin Y =0+ e®7=1 olmasidir. Bu durumda,
£(C®) = [P = {% + €972 + 2e" esitliginden f({) = ¢+ 2ei? + ¢2107~! elde

edilir. Bu ise ispati tamamlar. m

2.1.8 Aciklama. Alan teoreminden her n = 1 igin |cp| < 1/V/n esitsizligi de elde edi-
lebilir. Ancak, n > 1 igin esitligi saglayan g({) = { + 1/Vn¢™ fonksiyonu D* bolge-
sinde yalinkat degildir. Bu yiizden M sinifina ait fonksiyonlarda |c,| igin kesin iist sinur

1/+/n den daha kiigiik olmalidir. Dogru bir katsayi tahmini igin M sinifina ait

1
FO)=¢+2+7 (2.16)
fonksiyonu onemli bir yere sahiptir. F fonksiyonu D* bolgesini reel eksenden [0,4]
aralig gikarilmig kompleks diizlem tizerine konform olarak resmeder. Boylece, F € Mg
oldugu goriiliir. Ayrica F fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

1

1 1 n+1
6uQ) = g1y = (0 4 24 7 (217)
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1
2 1 \n#1 2 1
=€(1+g'm+‘gzm) =+
fonksiyonu D* bolgesini, kompleks diizlemden birimin (n + 1).kokii yoniinde ve
41/(n*+1) yzunluguna sahip n+ 1 dogru pargasinin ¢ikariimig bolge lizerine resmeder.

G, fonksiyonuna bakarak M sinifindaki fonksiyonlarin ¢, katsayisi igin, n = lolmak

tizere

2
lenl < =77 (2.18)

tahmini akla gelebilir. Schiffer (1938), n = 2 igin (2.18) bagintisinin dogru ve esitligin
f(Q) = G,({) fonksiyonu igin gegerli oldugunu gostermistir. Ancak, Garabedian ve
Schiffer (1955), |¢s| igin 1/2 olmasi beklenen tist sinir yerine bundan daha biiyiik olan

11
lesl < 5 += = 0,50248 (2.19)

kesin iist stnirini elde etmislerdir. Boylece elli yildan fazladir dogru oldugu tahmin edi-
len (2.18) esitsizliginin yanhs oldugu goriilmiistiir. Ancak bazi dzel alt siniflar igin Du-

ren (1971) ve Goluzin (1938). (2.18) esitsizliginin dogru oldugunu gostermislerdir.

2.1.9 Teorem. f € M fonksiyonu k > 1 igin D* bolgesinde

QO =0+ g—’,f, + zﬁ’;i + o (2.20)

bigiminde bir agilima sahip olsun. Bu durumda n = k, k + 1, ...,2k igin (2.18) baginti-
s1 saglanir. Esitlik ancak ve yalniz n sabit ve In] = 1 olmak tizere f({) = NG, ()

fonksiyonu igin gegerlidir.

Duren (1971)e ait bu teoremin ispati olduk¢a uzun ve karmagiktir. Ancak Goluzin

(1938), M, sinifina ait fonksiyonlar igin ayn katsay: sinirlarini daha kolay elde etmigtir.

2.1.10 Teorem. f € M, fonksiyonu k =1 igin (2.20) agilimina sahip olsun. Bu du-
rumdan = k, k + 1, ...,2k igin (2.18) esitsizligi saglanir.
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Ispat. M, sinifina ait f fonksiyonuna 1.12.1 Teoremini uygulayalim. I =rel® ve

R = |f(Q)] olmak iizere, her r > 1 sayisi ve uygun bir G(R) fonsiyonu igin
d 2m
=— R
I er; G(R)d6 >0 (2.21)

olur. @ > 0 i¢in G(R) = R?*® olarak tamimlanirsa, RG'(R) = 2aR?“ ifadesi 1.12.1 Teo-

reminin sartlarini saglar. Boylece. orijin I' = f(C,.) egrisi izerinde olmamak sartiyla,

d Zn
EFf R%%d > 0 (2.22)
0

dir. Eger 2a pozitif bir tamsay ise

2

a(q Ck Ci+1 a
¢ +<k—+1+<k+2+m

R* = |f(O)** =

olur. b, katsayilari ¢, katsayilariyla tanimlanmak iizere.

2
RZO‘. o

(2.23)

br  brs1
lon et )

biciminde yazilabilir. n =k, k + 1,...,2k igin b, = ac, oldugundan, (2.22) ve (2.23)

bagintilarindan { = re‘? igin

d (%" > by d b, |?
0 SE?[ o (1 + Z cnﬂ) de < e ri® 4 zr(nﬂ-a)
0 n=k n=k
S 2(n+ 1 — a)|byl?
= zarm—l _z ( r'z‘.n+1—2a ”I
n=k
olur. r = 1% igin limite gegilirse

Z(n+ 1—a)lbl2 <a (2.24)
n=k
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biciminde dnemli bir esitsizlik elde edilir. Eger @ < k + 1/2 ise (2.24) bagintisindaki
serinin terimleri negatif degildir. Boylece k < n < 2k sartini saglayan herhangi bir n

i¢in
m+1-a)lbyl2=m+1-a)lcpl* < a

olacak bi¢imde serinin sadece bir terimi segilebilir. Eger esitlik saglanirsa her j # n igin

b; = 0 dir. Boylece,

lenl? < (2.25)

n+1—-aa

elde edilir. Eger @ = (n + 1)/2 olarak segilirse, (2.25) ifadesi n = k, k + 1, w2k igin
(2.18) esitsizligini verir. (2.25) bagintisinda esitlik, & = (n + 1)/2 degeri (2.23) de

yerine yazilirsa
RZa — Rn+1 - |c(n+1}f2(1 e bn/cun)lz

olup esitligi saglayan fonksiyonun

F@) = 3@ +n/grs1)neD
oldugu goriiliir.m

2.1.11 Sonug. f(Q) = { + ¢;/{ + ¢3/{* + -+ fonksiyonu M, sinifina ait olsun. Bu du-

rumda |c;| < 1 ve |c,| < 2/3 tiir.

Bazilevic (1937) M sinifinin bir alt sinifini tanimlayarak bu sinifa ait fonksiyonlar igin

kesin katsayi sinirlarini elde etmistir.

2.1.12 Tamim. k bir pozitif tamsay: ve { € D* olmak lizere,

o0

QO =0+ ) (2.26)

nk-1
n=1<

41



agilimina sahip M sinifina ait fonksiyonlara k —kath simetrik meromorf fonksiyon

denir ve bu fonksiyonlarin sinifi M) ile gosterilir.

Bazilevic (1937) e ait asagidaki teorem, M@ sinifina ait fonksiyonlarin cy,_, katsayi-

lar1 i¢in kesin {ist sinir1 verir.
2.1.13 Teorem. f € M) ise

1 2
|cak-1l < ¢+ osmrnren

(2.27)
dir. Bu esitsizlik her bir k = 1 igin kesindir.

n tek iken (2.27) ifadesinin sag tarafi 2/(n + 1) den daha biiyiiktiir. Bu ise hern > 1

tek sayilari igin 2.1.13 Teoreminin gegerli olmadigini gosterir.
Jenkins (1960) daha genis fonksiyon sinifi igin (2.27) esitsizligini elde etmistir.

2.1.14 Teorem. f € M fonksiyonu D* bolgesinde

FO=¢+ ) = (2.28)

n=k-1
bi¢iminde bir agilima sahip olsun. Bu durumda (2.27) esitsizligi saglanir.

2.1.14 Teoreminde k — 1 yerine k yazilirsa, ¢yx4q katsayisini bulunduran 2.1.10 Teo-

reminin genisletilmis halini elde ederiz.

Cift katsayilar igin tahmin bu kadar agik degildir. Kubota (1975). f € M ve ¢y = 0 igin

(2.29)

kesin sonucunu elde etmistir. Ancak ¢, < 0 iken maks|cy| > 2/5 kesin olmayan sonu-
cuna ulasmistir. Ayrica, Kubota (1974), reel katsayil f € M fonksiyonlari igin ¢5 <

1/3 4 4/507 kesin esitsizligini de elde etmistir.
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2.2 Meromorf Yildiz1l ve Konveks Fonksiyonlar
Bu kisimda meromorf fonksiyonlarin bazi alt siniflari tizerinde durulacak

2.2.1 Tamm. (2.1) agilimina sahip f € M fonksiyonu igin f(D*) goriintii kiimesinin
tiimleyeni orijine gore yildizil ise. f fonksiyonuna meromorf yildizil fonksiyon veya

D* bolgesinde yildizal denir. Meromorf yildizil fonksiyonlarin sinifint MST ile gosteri-

lir.

2.2.1 Tanimindan, (2.4) ve (2.5) bagintilari yardimiyla su sonucu ¢ikarmak miimkiin-
diir: f fonksiyonunun D* bolgesinde yildizil olmas icin gerek ve yeter sart ¢(z) =

1/f(1/z) fonksiyonunun I dairesinde yildizil olmasidir. Yani, z € D igin
f € MST & ¢(z) = 1/f(1/2z) € ST (2.30)

dir. Burada f fonksiyonu sifir degerini almamasi gerektiginden. f € MST igin f € My,
yani MST © M, dir. Ancak, f € MST igin (2.1) ifadesinde ¢ # 0 olabilir. 1.5.1 Teo-
remi ve (2.30) bagintisi birlikte diisiiniildiigiinde; f € MST olmast igin gerek ve yeter
sart, { € D* ve z € D igin

¢’(Z)_ f__«_)_ pn 2.31
25w =S Fo Lt L PO (231)

fonksiyonunun pozitif reel kisma sahip olmasidir. Yani her { € D* igin
f € MST & Re{p({)} >0
dir.

2.2.2 Tamm. D* bolgesinde analitik ve { € D* igin

o0

p(c’)—1+ o

{]’l

agtlimina sahip Re{p({)} > 0 ozelligindeki bir fonksiyona reel kismi pozitif mero-

morf fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinift MP ile gosterilir.
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2.2.2 Tanimindan her z € D i¢in
pEMP & p(1/z) EP (2.32)
ve MP © M, oldugu goriiliir.

Bununla birlikte, { € D* ve 0<a <1 olmak iizere Re[p({)]>a ozelligindeki
p € MP fonksiyonlarin sinifi MP(«) ile gosterilir. MP(a) sinifi ile 1.4.8 Teoreminde
verilen P(a) sinifi arasindaki gecis (2.32) bagintisina benzerlik gosterir. Yani, z € D

icin
p € MP(a) & p(1/2) € P(a) (2.33)
dir.

MP sinifina ait fonksiyon siniflari igin integral temsilini vermek istiyoruz. Bunun igin

1.4.3 Teoremi ve (2.31) bagintisindan faydalanarak agagidaki teorem elde edilir.

2.2.3 Teorem. p € MP olmasi i¢in gerek ve yeter sart, { € D¥ igin

2n -if
p© = 1+e” K 1u6) (234)

T gy

olacak bigimde u(@ +2m) —u(0) =1 ozelliginde [0,2m] arah@inda azalmayan bir
1(6) fonksiyonu vardir.

1.4.8 Teoreminde verilen P(a) simnifina ait fonksiyonlarin integral temsili ve (2.33)
bagintisindan, MP(a) sinifina ait fonksiyonlar igin integral temsili elde edilebilir. Aga-

gidaki teorem bununla ilgilidir.
2.2.4 Teorem. p € MP(a) olmasi icin gerek ve yeter sart { € D* ve

2mq 4+ (1-2a)e™ /¢
p() = fo L L (235)

olacak bigimde (@ + 2m) —u(@) =1 ozelliginde [0,2mr] aralizinda azalmayan bir
(@) fonksiyonu vardir.
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(2.34) ve (2.35) bagmntilarinda { yerine (¥ yazilirsa. sirastyla MP veya MP(a) sinifla-

rina ait k —kath simetrik fonksiyonlarin integral temsili elde edilir.

Eger (2.34) de verilen p fonksiyonu (2.31) bagintisinda yerine yazilir, D* bdlgesinde

her iki tarafin {, dan { ya integrali alinir ve (o — @ icin limite gegilirse, MST simnifina

ait fonksiyonlar igin asagidaki integral temsili elde edilir.

2.2.5 Teorem. f € MST olmasl i¢in gerek ve yeter sart { € D* igin

f(Q) = {exp le Iog(l - e_”)/f) d,u(@)] (2.36)
0

olacak bigimde u(@ + 2m) —u(@) =1 szelliginde [0,27] arahiginda azalmayan bir
1(6) fonksiyonu vardir.

Onceki kisimdan (2.1) agihmina sahip M simifina ait fonksiyonlar igin |cy| <
2/(n+ 1) esitsizliginin genelde dogru olmadigs biliniyor. Asagidaki teoremde bu esit-

sizligin MST sinifina ait fonksiyonlar igin gegerli oldugu gosterilecek.

2.2.6 Teorem. f € MST fonksiyonu (2.1) tipindeki bir seri agthimina sahip olsun. Her n
pozitif tamsayisi igin lc,l < 2/(n + 1) dir. Esitlik, G, (¢) fonksiyonu (2.17) bagintisty-
la verilmek iizere her bir n ve f({) = nG,(fi¢) fonksiyonu igin gegerlidir (Clunie,
1959).

ispat. n = 1 igin teoremin dogrulugu 2.1.7 Teoreminde verilmistir. Bu ylizden n = 2
kabul edelim. p fonksiyonu (2.31) esitligi ile verilmis olsun. Her z € D igin g(2) =
p(1/z) ve

'_g(z)ﬂl__ N i
b(z) —-_‘__‘g(z)ﬁ-lﬁ b, z

n=1

(2.37)

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu durumda her z € D igin [b(2)| < 1 dir. (2.37) esitli-
ginden g(z) = (1 4 b(z))/(l - b(z)) olur. g fonksiyonunun bu ifadesini (2.31) esit-

liginde kullanir ve { yerine 1/z yazilirsa



4 f'(() _ § = Zf=1 "Cnlcn i E?:l ncﬂ/c?‘Hl
O s/ YeNaat/0

1- B8 ncaz™! 1+ b(2)

1+ E;:U ann+1 T b(2) (238)

bulunur. (2.38) esitliginden

[1—b(2)] (1 - Z nc,lz““) = [1+ b(2)] (1 + Z cnz““)
n=1

n=>0

ve buradan

b(z) [—-2 —cgz + Z(n - 1)c“z““] = ¢z + z(n + 1)cpz™ (2.39)
n=1 n=1

elde edilir. Aym dereceli terimlerin katsaytlarinin esitliginden ¢ = —2b, bulunur. ¢

icin bulunan bu sonucun 2.1.7 Teoreminde verilen sonug ile uyustugu goriilir.

N-1
Y(2) = b(2) [—-2 — oz + Z(n — e g% 1]
n=1

denirse N = 2 igin

N o0
P(z) =coz + Z(n £ 1),z + Z Apz" (2.40)
n=1 n=N+2

biciminde yazilabilir. Burada A, katsayilarina ihtiyag duyulmayacaktir. z = ret ,r <

1 olmak tizere Y (z) fonksiyonu igin

1 ("
= | v wEe

integralini (2.40) esitliginin her iki tarafi i¢in hesaplayalim. |b(z)] <1 oldugundan

(2.40) esitligi geredi
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N-1

N
4+ |col?r? + Z(n = DcalPr?™*? 2 |col?r? + Z(n + 1)2|c, |2r2n+?
n=1 n=1

elde edilir. 7 = 17 igin limite gegilirse

N-1 N-1

(N +1)2%cl? <4+ Z[(n —1)2-(n+1)lcal?=4- Z 4n|c,|? < 4 (2.41)
n=1 n=1

bulunur. Buradan her N = 2 icin |ey| < 2/(N + 1) elde edilir. (2.41) de esitlik sag-

lanmas! durumunda n = 1,2,..,N — 1 igin ¢, =0 olmasi gerektir. Eger (2.39)’da

ZN+1 |i terimlerin katsayilari esitlenirse |by4q| = 1 ve diger biitiin b; katsayilar sifir

bulunur. Boylece, (2.37) ve (2.38) bagintilarindan esitligin f(Q) = nGy(@Q) fonksiyo-

nu igin saglandig goriiliir.m

2.2.7 Tamm. (2.1) agilimina sahip f € M fonksiyonu igin f(ID*) goriinti kiimesinin
tiimleyeni orijine gore konveks bir bolge ise f fonksiyonuna meromorf konveks fonk-
siyon veya D* bolgesinde konveks denir. Meromorf konveks fonksiyonlarin sinifi

MCYV ile gosterilir.

1.5.4 Teoreminde verilen CV ve ST siniflart arasindaki iliski, MCV ve MST siniflari

arasinda da gegerlidir.

2.2.8 Teorem. { € D* olsun.

gEMCV & f(() ={g'(() € MST (2.42)
dir. Tersine
¢
f €MST & g(Q) = f—(g—)dw € MCV (2.43)
o

dir. Burada integral D* bolgesinde belli o noktasini { noktasina birlestiren yol boyun-

cadir.
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2.2.9 Agiklama. (2.43) bagintisi ile verilen f fonksiyonunun ¢, katsayisi sifir olmak

sorundadir. Aksi takdirde (2.43) integrali ¢ 1og({/{p) gibi ¢ok degerli terimini bulun-
durmak zorunda kalacaktir.

f € MST fonksiyonu sifir degerini almadigindan g € MCV fonksiyonu da sifir degerini

almaz. Bu yiizden g € My, yani MCV © M, dur. Ancak f € MCV igin (2.1) ifadesinde
co # 0 olabilir.

{ € D* olmak iizere, (2.1) bigiminde bir seri agilimina sahip g € MCV fonksiyonu igin
(2.30) ve (2.42) bagintilarindan

g" ()
g E MCV & Re(l +<9'(O) >0

sonucu elde edilebilir.

Robertson (1963) MST sinifina ait fonksiyonlar altinda [C: IZ] > \/'?T} bolgesinin resmi-

nin timleyeninin konveks bir bdlge oldugunu gbstermistir.

2.2.10 Teorem. f € M ve { € D¥ igin

if' (@)
Re( Q) )> 0

ise f fonksiyonu |{| > V3 igin konvekstir.

Asagidaki teorem MCVsinifina ait fonksiyonlarin distorsiyon dzelligini verir.

2.2.11 Teorem. g € MCV olsun. Bu durumda ¢ € D* igin

1 1
1-5< lgDIs1+23 (2.44)

dir. Sag taraf igin esitlik G =¢+co+1/ fonksiyonunda { = ir alinarak ve sol

taraf igin ise { = r alinarak goriiliir (Loewner, 1919).

ispat. (2.44) esitsizliginin sol tarafi 2.1.3 Teoreminde daha biiyik M sinifi igin goste-
rilmistir. Ustelik esitligi saglayan G({) ={ +¢Co + 1/{ fonksiyonu konvekstir. Sag
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taraftaki esitsizligi gostermek igin, f() = {g'({) konumu yapilirsa f € MST olur

22.9 Agiklama geregi f € M dir. O halde, (2.14) esitsizliginden |g"()] < 1+ 1/r?
elde edilir.m

f fonksiyonu igin esitsizlikler elde etmede. ¢ = 0 olan siniflarda ¢alismak uygundur.
MST sinifinda ¢ = 0 dzelligindeki fonksiyonlarin olusturdugu altsinifi MST ile, MCV

sinifinda ¢, = 0 dzelligindeki fonksiyonlarin olusturdugu altsinifini da MCV ile gostere-

lim.

2.2.12 Teorem. f € MST ve { € D* olsun. Bu durumda

1
lf(0)—¢ls - (2.45)

dir. Esitlik F({) = { +1/¢ fonksiyonu igin saglanir (Goluzin.1938).

2.2.13 Teorem. f € MST ve { € D* olsun. Bu durumda

1 1
T-;ilf(()lér'!'; (2.46)
dir.

ispat. 2.1.5 Teoreminden sag taraftaki esitsizlik M sinifinda dogrudur. Bsylece MST
sinifinda (2.46) bagintisinin sag tarafindaki esitsizlik saglanmis olur. (2.46) bagintisi-

nin sol tarafindaki esitsizlik igin (2.45) esitsizliginden

1
eSGRNETRIG]
elde edilir.m

Dikkat edilirse F({) ={+1/{ € MST fonksiyonu igin (2.46) esitsizligi kesindir. Ay-
rica F € MCV oldugundan (2.46) esitsizligi ayni zamanda MCV simifi igin de gegerli

olur.
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2.3 a Mertebeli Meromorf Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

{ € D* ve 0 < a < 1 olmak iizere

>Q
REFl) -

esitsizligini saglayan (2.1) agilimina sahip f € M fonksiyona a mertebeli meromorf
yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi MST(a) ile gosterilir. MST(0) =
MST ve MST(a) © M, dir. MST(a) sinifina ait fonksiyonlar i¢in asagida verilecek olan

sonuglar Pommerenke (1963)’ye aittir.

(2.35) bagintisinda p({) = {f'({)/f({) olarak alimir (2.31) ifadesinin safinda yerine
yazilirsa elde edilecek esitlikten MST (@) sinifina ait fonksiyonlar igin asagidaki integral

temsili elde edilir.

2.3.1 Teorem. f € MST(a) olmasi i¢in gerek ve yeter sart { € D¥ igin

2n
f(§) = {exp [2(1 —a) L log(1 —e™?/¢) du(6) (2.47)

olacak bigimde u(8 + 2m) — u(6) = 1 dzelliginde [0,2m] araliginda azalmayan bir
1(6) fonksiyonu vardir. Ustelik, 7 = 1% igin arg f(re') - m6 + 2n(1 — a)u(6) ve

2 —-i@
SO _ - )f 1+e70/

O T—ewpg @ (2:46)

dir.

2.3.2 Teorem. f € MST(a) ve |z| = r > 1 olsun. Budurumda { € D* igin

£ ol 1\7° L ook
|—<-ls(1+(1_a)r+r2) s(1+r) (2.49)
ve
1 —a+|col? 1-a—|col M2 1 2(1-a)
\f(()| 1 —— (1 + %) > (1 - ;) (2.50)
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dir. (2.49) bagintisi igin esitlik 0 < ¢y < 2(1 — @) ve z = r > 1 olmak iizere,

1-a
FO=¢(1+2¢4¢2) =44

fonksiyonu igin gegerlidir. (2.50) bagintisi igin esitlik. 0 < co < 2(1 —a) vez = r >

1 olmak iizere,
f(Q)=¢(Q—{71)170*C0/2 = ¢ — ¢ + -
fonksiyonu igin gegerlidir.

ispat. @ = 0 olmasi durumu (2.15) esitsizligini verir. Bu yiizden a@ # 0 i¢in (2.49)
esitsizliginin ispati ile baglayalim. (2.47) integral temsili ve geometrik ortalamanin

aritmetik ortalamadan daha biiyiik olmadigi ger¢egi kullanilarak, { € D* igin

1/(1-a) 2w 2m
IQI = exp U log|1 —e~¥0¢1 |2dﬂ(9)] Sf |1~ e_wc_llzd*“(g)
¢ 0 °

2 1 2 ‘
= f (1 +772)du(8) — 2Re [—c-f e‘gdy(G)] (2.51)
0 0
bulunur. Ayrica (2.47) bagintisindan
am
co=—2(1- a)f e~ du(0)
0

oldugu goriiliir. Boylece, |cy| < 2(1 — a) elde edilir. (2.51) bagintisindan
PR g a4l i ~0) £ £67)°

yazilabilir. Bu son esitsizlikten (2.49) esitsizligine ulasilir.

Simdi (2.50) esitsizliginin dogrulugunu gosterelim. f € MST(a) ve { € D¥ igin

—C;;g) =1-¢o{"'++ ve Re JACo

Za

-

oldugundan
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_ BrQurei-1 e
L QO/fQI+(1-2a)  2(1-a) ke (2.52)

¢(0)

fonksiyonu D* bélgesinde analitik ve |¢p({)| < 1 dir. [{| = r igin

e
ar 8

@) |
- 1)

(2.53)

£ LD
4 r T

iG] e _a)‘r(l

olur. Eger b = |¢p()| = |col/2(1 — ) olarak alinirsa, Golusin (1957, 5:287) den

l$(OI < (br +1)/(b +71)

dir. Béylece (2.53) esitsizliginden

d 5 br +1
glogli Fig)l =201~ G)m

bulunur. [r, o] iizerinden integral alinirsa
loglZ~ f(ODl = (1 —a)(1 +b)log(1 —r~1) + (1 —a)(1—b)log(1+7r~1)

olur. b = |cgl/2(1 — @) = |¢p(®)| < 1 oldugu dikkate alinirsa, (2.50) esitsizligi elde

edilir. m

2.3.3 Teorem. f € MST(a) ve 0 < a < 1 olsun. Budurumda { € D* igin

1-a

a/(l—a)(l _}—) . (1 1 ) G

If'iOlza _|€|2 _W

o)
¢

¢
+O-o) |2
=95
dir. Esitlik { = 7 > 1 olmak iizere f({) = {(1 — 2r~*{~" +{~%)*~* fonksiyonu igin
gegerlidir.

ispat. u(6), u(2m) — u(0) = 1 szelliginde [0,27] arahiginda azalmayan bir fonksiyon
olmak iizere (2.47) esitliginden

1/(1-a)

c ~ 2m _—_1_—
I%| = exp U; log T e“'ef'llzdy(g)
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yazilabilir. Geometrik ortalama aritmetik ortalamadan biiyiik olmadig dikkate aliirsa

1/(1-a) 2m 1
< P c B
<), T

o

bulunur. Béylece (2.48) bagintisindan

) S N T 1 {f' ()
_171~2 i s =
4 )SL |1_e_¢9<—1|2d“(9)_1va(Re f() Ha)

1/(1- a)

|f(€)|

olur. Buradan

1/(1-a)

\(f(é) e

G i 1=K

9ol
elde edilir. Bu ise (2.54) ifadesinin kendisidir.m
2.3.4 Teorem. f € MST (a) ve { = re'? € D* olsun. Bu durumda
(H0<a<1/2ise
I 2 k(1 =r-1)i-2
olacak bigimde k = k(f) > 0 sayisi vardr.
(i) 1/2 < a < 1 ise her ¢ pozitif sayist igin
IO = k(e)(1 =r71)*
olacak bigimde k(&) = k(f, &) > 0 sayisi vardir.

2.3.5 Teorem. f € MST () fonksiyonu (2.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda her

n = 0 igin
n-—1
(n + 1)2lc,|? < 4(1 — a)? — 4(1 — ) Z(k el
k=0
dir.
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Ispat. (2.52) bagintisinda oldugu gibi

e =1

PO =0T A-207@)

fonksiyonundan

=D e+ Ded™ = 9() [2(1 —a)= ) (k=14 Za)ckf"“lJ
k=0 k=0

bulunur. Béylece, n = 0 igin

—Z(k + 1) (k- Z (k + Ve * + () z(k — 14 2a)c 7K1
k=0 k=n

k=n+1

n-=1

= (@) lzu SRS

k=0

(k—1+ Za)ckg’"‘*]

olur. Burada. sol taraftaki ifadede ikinci ve tigiincii terimler m = n + 1 olmak tizere,
sadece (™™ kuvvetlerinden olugtugundan ve |¢({)| < 1 oldugundan Parceval formiilii

geregi

n n-1
Z(k + 1)2|c)? < 4(1 — a)® + Z(k =1 ¥ 2a)*|ci|?
k=0 =0

elde edilir. Buradan istenilen sonuca ulagthr. m
2.3.4 Teoreminden asagidaki sonucu elde etmek miimkiindir.

2.3.6 Sonug. f € MST(a),0 < a <1 ve{f({): |¢] > 1} goriintii bolgesinin tiimleye-

ninin alani A olsun. Bu durumda
nma<A<Tm

dir. Bu esitsizlikler kesindir.
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Ispat. A < m oldugu 2.1.2 A¢iklamasinda gdsterilmistir. 2.3.5 Teoreminden

va)

Z(k-i- Dlagl*<1-a

k=0
dir. Bu esitsizlik Alan Teoremi ile birlikte kullanilirsa
(+8] [+0]
A= ﬂr(i - Z klaklz) > n(a + aZIakIZ) > na
k=1 k=0

elde edilir. Esitlik k = 0,1,2, ... olmak iizere sadece a), = 0 i¢in saglanir. Bu durumda

A = m dir.

A > ma esitsizliginin miimkiin en iyi esitsizlik oldugunu gostermek igin MST (a) sinifi-

na ait

. 1 2(1-a)/(n+1) 1) L
@ =¢(1+ qm) =(+ %c Foo (255)

fonksiyonunu goz dniine alalim. w = f({) doniisiimii [{| = 1 gemberini
K = {w:|w| < 220-®/(+1) Jargw — 2nk/(n + 1)| < ra/(n+ 1),k =01,..,n}

bolgesi i¢inde kalan bir kiime tizerine resmeder. Dolayisiyla, A alani, K kiimenin alani-

nin limiti olan lim,,_, e ma22(~®/M+D) = rq sayisindan daha kiigiiktiir.m

2.3.5 Teoreminden MST () sintfina ait fonksiyonlar i¢in agagidaki katsay: siniri hemen

elde edilir.

2.3.7 Teorem. 0 < a < 1 i¢in f € MST(a) fonksiyonu (2.1) agihmiyla verilmis olsun.

Bu durumda, her n = 0 igin

2(1 —a)
fexl S Vg

dir. Esitlik (2.55) bagintisiyla verilen f fonksiyonu igin gegerlidir. Kaczmarski (1969),

2.3.6 Teoreminin asagida verilen daha genel halini elde etmigtir.
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2.3.8 Teorem. 0 < a <1 olmak iizere f € MST(a) fonksiyonu (2.1) agiliminda

¢o = 0 olarak verilmis olsun. Ayrica, M > 1 ve { € D* i¢in

{f'(¢) EF O )~
Re—f(‘;_) >a ve — —

Ml <M

esitsizlikleri saglansin. Bu durumda

((2-1/M)(1 - a)]

<
leal < (n+1)

dir. Esitlik, M = 1 iken

f(() - (’exp(a - 1)/(?‘1 'S 1)(n+1
fonksiyonu igin, M > 1 iken

(2M=-1)(1-a)

fO=¢(1-gzm)

fonksiyonu igin gegerlidir.

2.3.9 Tamim f € M fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip ve 0 < a < 1 ol-
sun. Eger her { € D¥ i¢in

), *
D | %2

(2.56)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna « mertebeden giiclii yildizil denir. Eger g € M
fonksiyonu (2.2) tipinde bir seri agilimina sahipse (2.56) ifadesi z € D" igin
s

< —
3

zg'(z)
—T + arg g (z)

bi¢imine gelir. Bu durumda g fonksiyonu a mertebeden giiglii yildizil olur. @ =1 ol-

masi durumunda meremorf giilii yildizil fonksiyonlar yildizil fonksiyon olur.
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Asagidaki teorem Brannan ve ark. (1970) tarafindan verilen a mertebeli giiglii yildizil

fonksiyonlarin katsayi siniriyla ilgilidir.

2.3.10 Teorem. a mertebeli giiglii yildizil f fonksiyonu (2.1) agilimina sahip olsun. Bu

durumda her n = 0 i¢in

a
Cnl =
lenl < ——

dir. Esitlik, { € D* igin

¢

'@ _ (1 £ 1/6”“)“
f@ \1—1/¢m

diferansiyel denklemini saglayan f fonksiyonlar igin gegerlidir,

2.3.11 Tamm. { € D* ve 0 < a <1 olmak iizere, (2.1) tipinde seri agihmina sahip
g € M fonksiyonu i¢in

9"
Re(1+(g,(c)) >a

esitsizligi saglaniyorsa g fonksiyonuna a mertebeli meromorf konveks fonksiyon
denir. Bu fonksiyonlarin sinifi MCV (@) ile gosterilir. MCV(0) = MCV ve MCV(a) ©
Mo dir.

Alexander teoremi (1.5.4 Teoremi) MCV(a) ve MST(a) siniflari arasinda agagidaki
bicimde ifade edilebilir.

2.3.12 Teorem. { € D* olsun. Bu durumda
(i) f € MCV(a) & {f'({) € MST(a).
(ii) ¢p = 0 olmak iizere,

¢
feMST(a) & f—{:—)dt e MCV(a) (2.57)

o

dir.
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Burada ¢y # 0 alinmis olsaydi (2.57) integrali coIn({/{,) ¢ok degerli terimini bulun-

durmus olacakti. Bu durum fonksiyonun bire-bir olmasini bozardi. (2.40) denklemin-

den

2m
co=—2(1- a)j e % du(e) (2.58)
0

elde edilir. Boylece (2.40) ve (2.57) esitliklerinden ¢, = 0 i¢in f € MCV (a) fonksiyo-

nunun integral temsili

{ 2n
flQ) = j exp [2(1 - a)f log(1—e~9/t) du(8)|dt (2.59)
0

o

bi¢iminde olur.

Simdi, Ruscheweyh tiirev operatorii yardimiyla MST (a) sinifi tarafindan kapsanan me-
romorf yalinkat fonksiyonlarin yeni bir sinifi tanimlanip, bu sinifa ait fonksiyonlarin

ozellikleri incelenecek.

D* delik dairesinde

o

1
Q(Z)=;+kazk

k=0

Laurent agilimina sahip g € M fonksiyonlari i¢in z € D° olmak lizere

D°g(z) = g(2)
1 2
Dlg(z) = et 2co + 3¢,z + 4cpz° + -

D%g(z) = D(D*g(2))

ven =1,2,..i¢in
-1 1 5 n m-—2
D"g(z) = D(D" g(z)) e + Z M Ciio & (2.60)
m=2
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bigiminde tanimh D™ operatorii Ruscheweyh tiirev operatorii olarak adlandirilir.

z€ D" ve 0 < a < 1olmakiizeren € Ny = {0,1,2, ...} igin
Dn+lg(z)
Re—mmM — -2 < —
[D“g(z) ] a (2.61)

esitsizligini saglayan g € M fonksiyonlarin sinifini B, (@) ile gdsterelim. Buna gore
By(a) = MST(a) oldugu agiktir. Bununla birlikte B,,(a) sinifa ait fonksiyonlarin B. A.
Uralegaddi ve C. Somanatha (1991) tarafindan verilen diger ii¢ 6zelligi asagida veril-

mistir.
2.3.13 Teorem. Her n € Ny i¢in B4, (a) < B, (a) dir.
ispat. g € B,,1 () olsun. Bu durumda z € D igin
Re{D"*2g(z)/D"**g(z) — 2} < —a (2.62)
dir. Bu esitsizlikten faydalanarak
Re{D"*1g(2)/D"g(z) — 2} < —a
oldugu gosterilmelidir.

D"*1g(z) s 1+ (2a — 1)w(z)
D"g(z) S 1+ w(2)

(2.63)

olacak bigimde D birim dairesinde analitik w(z) fonksiyonu tanimlayalim. Burada

w(0) = 0 oldugu agiktir. Bu esitlikten

D"'g(z) 1+ (B-2a)w(z)

- 2.64
D"g(z) 1+ w(z) (2.64)

yazilabilir. (2.64) logaritmik tiirevi ve
2(D"g(2)) = D™*1g(2) - 2D"g(2) (2.65)

dzdesligi kullanilarak
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[D™*2g(z)/D™*1g(2)] -2 + a
1—a

_ 2zw'(z) B 1-w(2)
(1 + w(z))(l + (3 - Za)w(z)) 14+ w(z)

(2.66)

elde edilir z€D i¢in |w(z)| <1 oldugunu iddia ediyoruz. Aksi durumda
maXx|z <)z, |IW(2)| = [w(zo)| = 1 olacak bigimde z, € D noktasi vardir. Bu durumda

Jack (1971) Lemmasi geregi

zow'(2) = kw(zy) (2.67)
olacak bigimde k > 1 reel sayisi bulunabilir. (2.64) ve (2.67) esitliklerinden

[D™*2g(20)/D™ ' g(z0)] =2+ a _ 2kw(zy) _i= w(zo)
1-a T (1+w(z0)(1 + (B = 2a)w(z)) 1+ wl(z)

elde edilir. Boylece,

e [(szg(%)/onﬂg(zo))_2+a} - 1 0

>
1—-a ~2(2-a)

bulunur. Bu durum (2.62) ile gelisir. O halde her z € D igin |w(z)| < 1 dir. Boylece
(2.63) esitliginden g € B, (a) bulunur.m

2.3.13 Teoremi ve By(a) = MST () esitliginden By, (a) sinifina ait fonksiyonlarin ya-

linkat oldugu sonucu ¢ikarilabilir.

2.3.14 Teorem. g € M, n € Ny ve ¢ > 0 olmak iizere, g fonksiyonu z € D igin

R s\ )Y POt
F D"g(z) = 21—a+c)
esitsizligini saglasin. Bu durumda
c Z
F(z) = ?c+1f t€g(t) dt
. 0

fonksiyonu B, (a) sinifina aittir.
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2.3.15 Teorem.

9€B@) = F2) = [to@at € Bus@
0

ispat. F fonksiyonunun tanimi geregi
D™(zF'(2)) + 2D"F(z) = D"g(2)

dir. Yani

z(D"F(2)) + 2D"F(z) = D"g(z) (2.68)

dir. (2.65) ve (2.67) beraber diisiiniiliirse D"g(z) = D™**F(z) bulunur. Boylece
D™*1f(z) = D"*%F(z) saglanir. Buradan da

D™ f(2)/D"f(z) = D™*?F(2)/D™*'F (2)
sonucu elde edilir.m
2.4 Konvekse Yakin Meromorf Fonksiyonlar

f fonksiyonu D* dairesinde (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. Eger { € D*

icin

e ()

Re 9()

>0 (2.69)
olacak bigimde bir g € MST fonksiyonu ve bir f € (—m/2,7/2) sayisi varsa f fonksi-
yonuna D* bolgesinde konvekse yakin fonksiyon denir. D* bolgesinde konvekse ya-

kin meromorf fonksiyonlarin sinift MCC ile gosterilir.

Analitik konvekse yakin fonksiyonlarda oldugu gibi, Alexander teoremi kullanilarak,

¢ € MCV olmak iizere D* bolgesinde konvekse yakin fonksiyonlar

e ¢f'(0)

W >0 (2.70)

Re
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esitsizligini saglayan f fonksiyonlari olarak akla gelebilirdi. Ancak (2.69) ve (2.70)
esitsizlikleri D* bolgesinde denk degildir. Bunlardan (2.69) bagintisini saglayan fonksi-
yonlar daha genis bir sinifi tammlar. 2.2.8 Teoreminden her bir ¢ € MCV igin g({) =
{¢'({) € MST dir. Ancak, MST sinifina ait biitiin fonksiyonlari bu sekilde elde etmek
milmkiin olmadigi 2.2.9 Ag¢iklamasinda belirtilmistir. Ayrica MCC sinifina ait fonksi-
yonlarin D* bolgesinde yalinkat olma zorunlulugu da yoktur. Ornegin, Libera ve Ro-

bertson (1961) (2.2) agilimina sahip f fonksiyonu ve 0 < |z| < 1igin g(z) = -z"1 ve
—22(1=20)f"(z2) =1+ 2% f(2) =z—2z—(2/3)2> +

olarak tanimlanan f fonksiyonu (2.69) bagintisini saglamasina ragmen |cy] > 1 oldu-

gundan f fonksiyonu D* bolgesinde yalinkat degildir.

Bazi yazarlar MCC siifindaki fonksiyonlara yalinkatlik sartini koyarak bu sinifi ¢alig-

mislardir. Ancak biz burada MCC sinifina bu sarti koymayacagiz.

Libera ve Robertson (1961) ve Pommerenke (1962), Kaplan (1952)"1n analitik konvekse
yakin fonksiyonlar i¢in kullandigi metodu kullanarak meromorf konvekse yakin fonksi-

yonlar igin agagidaki sonucu elde etmislerdir.

2.4.1 Teorem. f fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. f € MCC ol-
masi i¢in gerek ve yeter sart 7> 1 ve 21 > 0, — 6, = 0 sartini saglayan her 0, ve 6,

¢iftiigin

2 o (re)
J;l Re (1 +re T ) do > -7 (2.71)

olmasidir.

2.4.2 Teorem. z € D* igin f € MCC yahnkat fonksiyonu (2.2) agilimina sahip ve

|b_y| = 1 olmak tizere, g(z) = b_,/z + X% o byz™ fonksiyonu meromorf yildizil ol-

sun. Bu durumda 2 < ¢ < 2v2 igin
nleal + byl ¢ (2.72)

dir.
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Ispat. f € MCC yalinkat fonksiyonu (2.2) agilimina sahip ve b_; = e'® olsun. Bu du-

rumda Re (M) > 0 olur. Buradan D" bdlgesinde
g9(2)
& : +it Ve (2.73)
—seca itanq = ——r .
9(2) 1-w(2)
ve
' €0 _-2ia
w (0)=-?e seca, —cosa >0 (2.74)

olacak bigimde w(0) = 0 ve |w(2)| < 1 dzelliginde D dairesinde analitik w fonksiyo-

nu vardir. (2.73) ve (2.74) esitlikleri ve fonksiyonlarin seri agilimindan

[22f'(2) — e@2g(2)|w(z) = [22f'(2) + e"92g(2)],

es]

[-2e“‘ cosa + Z(kck - e"“bk)z"“] w(z) = Z(kck + e~i@p, )zk*1
k=0

k=0

ve

n-1
[——Ze“‘ cosa + Z(kck - e‘“bdz"“] w(z)
=0

n o
= Z(kck +e~leh)z**! + Z aiz*
Je=0 k=n+2

esitlikleri elde edilir. Burada Xy a,z* serisi D dairesinde yakinsaktir. v <1 ve

z = re'? icin her iki tarafin integrali alinirsa

n-=1
4 cos?a + 2|kck LT
k=0
1 2 n-1 2
= -——f —2e@ cosa + Z(kck —el%py)z**1| a6
2m J, £t
| gom n=1 2
> E——f —2ei® cosa + Z(kck —el@by)z**| |w(2)[*df
T Jy
=0
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2

de

n @

Z(kck +e~®p, )z* 1 + z a,zk

k=0 k=n+2

1 2m
"EEJ;

n
i §
> Z|kck_ + e"l@p, | reke2
k=0

olur. Buradan

n-1 n

4cos®a + Z|kck - e"“bklz > Zlkc" + e""“bklz
k=0

k=0

ve

n-1

ne, + e b,|" < 4cos?a-— Z Ukck + e““bklz - |key - e‘“bk|2}
k=0
n-1
= 4cos’a—4cosaRe ) kcgby (2.75)

k=0
bulunur. (2.75) esitsizliginin sol tarafinin kare agihmi yapihp, esitsizlik yeniden diizen-

lenirse

n=1
n2lcyl? + |by|? < 4 cos? a — 4 cos a Re Z keyby — 2 Re(nc,bye'®)
k=0

ve

n-1

(nlcpl + |bul)? < 4 cos? a — 4cosa Z k|ckby| + 4nlcpbyl
k=1

n
<4 Il i Z kickbkll (2.76)
k=1

esitsizlikleri elde edilir. g fonksiyonu ID* bolgesinde yalinkat oldugundan alan teoremi
geregi |b_;| = 1 olmak tizere Y-y klb|* < 1 dir. Alan teoreminden bilindigi gibi, f
fonksiyonu D* bolgesinde yalinkat iken Xjy_, klck|?> <1 olur. Boylece Couchy-

Schwarz esitsizliginden
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1 27 | i 2
= E Z(kck 4 e—uxbk)zkﬂ E D Z akzk de
0 li=o k=n+2

n
5 2 .
> Xlkck + e_‘“bd r2k+2
k=0

olur. Buradan

n-1

n
4cosza+Z|kck—e"“bk|2 > ) |key + e~ib, |
k=0 k=0

ve

n-1

st 2 i 2 ; 2
nc, + e~ @b,|" < 4cos?a— Z {|kck +e~p,|" — ke, — e'®by] }
k=0

n-1
=4cos’a— 4cosaRez kcyby (2.75)
k=0

bulunur. (2.75) esitsizliginin sol tarafinin kare agihmi yapilip, esitsizlik yeniden diizen-

lenirse

n-1
n2|cy|? + |bp|? < 4 cos? a — 4 cos a Re Z keyby, — 2 Re(nc,bye'®)
k=0

ve

n-1

(nlcy| + |by])? < 4cos?a —4cosa Z k|ckbi| + 4nlc,bnl
k=1

n
<4 [1 + Z oy |] (2.76)
k=1

esitsizlikleri elde edilir. g fonksiyonu D bolgesinde yalinkat oldugundan alan teoremi
geregi |b_;| = 1 olmak iizere ¥_, k|by|? < 1 dir. Alan teoreminden bilindigi gibi, f
fonksiyonu D bolgesinde yalinkat iken X}_, klcl? <1 olur. Boylece Couchy-

Schwarz esitsizliginden
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1/2

n n 1/2 n
Zklckbkl S(Z klcklz) (Z klbklz) < 1 (2.77)
k=1 k=1 k=1

olur. (2.76) ve (2.77) esitsizliklerinden n = 1,2,3, ... igin

nlc,l + |byl < 2V2 (2.78)

elde edilir. Burada (2.78) esitsizligine ulagsmak igin f fonksiyonunun D* bolgesinde

yalinkat olmasi gerekli olmustur.
2.4.3 Aciklama. 2.4.2 Teoreminde f € MST fonksiyonu (2.2) agilimina sahip ise

g(2) = —f(2) alinabileceginden |c, | = |b,| olup, (2.72) esitsizligi c = 2 igin

2
S S
ma_n+1

olur. Bu ise Clunie (1959) tarafindan elde edilen esitsizlige indirgenmis olur.
2.5 a —Spiral Meromorf Fonksiyonlar

(2.1) agthimina sahip f € M fonksiyonu ve { € D* igin

L
LiaSS'©

Ree™ 0

>0 (2.79)

olacak bicimde a € (—m/2,m/2) sayisi varsa f fonksiyonuna D* bdlgesinde a —spiral
meromorf fonksiyon denir. @ —spiral meromorf fonksiyonlarin sinifi MSP(a) ile gos-

terilir.

Tanimdan hareketle MSP(a) sinifina ait fonksiyonlarin integral temsilinin asagidaki

bi¢cimde verilebilecegi kolaylikla goriiliir.

2.5.1 Teorem. f € MSP(a) olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ € D igin

¢ —
f(Q) ={exp (e"“ cosaf E%dt)

[v4]

olacak bigimde p € P fonksiyonu vardur.
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Zamorski (1961), MSP(a) sinifina ait fonksiyonlarin katsayr tahminini asagidaki gibi
elde etmistir.

2.5.2 Teorem. f € MSP(«) ise hern = 0 igin

Chl & cosa
lenl < ——

dir. Esitlik her bir n ve { € D¥igin

(2~ cosa)/(n+1)

1
Fa(Q) = f(l + W)
fonksiyonu igin gegerlidir.
Kaczmarski (1969) bu sonucu asagidaki bigimde genellestirmigtir.

2.5.3 Teorem. a,A ve K keyfi sabitler olmak iizere, 0 < a <1, |A| <m/2 ve K 21

olsun. Eger f fonksiyonu (2.1) seri agihmina sahip ¢y = 0 Ozelliginde ve her bir
¢ € D* igin

e“[¢f'(Q)/f()) —isina—Acosa
(1-A)cosa

—-K| <K

ise hern = 1 igin

(2-1/K)Q - 2) .

chl <
Il n+1

osa

dir. Esitsizlik tiim degiskenler igin kesin olup, Ekstremal fonksiyon; K = 1 iken

B (A —1)e"@ cos a)
f(C) - (EXP (n + 1)cn+l
ve K > 1 iken
BT -
f@Q)= C(l = K—{m)
dir.
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2.5.3 Teoreminin ispati asagidaki iki ilging sonucun ortaya ¢ikmasina sebep olmustur.

2.5.4 Teorem. f fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agthmina sahip olsun. { € D*, ¢y = 0
ve 0 < a < 1 olmak iizere, Re[{f'({)/f({)] > a ise

oo
Z(n + )|yl <1 —a
n=1

dir.

2.5.5 Teorem. f fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. { € D*, ¢co =0

ve 0 < a < 1 olmak iizere, |[{f'({)/f(Q] =1 < 1lise
Z(n +a)n+2-a)lel? < (1—a)?
n=1

dir.
2.6 Sitmirht Meromorf Fonksiyonlar

f fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. { € D* olmak lizere lFOI >
m olacak bigimde m > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna alttan simrh fonksiyon denir.
Bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif BM(m) ile gosterilir. BM(m) sinifina ait fonksi-
yonlarin w = 0 degerini almadigi agiktir. BM(m) simfina ait ¢o = 0 Ozelligindeki
fonksiyonlarin altsinifi BM(m) ile gosterilir. BM(m) sinifina ait meromorf yalinkat
fonksiyonlarin sinifi BMS(m) ile, BM (m) sinifina ait meromorf yalinkat fonksiyonlarin

sinifi ise BMS(m) ile gosterilir.

Asagida bu siniflarla ilgili gesitli esitsizlikler verilmistir. Bunlardan birincisi Alan teo-

reminin ispatindan elde edilen asagidaki sonugtur.

2.6.1 Teorem. f € BMS(m) ise

o

Z nle )2 <1 —-m?

n=1
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dir. Eger f € BMS(m) ise m < 1 dir. Egerm = 1ise f({) = { dur.
2.6.1 Teoreminden BM (m) sinifinda ¢ahsirken daima 0 < m < 1 olarak alinacaktir.

Pick (1917), z € D i¢in |f(2)| < K, K > 1 6zelligindeki (1.1) agihmina sahip f € S
fonksiyonlari igin |a,| < 2(1 — 1/M) oldugunu gosterdi. Bu esitsizlikten faydalanarak

agagidaki sonug elde edilebilir.
2.6.2 Teorem. f € BMS(m) ise
lcol < 2(1 —m)

dir. Esitlik { € D* olmak iizere

F(():% (1-%)2+27m+(1—%)2 ‘1+% (2.80)

fonksiyonu igin gegerlidir.

ispat. { = 1/z ve g(z) = 1/f({) denirse g € S siirli yalinkat fonksiyonu modiil ola-
rak K = 1/m ile iistten sinirlanmig olur. Burada a, = —¢, oldugundan Pick (1917)’in

sonucu geregi |col = laz| < 2(1 - m) elde edilir.

Zawadzki (1961), BMS(m) sinifina ait fonksiyonlar igin lc;| <1 —m? kesin esitsizli-
gini elde etmigtir. Ayrica Janowski (1964), bu sinifa ait fonksiyonlar igin katsay: esitsiz-

likleri tizerinde ilave ¢alismalar yapmustir.

2.6.3 Teorem. k = 1 olmak lizere
c
f(<)=c+—"+---=c+Z-Il (2.81)

fonksiyonu BMS(m) sinifina ait olsun. Bu durumda k <n < 2kigin

2
|Cn| < m(l e mn+1)
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olup, esitlik, F~1(w) fonksiyonu

1 \2/(n+1)
w=F@)=¢(1-7m)
fonksiyonunun ters fonksiyonu olmak tizere
mF~ (FS)) {- —(1 ”“)E;l- + e (2.82)
fonksiyonu igin gegerlidir.
Ispat. t # 0 i¢in 1/[f({)/t]" ifadesi
1 t2 nept”

FQr & e

seklinde bir seri agilimina sahiptir. Eger k < n < 2k ise (2.83) ifadesinde paydadaki iis
icinn + k + 1 > 2k olmasi dnemlidir. (2.81) ve (2.83) beraber diisiintiliirse t # 0 igin

2k n+1 i
f(f(o) €+ZC"(1 +nt Jy Z % (2.84)
n=k c n=2k+1

elde edilir. t = m,m?, m*, om?Y . icin (2.84) fonksiyonu kullanarak

£ = mf (f (O) £l = f(f (O)

biciminde bir dizi olusturabiliriz. Bu dizideki her bir fonksiyonunun M sinifinda oldugu
agiktir. Ustelik her ¢ € D* igin |Fy({)] = m2" dir. Fy(Q) = ¢ + I8 ca™ /¢ bii-
minde bir seri agilimina sahip ise (2.84) esitliginden her n = 0,1,2,..,k—1 igin
¢, =0ve k <n<2kigin

oo

. n+1n2/ | — n+1yj —
lim ¢, 1+ mv?] = c,,Z(m ) mm
)=0

olur. Her bir fy({) fonksiyonu 2.1.10 Teoreminin sartlarini saglar. O halde
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Cl’l
1—-m"*1 " n+1

2
v e it n+1
eya Icnl*.n+1(1 m"*t)
elde edilir.

Esitlik i¢in, F fonksiyonu D* bélgesini —1 in (k + 1). kuvvetten kokleri yoniinde
k 4+ 1 151 ¢ikarilmis kompleks diizlem iizerine resmeder. Boylece F({) yildizildir ve
F({)/m doniisiimiide ID* bolgesini F(ID*) goriintii bolgesi iginde bir bolge lizerine
resmeder. (2.82) esitligi ile tanimli fonksiyon D* bolgesinde yalinkattir ve k < n < 2k

icin (2.82) bagintisinin sag tarafindaki kuvvet serisi elde edilir.m

{ = 1/z olmak iizere, g(z) = 1/f({) € S siirl yalinkat fonksiyonu igin |g(2)| < K
ise Pick (1917),

—k(~r,K) < |g(2)| < k(r.K)

esitsizligini elde etmistir. Bu esitsizlikten. K = 1/m ve f € BMS(m) fonksiyonunun

modiilii i¢in asagidaki sonug elde edilebilir.

2.6.4 Teorem F fonksiyonu (2.80) bagintisiyla tammli fonksiyon olmak lizere,
f € BMS(m)ise { € D* ve |[{| =7 > 1igin

F(r) < If(Ql < —F(-7)
dir.

2.6.5 Uyari. { = 1/z ve m = 1/K olmak iizere F({) = 1/k(z,K) dir. F({) fonksiyonu

daha dnce 2.6.2 Teoreminin ispatinda hesap edilmisti.
2.7 Tipik Reel Meromorf Fonksiyonlar

Sabit olmayan f fonksiyonu D dairesinde kutup noktalari hari¢ analitik ve kutup nokta-

lar1 harig her z € D igin

(Im f(2))(Imz) =2 0 (2.85)
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esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna I dairesinde tipik reel meromorf fonksiyon
denir. (2.85) bagintisindan ID dairesinde her bir p; kutbu (—1,1) araliginda basit kutup
olmahdir. Ustelik p; kutuplarinda —m; rezidiisii negatif olmalidir. Bu durumda her j

igin m; > 0 olur.

Eger f fonksiyonu orijin civarinda analitik ise, z = 0 noktasinin belli bir komsulugunda

f fonksiyonu

fz) =2+ Z a4,z (2.86)

n=0
biciminde normalize edilmis bir kuvvet serisine agilabilir. (2.86) bigiminde agilima
sahip tipik reel meromorf fonksiyonlarin sinift MTR ile gosterilir. Eger f fonksiyonu
orijinde bir kutba sahip ise f fonksiyonunun z = 0 merkezli normalize edilmis Laurent

actlimi
1 oo
fz) ===+ Z b, 2" (2.87)
’ n=0

biciminde olup. bu agilima sahip tipik reel meromorf fonksiyonlarin fonksiyonlarin sini-
fint MTR" ile gosterecegiz. Hem MTR hemde MTR" siniflarina ait fonksiyonlarin ya-
linkat olmasi gerekmez. Bu fonksiyonlar Kisim 1.10°da verilen analitik tipik reel fonk-

siyonlar yardimiyla ifade edilebilecegini Goodman ( 1959) gdstermistir.

2.7.1 Teorem. f € MTR olsun.

2
P < (2.88)

— 1_
f(z) = At(2) + Zm" pit 1= (p;+1/p)z+2?

olacak bigimde p; € (=1,1), m; >0 reel sayilari, bir t € TR fonksiyonu ve bir A20

sayist vardir. Buradaki toplam f fonksiyonunun biitiin kutup noktalar: lizerinden olup,
1 w2
Pj
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bagintisi saglanir.

2.7.2 Teorem. g € MTR ve f € MTR olsun. 2.7.1 Teoreminin gosterimleri altinda

9@ = —~+ by~ 2+ ()

esitligi gecerlidir.

Goodman (1959) ve Gel’fer (1954), MTR ve MTR" siniflari ve bunlarin alt siniflarina

ait fonksiyonlari i¢in katsayi sinirlarini ve diger bazi 6zelliklerini elde etmislerdir.
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3. KUTBU ORIJIN OLMAYAN MEROMORF YALINKAT FONKSIYONLAR

Bu bsliimde, 0 < p < 1 ve |zo] = p olmak lizere, ID birim dairesinde bir z; noktasinda
basit kutba sahip yalinkat fonksiyonlarin sinifi izerinde durulacak. Bu sinifa ve alt sinif-
larina ait fonksiyonlarin integral temsilleri, katsay1 esitsizlikleri, distorsiyon ve genles-

me Ozellikleri verildi.
3.1 S(p) Simifi ve Ozellikleri

0 <p <1 ve |z = p olmak iizere, z, € D noktasinda bir kutba sahip ve |z| < p dai-

resinde
fz)=z+ Z 2" (3.1)
n=2

biciminde seri agilim1 olan yalinkat fonksiyonlarin kiimesini S(p) ile gosterelim. Bir
rotasyonla zy, = p almak miimkiin oldugundan, bundan sonra S(p) ile reel eksen iize-
rinde p noktasinda basit kutba sahip yalinkat fonksiyonlarin sinifi gosterilecek. S(p)

sinifina ait fonksiyonlardan

B z p"—1/p" —l/p
@ = T a2 = - (p+ )z +Z e (3.2)

fonksiyonu zel bir Sneme sahiptir. Bu fonksiyon I dairesini C\[-p/(1 -p)?,-p/
(1 + p)?] bolgesi iizerine konform olarak resmeder. Koebe fonksiyonunun S siifinda

oynadigi rolii k,(z) fonksiyonu S(p) sinifinda oynar.

Birim dairede verilen bir f meromorf fonksiyonunun bu dairede bagka agthimlar da

olabilir. Eger f fonksiyonu p € D, 0 < p < 1 noktasinda basit kutba sahip ve rezidiisii

m ise z € D\{p} igin

f(2) = %+ Z b2 (3.3)
n=2

veya0 < |z—p| <1—pigin
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m - n
f@) =7 ZO n(z =) (3.4)

bigiminde iki agilima sahiptir.

(3.1) ve (3.3) agihmina sahip f fonksiyonunun katsayilar arasindaki bagintinin agagi-

daki gibi oldugu kolaylikla gosterilebilir.

3.1.1 Teorem. f fonksiyonu (3.1) ve (3.3) agilimlarina sahip olsun. Bu durumda her

n = 0 igin

=~
e
I

an + (3.5)

pll’l+1
dir.

Chichra (1969), S(p) sinifina ait fonksiyonlar igin asagidaki Alan Teoremini elde etmig-

tir.

3.1.2 Teorem. f € S(p) fonksiyonu (3.3) ag¢ilimina sahip olsun. Bu durumda

c Im|?
D bl < s (3.6)
n=1 (1 P )

dir.

Ispat. p < |z| < 1 bdlgesinde (3.3) bagintisiyla verilen f fonksiyonu

oo mpn oo
@ =) St D b
n=0 n=0

biciminde yazilabilir. r € (p,1) igin I = f(C,) egrisi saat yoniinde ydnlendirilmis ba-

sit kapali bir egri olup 2.1.1 Teoremin ispatindaki yol takip edilerek

= —nlmp™1|2
Z ] P l +anb ‘2 2n<0

n=0
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elde edilir. r = 17 igin limit alhmirsa (3.6) esitsizligi bulunur. Esitlik, k;,(z) fonksiyonu

icin gecerlidir.m

(3.6) bagintisinda p = 0 ve m = 1 olarak alinirsa Alan teoreminde gegen (2.6) baginti-

st elde edilir. (3.5) esitligi (3.6) bagintisinda yerine yazilirsa agagidaki sonuca ulagilir.

3.1.2 Sonug. f € S(p) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda

[va]

nlan + pi*i| = (1= p2)? (3.7)

n=1

dir. Ozel olarak

dir.

3.1.3 Teorem. f € S(p) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda |z| =r<

1 ozelligindeki biittin z”ler igin

T
> —_—
(@) 2 1+ |aglr +r?

dir. Eger |ay| > 2 ise ry = (lazl - Jlaz|? = 4)/2 olmak iizere ry < |z| = r < 1 halka

bolgedeki biitiin z'ler igin

If(2)] < L (3.8)

—1+|ay|r —r?
dir. Her iki bagintida da esitlik.
F(z) =z/(1 + |azlz + z%)
fonksiyonu igin gegerlidir (Fenchel, 1931).

3.1.3 Teoreminden S(p) sinifinda (3.1) agihmina sahip fonksiyonlar igin asagidaki

drtme teoremi elde edilir.
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3.1.4 Teorem. f € S(p) fonksiyonu (3.1) agiimina sahip olsun. Bu durumda f(D)

bolgesi {w:|w| < 1/(2 + lay])} veya [w| < 1/({/las] + 1 + 2) dairesini orter. Eger
la,| > 2 ise f(ID) bolgesi |w| > 1/(lay| — 2) esitsizligini saglayan biitiin w degerlerini

bulundurur (Fenchel, 1931). Eger |az| > 3 ise f(ID) bolgesi |w| > 1/(\/|a3| +1- 2)

sitsizligini saglayan biitiin w degerlerini bulundurur (Kumato. 1945).

3.1.5 Teorem. f € S(p) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda |a;| > 2

ise

Eor = la,| — Vlaal> — 4 2 (39)
- 2 lay| + VlayI2 — 4 '

dir (Fenchel, 1931).

ispat. (3.8) esitsizliginden. eger |z| > r; olmasi durumunda f fonksiyonu sonlu oldu-

gundan p < 1y olmak zorundadir. =
(3.9) esitsizliginde S(p) sinifina ait fonksiyonlar i¢in |a,| < p + 1/p oldugu goriiliir.

Ladegast (1953). S(p) sinifina ait fonsiyonlar icin ¢ok sayida esitsizlik elde etmistir.

Bunlardan biri asagidaki teoremde verilmistir.

3.1.6 Teorem. f fonksiyonu S veya S(p) sinifinda bir fonksiyon ve zy,z; € D, higbiri f
fonksiyonunun kutup noktasi olmayan, farkl: iki nokta olsun. k = 1,2 icin 1 = |zl

olmak tizere

f'(z))f'(2) ~ 1 1
(f(zz) —_ f(Zl))z (zz - 21)2 = (1 _ rl?')(l _ rzz) (3_10)

dir. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik z, = Z; ve z; # 2; olmak lizere Koebe fonksiyonlari

i¢in gegerlidir.

ispat. Eger f fonksiyonu ID dairesinde yalinkat ise

1
—“_) - f(z2)

1+2,{

#0) =~ =
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fonksiyonu da yalinkattir ve (z; +{)/(1 + z;{) = z, iken kesinlikle bir basit kutba

sahiptir. Boylece { = z, = (2, — 2z,)/(1 — Z;2;) noktasinda bir basit kutba sahip olur.

|by| < Im|/(1 — p?) esitsizligini kullanarak ¢ ({) fonksiyonuna 3.1.2 Teoremi uygula-

nabilir. Teoremde gegen by, m ve p = |zy| sayilarini bulmaya ihtiyag vardir. r; = |z,]

olmak iizere

;
f'(z2)(1 = Z;2,)?

m = Jim ({ ~ 20)$(¢) =

dir. by katsayisimi bulmak igin

o5 oo
¢(c)=5_20+;bn<

fonksiyonunun tiirevi alinip { = 0 konumu yapilirsa

- —f'(z,)(1 = 1,?) 1-—1n2
o (f(z) - }”(zl))2 '(z,)(z, — 21)?

elde edilir. r, = |z,| olmak tizere

22—21 2

L-pf=1-lal=1-f77

_ (1= 22)(1 = 212;) — (2, — 2,)(Z; — Z1)

|1 = Z,2,|?

_A-n)HU-1r?)
T 1= 22,2

olur. Boylece |b;| < |m|/(1 — p?) esitsizligi kullanilarak

2
1'—?‘1

Il — Z—IZZIZ

[-fea-nt  _ 1-n?
(- 1) T @) =)

E

If'(22)(1 = 212,)?| 1 = 1) (1 = 12?)

bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi f'(z;)/(1 —r,?) ile garpilirsa, (3.10) bagintisi

elde edilir. m
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Ay # 0 olmak iizere, (3.10) esitsizliginin sol tarafi g(z) = Ay + A,f(z) doniisiimii
altinda degismez kalir. Bu yiizden bu teoremde bilinen normalizasyona ihtiyag duyul-

mamistir.

3.1.7 Teorem. f € S(p) ve 0 < r < 1 olsun. Bu durumda her A reel sayisi igin

21 2n
f If(rei®)|" do < j |kp(re"5’)|’1 do (3.11)
0 0

dir. Esitlik, 7 # p ve 1 # 0 iken f(z) = k,(z) fonksiyonu igin saglanir (Kirwan ve

Schober, 1976).

(3.11) esitsizliginde her iki tarafin 1/4 kuvveti alinir ve 4 — oo igin limit alinirsa,

Kirwan ve Schober (1976)"e ait asagidaki teorem elde edilir.
3.1.8 Teorem. f € S(p) olsun. Bu durumda
If (@] < |ky ()] (3.12)
dir.
Her bir f € S(p) fonksiyonu i¢in |az| < p + 1/p oldugundan 3.1.3 Teoremi geregi
f @] 2 [k (=7 (3.13)

oldugu goriliir. ¥ — 17 iken limite gegilirse (3.12) ve (3.13) bagintilarindan agagidaki

ortme sonucu elde edilir.

3.1.9 Teorem. f € S(p) ise f(D) bolgesi {w: [w| < p/(1 + p)?} kiimesini kapsar. Us-
telik £(ID) boslgesi |w| > p/(1 — p)? bolgesini de igerir.

Jenkins (1962), S(p) sinifina ait (3.1) agihmina sahip fonksiyonlar i¢in bazi katsay

esitsizlikleri elde etmistir.
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3.1.10 Teorem. f € S(p) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda n =
2,3,4,5,6 igin

1 + pZ + p4 + ‘_‘p2n-2
pTl—l

lan| < (3.13)

dir. Esitlik, (3.2) bagintisiyla verilen f(z) = kj(z) fonksiyonu igin gegerlidir.

Her ne kadar Jenkins (1962), S(p) sinifina ait fonksiyonlarin bazi katsayilari igin kesin
iist sinir elde etmis olsa da (3.13) bagintisindaki esitlik her bir n igin k,(z) € S(p)
fonksiyonu igin gegerlidir. Gergekten k,,(z) fonksiyonunun seri agilimindaki A, katsa-

visinimnm

B pn . 1/pn B g - p2n B 1+ pz + p4 + mpZn—Z

L p— l/prl - p"“l(l _ pZ) - pit—l (314)

oldugu goriiliir. Boylece (3.13) esitsizliginin S(p) sinifina ait fonksiyonlarin biitiin |a, |

katsayilari igin dogru oldugu akla gelebilir. Gergekte durum buna yakindir.

Kirwan ve Schober (1976), S(p) sinifina ait (3.1) agihmina sahip fonksiyonlar igin kat-

say esitsizligini elde etmislerdir.

3.1.11 Teorem. f € S(p) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda her

n = 2igin
1+p" en
< mi 3.15
lan < mm{pn_i(l . pz),zpn_ll (3.15)
dir.
ispat. |z| =r <pise
1 L i ind
= [ =in de
an 27”"]0 f(re)e
dir. Eger p < r < 1ise (3.3) ve (3.5) bagintilarindan
I f*® , : m
- 0 —in@ _
an = ZTET‘"J; f(re )8 "de pn+1 (3.16)
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bulunur. 1 = 1 ve p < r < 1 igin 3.1.7 Teoremi ve Couchy-Schwarz esitsizliginden

2m dg

1
< - -
i an“‘lju |1 —prei®||1 —re'?/p|

2mrn

2w
f f(reie) e—IuG de
1]

__ L [1r__as 1J'2“ a1
Srn-t|2m ), |1—pre®|22m ), |1—rel/p|?

r s GO o0 1/2
2 S penren szn P
= rn—l — r2n rZ

n=0

= : P
= Pne1(1 — p2r2)2(r2 — p2)1/2

elde edilir. r = 1~ i¢in limite gegilir ve (3.16) esitligi |m| < p?/(1 — p?) ile birlikte
kullamlirsa (3.15) esitsizliginin sag tarafindaki ilk kismi bulunur. ikinci kisim igin

r = pe~'/" < p denirse

p
|anl < T‘n_l(l = per)le(rZ - p2)1/2

pe
= pnulelfn(l = p4e—2}11)1/2(p2 e pZG—Z/n)I/Z

- e en
== pn—l(elfn = e—l/n) = ?.p“"l

elde edilir.m

Kirwan ve Schober (1976), FitzGerald'in metodunu gelistirerek asagidaki Teoremi elde

etmistir.
3.1.12 Teorem. f € S(p) ise
la,] < J7/64, ve la,l <1+ 2p*"4A, (3.17)

dir. Eger p = 1/2 ve n > 7 ise, ikinci esitsizlikten la,| < 1,00007A, olur.
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3.2 S(p) Simfinin Konveks ve Yildizil Alt Siiflar

Bu kisimda. I dairesinde bir kutba sahip meromorf fonksiyonlarin S(p) sinifinin kon-
veks ve yildizil alt siniflari iizerinde durulacak. p <7 <1 olmak iizere C, egrisinin
£(C,) gbriintii egrisi negatif yonlendirilmis olacagindan konvekslik ve yildizillik igin
1.5.1 Teoreminde verilen esitsizlikler negatif olur. Ustelik £(0) = 0 ise orijin noktas
f(C,) egrisinin dis kisminda kalacaktir. Bu yiizden yildizilhik belli bir wg # 0 noktasina

gére olmahdir.

3.2.1 Tamm. p € (p,1) olmak iizere, f € S(p) fonksiyonu ve H = {zzp<lzl=r<

1} bélgesine ait biitiin z noktalari i¢in

zf"(2)
Re (1 - ) ) <0 (3.18)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks denir. (3.18) esitsizligini saglayan

(3.1) seri agilimina sahip f € S(p) fonksiyonlarinin alt simfi CV (p) ile gosterilir.

Benzer bigcimde f € S(p) fonksiyonu

zf'(2) )

Re|—=———)<0 (3.19)
(f (z) = wo

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna wy noktasina gore yildizil denir. wy noktasina

gore yildizil olan ve (3.1) seri agihmina sahip f € S(p) fonksiyonlarinin alt sinifi

ST (p, wg) ile gosterilir.

Bir ¢ok yazar p noktasinda bir kutbu olan konveks ve yildizil fonksiyonlarin goriintil
kiimesinin tiimleyeninin konveks ve yildizil bir bolge olmasi durumunu incelemistir
(Libera ve Livingston, 1975). Biz burada f(C;) egrilerinin konveks ve yildizil olmasi

iizerinde duracagiz.

f € CV(p) fonksiyonu uygun bir rotasyonla z = p > 0 noktasinda bir kutba sahip ola-
bilir.
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zf'"(z) z+p 1+pz
¢() =1+t o T T (3.20)

bigiminde tanimh ¢ fonksiyonu D dairesinde analitiktir. Ciinkii

zf"(z) B( z+p 1+pz
ve z) = -
f'(2) z—p 1-pz

Az) =1+

fonksiyonlari sadece z = p noktasinda basit kutba sahip olup rezidiileri sirasiyla —2p ve
2p dir. Bu yiizden ¢ fonksiyonu z = p noktasinda diferansiyellenebilir olacak bigimde
yeniden tanimlanabilir. Bununla birlikte ReB(e“’) = 0 ve ¢(0) = —1 dir. Eger f fonk-
siyonu @D iizerinde analitik ise ¢ fonksiyonu da D kiimesinde analitik olup D dairesin-

de z € D igin Re¢p(z) < 0 olur.

Royster (1970), CV(p) sinifina ait bir f fonksiyonu igin (3.20) bagintisiyla verilen ¢

fonksiyonunun P sinifina ait oldugunu tek yonlii olarak gOstermistir.

3.2.2 Teorem. f € CV(p) fonksiyonu p € (0,1) noktasinda bir kutba sahip olsun. Bu
durumda her z € D i¢in Re[—¢(z)] > 0 ve —¢ € P dir.

—¢ € P ozelliginde (3.1) agilimina sahip f € S(p) fonksiyonlarinin olusturdugu sinif

CV(p) ile gosterilirse 3.2.2 Teoreminden CV(p) < CV (p) oldugu goriiliir. Ancak p’nin

bazi degerleri icin bu iki sinifin esitligi Royster (1970) tarafindan asagidaki teoremde

gosterilmistir.

3.2.3 Teorem. 0 <p < 2— 3 ise CV(p) = CV(p) dir. 2 V3<p<1ise CV(p)

sinifina ait olup da CV (p) sinifina ait olmayan bir F fonksiyonu bulmak miimkiindiir.

—¢ fonksiyonunun z = p noktasinin delik komsulugunda seri agihimi

2p 1+pz
+7Zdn(z"‘p)n) ( z—p—l—pz)

—¢(z) = —A(2) - B(z) = (1 +:-

1_pz+de (z—-p)" (3.21)
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dir. Boylece —¢(p) = (1 + p?)/(1 — p?) olur. —¢ fonksiyonu P sinifina ait olmasina

ragmen p noktasindaki kisitlamasi nedeniyle P sinifinin keyfi bir fonksiyonu degildir.

CV(p) sinifinda p noktasi orijin olarak alinirsa (2.47) ve (2.59)da verilen integral

temsilleri asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

3.2.4 Teorem. f, D" delik dairesinde (2.2) seri agihmina sahip meromorf bir fonksiyon

olsun. Bu durumda
1 3 .
fEMST & f(z) = Zexp (j 2log(1 — g~itz) du(ﬂ)) (3.22)
0

ve

2n

gEMCV & g'(z) = —éexp (f 2log(1 - s d,u(t?)) (3.23)
0

olacak bigimde [*" e ®du(6) = 0 ve (8 +2m) — u(6) = 1 Szelliklerini saglayan

0

[0,27] araliginda azalmayan bir u(8) fonksiyonu vardir.

f € CV (p) fonksiyonu (3.3) agilimna sahip olsun. z € D" igin

9(2) = (p? - 1)f(1p__pzz) = “_;1+ i a, 2"
n=0

bigiminde tanimlanan g fonksiyonu z = 0 noktasinda basit kutba sahip ve D* bolgesini
konveks bir bdlgenin tiimleyeni iizerine resmedecek bigimde bulunabilir. (3.23) bagin-
tist kullanilirsa g’ igin @_; = m olmak iizere, Pfaltzgraff ve Pinchuk (1971) CV (p) sini-

fina ait fonksiyonlarin integral temsilini tiirev fonksiyonu vardimiyla elde etmigler.

3.2.5 Teorem. f € CV(p) olmasi igin gerek ve yeter sart,

2m

e m o a=i0(y —
fiz)y= (p—z)z(l—pz)zexP(L 210g(1 pz—e(p Z))d#(g))
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olacak bigimde f;ﬂe‘wdu(ﬂ) =0 ve u(@ +2m) — u(@) = 1 dzelliklerini saglayan

[0,2m] araliginda azalmayan bir u(8) fonksiyonun mevcut olmasidir.

(3.20) esitligi ile tanimli ¢ fonksiyonu igin —¢ € P ise Royster (1970), CV (p) sinifina

ait fonksiyonlar i¢in asagidaki integral temsilini elde etmistir.
3.2.6 Teorem. f € CV(p), (3.1) seri agihmina sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f € CV(p) olmasi igin gerek ve yeter sart,

2

P
p—2)*(1

2
fi@z) = ( " exp (J; 2log(1 —e~%2) d,u(ﬂ)) (3.24)

olacak bigimde

2n e‘w p 2n
1 —pe-10 = 0) = 3.
L 1_pe—t9 d*u(e) 1 _pz ve J; d#( )=1 ( 25)
ozelliklerini saglayan, [0,2rr] arahiginda azalmayan bir u(@) fonksiyonunun mevcut
olmasidir.

Pfaltzgraff ve Pinchuk (1971) CV(p) sinifina ait fonksiyonlarmn tiirevinin modiilii igin

asagidaki kesin st sinin elde etmiglerdir.
3.2.7 Teorem f € MCV(p) ve z = re'? € D\{p} olsun. Bu durumda

p2(1+pr)? + (p + 1)
(1 +pHlz—pl?11 - pz|?

If'(2)] <

dir. Esitlik z = —=r, 0 < r < 1 olmak iizere

2 (z- 1-—pz 1
il i A e i)
-p

fo(2)=1 1-pz z-p p

fonksiyonu i¢in gegerlidir.

w, noktasina gore yildizil olan ve (3.1) agilimina sahip f € S(p) fonksiyonlarinin alt
sinifi ST(p, wp) ile gosterilmisti. £ € CV(p) ise bu durumda f(D) bélgesinin tiimleye-
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nindeki her bir w, noktasi igin f € ST(p,wp) oldugu agiktir. Ancak buradan belli bir

ro < |z| < 1 halka bdlgesinde

zf"(z) zf'(z)
Re(l ) )< 0= Rerrs—-<0

sonucunu ¢ikarmak agik bir problem olarak durmaktadir.
(3.20) esitligi ile verilen ¢ fonksiyonu ve f € ST(p, wy) ise D dairesinde

pz p zf'(z)

—pz z-p f(2)—w (3:26)

P(z) = 1

fonksiyonunun reel kismimin pozitif oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece P(z) € P

dir.

(3.26) ile verilen P(z) € P fonksiyonu igin (3.1) agilimma sahip f € S(p) fonksiyon-
larinin  olusturdugu simf ST(p,wg) ile gosterili. 0 <p <1 ise bu durumda
ST(p,wy) < ST (p, w,) dir. J. Miller (1980) asagidaki teoremde ters kapsamanin genel-

de dogru olmadigint gostermistir

3.2.7 Teorem. 0 < p < V2 — 1 iken ST(p,wy) = ST(p,wp) dir. V2 —1 <p < 1 iken
ST (p,w,) sinifina ait olup ST(p,w,) sinifina ait olmayan bir f fonksiyonu ve bir wg

noktasi bulunabilir.

J. Miller (1980) ST (p,w,) sinifina ait orijinde bir kutbu olan fonksiyonlar i¢in katsay:

sinirlar elde etmistir.

3.2.8 Teorem. f. ST(p,w,) sinifina ait (3.1) agilhimina sahip analitik bir fonksiyon ol-

sun. Bu durumda z € D" olmak {izere

g9(z) = (== pP)1 - p2) (f(z) = wp) = é + 2 cp2" (3.27)
n=0

PWoZ

bigiminde tanimh g fonksiyonu orijine gére yildizildir.
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ispat. 0 < p < 1 olmak iizere w, # 0 kabul edelim. Bu durumda g fonksiyonu D* de-

lik dairesinde analitiktir. g fonksiyonunun logaritmik tiirevinden

L@ _ pz p ()
9@ 1-pz z-p f(2)=w

bulunur. Eger f € ST (p,w,) ise bu esitlikten D* bblgesinde Re[zg'(z)/g(2z)] < 0 ol-

dugu goriiliir. Boylece (3.26) bagintisindan sonug goriiliir. m

(3.27) esitliginde katsayilar hem g hemde f fonksiyonuna baghdir. Basit bir hesapla-

mayla
: : (3.28)
Cop=———=p=—= :
2 Wo 4 p
1+1( +1) i (3.29)
a=1+—p+=-)—— :
: Wo p Wo
ve a; = 1 olmak iizere hern = 2 igin
1 1
Cp = — —'4"‘"_0 (aﬂ—l —Qn (P + 5) 7 an+1) (3.30)

oldugu goriiliir. 2.2.6 Teoreminde z ile 1/z yer degistirse |c,| < 2/(n + 1) elde edilir.

Bunu (3.28) e uygularsak asagidaki sonug elde edilir.
3.2.9 Teorem. f € ST(p, wy) ise

p 14
a2 =l =gy 230

dir. Esitlik k,(z) fonksiyonu i¢in gegerlidir.

J. Miller (1980), 3.1.9 Teoreminden hareketle ST(p,wy) sinifina ait fonksiyonlar igin

asagidaki katsay: esitsizliklerini elde etmisgtir.
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3.2.10 Teorem. f € ST (p, w,) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda
la; —p = 1/p — wol < |wol (3.32)

ve hern = 2 igin

2|W0|
n+1

lans1 = (p + 1/P)an + anyl < (3.33)

dir. Her iki esitsizlik de kesindir.

ispat. (3.32) ve (3.33) esitsizlikleri, (3.29) ve (3.30) bagintilarini 2.2.6 Teoreminde

verilen |c,| < 2/(n + 1) Clunie esitsizligine uygulanarak elde edilir.m
(3.32) bagintisi igin esitlik wy = —p/(1 + p)? olmak iizere

Pwg
(z-p)( —p2z)

F(z) = (1+2)2+w

fonksiyonu igin gegerlidir. (3.33) bagintisi i¢in ise esitlik her n =2 ve wy =
—p/(1 + p?) olmak iizere

PWg

2
(0 [y ey
(z—p)(l—pz)(1+z ) +W0

F(z) =

fonksiyonu igin gegerlidir.m
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