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U.U. Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim bu
tez calismasinda;

- tez igindeki biitlin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ergevesinde elde ettigimi,

- gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

- bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,

- atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gosterdigimi,

- kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- ve bu tezin herhangi bir boliimiinii bu iliniversite veya bagka bir iiniversitede baska bir
tez calismasi olarak sunmadigimi
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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

RICCATI DENKLEMI, ANALITIK COZUM ICIN YENI BIR YONTEM
GELISTIRILMESI VE MUHENDISLIK UYGULAMALARI

Mutlu Ozgiir ERTAS

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Makine Miihendisligi Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Yasar PALA

Riccati denklemi, matematik modellerin yapildig: birgok bilim dalinda, ¢esitli formlarda
karsimiza ¢ikmaktadir. Basta bir¢ok fiziksel durumun matematiksel modellemesi olmak
tizere, kontrol sistemleri, otomatik sistemlerin programlamasi, finansal modellemeler,
kuantum mekanigi gibi ¢ok genis bir uygulama alanindan bahsedilebilir. Genellikle non-
lineer olarak adlandirilan durumlar, davraniglar veya sistemleri igeren problemlerin
¢oziimiinde direkt yada transformasyon yontemleriyle Riccati denklemine ulagsilir.
Simdiye kadar belli bir analitik ¢oziim yOnteminin her sarta uygun olarak
bulunamamasindan dolayr matematik biliminin baglica konularindan biri olmustur.
Gilinimiize kadar gelistirilmeye ¢alisilmis olan ¢6ziim yontemleri ya sadece belli sartlar
altinda analitik olarak c¢alismaktadir yada niimerik yaklagimlarla ¢6ziimler
sunabilmektedir.

Bu calismada, bilinen mevcut ¢éziim yontemlerini irdeleyecegiz, ardindan yeni bir
¢cozliim yontemi gelistirerek orneklerle pekistirmeye calisacagiz ve son olarak da pratik
uygulamalarda karsimiza ¢ikan problemleri bu yeni yontemle ¢ozecegiz.

Sunulan yeni yontem, i¢erdigi basit bir transformasyon yardimiyla, ¢oziilmeye ¢alisilan
belirli bir Riccati denkleminin analitik bir ¢6ziime sahip olup olmadigin1 da kolaylikla
gostermektedir.

Birinci mertebeden non-lineer bir diferansiyel denklem olan Riccati denklemi {izerine
yapilan calismalar halen slirmektedir. Bilim diinyasinda, Riccati denklemiyle iligkili
birgok konuda g¢esitli kitaplar yazilmistir, birgok makaleler yaymlanmistir ve hala
yazilmaya/yayinlanmaya da devam edilmektedir.

Anahtar kelimeler: Riccati Denklemi, Non-Lineer Diferansiyel Denklem, Diferansiyel
Denklemlerin Analitik Coziim Yo6ntemleri, Adi Diferansiyel Denklemler.

2017, vi + 68 sayfa
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RICCATI EQUATION, A NEW ANALYTICAL METHOD FOR SOLVING
RICCATI EQUATION AND ENGINEERING APPLICATIONS
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The Riccati equation emerges in various forms in many disciplines where mathematical
models are made. It can be talked about a wide range of applications such as control
systems, programming of automatic systems, financial models, quantum mechanics,
mathematical modeling of many physical states. The Riccati equation can be reached by
means of direct-side transformation methods for solving problems, which are usually
called non-linear, problems involving behavioral systems. It has been one of the main
topics of mathematical science because of the fact that until now a certain analytical
solution method cannot be found in every circumstance appropriately. The solution
methods that have been tried to be developed so far are only analytically operating
under certain conditions, and can provide some solutions with numerical approaches.

In this study, we will examine the existing solution methods which are known, then we
will try to reinforce it with examples by developing a new solution method and finally
we will solve the problems that are encountered in practical applications with this new
method.

The new method presented easily demonstrates that a given Riccati equation, attempted
to be solved, has an analytical solution with a simple transformation included.

Studies on the Riccati equation, a first-order nonlinear differential equation, are still in
progress. In the world of science, various books have been written in many subjects
related to the Riccati equation, many articles have been published and are still being
written / published.

Keywords: Riccati Equation, Non-linear Differential Equation, Analytical Methods for
Differential Equations, Ordinary Differential Equations.

2017, vi + 68 pages



TESEKKUR

“Riccati Denklemi, Analitik Coziim Ig¢in Yeni Bir Yontem Gelistirilmesi ve
Miihendislik Uygulamalar1” isimli tez ¢alismamin her asamasinda biiyiik bir sabir,
olgunluk ve samimiyetle destegini hi¢bir zaman esirgemeyen, bir¢ok alanda genis bilgi
birikimi ve tist diizey tecriibesi ile 6rnek bir bilim insani1 olarak bana ilham kaynagi olan
saygideger hocam Sayin Prof. Dr. Yasar PALA’ ya en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Yogun ve stresli ¢alismalarimda, sevgisiyle ve gosterdigi sabirla destegini her zaman
hissettigim hayat arkadasim Derya ERTAS’ a; hayatimin her zaman moral ve nese
kaynag1 olan sevgili ikiz cocuklarim Oykii ve Ozde’ ye ayrica tesekkiir ediyorum.

Bu nagizane ¢alismanin, ileride baska bilimsel ¢alismalara da 1s1k tutmasini, iilkemize
ve bilim diinyasina bir nebze de olsa katkisinin olmasini umut ediyorum.

Mutlu Ozgiir ERTAS
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1. GIRIS

Calismaya konu olan denklem, Count Jacopo Francesco Riccati tarafindan ele
alinmigtir. Riccati 1720 yilinda arkadas1 Giovanni Rizzeti’ye yazdig1 bir mektupta su iki
denklemden bahsetmektedir:

= (1.1)
=t (1.2)
Burada bir fonksiyon, , , , reel sayilar ve bagimsiz degisken olarak tanimlanmaktadir.

(1.1) denklemi, Riccati’nin orijinal denklemi olarak bilinmektedir ve ilk olarak 1724
yilinda Acta Eruditorum’da yaymlanmistir.

Orijinal Riccati denklemine, bazi 6zel sartlar ve degerler igin Riccati tarafindan ve de
Riccati’den bagimsiz olarak Bernoulli tarafindan gesitli ¢6ziim yollar1 bulunmaya
calisilmistir.

Riccati Denklemi giiniimiizde,
+0+0%=0 (1.3)

formunda tanimlanmaktadir. Ayni1 zamanda (1.3) denklemi Genellestirilmis Riccati
Denklemi olarak adlandirilmaktadir. Bu denklem, birinci mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklem simifina dahildir. (Nonlinear First Order Differential Equation)

Denklemde, () = 0 oldugu durumda birinci dereceden lineer diferansiyel denklem ve () = 0 oldugu
durumda ise Bernoulli denklemi olacaktir. Bu durumlar i¢in genel ¢6ziim yontemleri bulunmaktadir.

(1.3) denkleminin her sart altinda genel ¢oziimiinii veren, bilinen tek bir yontem
bulunmamaktadir. Glinlimiize kadar yapilan tiim calismalarda, belli sartlar altindaki

durumlar ve tanimlamalar i¢in ¢6ziim yontemleri gelistirilmeye ¢alisilmistir.

Riccati denklemini ¢ozmek igin, klasik yontem olarak = 1 + 1/ doniisiimii uygulanir. Burada 1 bilinen 6zel bir ¢dziimdiir. Fakat her zaman bir 6zel ¢6ziimii



bilmek ya da gorebilmek miimkiin olmayabilir. Bu yiizden bu yontemin sinirh kullanim
alanlar1 bulunmaktadir.

En yaygin olarak bilinen diger iki yontemden bahsetmek gerekirse, Rao (1962)
tarafindan gelistirilen Rao doniisiimii, bir digeri de Allen ve Stein (1964) tarafindan
gelistirilen Allen-Stein doniisiimii ele alinabilir. Bu yontemlerdeki temel fikir, denklemi
ayrilabilir bir forma getirmektedir. Fakat diferansiyellenebilir bir denkleme
doniistiiriilemiyorsa ciddi bir sorunla karsilagilmaktadir.

Harko, Lobo ve Mak (2014) Riccati denklemini incelemisler ve kisith bir analitik
¢Oziim yontemi gelistirmislerdir. Yontem, denklemdeki katsayilar arasinda 6zel kosullar
gerektirdiginden genel bir ¢oziim yontemi olarak diisiiniilmemelidir. Sugai (1960)
Riccati denklemine yeni bir doniistim Onererek ikinci dereceden diferansiyel denklem
haline getirmistir. Dontistliriilen denklem ¢ogu durumda daha karmasik ve
¢ozlimlenemez oldugundan, genel ve uygulanabilir degildir. Rao ve Ukidave (1968)
Riccati denklemini bazi kisitli durumlar altinda, ikinci mertebeden diferansiyel bir
denkleme indirgemislerdir. Bu yontem de miihendislik uygulamalari agsindan ciddi bir
onem arz etmemektedir. Siller (1970) de yine benzer bir sekilde ayristirilabilir bir
denkleme doniistiirerek ¢cozme yontemine gitmistir.

Riccati denklemi igin integre edilebilir durumlar, Mak ve Harko (2012) tarafindan
incelenmis ve Riccati denkleminin analitik ¢oziimlerini iiretmek i¢in yeni bir yontem
sunulmustur. Mortici (2008) sabit katsayili degiskenlere sahip dogrudan dogruya
ayristirilabilir bir denkleme doniistiirerek yeni bir yontem sunmustur. Bu yontem ayni
zamanda ¢6ziim iizerinde birkag kisitlama getirmektedir. Bu nedenle, genel bir yontem
olarak kabul edilemez.

Tiim yontemler incelendiginde, analitik ¢6ziimiin acik, kapali veya kuvvet serileri
formunda olup olmadig1 sorularina higbir yontem agiklik getirmemektedir.

Boliim 3’te bahsedilecek olan ve ilk kez sunulan, yeni bir analitik ¢6ziim ydntemi
gelistirilmistir. Bununla birlikte, (), () ve ()’in keyfi degerleri i¢in probleme analitik
¢6ziim bulmanin yani sira, sunulan yontem bu 6nemli sorulari cevaplayabilmektedir.



2. RICCATI DENKLEMININ BILINEN COZUM YONTEMLERI

Bu béliimde, simdiye kadar gelistirilmis ¢esitli ¢6ziim yontemlerinden bahsedilecek ve

onemli olan bolimler 6rneklerle agiklanacaktir.

2.1. Bir veya Daha Fazla Ozel Céziimii Bilinen Riccati Denkleminin Genel
Coziimii

Bu kisimda, bir veya birden fazla 6zel ¢6zlimiin bilindigi durumlar igin gelistirilen genel
¢oziim yontemleri incelenecektir. Bilinen her bir 6zel ¢6ziim sayesinde farkli bir
ifade/6zellik ile karsilagilmaktadir.

Bir 6zel ¢6ziimii bilinen bir Riccati denklemi i¢in verilen yontem ile iki kez integrasyon
islemi yapilarak genel ¢oziime ulasiimaktadir. iki 6zel ¢oziimii bilinen bir Riccati
denklemi icin bahsedilecek yontemde sadece bir integrasyon islemi yapilarak genel
¢oziime ulasilmaktadir. Eger {i¢ 6zel ¢oziimii bilinen bir Riccati denklemine sahipsek,
bu durumda hi¢bir integrasyon islemi yapilmadan direk olarak bir formiil yardimiyla
genel ¢oziime ulasmak miimkiindiir. Dort 6zel ¢oziimii bilinen bir Riccati denkleminde,
0zel ¢ozlimler arasinda sabit bir oran bulundugunu gorecegiz. Dort ve daha fazla 6zel
¢cOziimii bilinen bir Riccati denkleminin genel ¢6ziimii i¢in herhangi {i¢ 6zel ¢6ziimii
kullanarak, li¢ 6zel ¢oziimii bilinen Riccati denklemi ¢0ziim yontemi uygulanarak
bulunur. Bu sebepten, ilicten fazla 6zel ¢oziimii bilmenin herhangi bir avantaji veya

katkis1 bulunmamaktadir.

2.1.1. Bir ozel ¢oziimii bilinen Riccati denkleminin ¢6ziimii
Eger (1 3) denkleminin - 1 seklinde bir 6zel ¢oziimii biliniyorsa

=1t (2.1)

(2.2)



olarak bulunur. (2.1) ve (2.2) denklemleri (1.3) denkleminde yerlerine konulup ’ya goére

diizenleme yapilirsa

— 1_ 2\ 2 _ _=_2
—— +1+ 12) 21+) 0O (2.3)

elde edilir. 1, (2.3) denkleminin bir ¢oziimii oldugundan

__(21+)=() (24)

formuna indirgenmis olacaktir. Elde edilen (2.4) denklemi bir lineer birinci mertebeden

diferansiyel denklemdir ve ¢oziilebilir. (2.4) denkleminin ¢oziimii

= ®() +¥() (2.5)

seklinde bir forma sahip olacaktir. Buradan hareketle, *nin ¢6ziimii diger bir ifadeyle

(1.3) denkleminin tam ¢6ziimii

=+1 =+ ! (2.6)

veya

®1(0) +%10)

(2.7)

seklinde elde edilecektir. Bu yontemi iki 6rnekle ele almaya ¢alisalim.

Ornek 2.1:

'—2 +2=-245 (2.8)



(2.8) denkleminin bir 6zel ¢oziimii, + seklinde aranirsa kolayca goriilebilecegi tizere 1 = + 2 olacaktir. O halde,

1 1
(2.9)
dontistimiinii uygularsak
- —(1-2(+2)+(+2))2—-(2(+2)—-2)—-1(210)
=-2(=2+5)
ve
'—4=1
(2.11)

olur. Elde edilen (2.11) denkleminin ¢6ziimiinii, integrasyon ¢arpanini tespit ederek su

sekilde bulabiliriz:

=-f= i (2.12)
veya
-t _ - (2.13)
olarak bulunur. Buradan hareketle (2.8) denkleminin ¢6ziimii

(2.14)

veya



gt

olarak bulunacaktir (Burada™= 4 ’dir). (2.15) denklemi (2.8) denklemini saglamaktadir.

Ornek 2.2: Asagidaki denklemin ¢dziimiinii bulmaya ¢alisalim.

++ (42

(2 . 16) den kl emi 1(;11’1 aynl $eki1de+ seklinde bir ¢6ziim ararsak, bir ¢oziimiin

1 =2 olabilecegini bulabiliriz.

doniisiimii ile

—@+1 @)+ 1 Hem-@(1)@)+ H - 1=

ve

“0=42

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

elde edilir. Lineer bir formda olan (2.19) denkleminin ¢6ziimii kolaylikla su sekilde

bulunacaktir:

[\S]
[S]

=04

veya

(2.20)



- (2.21)
olarak bulunur. Su halde (2.16) denkleminin ¢6ziimii ise
1
L (2.22)
veya
12
(2.23)

=2 +

olarak bulunur (Burada™= 12 ’dir). (2.23) denklemi (2.16) denklemini saglamaktadir.

.

2.1.2. 1IKi 6zel ¢oziimii bilinen Riccati denkleminin ¢6ziimii

Eger bir Riccati denkleminin = 1 ve = 2 seklinde iki 6zel ¢oziimii biliniyorsa ¢oziim i¢in daha farkli ve basit bir yol takip edilecektir. Genel olarak
mithendislik uygulamalarinda bu sekilde iki ¢6ziimii birden bilmek miimkiin olmayacaktir. Riccati denklemini ve 1 ¢6ziimiine gére halini yazalim.

+0+0%=0 (2.24)

+0+02=0 (2.25)

Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak

("= + OC=)+ O -9=0 (2.26)

seklinde olacaktir. Aynl islemi 2 in de uysutarsak

=2+ 0=+ 00 -9=0 (2.27)



olacaktir. Simdi elde ettigimiz denklemleri sirastyla, (2.26) denklemini (2.27) denklemini ( — 2) ile oranlayacagiz.
;o 1r

. Ht O+ O+ =0

=2
’ 5t O+ OC+2)=0

(2.28) ve (2.29) denklemlerini taraf tarafa ¢ikarip diizenlersek

(-1 —=(-2 + (O =-)=0

elde ederiz. (2.30) denklemini su sekilde de yazmak miimkiindiir:

(In*— i)}
(=24 o-=0

(2.31)’de ikinci terimi denklemin sag tarafina gegirip integral alirsak

(In C(=p,

Ve

In(-D =/-0(-)

ve son olarak denklemin ¢oziilerek diizenlenmis hali

(1 -2)

1-=00G-2)

(—1)ileve

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)



Bir 6rnek yardimiyla sonucu irdeleyelim.

Ornek 2.3:

"—7+2+10=0
(2.35)
Yukaridaki denklemin iki 6zel ¢6zUmil 1=2ve 2 =5 olarak bilinmektedir. iki zel

¢ozimi bilinen Riccati denkleminin  ¢oziimiinde  kullanilan (2.34) denkleminde

degerleri yazarsak

(2-5) 3

= 1- J(5-2) + 5 = 31 + 5 (236)

bulunur. (2.36) denklemiyle elde edilen ifade (2.35) denklemini saglamaktadir.

2.1.3. Uc bzel ¢oziimii bilinen Riccati denkleminin ¢oziimii

Riccati denkleminin = 1, = 2 ve = 3 seklinde ii¢ 6zel ¢6ziimiiniin bilindigini varsayalim. Bu
0zel ¢oziimlerle herhangi bir integral islemi yapmadan genel ¢6ziime ulasmak cok daha kolay
olacaktir. Fakat yine belirtmeliyiz ki pratikte bu sekilde pek karsimiza ¢ikmamaktadir ve fakat
bu tip yontemler, daha baska yontemleri gelistirmek iizere anahtar olarak kullanilabilir.

Biliyoruz ki, bir lineer denklemin iki 6zel ¢dziimii varsa genel ¢oziim bu iki ¢oziim ile rahatlikla yazilabilmektedir. Ornegin bir lineer denklemde 6zel ¢oziimler 1 ve 2 ise,

nnnnnnnnnnnnnnn tam Gzimi —_—

Buradan hareketle, Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimiiyle Boliim 2.1°de yaptigimiz

gibi lineer denkleme doniistiiriip, daha sonra diger iki ¢6ziimii de bu lineer denklemin

¢ozlimiinli yazmakta kullanabiliriz. Boylelikle her iki yontemin birlesimiyle ¢oziimii

direk olarak yazmak miimkiin olacaktir.
Ozel ¢dzUmMIErin . ...uusm st o0
1
=1 +
- (2.29)



doniigiimiinii uygularsak Boliim 2.1°de anlatildigi gibi formatinda bir lineer denkleme

dontisecegini biliyoruz. (2.29)’da ’yi ¢ekersek

= 1
ve 3ile
olacaktir. Doniigmiis olan lineer denklemin 1 ve 2 6zel ¢ziimlerinin 2 yazilabildigini kabul edelim ve (2.30)’daki gibi
1 1
e, - 231)

yazilan ifadeler doniismiis lineer denklemin 6zel ¢oziimleri olacaktir. Bahsettigimiz

iizere, lineer denklemin tam ¢6ziimii su sekilde olmalidir:

1 1
(2.32)
Buradan sadece ve ’nin 6zel ¢ozlimlerini alarak
(-D(3-2) _
B (2.33)

seklinde lineer denklemin genel ¢oziimii olacaktir. Eger ’yi ¢ekerek yazmak istersek

= (z2—1)(3-2) + (234)

(3= +2-3

seklinde yazilir. Genel ¢6ziim sadece ii¢ 6zel ¢oziimiin (2.34) denkleminde yerine

yazilmasiyla direk olarak elde edilmis olacaktir.

10



2.1.4. Dort ozel ¢oziimii bilinen Riccati denkleminin ¢oziimii ve 6zel ¢oziimlerin
cifte oram

Riccati denkleminin 1, 2, 3 ve 4 olacak sekilde dort 6zel ¢oziimii biliniyorsa, dordiincii 6zel ¢6ziim olan 4’ii (2.33) denkleminde yerine yazarsak ve diizenlersek

(4 —1)(3—2)

(2.35)

elde ederiz. Buradan da goriilecegi lizere, dort ¢oziim arasinda sabit bir oran vardir.
Buna literatiirde, Riccati denkleminin dort 6zel ¢ozlimiiniin ¢ifte oraninin sabit olmasi

denilmektedir ve aslinda su sekilde yazilarak gosterilir:

(4—1) (3-1)

= (2.36)

Genel ¢ozlimii bulmak i¢in herhangi ii¢ 6zel ¢6zliim alinarak (2.34) denklemi yardimiyla

coziilebilir.

2.2. Rao Doniisiimii ile Coziim Yontemi

Rao (1962) yaynladig calismada, ayristirilabilir bir form elde etmek iizere

(2.37)

seklinde bir dénﬁ?ﬁm Onermistir. Burada S() ve () genellestirilmis Riccati denkleminin ((1.3) denklemi) katsayilaridir ve iki kez
diferansiyellenebilir oldugu kabul edilmektedir. Ayni zamanda (1.3) denklemindeki ( )’in de diferansiyellenebilir oldugu
ongoriilmektedir. (2.37) doniisiimii ile (1.3) denklemi su sekilde yazilacaktir:

2’+2(’_)+322_'+ _2=0

(2.38)

’ ’

Burada ()= - + 2 olarak tanimlay1p tekrar diizenlersek

11



2" _2(' - y_322 (2.39)

olarak elde edilir. Bu adimdan itibaren, iki 6zel durum igin ¢dziime devam edecegiz.

(i) = 0 oldugu bir aralik igin

=0 (2.40)

denklemini saglayan fonksiyonunu tespit edecegiz. Bu durumda (2.39) denklemi su

sekilde olacaktir:

= (2.41)

(2.41) denklemini ¢dzerek ’yu tespit etmek ¢ok basittir. Ikinci adim olarak, (2.40) ve

(2.41) denklemlerinden elde edilen ve fonksiyonlarini (2.37)’de yerine yerlestirerek

¢oziim elde edilmis olacaktir.

i)

== (2.42)
olarak segilir. Bununla birlikte
-3'-2)
= (=) (2.43)
212
oldugunu kabul ederek, ’nun ¢oziimii igin
1
(2.44)

denklemi kullanilacaktir. Bu denklem ayristirilabilir formdadir ve ¢6ziimii bulunabilir.
(2.42) denkleminden  ve (2.44) denkleminden elde edilerek (2.37) denklemiyle

‘nin genel ¢ozlimiine ulasilir. Bu yontemi bir 6rnekle pekistirelim.

12



Ornek 2.4: Su denklemi Rao doniisiimii yardimiyla ¢ézmeye ¢alisalim:

"+2 +22+1=0 (2.45)

Burada

O='= "+ 2=0 (2.46)

oldugu hesaplanir. O halde (2.40) denkleminden,

(2.47)
olarak ¢ikacaktir. Simdi de (2.41) denklemi yardimiyla
1
e - (2.48)
1,
olarakfonksiyonu bulunur. (Burada [ 2= j\/ O+) olarak
tanimlanmaktadir. (2.37) doniisiimii ile
@) 2
_ (2.49)
olarak ¢6ziim elde edilir.
2.3. Allen-Stein Yontemi
=0+0%+0 (2.50)

formundaki genellestirilmis Riccati denklemi i¢in Allen ve Stein (1964) yaptiklari

caligmada, Rao’nun (1962) diferansiyellenebilme sartlarini daha az kisitlayan

13



o

(2.51)

=V o

seklinde bir doniisiim uygulamislardir. Bu doniisiimden gikacak olan ' ve ifadelerini (2.50) denkleminde yazar ve diizenlersek

E _ ‘ (2.52)
elde edilir. Bu sefer de su kabulii yapacagiz:
I_ : (2.53)
Bu sart altinda (2.52) denklemi su sekilde yazilir:
T e (2.54)

(2.54) denklemi ayristirilabilir bir formdadir ve ¢dziimii miimkiindiir. Céziimden elde

edilen fonksiyonu (2.51) denkleminde yerlestirilerek problemin genel ¢6ziimiine ulasilir.

Ornek 2.5: Su denklemi ¢ozmeye ¢alisalim:

' 2 2 4 (2.55)

(2.53) denkleminden

00— 2+ 2-6?%
(2.56)

Vo
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elde edilir. (2.54) denklemi yardimiyla su denklem elde edilir:

'=32(2-2+1)
Ayrigtirilabilen bir denklem elde edilmis oldu. Buradan (2.57)
3-1+ 1
= =1-

(2.58)

¢cozliimii elde edilecektir. Buradan (2.51) doniisiim denklemi yardimiyla

2 1 2 2

(2.59)

¢Ozlimii elde edilir.

2.4. Ikinci Mertebeden Diferansiyel Denkleme Déniisiim ile Coziim Yéntemi

(Klasik Yontem)
(1.3) formundaki bir Riccati denklemine
— (2.60)

seklinde bir doniisiim uygulandiginda ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel
denkleme doniistiiriilebilmektedir. (2.60) doniisiimiinde verilen tanimlanabilir bir

fonksiyondur. Doniigiim ile

RGN Bl (2.61)

seklinde ikinci mertebeden lineer ve homojen bir denklem elde edilir. Bu yeni

denklemin ¢6ziimii - , ve fonksiyonlarina bagli olarak- bulunabiliyorsa, elde edilen
fonksiyonu (2.60) denkleminde yerine yazilarak Riccati denkleminin ¢oziimiine

ulasilir. iki 6rnekle bu durumlari inceleyelim.

15



Ornek 2.6:

,_.
-

seklinde verilen denklemi ¢6zmeye ¢alisalim. (2.61) dontistimiiyle

denklemi elde edilir. (2.63) denkleminin karakteristik denklemini yazarsak

248 -1=0

olacag goriiliir. (2.64) denkleminin kékleri 1,2 = —4 F V17 olarak bulunur. Buradan hareketle, (2.63) denkleminn ¢oiimii

=1 =417 45 —4—V17

olarak elde edilir. (2.60) doniistimiiyle ¢6ziim su sekilde elde edilecektir:

(1 (m4V17) 42 (—4-V17))

veya

Burada =

Ornek 2.6:

"+2-242241=0

Denklemini ¢é6zmeye ¢alisalim. (2.61) doniisiimii ile

16

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)



’ 2 17 3 (2.69)

elde edilir. Boyle bir denklemi klasik yontemlerle analitik olarak c¢ozerek Riccati
denklemini ¢6zlime ulastirmak mimkiin goériinmemektedir. Bu tip durumlarla sik

karsilagilmakla beraber yontemin sinirlt kullanim alanlar1 vardir diyebiliriz.

2.5. Sugai Doniisiimii ile C6ziim Yontemi

Sugai (1960) tarafindan onerilen ¢6ziim yontemi, Bolim 2.4°teki kisitli kullanimi biraz

daha genisletmektedir. Bu kez diger yontemlerden daha farkli olarak

p— (2.70)

doniisiimii ile, daha genel formda ikinci mertebeden diferansiyel bir denklem elde

edilmektedir. (2.70) doniisiimiinii (1.3) denklemine uygularsak

Ty - Ty 2222 (271)

elde edilir. (2.71) denkleminde keyfi kabuller yapilarak ¢ok gesitli formlarc’ia yeni denklemler elde edilerek farkli ¢6zim
yollar1 gelistirilebilmektedir. Denklemdeki tigiincii terimin ters isaretlisi olan ile besinci terim 2 2 pirbirine esitlenirse,

’:22ﬁ=

— (2.72)

elde edilir. (2.72) ifadesini (2.70)’te yazarsak

— (2.73)

olacag: goriiliir. Dikkat edilirse, Boliim 2.4’te verilen (2.60) doniisiimiiyle ayn1 ifade

elde edilmigtir. (2.71) doniistimiinii (1.3) denklemine tekrar uygularsak

17



+(- H'==o0 (2.74)

elde edilir. Bu ifade de (2.61) denklemiyle aynidir. Goriildiigii gibi (2.71)’deki denklem
tizerinde yapilacak kabullerden yola ¢ikarak ¢ok sayida doniisiimii bu yontemle elde
etmek miimkiindiir ve bir ¢ok donilisiim metodunu kapsamaktadir.

Simdi (2.71) denklemindeki sol taraftaki ikinci terim ile sag taraftaki terimin birbirine

esit oldugunu kabul edelim:
;o 2 _ _ (2.75)
(2.75) ifadesini (2.70) denkleminde kullanarak
— (2.75)
seklinde yeni bir doniisiim elde ederiz. (2.75) doniistimiinii (1.3) denklemine uygularsak

Gy =0 (2.76)

seklinde doniistiirilmiis yeni bir denklem elde ederiz.(2.74) denklemi ile (2.76)
denklemlerini kiyaslarsak, her iki denklem de ikinci mertebeden degisken katsayili

homojen lineer diferansiyel denklemlerdir. Her ikisinde de belirsizlik yada trivial

¢Ozlimle karsilagmamak icin sirasiyla '/ * 0 ve ’/ # 0 olmalidir. Bununla beraber (2.75) déniisiimii ve elde edilen (2.76) denklemi
daha genis bir aralikta ¢6ziim olanagi sunmaktadir.

(2.71) denkleminde bir baska kabul ile yeni bir donilistim daha elde etmeye ¢alisarak
inceleyelim. Bu kez denklemin dordiincii ve besinci terimlerinin toplaminin sifir oldugu

kabuliiyle

18



=-22= —=_" (2.77)

ifadesi elde edilir. (2.77) ifadesini (2.70) doniistimiinde kullanarak

_ (2.78)

elde edilir. (2.78) ifadesini (1.3) denklemiyle verilen Riccati denkleminde kullanirsak

(2.78)
oldugu goriiliir. Dikkat edilirse Riccati denkleminin , ve  degisken katsayilarinin
(2.78) kosulunu sagladig1 durumda 1 = — seklinde bir 6zel ¢oziimii vardir. Bu 6zel ¢oziim ile genel ¢oziimii bulmak, Boliim 2.1°deki yontem ile gayet basittir.

Her ne kadar bir¢cok doniisiim ¢esitliligi icerse de, Sugai’nin (1960) onerdigi ¢oziim
yonteminin kullanimi belirli kosullara bagli olacagi igin sinirli alanda kalacaktir. Basit

bir 6rnekle irdeleyelim.

Ornek 2.7:

'—6 +32-2=0 (279)

(2.79) denklemini incelersek

- (2.80)

sartinin saglandigr gorilir. O halde (2.79) denkleminin bir 6zel ¢6ziimii (2.78) yardimiyla 1 = 2 olmaktadir. Bir 6zel ¢6ziimil
bilinen Riccati denkleminin ¢6ziimii igin (2.1) denklemine miiracaat ederek

19



(2.81)
doniisiimii uygulanir. O halde (2.79) denklemi
—6 7320 (2.82)
denklemine indirgenir. (2.82) denkleminin ¢6ziimii ise
2 1 = ;2 -
oo (2.83)
olarak bulunur. Burada [ 3 =3 2 o =143 erfz<f3 ) seklinde ¢oziiliir. (2.83) ifadesi
(2.81) denklemine yerlestirilerek aranan ¢6ziim su sekilde bulunur:
=2 + N
(2.84)

2.6. Rao-Ukidave Coziim Yontemi

Rao ve Ukidave (1968) ¢alismalarinda, Riccati denklemini degiskenlerine ayrilabilir bir
forma doniistiirmek itizere farkli bir doniisiim uygulamislardir. , ve (1.3) denkleminin

katsayilar1 ve ve sabitler olmak tizere

+ = (2.85)

== (2.86)

sartlarini saglayan bir fonksiyonu tespit edilerek,

= (2.87)
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doniisiimii uygulanir. Boylelikle (1.3) denklemi

=
[y

—. (2.88)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir bir forma doniisiir. (2.88) denklemi ¢doziilerek
fonksiyonu tespit edilir ve daha 6nceden elde edilen fonksiyonu ile birlikte (2.87)

denkleminde yerlestirilerek ¢ozlime ulagilir.

Ornek 2.8:

-
-

R R (2.89)

seklinde verilen denklemi Rao-Ukidave yontemine basvurarak ¢ozelim. (2.85) ve (2.86)

denklemlerinden

+e-H ==
1 X (2.90)
- = — 2 Sl 2 =

" | _ (2.91)

seklindeki ifadeler yazilir. Burada keyfi olarak = 1 ve bulunacaktir. Bu degerleri (2.88) denkleminde
yazarsak = —2 alirsak = olarak

'=—2-2-1

(2.92)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir bir denklem elde edilir. (2.88) denklemi ¢oziiliirse

(2.93)

elde edilir. ve fonksiyonlarini (2.87) denkleminde yazarsak
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- (2.94)

¢oziimiine ulagilir.

2.7. Siller Coziim Yontemi

Siller (1970) 6nerdigi ¢oziim yontemiyle Riccati denklemini indirgemistir. Yontem su
sekildedir:

== (2.95)
Bu sarta uygun  fonksiyonu bulunur ve  bir fonksiyon olmak tizere
- (2.96)

seklinde bir dontisiim yapilir. Boylelikle (1.3) denklemi

= (2.97)

seklinde bir denkleme indirgenmis olacaktir. Literatiirde (2.97) denklemine Indirgenmis
Riccati Denklemi (RRE: Reduced Riccati Equation) denilmektedir.
(2.97) denklemindeki katsayilar

(2.98a)

(2.98b)

bagintilartyla tanimlanmaktadir. Bu yontem basit tipteki Riccati denklemleri i¢in
etkilidir.
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Ornek 2.9:

™

_ 2 (2.99)

seklinde verilen denklemi Indirgenmis Riccati Denklemine déniistiirerek verilen

yontemle ¢ozelim. (2.95) ifadesiyle

S = (2.100)

olarak tespit edilir. (2.96) doniisiimii, (2.982) ve (2.98b) ifadelerindeki katsayilarin
tespiti ile (2.97) denklemine bagvurarak

"_92_ -22

(2.101)
denklemi elde edilir. (2.101) denklemi ¢o6ziilerek
] (2.101)
2V2 4
bulunur. Tekrar (2.96) doniisiimiine miiracaat ederek
(2.102)

seklinde ¢6ziim elde edilir.

2.8. Wong Coziim Yontemi

Wong (1966) tarafindan onerilen ¢éziim yontemi Rao’nun (1962) onerdigi doniisiime
benzemektedir fakat ¢oziimii biraz daha zordur ve pratik uygulamalarda kullanish

degildir. , ve tanimlanabilir fonksiyonlar olmak iizere
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- (2.103)

seklinde bir doniisiim uygulanir. Bununla birlikte

_ ++ =2
(2.1044a)

- - +2
(2.104b)
= (2.104c)

Ifadeleriyle olusturulan degisken katsayilar1 kullanilarak
‘=4 4 2

(2.105)

seklinde yine benzer bir Riccati denklemine indirgenir. Eger ve

seklinde belirlenebilen ve sabit katsayilart mevcut ise (2.105) denklemi ayrigtirilabilir.

Fakat bahsedildigi iizere bu kosullar1 saglayan denklemlere ulasmak kolay olmayacaktir.
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3. RICCATI DENKLEMININ ANALITIK COZUMU ICIN YENI BiR YONTEM
GELISTIRILMESI

3.1. Ozel Tip Riccati Denklemi i¢in Yeni Coziim Yoéntemi

Genellestirilmis Riccati denklemi olan (1.3) denklemini ¢6zmek igin su doniisiimii
dikkate alalim:

=0 00 (3_1)

Burada () ve () uygun sekilde belirlenebilir fonksiyonlardir. (3.1) denkleminin her iki tarafinin ikiser kez tiirevi alinirsa
“=C+)J 00 (32)
ve
o2 4+ 2240 00 (3.3)

elde ederiz. (3.3) denklemini diizenlersek

_ _ T (3.4)

seklinde yazabiliriz. (3.4) denkleminin sol tarafinin Riccati denklemi formunda oldugu
gortilebilir. (1.3) denklemi ve (3.4) denklemi karsilastirildiginda

[— +—1=0 (3.5)

0=0 (3.5b)
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14

—=-0 (3.5¢)

yazilir. (3.4) denkleminin sag tarafinin sifira esit oldugu bir durumu dikkate alarak bu
boliime devam edelim. Eger bir Riccati formundaki denklem ¢oziilmek istenirse,
denklem asagidaki (3.6) denklemiyle o6zdes olarak kabul edilecek ve (3.5)

denklemleriyle de ve fonksiyonlarini tespit etmek gerekecektir.

,+[ 27 +r]+2 + =0 (36)

Su halde (3.4) denklemini (3.6) denklemindeki gibi sifira esitledigimiz sartlarda, aslinda
su kosullar kabul edilmis olacaktir:

T=0s= (3.7)

ve fonksiyonlar1 denklem (3.5)’i saglamalidir. Su halde (3.1) denkleminin ters

donisimii ile
= 1_(n_) (3.8)

seklinde tam c¢oOziimii yazilabilir. Asagidaki dort Ornek, yontemin daha rahat

kavranmasini saglayacaktir.
Ornek 3.1: ilk olarak su denklemi ¢6zmeye calisalim:

"+2+2+1=0 (3.9)

Coziim ayn1 zamanda integre edilerek de bulunabilir. (3.9) ve (3.6) denklemlerini

karsilastirdigimizda
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[2_'_|__ 1=2 (3.10a)

=1 (3.10b)
_ =1 (3.10¢)

olacagi goriiliir. = 1 (3.10a) denkleminde yerine konulur ve esitlik ¢oziiliirse
= (3.12)

elde edilir. (3.10c) denklemi otomatik olarak saglanmaktadir. Simdi (3.8) denklemi
kullanarak ve (3.7) denklemindeki durum dikkate alinarak.

1 1 +
(3.12)
veya
= 1 — =
L=/ (3.13)
bulunur. Denk.(3.13) ile elde edilen sonucun Denk.(3.9)’u sagladig1 dogrulanabilir.
Ornek 3.2: Simdi su denklemi ¢ozelim:
. , 25 , 5
+5 + +— 4= =0 (3.14)
(3.14) ve (3.6) denklemleri kiyaslandiginda
2 I !
T (3.15a)
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(3.15b)

(3.15¢)

elde edilir. Tamimladigimiz fonksiyonu (3.15a) ve (3.15b) denklemleriyle ile bulunmaya

caligilirsa

olacaktir. (3.8) denklemini kullanarak

veya

(3.16)

(3.17)

(3.18)

olarak ¢oziim elde edilir. Yine dogrulayabiliriz ki (3.18) denklemini kullanilarak (3.14)

denklemi saglanmaktadir.

Ornek 3.3 : Asagidaki denklemi ¢ozmeye calisalim.
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= 2 (3.20b)

== +  *1 (3.20c)

Yine ayni sekilde fonksiyonu kolaylikla

1 2
- (3.21)
seklinde bulunur. (3.8) denklemini kullanarak
1 - 1 +
LT T (3.22)
Veya
1 1 1
= - -|—_ =
. 3 / (3.23)
elde ederiz. Buraya kadarki orneklerde goriilecegi tizere, Denk.(1.3)’teki ( & fonksiyonu igin, () = "'/ kosulunu saglayan
deplklemllc:,ir secilmistir. Diger durumlarda, bilinmeyen () fonksiyonu asagidaki denklemler araciligiyla bulunmalidir ve her birini
saglamalidir.

o
O=L — -~ (3.24a)
0= (3.24b)
O= _ (3.24c)
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Apcak, her zaman bu sekilde 6zel bir () fonksiyonu bulmak kolay olmayacaktir. Bu durumu incelemek ve genellestirmek iizere bir sonraki 6rnege bakalim.

Ornek 3.4: , R.olmak iizere, su sekilde verilmis olan denklemi ¢6zmeye ¢alisalim.
"+ z 4+ 2+ O=0
Denk.(3.24a) ve Denk.(3.24b) kullanilarak su sekilde yazilabilir: (3.25)
z—r— ’ —_—
F+ = 2

fonksiyonu da su sekilde bulunacaktir:

1 3
Bununla beraber su sekilde bir () fonksiyonu elde edilir: (3.26&)
():”:23+3—3il42_ o o
(3.26b)
(3.27)
(3.28)

Dolayisiyla, burada sunulan bu ilk 6zel duruma ait yontem, Denk.(3.28)’de verilen

kosul saglandiginda ¢6ziim sunmaktadir. (3.23) denkleminin yeni formu ise
24 24 -3 4

- t— =0 (3.29)

seklinde olmalidir. Bu denklemin ¢oziimii ise sunulan yontem yardimiyla su sekilde

bulunabilir.
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= 1 _noy=—2Ln— "+ ) (3.30)

veya

(e 2 22 (331)
seklinde ¢Oziilmiis olacaktir.
3.2. Genel Riccati Denklemi i¢in Yeni Coziim Yontemi

Bolim (3.1)’deki doniisim ve yontem ile elde edilmeye calisilan ¢6ziim,

Denk.(1.3)’deki Genellestirilmis Riccati Denklemi icin () teriminin serbest¢e secilmesini
onlemektedir. Boylece, anlatilan yontem sadece 6zel tip Riccati denklemleri igin gegerli olabilir.

Bu boliimde, keyfi olarak segilebilen (), () ve () degisken katsayilari igin, bu snirlamayi kaldirarak daha genel bir analitik ¢6ziime ulasabilmeyi arastiracagiz.

Boliim (3.1)’deki doniisiimii tekrar dikkate alarak
=0/ 00 (3.32)
yazilir. Denk.(3.32) yine iki kere tiiretilerek
=+ 00 (3.33)
ve
= '+2" + '+ 2241100 (3.34)

elde edilir. Denk.(3.34)’1 su sekilde yazmak miimkiindiir:
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100
240+ 2 4721 (3.35)

24t 4 =0 (3.36)
seklinde yazabiliriz. Bu tanimlamadan dolay1 (3.35) denklemi yardimiyla
Y= 0000 (3.37)
seklinde olmalidir. Bununla birlikte (3.32) denklemi ile
7= 00 (3.38)
ifadesini yazmak miimkiin olacaktir. Daha énce tanimladigimiz~ fonksiyonunun sembolii () ile degistirilip diizenlenirse
=0 (3.39)

seklinde bir denkleme ulasilir. Elde edilen (3.39) denklemi ikinci mertebeden lineer adi
diferansiyel denklem olup genel ¢6ziimiinii analitik olarak yazmak miimkiin olacaktir.
Coziim basit bir fonksiyon olabilecegi gibi kuvvet serileri veya g¢esitli 6zel
fonksiyonlar/polinomlar (Bessel, Legendre, Gamma, Hipergeometrik, Airy..vb)
cinsinden elde edilebilir. Kolaylikla goriilebilecegi gibi, eger ¢arpimi sabit bir sayi
olarak karsimiza ¢ikarsa, 'nun dolayisiyla 'nin acik bicimde ¢dziimii her zaman elde
edilebilir. Diger bir deyisle, baz1 diger yontemlerle verilen degisken katsayili kompleks
yapidaki bir ikinci mertebe diferansiyel denklemi ¢6zmek zorunda kalmadan, kolaylikla
bir ¢6ziim bulunabilecektir.

Denk.(3.39)’a dikkat edersek, (3.32) denklemiyle yapilan doniisiimiin baslica

avantajlarindan birinin, Riccati denklemini lineer bir forma doniistiirdiigii sonucuna
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vartyoruz. Bununla birlikte, Denk.(3.39)’daki form ikinci mertebeden bir diferansiyel
denklemin en basit formuna sahiptir. Bu demek oluyor ki Denk.(3.39) ile (3.36)
denkleminin yada diger bir ifadeyle Genellestirilmis Riccati Denkleminin agik bir
¢Oziimiiniin olup olmadigin1 ve ¢6zlimiin nasil bir forma sahip olabilecegini kolaylikla
anlamak miimkiindiir.

Buradan hareketle, (3.39) denkleminin klasik yontemlerle ¢oziimii yapildiktan sonra

= 1 _ W0 9 (3.40)

O

seklinde Riccati denkleminin genel ¢oziimii olarak yazilabilir.

Denk.(3.40)’a da dikkat edersek, integrasyon islemi i¢eren hicbir terim bulunmamaktadir ve ()’in
acik bi¢imini elde edebilmek igin herhangi bir zorluk igermemektedir.

Daha iyi kavranabilmesi acisindan, farkli tipte ¢oziimler getiren dort ornekle

inceleyelim.
Ornek 3.5: Bu béliim igin basit bir érnekle baslayalim.

"2 -2-(1+ =0 (3.41)

Bu tipteki bir Riccati denkleminin ¢oziimi igin, (3.41) ve (3.36) denklemleri

karsilastirarak

=-1 (3.42a)

(2 +']=2
_ (3.42b)

” _ 5 _
—="+9, 0=0 (3.42¢)
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yazilabilir. Denk.(3.42a) ve Denk.(3.42b) ile = 2/2 olarak bulunur. Burada ( =sabit)’tir. Su halde gorebiliriz ki "’/ ifadesi direk olarak () fonksiyonuna esittir. Bundan dolay1 () fonksiyonu

stfir alinabilir. Bu sebeple ~ = 0 olmaktadir.

"nun ¢6ziimii = + seklinde kolaylikla yazilabilir. Bu ¢6ziim (3.40) denklemi ile verilen ters doniisiim yapilarak

+= )

(3.43)

elde edilir. Bu ¢6ziimiin (3.41) denklemini sagladigi kontrol edilebilir. Dikkat edilirse,

bu basit ornekte Boliim 3.1°teki sartlar saglanmaktadir.

Ornek 3.6 : Asagidaki denklemin ¢dziimiinii arayalim.

"+8 +42+42-3=90

Denk.(3.36) ile Denk.(3.44)’1 karsilastirirsak

elde edilir. Denk.(3.45a) ve Denk.(3.45b) nin ¢oziilmesiyle = 2 2 elde edilecektir Burada ( =sabit)’tir. Diger terimleri de bulursak

n

__=4241, (=4

seklinde () fonksiyonuna ulasilir. Doniistiiriilmiis denklem olan (3.39)’da yerlerine yazilirsa
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"~16 =0 (3.47)

elde edilir. Istedigimiz gibi basit bir ikinci bir mertebeden lineer diferansiyel denklem

elde etmis olduk. Denk.(3.47)’nin karakteristik denklemi

2_16=0
seklinde olacaktir ve kokleri ise 1 = 4 ve 2 = —4’tiir. Buradan hareketle, denkleminin ¢6ziimiinii su sekilde yazabiliriz: (348)
=144, —h
Simdi Denk.(3.40)"1 kullanarak (3.47)
1 0 1 4 .
- T T (3.49)
veya
(3.50)
4 _ -4
(3.52)
problem ¢6ziilmiis olacaktir. Denk.(3.51)’i daha sade bir formda diizenlersek
(3.52)

seklinde yazilacaktir. Bu noktada dikkat etmek gerekir ki, “nun bir ¢oziimii olan 1 4 ifadesini (3.40)’da yazarsak karsimiza 1 = 1 — olan 6zel
bir ¢oziim ¢ikacaktir. Bu 6zel ¢oziim de Denk.(3.44)’i saglamaktadir. Bolim 2.1°de verildigi gibi, bir 6zel ¢6ziimi bilinen Riccati

denkleminin ¢6ziim yontemini uygularsak, = 1 + 1/ doniisiimii ile ayn1 genel ¢oziimii elde edebiliriz. Sonug olarak yine kargimiza

Denk.(3.52)’deki ¢6ziim ¢ikmis olacaktir. (Burada olarak yazilan fonksiyon, boliim
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2.1’de denklem (2.1)’deki fonksiyonudur. Bu boliimde sembolize edilen fonksiyonu ile karigmamasi igin olarak bahsedilmistir). Ayni
sekilde, *nun bir diger ¢oziimii olan 1 ~* ifadesini de (3.40)’da yazarsak karsimiza 2 = —1 — olan ikinci bir 8zel ¢6ziim ¢ikacaktir. Yine bu
iki 6zel ¢6ziim olan 1 ve 2 ile de boliim 2.2°de anlatilan, iki 6zel ¢6ziimii bilinen Riccati denkleminin ¢oziim yontemi uygulanarak ayni genel

¢Oziimiin elde edilebilmesi miimkiindiir.

Ornek 3.7 :

_ _ bz (3.53)

seklinde verilen denklemi ¢6zmeye ¢alisalim. Denk.(3.53) icin, simdiye kadar karsimiza
cikan denklem yapilarindan farkli olarak bir 6zel ¢6ziimii bulabilmek miimkiin
olmamaktadir. Coziim i¢in zaten klasik yontemler kullanilamayacaktir.

Sunulan yontemi kullanarak, (3.36) ve (3.53) denklemlerinin kiyaslanmasiyla

1
- (3.54a)
2! ! 1
[+ 1=4-" (3.54b)
oldugu goriiliir. Bu iki denklem ¢oziildiiglinde, = 2 olacakur. Burada ( =sabit) tir.
Simdi dikkat edersek,
_=4 (3.55)
oldugu goriilecektir. Denk.(3.36) yardimi ile aradigimiz () fonksiyonu
_-0=-2 +4 =>4 - ()==-2 +4=()=2 (3.56)
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seklinde elde edilmis olacaktir. Dolayisiyla (3.39) denklemi ile

(3.57)

denklemine ulasilmis olacaktir. Anlasilacagi tizere, Denk.(3.57) Airy denklemidir ve

¢Oziimii su sekilde verilmektedir:

=1 0O+2 O
Burada () ve () su sekilde tanimlanmaktadir:

O=1+%

3+1

O=+Z

(3.59a) ve (3.59b)’nin tiirevleri ise

« O =X

seklinde olacaktir. Denk.(3.40)’daki doniistimii kullanarak

C O+.C O
= ( —=2)

Seklinde problem ¢6ziime ulagilmis olacaktir. Burada = tir.
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Ornek 3.8: Bu ornekte, daha once Mortici (2004) tarafindan yaymlanan, bazi
kisitlamalar ve tanimlamalar altinda bir ¢6ziim yontemi gelistirilen su denklemi

¢cozmeye calisalim:

Lo 2 (3.62)
- _ - =0
Burada , , sabit katsayilardir. Denk.(3.36) ile Denk.(3.62) karsilastirildiginda
- (3.633)
2 ! i
- - (3.63b)

cozlilmesiyle= —/2

elde edilecektir. (3.63a) ve (3.63b)’nin sonucuna varilir

uuuuuu )’tir. Dikkat edersek
" —-(2+2) 1
- - (3.64)
seklinde kargimiza gikacaktir. Denk.(3.36) ile () fonksiyonu
" - _ -(2+2), 1 _ P
-0 = — -0 _ (3.65)
Ve
2 +2) 1
O=0C- S (3.66)

olarak yazilir. Denk.(3.39)’a gore doniistiiriilmiis denklem:
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m()(- T T =0 (367)

ve

4 -2 +2) 1
+( —

(3.68)

; i 4 —(242) v .
olacaktir. Dikkat edilirse ( + ) olarak gorulen katsaymm durumuna gore

problem ¢oziimii degisiklik gésteredektir. EZer - copsmmiisonns

tanimlarsak, “nin iki farkli durum igin ( = 0 # 0) ayr1 ayr1 ¢dzmemiz gerekecektir. Problemin bu noktasindan itibaren ¢6ziimiinii dallandirtyoruz.

Durum 1: Eger 4 = (2 + 2) olursa (dolayistyla = 0), doniistiiriilmiis denklem olan (3.68) su sekilde olacaktir:

=0 (3.69)
fonksiyonunun formu =t seklinde olmalidir.  Bundan dolay1 (3.40)
denklemini
1 1 +
. : (3.70)
veya
_ -1 _ -
B / (3.71)

seklinde yazarak ¢ozlime ulagmis olacagiz.
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# 0), boyle bir genel durum

Durum 2: Eger 4 # (2 + 2) olursa (dolaystyla igin (3.68)”denklemini su sekilde yazabiliriz:
+ 2 =0

Elde ettigimiz (3.72) denklemi bir Euler-Cauchy Equation diferansiyel denklemidir.
Euler-Cauchy diferansiyel denkleminin genel formu

(3.73)

seklindedir ve ¢Ozliimii i¢in bilinen asagidaki doniisiimii uygularsak lineer forma

gelecektir.

"+(-1D'+ =0,(=0,=) (3_74)
Denk.(3.74)’tin karakteristik denklemi ise

P =0 (3.75)

seklindedir ve kokleri de 1 Ve 2 olarak tanimlarsak, 1 ve 2 kokleri reel, komplex yada gakisik olabilir. Koklerin bu ti¢ durumuna gore ¢oziimler farklilagacaktir.

Durum 2a: Eger (1 —4) >0, 1 # 2 ve 1, 2 € R.ise 1,2 = 2 olacaktir. Bdylece bu durum i¢in ()’in ¢éziimii

# (3.76)

olur ve sonug olarak (3.40) yardimiyla ()’in qézﬁmﬁ

(3.77)
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veya

11+

bir yazimiyla

seklindedir.

Durum 2b: Eger (1-4)=0 1= 2= ve € R oldugunda cakisik kokler

=13 olmahdir. Bundan dolay: ()’in ¢oziimii

=+In

olarak yazilacaktir. Yine Denk.(3.40) yardimiyla ( )’in ¢bziimiinii yazmaya ¢ahsirsak

1 1 +In
veya
1 -1+ -1+ In)
olacaktir. =1 2_ olarak yerine yazarsak ve sabitler arasinda diizenleme yaparsak
1 2
=— _ (A4+__ " +)H)=1/2=1/2

elde edilir. Denklem diizenlenirse
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- 1 _ 1 (3.84)
olarak sonuca ulastlir.
Durum 2cC:y, 2¢R, 1= +2= - B _)
()’in gdziimii

=" (cos + sin ) (385)

olmaktadir. Son olarak ()’in ¢oziimii (3.40) yard1m’1yla,

1 1 - cos + sin )

(3.86)

veya

=— _1 ( ("— )cos —("+ )sin +_) =2/1 (3.87)

olarak bulunur. Belirtmek gerekirse, Mortici’nin (2004) yayinladig: sartlara gore ¢ikan
¢coziim Denk.(3.84)’te elde edilenin aynisidir. Fakat o ¢alismada, yukarida belirtilen ,

, 'nin degigkenliklerine gore diger durumlarin sonuglarina ulagilamamaigt.

3.3. Yeni Coziim Yontemin Degerlendirilmesi

Bu yontemle, genel Riccati denklemini, kolayca ¢oziilebilen ikinci dereceden lineer
homojen diferansiyel denklem haline getiren yeni bir déniisiim 6nerilmistir. Indirgenmis
denklem, bahsedildigi iizere ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemin en basit
bicimidir. Bu nedenle, doniistiiriilmiis denklemi indirgemek icin ilave isleme gerek
yoktur. carpimi seklinde verilen katsayiya baktigimizda, ¢oziimiin agik veya kapali
bicimde ifade edilip edilmedigini hemen gérmek miimkiindiir. Analitik ¢6zlim i¢in zaten

gerekli olan herhangi bir farkli ¢6ziime ihtiya¢ duymadigimiz i¢in bu yontem daha
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da basittir ve Riccati diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin Ogretilmesinde tercih
edilebilir. Yontem, denklemle 1ilgili islemler iizerinde herhangi bir kosul
koymadigindan, ¢cok genis uygulama alani olabilecektir.

Ayrica bu yeni yontem ile, Riccati denkleminin 6zel ¢oziimleri de elde edilebilir. Bu
nedenle, orijinal denklemi lineer bir birinci mertebeden diferansiyel denklem haline
doniistirmek icin geleneksel yontem kullanilarak ¢oziime de ulasilabilir. Bu durum,

Ornek 3.6'da gosterilmistir.

34.("= O = ) Tipindeki Denklemlerin Bir Ozel Céziimiiniin Yeni Bir

Yontemle Bulunmasi

Bu kisimda, bir 6nceki kisimda verilen Riccati denklemi i¢in yeni bir ¢oziim yonteminden hareketle, - () = 0 yapisindaki
denklemlerin bazi 6zel tipleri igin 6zel ¢6ziim bulma yontemi lizerinde calisilacaktir.

Hatirlanirsa

(3.89)

seklinde bir doniisiim yapilmisti. Burada ’nun katsayisina gére denklemin ¢oziimiiniin
yapilabilirligi veya ¢Oziimiin zorlugu degismektedir. Burada katsayisini ’in birgok
sekilde fonksiyonu olarak gorebilmek miimkiindiir. Bu denklemden bir onceki adim

olan
_—0=0 (3.90)

ifadesini hatirlayalim. Bu ifadeyi su sekilde diizenlersek

-+ =0 (3.91)

seklinde bir yap1 elde ederiz. Dikkat edilirse (3.91) denklemi ile (3.89) denklemi form olarak benzerdir. degisken
katsayist ( + ) degisken katsayisina denk gelmektedir. Bir 6nceki kisimlarda verdigimiz yeni yontemde
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!

2/ _
- +—]= 0 (3.92)
olarak tanimlamistik. Simdi = 1 olarak alalim ve (3.92) denklemini tekrar su sekilde diizenleyelim:
= (3.93)

Burada integral sabiti olarak gelmektedir. (3.93) denkleminin iki kere tiirevini alirsak

! 2 +2 2
_ o " (3.94)
elde edilir. = 1 ile birlikte = 0 olarak kabul ederek (3.93) ve (3.94) (3.90) denkleminde yazarsak ifadelerini
[ L
0= —_
elde ederiz. Bu degerlerle birlikte (3.91) denklemini tekrar yazarsak (3-95)
"o +Y=024

(3.96)

olur. Dikkat edilirse fonksiyonu (3.93) denkleminde sadece ’ye baghdir ve

(3.96) denkleminde ’nin katsayisi sadece 'yi icermektedir. O halde, herhangi bir fonksiyonu i¢in (3.96) denkleminin bir 6zel ¢6ziimi (3.93)
ifadesine esittir. Simdi elde ettigimiz yeni durumu genellestirmek amaciyla yerine ve yerine de yazarak tekrar genel bir tanimlama yapalim:

- — (3.97)
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seklinde bir denklem i¢in belirlenen yada bulunabilen fonksiyonuna goére bir 6zel ¢6ziim

seklindedir.

Omek 39: =2 igin "= (2+) =0 denkleminin bir ozel ¢ozimu
Ornek 3.10: =- 2 igin "—( & =0 denkleminin bir  6zel cozimii
Fakat hizlica bir 6zel ¢6ziimi bu sekilde gormek miimkiindr. » _

Ornek 3.11: sabit reel bir say1 olmak lizere — (?) =0 denkleminde =

oldugu kolayca goriilebilir. Denklemin bir 6zel ¢oziimii 1 = 2 olacaktir.

Ornek 3.12: " — ( + 2 ) =0 denkleminde = oldugu kolayca gbriilebilir.

icin bir genellestirme yaparak konuyu tamamlayalim. = + seklinde genel bir fonksiyon ise ( ve sabit katsayilar) (3.97) denklemi ile

" 22 +2 +2+2 0
¢ - ) = (3.99)
elde edilir. Bu bir tiir Weber denklemidir. (3.99) formundaki bir denklemin bir

ozel ¢ozumi (3.98) yardimiyla
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. (3.100)
olacaktir. ve sabit katsayilarinin tesi)tine bagh olarak 6zel ¢6ziim bulunabilir.
Ornegin 20ve = 0 durumunda denklem " — (2 2) _ = 0 seklinde bir Weber
denklemi olacaktir ve bir 6zel ¢oziimii- - seklindedir. Weber denklemi igin
‘nin alacagi her dereger i¢in bir 6zel ¢oziim rahatlikla bulunabilir.
’in kuvvetlerini kapsayacak sekilde daha da genellestirirsek,- oldugunu
diistinelim ve ayni adimlar takip edelim:
n _1
~ —+—) =0 (3.101)
(3.101) seklinde bir denklemin bir 6zel ¢oziimii
41
(3.102)

olacaktir.
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4. RICCATI DENKLEMININ MUHENDISLIK VE DIGER ALANLARDAKI
UYGULAMALARI

Riccati denklemine, birgok bilim dalinda sasirtici bir sekilde karsilasilmaktadir. Son
yillarda miihendislik, fizik, kuantum mekanigi, termodinamik, otomatik kontrol
sistemleri ve dizayn simiilasyon sistemlerinde 6rnekleri goriilebilmektedir. Birg¢ok ikinci
mertebeden diferansiyel denklem uygulamasi da kolaylikla Riccati denklemine
doniistiiriilebilmektedir. Fakat Riccati denklemi i¢in Onerilen ¢oziimler, genellikle
karmasik oldugundan, ¢ok sik olarak Riccati denklemine doniistiriilmekten
kac¢inilmaktadir.

Bu bolimde, bazi bilim dallarindaki direkt Riccati denklemi formunda ya da
denklemlerin Riccati denklemine doniistiiriilerek karsilasilan problemleri, Bolim 3’te

verilen yeni yontemi kullanarak ¢6ziim bulmaya ¢alisacagiz.

4.1. Hava Direncine Maruz Kalan ve Kiitlesi Azalan Hava Araci Problemi
(Fiizenin Hareket Denklemi)

Bir fiize hareketi, seyir halindeyken ve tek yonde impuls-momentum ilkesi kullanilarak
incelenecektir. Bir flizenin sahip oldugu yakit miktarini siirekli tiiketmesini de goz
onlinde bulundurarak, kiitleyi zaman bagli olarak degisken kabul etmemiz

gerekmektedir.

=> =

e

m(t)

Sekil 4.1 Seyir Halindeki Bir Fiize ve Etki Eden Kuvvetler
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Burada : Hava direng kuvveti (Drag Force), : itme kuvveti (Thrust Force) ve ():

Fiizenin zamana bagli degisken kiitlesidir. Newton’un Ikinci Kanunu’na gére denklemi

yazarsak

@) @)
L= = - = (4.1)

olmalidir. Burada fiizenin zamana bagli hiz fonksiyonudur. Hava direng kuvveti hizin
karesiyle  orantili  olarak  degismektedir ve (4.1) denkleminde . _olarak

=" alinacaktir. olarak tammlanan direng
Katsayisidir, Esasen bu deger ( = 1)

seklinde hesaplanmaktadir ve sabit olarak kabul edilen , , bilinen degerleriyle bir katsay1
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Burada ( : havanin yogunlugu, : Flizeye hava direncine
maruz kalan etken alan ve : hava direng¢ Kkatsayisi-drag coefficient-) olarak

tanimlanmaktadir.

(4.1) denkleminde tiirevleri alip denklemi tekrar yazarak

2
- — (4.2)
elde ederiz. (4.2) denklemi kiitle kaybeden sistemler i¢in yazilmaktadir. Simdi
olarak yazalim ve denklemi tekrar diizenleyelim:
-+ Z- =0
Dikkat edilirse, (4.3) denklemi = olacak sekilde bir Riccati Denklemidir. Kolaylikla gosterilebilir ki;
B o o 4.3)

ifadeleri Riccati denkleminin degisken katsayilaridir. Boliim 3.1°de verilen yeni

yontemi kullanarak (4.3) denklemini ¢6zmeye calisalim.
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(4.3) ve (3.36) denklemlerini karsilastirarak ve tiirevleri zamana bagl olarak yazarsak

— (4.43)

(4.4b)

elde edilecektir. (4.4a) denklemi (4.4b)’de yerine yazilirsa

N.

(4.5)

olarak fonksiyonu elde edilir (Burada sabit). Buradan hareketle, (3.36)’daki diger

terimleri de karsilastirirsak

(4.6)
oldugu goriiliir. Belirledigimiz ve  fonksiyonlarini yerlerine yazarsak
— . — .. — (4.7)
elde edilir. () ve fonksiyonlarini denklem (3.39)’da yerine yazarsak, doniistiiriilmiis denklem su sekilde olacaktir
2
(4.8)

2-00 =0

veya

49



(4.9)

Burada kiitle fonksiyonunu zamana gore lineer degisen bir yapida alabiliriz. Fiizenin baslangictaki toplam kiitlesi
011511.1n Vg }F]alﬁljtm azalmasin1 da zamana bagli olarak — olarak tanimlayalim ve burada ’y1 sabit reel bir say1 olarak
alalim alde;

O= - (4.10a)
== =0 (4.10b)

elde edilir. Tlaveten fiizenin hareketini itme kuvvetinin sabit oldugu zaman dilimleri igin inceleyelim
ve = olarak kabul edelim. (4. lOa)Ale (4. .'I.Ob)%a_kullanarak (4.9) ifadesini tekrar yazalim:

272 =

Denklem (4.11) bir ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel (4.11)

denklemin ¢6ziimii, bilinen yontemlerle gerceklestirildiginde,

denklemdir. Bu

olarak bulunacaktir. Burada 1 ve 1 sabitlerdir. Simdi ¢6ziim igin miiracaat ederek

(4.12)

denklem (3.40)’a

yazabiliriz. Kolaylik olmasi agisindan R —_—— oOlarak

belirleyelim. Denklemi tekrar diizenlersek
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- ( (4.14)
veya
- (-t - (-2
(4.15)
seklinde olacaktir. Biraz daha sadelestirme yaparsak
- (-2
T ‘ : (4.16)

olarak ¢6ziim elde edilir. Burada ("= 2/ 1)’dir. Elde edilen denklemi bu sekliyle kullanabiliriz. Fakat daha sade bir form elde etmek igin iizerinde biraz ¢alisacagiz.

Baslangic Deger Problemleri icin Denklemlerin Sadelestirilmesi:
Burada, “sabitini baglangi¢ deger problemlerinde hesaplamamiz gerekecektir.

=0an igin = o verildiyse, (4.16)dan

_( 0 +)

(4.17)

yazilir. Devam edelim ve buradan hareket ederek daha kisa bir formda yazmaya g¢alisalim. ¢ ilk hizi igin hesaplanan bu ~ degerini
(4.16)’da yerine koyup diizenleyelim:
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(9_+) 2- 1

_ ‘ (4.18)
Karmasgiklig1 azaltmak iizere su tanimlamalar1 yapalim:
(4.19a)
=(%+1)(°+2)
(4.19b)
——%0=0
(4.19¢)

(4.19) denklemleriyle birlikte ve bazi manipiilasyon islemlerinden sonra (4.16)’da elde
edilen denklem

= ——-> (4.20)

seklinde kolaylikla kullanabilecegimiz yeni bir denklem haline gelir. Dikkat edilirse, (4.20) denkleminde
degiskenine bagimli olan sadece @ fonksiyonu vardir ve diger degerlerin tamamui sabitleri icermektedir.

Bu yeni tanimlamalarimiza gore, hesaplamalar sirasinda ve “sayilarini su sekilde yazarak da kullanabiliriz:

(4.21)

_ (4.22)
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Simdi (4.20) denkleminden hareketle, konum fonksiyonunu yazmak istersek

=l =] =) (4.23)

(4.23) denkleminin analitik olarak integrali alinamamaktadir ve sayisal yontemler
kullanilarak ¢oziilebilecektir.

Bu calisma ile ilgili bir sayisal 6rnek inceleyelim.

Ornek 4.1: Bir Tomahawk fiizesi bir hedefe firlatilmaktadir. Fiizenin direng katsayis
= 0,04 olarak alinmaktadir. Fiizenin baslangictaki t(%%lam agirhigr 1440 kg ve 0,056 kg/s olacak sekilde yakit
tilketmektedir. = 0 anindaki hizi sifir almacagma gore dakika sonra hedefine ulagtigindaki hizinin ne oldugunu

aragtiralim. Seyir halindeki itme kuvveti zaman dilimi boyunca sabit tutularak = 2400 oldugu bilinmektedir ve bu deger
Tomahawk fiizesinin kalkigtan sonraki sabitlenen maksimum itme kuvvetidir (Maximum Thrust Force).

Coziim: En son elde ettigimiz (4.20) denklemini kullanmak iizere, gerekli sabitler ve

fonksiyonlar su sekilde olacaktir:

= 1440 ) =0,056 /
(4.24a)
0=0/,
(4.24b)
(4.25a)
1o = —1,0057 (4.25b)

o +)

(4.24) denklemleri ve degerleri yardmmryta; -

2
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— 1440 — 0,056.4500

(4.25¢)

y=o0ms

elde edilir. Simdi (4.25) denklemlerinde elde edilen degerleri denklem (4.20)’de

yerlestirirsek

0,056 —349,9285

— (—174,4643))
(4.26)

=24565 / = 882,94 /

olarak hiz hesaplanmig olur. Bu hesaplanan hiz degeri, se¢ilmis olan fiizenin teknik bilgilerine bakildiginda,
ultasabiklecegi maksimum hiz degeri olan 890 /  degerine ¢ok yakindir. Menzilin ne kadar oldugunu hesaplamak
Isterse

—[ 0056 —349,9285 +1744643)

0,04 1-(~0,9943). (1440 - 0,056.1) (4| 27)

olarak bulunacaktir. Yine burada ¢ikan menzil degeri, segilen flizenin teknik verilerine

bakildiginda maksimum menzili olan 1104 km degerine ¢ok yakin olarak bulunmustur.

4.2. Bir Kiitle-Cift Soniimleyici Sisteminin Analizi

Bu kisimda, soniimlii titresim Ornegi olarak bir kiitle ve ¢ift soniimleyiciden ibaret
mekanik sistemi inceleyecegiz. Bu ve benzeri sistemler soniimleyici bulunduran birgok
mekanizmada bulunabilmektedir. Uzerinde c¢alisacagimiz sistemin farkliigi ise
soniimleyicilerden birinin lineer olmayan (non-linear) davranis gosteren bir soniimleyici

olmasidir.

54



Sekil 4.2 Bir Kiitle-Cift Sontimleyici Mekanik Sistem Modeli

Sekil 4.2.1°de goriilen mekanik sistemde soniimleyicilerden biri non-lineer karakterlidir ve hizin karesiyle dogru

oralntlll; _ttfipké_vermektedir. Sistemde kuvveti zamana bagli olarak + seklinde degistigi kabul edilmektedir. Burada ve
reel sabitierair.

Serbest cisim diyagrami su sekilde olusturulur.

1

2

Sekil 4.3 Bir Kiitle-Cift Séﬁi-m-ll:yici S stemirlin Serbest Cisim Diyagrami

A 4

a

Hareket denklemini yazmak istersek;

r=+ (4.28)

(4.29)
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seklinde olacaktir. (=) ile hareket denklemini diizenlersek

++2—=( +)=0 (430)

ve

(4.31)

elde edilir. Goriilecegi tizere (4.31) bir Riccati denklemidir. Bolim 3’teki ¢oziim

yontemimizi uygulayalim.

- — (4.32a)
,
—_ - - (4.32b)
(4.32a) ve (4.32b) denklemleri ¢oziilerek — fonksiyonu elde edilir. (3.36)
denklemindeki diger terimleri de
+
_ (4.33)
seklinde yazilir. ve fonksiyonlarini yerlerine yazarsak,
2 1
— — — (4.34)

elde edilecektir. Simdi (3.39) denklemine buldugumuz ve fonksiyonlarini yazalim.
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(+)

(4.35)
2+G2+ . ) =0
Bu denklem bir Airy denklemi tiiriidiir ve ¢oziimii ise
2 +4( +) 2 +4( +)
(4.36)
seklinde bulunur. Burada 1 ve 2 sabitlerdir. (4.36) denklemini kullanarak (3.40) denklemi,
244 (+) 2 +4(+)
(4.37)
seklinde yazilir. Coziip diizenlersek
244 (+) -2 +4( +)
- ] ‘ L (4.38)
olarak el . Bursda (- : ) ’dir.

Simdi konum fonksiyonunu elde edecegiz. Bunun igin (4.38) denkleminde esitligin her iki tarafinin integrali alinarak tarafina = "koyarsak ve denklemin integralini
alirsak;

244 (+) - 2 +4(+)

— ‘ - ‘ - —_ (4.39)

@ ¢ 4 PRI 422 ) )

yazilir. Denklemi ¢oziip diizenlersek
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244 (+) 244 (+)
- - o . (4.40)

elde edilmis olur. Burada™,” ‘ Sablﬂerdir.

4.3. Newton Hareket Yasasinin Riccati Denklemine Doniistiiriilmesi ve Coziimii

Sunulan yontemi kullanmak amaciyla, Newton hareket yasasini ele alacagiz. Bu
doniistim daha 6nce Nowakowski ve Rosu (2002) tarafindan incelenmistir. Simdi o
calismayla elde edilen Riccati denklemini, yeni gelistirdigimiz yOntemle ¢dzmeye
calisacagiz.

Acisal momentumun korunumu yasasina gore, enerji korunum denklemi su sekilde

tanimlanmaktadir:

T (4.41)

(4.41) denkleminin ’ye gore tiirevini alirsak

2 O
(4.42)
seklinde ikinci mertebeden bir denklem elde ederiz. () = Oldugunu blllyoruz
(Power Law Central Potential) Buradan hareketle (4.42) denklemini diizenlersek
2
—_— —_— (4.43)
elde ederiz. (4.43) denklemini (4.41)’de yazarsak
1 , 11 N
- e — (4.44)
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seklinde olacaktir. Burada= 0 olarak kabul ederek devam edecegiz. Denklemi

diizenlemek tizere

(4.45a)

— (4.45b)

bagmtilarin1 kullanacagiz. flaveten bir doniisiim fonksiyonuna ihtiyacimiz olacak ve

bunun i¢in
R — (4.46)

seklinde bir fonksiyon tanimlanacaktir. (4.44) denklemini bu kosullara gore diizenlersek

ve ilaveten bazi manipiilasyonlar uygularsak

_ _ —o (4.47)

formunda 6zel tip bir Riccati denklemi elde edilmis olacaktir. Bu noktadan itibaren, yeni
¢oziim yontemimizi uygulayacak olursak, (4.47) ve (3.36) denklemlerinin

kiyaslanmasiyla

+2

(4.48a)

— (4.480)

yazilir. (4.48) denklemlerinin ¢oziilmesiyle = fonksiyonuna ulasilacaktir. (3.36) denkleminin diger terimleri igin
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" +2

—-0=- = =0-=

2 (4.49)

elde edilir. Bulunan ve fonksiyonlar1t denklem (3.39)’da yerlerine yazilirsa

" +2 2

+(2

(4.50)

denklemine ulasilir. Ikinci mertebeden lineer ve sabit katsayili bu denklemin ¢dziimiinii

bulmak tizere, karakteristik denklemi yazarsak

seklinde olacaktir. Bu denklemin kokleri, =%

denkleminin ¢oziimii su sekildedir:

=1 sin ( +2 ) +2cos (

(4.51)

“oldugu  goriilecektir. (4.50)

+2)

(4.52) denklemini (3.39) denkleminde yazarsak ’nin ¢6ziimi i¢in

2 1sin (2

yazilir ve denklemi ¢ozersek

cos("’—2 )—

(4.52)
)+2cos("'—2 )
(4.53)
sin (+2 )
(4.54)

veya
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tan( . )-—1 (4.55)

+2

tan .+

sonucuna ulasilir. (4.47) denklemiyle tekrar () fonksiyonunu bulalim.
+2

tan(+22 )+ @

(4.56) denkleminin her iki tarafinin integrali alinirsa

2 2 (4.56)

In( cos ( o ) + sin ( )

bulunur. Buradan hareketle, () fonksiyonu

2 (4.57)

seklinde ¢oziilmiis olacaktir.

4.4. Kuantum Mekaniginde Uygulama (4.58)

Bir ¢ok defa zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi iizerinde ¢aligmalar yapilmis ve
tam ¢oOziimii i¢in Riccati denklemi ¢oziim metotlar kullanllmlftlr. Bunlardan bir1 de

Wheeler (2004) tarafindan gosterilmistir. A: Planc sabiti, : dalga fonksiyonu, ( ):
gotc’;ll(riSIyel enerji, : oranti sabiti ve : pargacigin kiitlesi olmak iizere Schrodinger
enkKiemi

hZ
(4.59)
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seklindedir. Bu denklemde
O= _ (4.60)

doniistimiinii uygularsak

o 2 (4.61)
+ - (0O-)=0

elde ederiz. (4.61) denklemi yap: itibariyle 6zel bir Riccati denklemidir. Denklemi yeni

¢coziim yontemiyle ¢ozelim. (4.61) denklemi ile (3.36) denklemlerini karsilastirirsak

=1 (4.62a)
2/ ! —
=0 (4.62b)
oldugu gériiliir. Bu iki denklemin ortak ¢oziimiiyle — ®'9€ edilir. Yine (3.36)
denkleminden
" 2 2
o . , (4.63)

elde edilir. Bu degerlerle (3.39) denklemine basvurarak

" (0= =0 @)

h

seklinde yazilir. Burada denklemin ¢dziimii, par¢acigin iginde bulundugu duruma gore degisecektir. ( )’in
sifira esit oldugu serbest par¢acik durumunda (4.64) denkleminin ¢éziimil
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¢cOziimii yapilirsa

seklinde dalga fonksiyonu elde edilir.

4.5. Schwarzian Tiirevinin Coziimii

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

Matematikte Schwarzian tiirevi, tiim lineer kesirli doniisiimler altinda degigsmeyen belirli

bir operatordiir. Tek degerli fonksiyonlarin teorisinde, konformal doniisiimlerde ve

Teichmiiller uzaylarinda 6nemli bir yeri vardir. Denklem su sekilde tanimlanmaktadir:

0=0"-

63

(4.69)



Bu denklem figiincii mertebeden bir diferansiyel denklemdir

uzere

seklinde bir doniisiim uygularsak

. Denklemi ¢6zebilmek

(4.70)

(4.71)

seklinde bir Riccati denklemine doniisiir. Denklemi yeni yontem ile ¢c6zmeye ¢alisalim.

(3.36) denklemiyle karsilastirirsak

— +— =0

olur. Bu iki denklem yardimiyla = oldugu gériiliir. Burada denklemi yardimiyla

T-0=-=0=

olarak tespit edilir. (3.39) denklemi ile
"+ @ =0

seklinde yazilir. Burada ’nin sabit oldugu durumlarda ¢dziim
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(4.723)

(4.72b)

sabittir. Yine (3.36)

(4.73)

(4.74)



=sin(V—- )+ cos(V -)

seklinde olacaktir. (3.40) denklemi yardimiyla genel ¢6ziim

sin (V )+ cos (V)

ve
v v v o 7 — Y
. , ) +eos( , ) “+ ( )
elde edilir. Geriye donerek = " déniisiimii ve (4.76) denklemi ile
sin ( Vv )t+cos( V)
yazilir ve

In()=—2In( sin (v _)+cos(V

elde edilir. Denklemi diizenlersek

—o(snd )+ cos(V D+
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(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)



olur. Bir kez daha integral alirsak sonug su sekilde olacaktir:

[re= — 2 Geosc L )-usin( s (481)
. .
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