ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSITITUSU

H(,) HECKE GRUPLARI ILE ILGILI

MINIMAL POLINOMLAR

Birsen OZGUR

Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

(Danigsman)

DOKTORA TEZI
MATEMATIK ANA BILIM DALI

BURSA 2013
Her Hakki Sakhdir



TEZ ONAYI

Birsen OZGUR tarafindan hazirlanan “ H (lq) Hecke Gruplar1 ile Ilgili
Minimal Polinomlar” adli tez ¢calismasi asagidaki jiiri tarafindan oy birligi/oy ¢oklugu

ile Uludag Univqrsitesi Fen Bilimleri Enstitiisi  Matematik Ana Bilim Dali’nda
DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Danisman : Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL
Baskan : Prof. Dr. ismail Naci CANGUL Imza
Uludag Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii
Uye : Prof. Dr. Cevdet DEMIR imza
Uludag Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Kimya Boliimii
Uye : Prof. Dr. Osman BiZiM imza
Uludag Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii
Uye : Prof. Dr. Recep SAHIN imza
Balikesir Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii
Uye :Doc. Dr. Basri CELIK imza

Uludag Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Yukarnidaki sonucu onaylarim.
Prof. Dr. Kadri ARSLAN
Enstitii Miidiiri

/.. 12013



U. U. Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazzm kurallarina uygun olarak hazirladigim bu
tez calismasinda;

- tez i¢indeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi,

- gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

- bagkalarmin eserlerinden yararlanilmas1 durumunda ilgili eserlere bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulundugumu,

- atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gosterdigimi,
- kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- ve bu tezin herhangi herhangi bir boliimiinii bir liniversite veya baska bir
tiniversitede baska bir tez ¢caligmasi olarak sunmadigimi,

beyan ederim.

26/02/2013
imza

Birsen OZGUR



OZET

Doktora Tezi
H(2,) HECKE GRUPLARI ILE ILGILI MINIMAL POLINOMLAR

Birsen OZGUR

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstituisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

H(/lq) Hecke Grubu, q € N, g > 3 olmak iizere A, = 2cosm/q igin R(z) = —i ve

T(z) == z + A4 kesirli dogrusal doniisiimleri tarafindan iiretilen PSL(2, R) nin ayrik bir
alt grubudur. Hecke gruplarinin denklik ve temel denklik alt gruplarmin belirlenmesi
hala acik bir problemdir. Modiiler grup i¢in bu alt gruplarin tiimii belirlenmistir. Hecke
gruplar1 i¢cin sadece seviyesi asal say1 olan denklik ve temel denklik alt gruplarinin
hesab1 Cangiil tarafindan yapilmistir, Cangiil, 1993. Asal olmayan seviyeye sahip olan
denklik ve temel denklik alt gruplarmin hesaplanabilmesi igin A, sayismin bu
modlardaki degerlerinin hesaplanmasi gereklidir. Bu tez ¢ahsmasinda A, cebirsel
sayisinin matematiksel olarak anlamli bir sekilde ifade edilemedigi durumlarda bu
saymin minimal polinomu olan F; ile ilgili MAPLE kullanilarak hesaplamalar yapilmig
ve 3 < g < 300 i¢in B;”1n genisletilmis bir listesi verilmistir. Buna ek olarak c¢esitli q
degerleri igin A, cebirsel sayismin minimal polinomlarinin asal moddaki koklerine
iligkin ispatlari ile birlikte cesitli sonuglar elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglar, ayrik
gruplar teorisinin onemli bir problemi olan Hecke gruplarmin denklik alt gruplarinin
incelenmesinde oldukc¢a yarar saglayacaktir ve bundan sonraki caligmalara da 11k
tutacaktir. Web’de http://www.scribd.com/documents adresine koydugumuz polinom
listelerine gosterilen yogun ilgi gelecekte de bu polinomlarin bir ¢ok caligmaya
faydasinin olacaginin bir gostergesidir. Tezde P, minimal polinomlar1 disinda Hecke
gruplariyla ilgili cesitli hesaplamalarin yapilmasinda kullanilacak bazi cebirsel sayi
smiflarmin da minimal polinomlar1 hesaplanmustir.

Anahtar Kelimler: Minimal polinomlar, Chebycheff polinomlari, Dickson polinomlari,
Hecke gruplari, Temel denklik alt grubu

2013, ix + 157 sayfa.



ABSTRACT
MINIMAL POLYNOMIALS RELATED TO HECKE GROUPS H (Aq)

Birsen OZGUR

Uludag University
Institute of Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

The Hecke group H (Aq) is the discrete subgroup of PSL(2, R) which is generated by
two linear fractional transformations defined as R(z) := —i and T(z) = z + 4, for

q €N, q =3,4; =2cosm/q. It is an open problem to determine the congruence and
principal congruence subgroups of the Hecke groups. For the modular groups case, all
these subgroups are determined. In Cangul 1993, Cangul determined the congruence
and principal congruence subgroups of prime level of the Hecke groups. To find those
subgroups having non-prime level, it is necessary to reduce the values of A, in these
modules. In this thesis, some calculations related to the minimal polynomials F; of
algebraic number 44, when this number cannot be properly reduced have been done by
means of MAPLE and the extended lists of B; have been given for 3 < g < 300. In
additon to these proofs with some corollaries concerning the roots of minimal
polynomials of algebraic number 4, in modulo prime & have been obtained for various
values of q. These corollaries have been very useful in investigation of congruence
subgroups of Hecke groups which is both main subject of this thesis and an important
open problem in discrete group theory. Also these corollaries will be a guide for the
future works. The attention shown to the lists of polynomials that we put to the web
address http://www.scribd.com/documents clearly shows that these polynomials are
going to be useful to many researchers in the future. In this thesis, some minimal
polynomials apart from F; of some algebraic numbers which are useful in several
studies related to Hecke groups have also been calculated.

Key Words: Minimal polynomial, Chebycheff polynomials, Dickson polynomials,
Hecke groups, principal congruence subgroups

2013, ix + 157 pages.
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1. GIRIS

TEMEL BiLGILER

Bu béliimde, bu tez calismasina 151k tutacak bir takim temel bilgilere yer verilecektir.
Bu bilgiler arasinda cisim genislemeleri ve Galois cisimleri, Fuchs gruplari, H (lq)

Hecke gruplarini hatirlamak oldukg¢a yararli olacaktir. Bu kisimdaki temel bilgilerin
hazirlanmasinda Cangul (1993) doktora tezi, Fraleigh (1974), Fraleigh (2002), Grillet
(2007) ve Kurur (2007) kaynaklarindan yararlanilmistir.

1.1. Cisim Genislemeleri

Sonlu cisim genislemeleri, bu tez ¢alismasinda ihtiya¢c duyulacak bilgiler arasindadir.
Pek cok cisim genislemeleri mevcuttur fakat giris kismmin bu boliimiinde daha ¢ok

basit genislemeler lizerinde durulacaktir.

Tanim 1.1.1. K bir cisim olsun. Eger K cismini kapsayan bir E cismi varsa yani K € E

olacak sekilde varsa E’ye K’nin bir cisim genislemesi denir.

Tanmm 1.1.2. K bir cisim, V bir vektér uzayr olsun. V’yi iireten dogrusal (lineer)

bagimsiz kiimeye V' vektor uzaymin K cismi tizerindeki bir tabani adi verilir.

Tanim 1.1.3. V bir vektor uzay:r olsun. V’nin herhangi bir tabanindaki eleman sayisina

bu vektor uzayinin boyutu adi verilir.

Bir K cismi iizerindeki K[X] polinomlar halkasi, bir vektor uzayidir ve K[X] vektor
uzayinin boyutu sonsuzdur, bu vektdr uzaymin tabani olarak {1, X, X?, ...} secilebilir.
Her bir p € K[X] polinomuna karsihik gelen bir bilesen vardir. Ornegin p(X) = 3 +
X + 3X3 polinomuna (3,1,0,3,0,0,0, ...) bileseni karsilik gelir.

Ornek 1.1.4. Cnin, R iizerindeki bir tabani {1,i} olsun. O zaman her a + bi elemam
a(1) + b(i) olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla a + bi elemani, (a, b) bileseni olarak da

temsil edilebilir.



E, K cisminin bir genislemesi olsun. Yani E, K cisim ve K € E olsun. Her a,b € K ve
a,b € E igin a(u + v) = au + av ve (a + b)u = au + bu vektdr uzayr olma kosullar

saglandigindan E, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olarak diisiiniilebilir.

Ornegin C, R’yi kapsayan bir cisimdir. Dolayisi ile C, R iizerinde bir vektér uzayidir.
Diger bir 6rnek de (@[\/E] = { a+bV2:a,beQ }, Q’yu kapsayan bir cisimdir ve Q

lizerinde bir vektor uzayidir.

Tanmm 1.1.5. E, K cisminin bir genislemesi yani K € E olsun. K iizerindeki E' vektor
uzayinin boyutuna, K cisminin E cismine genislemesinin derecesi ad1 verilir. [E : K] ile

gosterilir. Derece sonlu ise K cisminin E cismine genislemesi de sonludur.

Tanim 1.1.6. E, K cisminin bir genislemesi olsun. a € E i¢in @’y1 K’ ya katmakla elde

edilen cisim K (a) = E oldugunda bu genislemeye basit genisleme ad1 verilir.

R’ye i € C elemaninin eklenmesiyle olusan cisim, C = R(i)’dir. @« =i i¢ina? +1 =0
olup a, X? + 1 polinomunun bir kokiidiir ve R’de derecesi 2 olan bir genislemeye

sahiptir. yani [C : R] = 2 dir. Benzer sekilde [Q[v2] : Q] = 2 oldugu da goriilebilir.

Q(a)’daki bir a elemam icin aza® + -+ a;a + 1 = 0 esitligi olup a, aX* + -+ +
a;X + 1 = 0 polinomunun bir kokiidiir. Boylece Q € Q(a) genislemesinin derecesi,

a’nin kok oldugu en kiiciik dereceli polinomun derecesidir.

Ornek 1.1.7.Q[V2] ={a + bV2+ c¥22: a,b.c€Q }'dakia = V2 icina®—2 =
0 olup @ = V2, X3 — 2 polinomunun bir kékiidiir ve [@[i/i] : @] = 3’tiir.
Tanim 1.1.8. E, K cisminin bir genislemesi olsun. Herhangi @ € E i¢in a’y1 kok kabul

eden K iizerindeki en kiiciik dereceli birim bagkatsayili (monic) polinoma K iizerinde

a’nin minimal polinomu denir.

Tamm 1.1.9. E, K cisminin bir genislemesi olsun. Bir @ € E i¢in f(a) = 0 olacak

sekilde sifirdan farkli bir f(x) € K[X] varsa a’ya K iizerinde cebirsel denir.

Tanim 1.1.9.”a denk olarak su sdylenebilir: @’nin K iizerinde cebirsel olmast i¢in gerekli

ve yeterli kosul [E : K] 'min sonlu olmasidir. Ornegin [C : R] = 2 sonlu oldugunda



C’nin her eleman1 R iizerinde cebirseldir. [@[i/i] : (@] = 3 sonlu oldugundan V2 R,
Q’da cebirseldir.

Tamm 1.1.10. F bir cisim ve f, F[x]'de n dereceli indirgenemeyen birim
baskatsayili (monic) bir polinom olsun. u, f'nin bir kékii olacak bigcimde Fye u’yu

katmakla elde edilen F(u) cismine F’'nin bir F(u) basit genislemesi denilir.
Tanim 1.1.11.{ = 0,1, ...,n — 1 i¢in a; € F olmak iizere F (1) ’nun her v elemani
v=ay+au+-+a,_ut?

olacak bicimde tek tiirlii temsil edilebiliyor ise v’ye F iizerinde n. dereceden

cebirseldir denilir.
Asagidaki teorem bir cismin basit bir genislemesinin var oldugunu géstermektedir.

Teorem 1.1.12. F bir cisim ve f, F[x]'de n. dereceden indirgenemeyen birim
baskatsayili bir polinom olsun. O zaman f, minimal polinom ve u, F lizerinde

cebirsel olacak bigimde F’nin bir F (u) basit genislemesi mevcuttur.
Ispat. Teoremin ayrintih ispat1 i¢in Fraleigh (1974)’e bakiniz.

Asagidaki tanim ve sonuclar Euler fonksiyonu ile ilgilidir. Bu fonksiyona ait bilgiler

minimal polinomlarin hesaplanmasinda kullanilacaktir.

Tanmm 1.1.13. m € Z*, 0 < n < m — 1 olmak iizere (m,n) = 1 olacak sekildeki m
tam sayilarin sayisina esit olan fonksiyona Euler fonksiyonu denir ve bu fonksiyon ¢

ile gosterilir.
n = 1igin ¢(n) = 1 oldugu agiktir. Bundan bagska p asal olmak iizere k > 1, n = p*
icin p(n) = @(p*) = p* —p*~1 = p* (1 — %) ve dzel olarak ¢ (p) = p — 1’dir.
Teorem 1.1.14. m,n € Z* igin (m,n) = 1 ise

@(mn) = p(m)e(n)
dir.

Ispat. Kanit icin Jones (2005)’e bakiniz.



Bu tez ¢aligmasinda basit genislemelerin 6nemli uygulamalarindan biri olan dongiisel

genislemelere yer verilecektir.
Tanim 1.1.15. n. dereceden
"—-1=0

dongiisel (cyclotomic) denkleminin bir kokii olan birimin n. ilkel kokii  ise Q
rasyonel sayilar cismine {’nin eklenmesiyle elde edilen cisme Q’nun n’inci dongiisel

(cyclotomic) genislemesi denir.

Asagidaki tamimlar ve sonuglar, Galois Teori’ye ait temel bilgilerdir. Bunlar, minimal

polinomun derecesinin belirlenmesinde yol gosterecektir.

Tanim 1.1.16. F, bir K cisminin alt cismi ve u,v € K, F lizerinde cebirsel olsun. Eger
u ve v, F lizerinde ayn1 minimal polinoma sahip ise u ve v’ye F lizerinde esleniktir

denilir.

Tanim 1.1.17. F € K € L oldugunda u € K ve F iizerinde u 'nun eslenigi v € L
oldugunda v € K oluyorsa o zaman F iizerinde K 'nin cisim genislemesine esleniklik

altinda kapahdir denilir.

Teorem 1.1.18. K’ nin esleniklik altinda kapali olmas i¢in gerek ve yeter kosul f, K’da
herhangi bir koke sahip F[x]’de indirgenemeyen bir polinom oldugunda f’nin K’da

parcalanmasidir. (Fraleigh 1974)

Tanim 1.1.19. K, F’nin bir genislemesi olmak iizere eger K esleniklik altinda kapal1 ise

K’ya F’nin bir normal genislemesi denilir.

Tamm 1.1.20. K’nin F’yi sabit birakan tiim otomorfizmalarinm grubu G (K/F) olmak
iizere eger K, F’nin sonlu bir normal genislemesi ise G(K/F)’ye K nin F iizerindeki

Galois Grubu denilir.
Asagidaki teorem, Galois grubuna ait olan sonuclardan biridir.

Teorem 1.1.21. Q’nun n. dongiisel genislemesinin Galois grubu ¢ (n) elemanhdir ve n

modundaki birimlerin grubuna izomorftur.



Ispat: Detayli bir ispat icin Fraleigh (1974)’te sayfa 472’ye bakniz.

Sonu¢ 1.1.22. Bir p asali i¢in Q’nun n. dongiisel genislemesinin Galois grubunun

mertebesi p — 1°dir.

1.2. Fuchs Gruplan
Asagida Fuchs Gruplar1 tanimlanmis ve bununla ilgili bilgiler verilmistir.

Tamm 1.2.1. U ist yar1 diizleminin konform doniisiimlerinin grubu olan PSL(2, R) nin

sonlu iiretecli ayrik alt gruplarina Fuchs grubu ad1 verilir.
Her bir I" Fuchs grubu,
tiretegler: aq, by, ..., ag4, by (hiperbolik doniistimler),

X1, -, X, (eliptik doniisiimler),

D1, -, D¢ (parabolik doniisiimler),

hy, ..., by, (hiperbolik sinir doniistimleri)

veE

bagntilar: x;nj = I1{_,[a; b;] Te1 X ieza pic Iies by = 1, (my, ..., m,. = 2 tamsayila-

r1 " nin periyotlar1) olmak iizere
(g; my, ..., my; t;0) (1.1)

biciminde bir gosterime sahiptir. Hecke gruplarinin sonlu indeksli tiim normal alt
gruplar1 i¢in u = 0 oldugundan Hecke gruplari, hiperbolik smir elemanina sahip

degildir.

H(A4) Hecke gruplari, parabolik iireteli liggensel gruplar olarak diisiiniilebilir.

Ucgensel gruplarm tamimi agsagida verilmistir:



[,m,n > 2 tamsayilar olmak iizere acilar1 m/l,m/m,m/n olan hiperbolik ii¢geni
dikkate alalim. Asagida sekil 1.1.’de gosterildigi gibi oy, 05, 03 bu iicgenin kenarlari

tizerindeki yansimalar olsun. I'* da bu yansimalar ile iiretilen ve
— 2 _ 2 _ 2 1 — _
" ={o0y,0,,03 | 0f =05 =035 = (0,03)" = (030)™ = (0,6,)" = 1)

gosterimine sahip bir grup olsun.

g1
AL/ : WC
o1
o3
w/m

B:

Sekil 1.1. Bir hiperbolik ticgenin yansimalari

X = 0,03 Ve Yy = 0307 olarak almirsa x, A kosesinde 7/ agis1 kadar bir donme ve y, B
kosesinde 1/m agis1 kadar bir donme doniisiimii olur. Bu durumda xy ise C kosesinde

7/n agis1 kadar bir donmedir. Boylece I'*’1n sadece yon koruyan izometrilerini igeren
r=ylxt=ym"=0y)"=1)

seklinde gosterime sahip bir I" alt grubu elde edilir. Bu grup, daha once bir Fuchs
grubunun gosterimine benzer sekilde (0;1,m,n) gosterimi ile ifade edilebilir ve
genellikle kisaca (I, m,n) olarak gosterilir. Bu gruba iicgensel grup adi verilir. Bu

grubun I'* daki indeksi iki oldugundan I"*’1n bir normal alt grubudur.

/g

Sekil 1.2. Hecke gruplarma karsilik gelen hiperbolik iiggenler



H(A;) Hecke Grubu, (0;2,q,00) gosterimine sahip bir iiggensel gruptur. Ayrica
parabolik elemanlarin, sonsuz mertebeli eliptik elemanlar oldugu bilindiginden
(xy)® = 1 olur. Boylece H(A,), mertebesi 2 ve g olan iki sonlu devirli grubun serbest

carpimina izomorf olup

H(1) = (2,q,0) = (x,y | x2 =y = 1)

seklinde bir iiggensel gruptur. Sekil 1.1°deki ii¢genin w/2,7/q ,m/c0 = 0 agih Sekil

1.2.°deki tiggenlerden birine doniistiigii kolayca goriilebilir.
Asagida verilecek olan tanimlar u indeks, n seviye ve t parabolik sinif sayisi ile ilgilidir.

Tanmm 1.2.2. N, H (Aq)’nun u indeksli bir normal alt grubu olsun. Maksimal parabolik
devirli alt gruplarinin eslenik siniflarinin sayisina N’nin parabolik simif sayisi denir ve

genellikle t ile gosterilir.

Tanim 1.2.3. N, H (Aq)’nun p indeksli bir normal alt grubu olsun. T" € N 6zeligindeki

en kiigtik n pozitif tam sayisma N’nin seviyesi denir.
u=n.t

esitligi indeks, seviye ve parabolik smif sayis1 arasindaki iliskiyi gostermektedir.

1.3. Hecke Gruplan ve Modiiler Grup

Bu boliimde Hecke gruplar1 ve bunlarin en iyi bilineni olan modiiler grupla ilgili bir
takim bilgiler verilecektir. Daha sonra da bu bilgileri aydmlatict H (lq) grubuna iligkin

bazi temel sonuclara deginilecektir.

Hecke (1936) calismasinda A sabit pozitif bir reel say1 olmak iizere
R(z) = —i ve T(z)=z+2

kesirli dogrusal (lineer) doniisiimleri tarafindan iiretilen H(A) gruplarini tanimlamigtir.



R ve T doniistimleri matrisler yardimiyla
0 -1 1 2
( 1 o) ve ( 0 1 )
olarak gosterilirler. S = RT olsun.

H(A) siireksiz yani bir Fuchs grubu oldugunda bu gruplarin, Dirichlet serilerinin
calisilmasinda oldukg¢a yararli oldugu bilinmektedir. Hecke (1936) calismasinda A > 2

bir reel say1 olmasi durumunda veya A < 2 iken g = 3 bir tamsay1 olmak iizere
A=Aq= 2cos =~
q

olmasi durumunda
F,={ze€eU:|Rez| < A/2,|z|> 2}

kiimesinin H(A) grubu icin bir temel bolge oldugunu ve diger A > 0 durumlari i¢in de
bu kiimenin temel bolge olmadigimi gostermistir. Buradan da H(A)’nimn bir Fuchs grubu
olmasi igin gerek ve yeter sartin A = A, veya 1 =2 bir reel say1 olmasi gerektigi
goriilir. Her iki durumda da H(A) grubuna Hecke grubu adi verilir. Bu tez
caligmasinda A < 2 durumu ile ilgilenilecek ve A,’ya karsilik gelen grup H (Aq) ile
gosterilecektir. O halde H (lq), T(z) =z+ /1q olmak {iizere R ve T tarafindan iiretilen
PSL(2,R)’nin ayrik bir alt grubudur.

En onemli ve en ¢ok calisilan Hecke grubu, ¢ = 3 durumunda elde edilen H(A3)
modiiler grubudur. Modiiler grup durumunda A; = Zcosg = 1°dir. Boylece bu grup

icin cisim genislemesi Q(1) = Q olarak bulunur. Yani H(A3) ’iin elemanlarinin

katsayilarinin tiimii birer rasyonel tamsayidir.

Literatiirde modiiler grubu temsil etmek igin I' veya I'(1) sembolleri kullanilir. Bu

caligmada daha ¢cok I" veya H(A3) sembolleri kullanilacaktir.

Sadece modiiler grup icin dogru olup diger Hecke gruplar1 i¢in dogru olmayan bazi
sonuglar vardir. Bunun temel sebebi g > 3 i¢in (@(Aq) cisim geniglemesinin acik olarak

Q’dan hatta Q@ nun basit bir genislemesinden ¢ok daha karmasik olmasidir. Bundan



dolay1 g > 3 icin H (Aq)’nun elemanlariin katsayilari, I’ nin elemanlarmin katsayilari
olan tamsayilardan ¢ok daha karmasiktir. Bunun dogal bir sonucu olarak da yapilan tiim

hesaplamalar, modiiler grup durumda yapilan hesaplamalardan ¢ok daha karigiktir.

q = 4 ve 6 i¢in elde edilen H (lq) Hecke gruplari, modiiler gruptan sonraki en dnemli
iki gruptur. Bu durumda sirasiyla 4, = V2 ve /3 ’tiir. Bundan dolay1 da bu iki grubun
cisim genislemeleri, Q rasyonel sayilar cisminin ikinci dereceden (quadratic)

genislemeleri olan (@(\/E ) ve (@(\/? )’tiir.

q = 5 icin elde edilen H(A5), diger 6nemli Hecke gruplarindan biridir. Bu durumda bu

grubun cisim genislemesi yine Q’nun ikinci dereceden bir genislemesi olur.

q=3,4, 5 ve 6 icin elde edilen H (Aq) Hecke gruplari, A, degerinin, derecesi ligten

kiiciik olan bir polinomun kokii oldugu halde elde edilen gruplardir.

q €N, q =7 oldugunda 4,, derecesi ii¢ veya ligten biiyiik olan bir polinomun bir
kokiidiir. Bunun sonucu olarak ilk dort durumda oldugu gibi 4, sayisi, agikga kolay bir
sekilde belirlenemeyecektir. Bunun igin @ iizerinde A, 'nun minimal polinomu
belirlenmeye calisilacaktir. Bu da tezin ilerleyen boliimlerinde g ’nun tek ve ¢ift oldugu
durumlar icin ayr1 ayr1 minimal polinomlarin belirlenip bunlarin hangi durumlarda ne

tiir bir koke sahip oldugunun incelenmesine yol agacaktir.

Modiiler gruptan sonraki en onemli iki Hecke grubunun H(\/E) ve H(\/g) olmasimin
sebeplerinden biri, elemanlar1 tam olarak bilinen tek Hecke gruplarmin bunlar olmasidir.
m = 2 veya 3 i¢cin H (x/ﬁ) grubu asagida belirtilen (i) ve (ii) bicimindeki matrislere
karsilik gelen doniisiimlerden olugsmaktadir:

(i)( a bym ) ab,c,d € Z, ad—mbc=1
cvm d

(1.2)

(i1) (a\/ﬁ b ) ab,c,d € Z mad—bc=1
c dvm



(i) tiriindeki matrislere c¢ift elemanlar, (ii) tiiriindeki matrislere tek elemanlar adi

verilir.

(1.2)’deki elemanlarin ¢arpimi, aynen pozitif ve negatif sayilarin carpimma benzerdir.

Yani
tek.tek = cift.¢ift = cift, cift.tek = tek.cift = tek

esitlikleri gecerlidir.

14.H (Aq)’nun Temel Denklik Alt Gruplari
141. H (Aq)’nun temel denklik alt gruplarinin elde edilisi

Bu tezin amaci, ¢ € N ve ¢ = 3 olmak iizere A, = 2cos m/q cebirsel sayisina karsilik
gelen H (Aq) Hecke gruplar1 ve bu gruplarm alt gruplarinin ¢alisilmasinda karsilasilan
bazi trigonometrik sayilarmm minimal polinomlariyla ilgili bazi teorik sonuglarin elde
edilmesinin yan1 sira MAPLE ile bu minimal polinomlarin listelerinin elde edilmesine

yarayacak program rutinlerinin yazilmasidir.

Onceki boliimde baz1 kiigiik g degerleri (q = 3,4,5 ve 6) icin Aq = 2cosm/q cebirsel
sayisinin ige yarar bir sekilde ifade edilebilmesinin sagladigi avantajlardan kisaca
bahsedildi. Bu avantajlardan birisi Hecke gruplarinin denklik ve temel denklik alt
gruplarinin hesaplanmasinda ortaya ¢cikmaktadir. Asagida detayli bir sekilde anlatilacagi
gibi n seviyeli bir denklik ya da temel denklik alt grubunun hesaplanabilmesi i¢in
H(A4) Hecke grubundaki tiim elemanlarin bir homomorfizma altindaki resimlerinin
bulunmas: gereklidir. Bu homomorfizma elemanlari n modunda indirgeyen

homomorfizmadir.

q = 3,4,5 ve g’nun cesitli degerleri icin de H (Aq)’nun temel denklik alt gruplari
Cangiil (1993) tarafindan verilmistir. Bu tezin baslangic amaci, Cangiil (1993)’iin
calismasi1 goz Oniinde bulundurularak H (Aq) ‘nun temel denklik alt gruplarmin elde
edilmeye calisilmasiydi. Ancak ac¢ik bir problem olan bu sorunun tam c¢oziimiine

yonelik cabalar sahip olunan siire icinde problemin tamamiyla ¢6ziilmesine yetmemistir.
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Doktora sonrasi ¢aligmalarda bu problemin tam ¢6ziimii, olmazsa da kismi ¢éziimiine

yonelik caligmalar yapilmasi planlanmaktadir.
Simdi yukarida bahsedilen indirgeme homomorfizmasina donelim.

Dogal olarak A, cebirsel sayis1 ¢ = 3 durumu diginda bir tamsay1 olmadigindan q > 3
durumlarinda bu say1y1 tamsay1 olarak diisiinebilir miyiz sorusu akla gelmektedir. Bu da
belli modlarda miimkiindiir. Yani belirli Z,, halkalar1 lizerinde 4, sayisin1 bir tamsay1

olarak diisiinebiliriz.

Burada ilk sorun Hecke gruplarinin elemanlarinin yapisinmn bilinmesidir. ilk dort Hecke
grubu i¢in tiim elemanlarin yapist belirli smiflara ayrilarak literatiirde yer almigtir.
q = 3 durumunda zaten tiim elemanlar (az + b)/(cz + d) seklindeki tamsay1 katsayili
doniistimlerdir ve burada a, b, ¢ ve d katsayilarinin n modunda indirgenmesi kavrami
zaten bilinen indirgeme kavramudir. ¢ = 4 ve 6 olmasi1 durumlarinda elemanlar tek ve
¢ift elemanlar olarak iki smifa ayrilmustir. Bu iki durumda elamanlarin katsayilarinin v/2
ve /3 sayilarma bagli olmasi nedeniyle katsayilarin tamsay: olarak diisiiniilebilmesi
ancak V2 ve v/3 sayilarmin tamsay: olarak diisiiniilebildigi durumlarda miimkiindiir. Bu
da asal sayr modlarinda 2 ve 3 sayilarmin ikinci dereceden kalan olmalariyla
miimkiindiir. Son olarak ¢ = 5 durumunda tiim grup elemanlarinin smiflandirilmasi
q = 4 ve 6 olmas1 durumlarindaki kadar net olmasa da lineer kesirler yardimiyla
yapilmistir. Burada da cebirsel say1 olarak A5 sayismin ikinci dereceden bir say1 olmasi
nedeniyle ikinci dereceden kalanlar yardimiyla denklik ve temel denklik alt gruplarinin

hesaplanmas1 miimkiin olabilmektedir.

Ancak g > 6 durumunda 4, sayisinin en az iiglincii dereceden bir cebirsel say1 olmasi
nedeniyle ne bildigimiz indirgemeden ne de ikinci dereceden kalanlardan
faydalanmamiz miimkiin degildir. ¢ =7 ve 9 durumlarinda kiibik rezidiilerden
faydalanabilmek sdzkonusu olsa da genel olarak A, sayismin bir tamsayr olarak da
diisiiniilebilecegi modlar1 hesaplamak zordur. Bu nedenle A, sayisinin Q rasyonel
sayilar cismi iizerindeki minimal polinomunun belli modlarda ¢alisilmasina ihtiyag

duyulmaktadir. Yani A, sayisim bir tamsay1 olarak diisiinemedigimiz durumlarda
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verilen modda minimal polinomu diizenleyerek koklerini bulup 4, sayisiin o moddaki

(varsa) tamsay1 degerini elde etmek miimkiin olmaktadir.

H (Aq) Hecke gruplari, hatirlanacagi gibi T parobolik elemanli iiggensel
gruplardir. T™ € N 6zelligini saglayan en kiigiik n pozitif tam sayisi, H (lq)’nun bir N
alt grubunun seviyesidir. u = |H (Aq) : N | ve t, N ’nin parabolik smif sayismi

gostermek lizere yu = n.t bagntis1 gegerlidir.
Asagida ilk olarak modiiler grubun denklik alt gruplarina iliskin bilgiler verilmektedir.

Tamm 1.4.1.1. n € Z" olmak iizere, I'’min n seviyeli temel denklik alt grubu
az+b _ _ - — —
F(n)—{T(z)—mEF.a=d=+1, b:c:O(modn)}
olarak tanimlanir.

Tanmmm 1.4.1.2. I"’'nin I'(n) temel denklik alt grubunu iceren bir alt grubuna I'’’min n

seviyeli denklik alt grubu ad1 verilir.

I modiiler grubunun normal denklik alt gruplarmin tam bir siniflandirilmast Macquillan

(1965) ve Newman (1967) tarafindan verilmistir.

I'(n), I"'nm normal bir alt grubudur. Fakat genel olarak I"’nin tiim denklik alt gruplari,
I' da normal degildir.

I'(n)’i elde etmenin diger bir yolu da grubun tiim elemanlarmi n modunda indirgeyen
indirgeme homomorfizmasint kullanmaktir. Boylece I'(n) bu homomorfizmanin

cekirdegini olusturur.

Parson (1976) tarafindan p asal ve m = 2,3 olmak iizere H(v/m) nin p seviyeli temel
denklik alt grubu,

L,(vm)={M e H(¥m): M= £1 (modp)} (1.3)
biciminde tanimlanmaistir.

(1.3) esitligine denk olarak H (x/ﬁ)’nin p seviyeli temel denklik alt grubu yine Parson
(1977) tarafindan

12



1 (i) = 1) = 2227

cymz+d d

+1, b =c = 0 (mod p), ad—mbczl}

olarak tanimlanmaistir.

Genel olarak g € N, g > 3 ve p asal olmak iizere H (Aq)’nun p seviyeli temel denklik

alt grubu

L,(2,) ={r€eH(,) : T = +I (mod p) }

:{(; bdll):aEdEil,bECEO(mOdp),ad—lszZJ.}

seklinde tanimlanabilir.
L, (Aq), her zaman H (Aq)’nun normal bir alt grubudur.

Modiiler grup durumunda p seviyeli temel denklik alt grubunun iki farkl sekilde verilen
tanimlarinin birbiriyle ¢cakistigini yukarida belirttik. Acaba genelde diger Hecke gruplari
icin de iki farkli sekilde verilen bu alt grup tanimlar1 ¢akisacak midir? Yoksa farkl iki

alt grup mu ortaya cikacaktir? Asagida bu soruya cevap arayacagiz.

Indirgeme homomorfizmasini tanimlamanin genel olarak bir tek yolu olmadigindan

q > 3 i¢in H(44) nun temel denklik alt gruplarini elde etmek ¢ok daha karisiktir.

Tamm 1.4.1.3. $, Z[A,] nun bir ideali olmak iizere Z[/lq] ‘daki elemanlar1 mod ’de

indirgeyen
0y Z[2q] > Z[Aj]/p
doniisiimii yardimiyla
H(2,) - PSL(2,Z[A;)/8 )

doniisiimii elde edilir. Bu indirgeme homomorfizmasinin ¢ekirdegine g seviyeli temel

denklik alt grubu denir.

s bir tam say1 olmak iizere P;(4,), GF(p®)’de ¢oziime sahip olsun. Boyle bir s tam

sayist vardir ve 1 < s < d = degP;(4,) ozelligini saglar. O zaman u, GF(p®)’de
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B (A4)’nin bir ¢dziimii olsun. g, Z[/lq]’da u tarafindan tiretilen bir ideal olmak iizere

Ag + u doniisiimii tarafindan indirgenen homomorfizm
Opuq * H(Ag) — PSL(2,p®) (1.4)
bi¢ciminde tanimlanir. (1.4) doniistimiiniin ¢ekirdegi

Kp’u(/lq) = Ker(Op4.q)
olsun, Ker (0,4 4), H(44) da normaldir.

Asagida Cangiil (1993)’te Hecke gruplarinin temel denklik alt gruplar ile ilgili verilen
bazi sonuglari, ileride bu konuda calisacaklara yol gdsterici olmasi ve bu tezin

biitiinliigii acisindan hatirlatacagiz.

Verilen bir p i¢in K, ,, (Aq), p ve u’ya bagli oldugundan her bir u kokiine karsilik farkl
bir ¢ekirdek gelebilir. Dolayisiyla Modiiler grup durumundan farkli olarak diger Hecke
gruplarinda temel denklik alt grubunun klasik tanimi ile indirgeme homomorfizmasinin
cekirdegi olarak elde edildigi tanim cakismayabilir. Bazi durumlarda ise bu ¢ekirdekler
cakisabilir.

Asagidaki yardimci teorem her bir u kokiine karst gelen cekirdeklerin bazi durumlarda
cakistigin1 belirtmektedir ki bu durumda klasik tanim indirgeme homomorfizmasinin

cekirdegi tanimu ile cakismaktadir.

Yardimar Teorem 1.4.1.4. (Cangul 1993) Eger u ve v, GF(p) lizerinde F; (Aq)’nun

aymi indirgenemez f carpania karsihik gelirse K, ,, (Aq) = Ky, (Aq)’dur.
uve v, P*(/lq)’nun farkli garpanlarina karsilik gelse bile K, ,, (Aq) = Kpyp (Aq) olabilir.
Asagida bu durumu agiklayan bir 6rnek verilmistir:

Ornek 1.4.1.5. P;,(v2) mod 17°deki iki kokii igin sirasiyla Ki56(vV2) — I1;(V2) ve
K17,11(\/§) — Iy (\/E)’deki tek elemanlar
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A:<224\/§ 17)%3:(31\/5 17

) olsun. A ve B tek elemanlarininin

17 20V2 51 142
nasil bulundugu daha sonra ag¢iklanacaktir. O zaman
AB™T = (224‘/5 17 )(14‘/5 17 ) =1 mod 17 (15)
17 20v2/\ —51 31V2

denkligi gecerli olur. (1.5) bagmtisindan da
A.I;;(V2) = B.I1,(V2) (1.6)
esitligi saglanir. Dolayisi ile (1.6) esitliginden de
K17,6(\/§) = K17,11(‘/§)
bagintist alinir.

Teorem 1.4.1.6. (Cangul 1993) K, ,, (Aq), H (Aq)’nun p seviyeli normal bir denklik alt

grubudur. Yani

(1) 2 Kpu(2g)
dir. Bundan dolay1 da

I,(2g) < Nvu Kpu(Ag)
ozelligi saglanir.

Asagida halka homomorfizmasmmdan grup homomorfizmasmin nasil elde edildigi

anlatilmaktadir:
R ve § iki birimli halka olmak {izere
Yy:R— S
doniisiimii bir halka homomorfizmasi olsun. O zaman ¥ doniistimii,
Y :SL(2,R) — SL(2,8)

seklindeki bir grup homomorfizmasina indirgenir.
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Benzer olarak PSL(2,R), SL(2,R) ’nin merkeze yani +/’ya boliimii ile elde edilir.

Boylece yine ayn1 ¥ doniisiimii,
Y PSL(2,R) — PSL(2,S)
bi¢ciminde diger bir grup homomorfizmasma indirgenir.

Yukaridaki gibi bir halka homomorfizmasindan bir grup homomorfizmasi elde etme

fikri, H(A4) Hecke gruplarina da agagidaki bicimde uygulanabilir:

Z[/lq], Aq cebirsel sayisi ile tamsayilar halkasinin bir genislemesi olsun. p bir asal
olmak iizere bu halkanin tiim elemanlar1 p modunda indirgenirse Z[/lq] ‘nun tiim

elemanlarin1 p modunda indirgeyen
0yt Z[Ag] — Z[2] (L.7)

seklinde bir halka homomorfizmasi elde edilir. £} (Aq)’nun var olan her bir u € GF(p)

kokii igin A, yu u € GF (p) elemanina gotiiren
Xu 't Zy[Ag] — Z, = GF(p) (1.8)

biciminde bir halka homomorfizmasi vardir. H, (Aq), R, ve Sp tarafindan iretilen p

modundaki H(2,) nun goriintiisiinii gostermek iizere (1.7) ve (1.8)’deki iki halka

homomorfizmasi

Pp H(2,) < PSL(2,Z[A,]) — H,(4,) < PSL (2,Z,[,]) (1.9)
ve

Xu® Hy(2q) < PSL(2,2,[2,]) — PSL(2,p) (1.10)

(1.9) ve (1.10) seklinde iki grup homomorfizmasina indirgenir.
P;(A4) nun her bir u € GF (p) kokii igin K, (4,),
Xu O Pp H(/lq) — PSL (2,p)

bileske homomorfizmasinin ¢ekirdegini olusturur.
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Eger u kokii GF(p)’de degilse o zaman GF(p®) cisim genislemesindedir. O halde
yukarida yapilanlar H (Aq)’dan PSL (2,p®)’ye olan homomorfizmaya uygulanirsa bu
dontistimiin ¢ekirdegi K, ,, (Aq) olarak bulunur.

By (Aq) minimal polinomunun derecesi d ve her bir p;, derecesi d — 1’e esit veya kiiciik

olan A, nun bir minimal polinomu olmak lizere H (Aq)’nun bir T eleman:

_(P1 D2
r= (P3 P4 )
D . P1 P2
bi¢gimindedir. ¢, altinda T, T = <E p_4) elemanna doniisiir. Burada p;, katsayilar

GF(p)’de olan A, nun polinomunu gdsterir. Son olarak p;(u), u € GF(p)’de p;’nin

degerlerini gostermek lizere y, doniisiimii ile T, PSL(2, p)’deki

T, =

pi(w) po(w)
( ps(w) p.(w) )

elemanina doniisiir.

Burada Py (lq)’nun tim koklerine karsilik gelen Kp’u(/lq)’lar ile ilgilenilmeyecektir.
Sadece s’nin olas1 en kiiciik degerleri icin GF(p®)’den segilen u koklerine karsilik

gelen K, ,, (Aq)’lar ile ilgilenilecektir.

Ornek 1.4.1.7.s = 1 icin H (Aq)’dan PSL (2,p)’ye bir homomorfizma vardir. Bundan
dolayr da H (Aq) ‘nun Kp’u(/lq) ile boliimii daha sonra goriilecegi gibi PSL (2,p)

olacaktir.

I;,(/lq) ‘nun Kp’u(/lq) ‘daki indeksi 1 degilse yani I;,(/lq) ve Kp’u(/lq) farkli ise
I;,(/lq) yu hesaplamak i¢in Kp’u(/lq) kullanilacaktir. Oncelikle tiim durumlarda
H (Aq)’nun Kp’u(/lq) ile boliimii belirlenecek daha sonra da bu boliim kullanilarak

istenilen H (Aq)’nun L, (Aq) ile bolumiu elde edilecektir.
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q’nun cesitli degerleri i¢in yani ¢ =4 ve 6 icin H (Aq) ‘nun I;,(/lq) ve Kp’u(/lq) ile
boliimleri elde edilmis ve bunlara iliskin teoremler ispatlari ile birlikte Cangiil (1993)

tarafindan verilmistir. Asagida bununla ilgili bilgiler hatirlanacaktir.

1.4.2. H(v2) ve H(/3)’iin temel denklik alt gruplan

Bu bolimde m =2 ve 3 i¢in Cangiil (1993) tarafindan verilen H (x/ﬁ) ‘nin temel
denklik alt gruplar1 ve bunlarin teorik grup yapisi ile ilgili bilgiler hatirlanacaktir.

Bu bilgiler 1s1ginda ncelikle H(v/m) ’nin Kp’u(\/ﬁ) ile bolimii daha sonra da
H (x/ﬁ)’nin L, (x/ﬁ) ile boliimii verilecektir.

Asagida g = 4 icin Cangiil (1993)’lin ¢aligmasinda H (\/E)’nin denklik alt gruplar ile

ilgili verilen sonucu hatirlatiyoruz.

Teorem 1.4.2.1. H (\/E) Hecke grubunun Kp’u(\/i) ve I;,(\/E) temel denklik alt

gruplar ile olan boliim gruplar:

PSL(2,p) p = +1 mod 8

H(V2)/K,,(vV2) ={ PGL(2,p) p =43 mod 8
G, p=2
veE
C, X PSL(2,p) p = +1 mod 8
H(V2)/r,(V2) = PGL(2,p) p=+3 mod8
D, p=2
seklindedir.

Asagidaki Ornek 1.4.2.2. daha once Ornek 1.4.1.5’te verilen tek elemanlarin elde edilisi
ile ilgilidir.
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Ornek 1.4.2.2. p = 17 olsun. O zaman u = V2 = +6 mod 17°dir. u = 6 mod 17 kokii
. o xV2 y .y 3
secilsin. Ky, ¢ (\/E) — 1117(\/5) deki A = tek matrisinin ne oldugu
z tv2
bulunmalidir. Bu bi¢gimdeki bir tek eleman
A=2xt—yz=1 (1.11)
xu=tu=1, y=z=0 mod17
kosullarini saglar.
u = 6 mod 17 oldugundan

x=t=20 mod17 (1.12)

denkligi alinir. Buradan da a, b, ¢, d negatif olmayan tamsayilar olmak iizere (1.12),

(1.11)’de yerine konulursa
2(20+17a)(20+17b) —17¢17d =1
esitligi almir. Boylece yapilan bir takim hesaplamalar sonucu
47 +2-20(a+ b) +2-17ab = 17cd (1.13)
esitligi elde edilir. (1.13) esitligi
17|(47 + 2:20(a + b)) (1.14)

oldugunda bir ¢oziime sahiptir. (1.14)’te k = 47 ve v = 20 olarak bilindiginden (1.14)
saglanacak sekilde negatif olmayan a ve b tamsayilar1 segilebilir. (1.13) esitliginin

sonsuz ¢oklukta ¢coziimii oldugundan b = 0 ve ¢ = 1 secilerek
47 +220a =17d (1.15)

esitligi bulunur. (1.15) esitligi de sadece a = 12 ve d = 31 i¢in saglanir. Dolayist ile

(1.13)’in 6zel bir ¢oziimii

A:<(20+17-12)\/§ 17 >:<224\/§ 17 )
3117 20V2 527  20V2
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seklinde elde edilir. Yani 17 = 1mod 8 oldugundan Ki,¢(v2) — I1,(V2) *deki A

elemani

A:<224\/§ 17)
17 202

biciminde bulunur.

u € GF(17)’nin diger 11 degeri segilirse benzer sekilde yapilan hesaplamalar sonucu

diger tek eleman da yani K17,11(\/§) - I, (\/E)’deki B elemani da

2= (5 )

seklinde elde edilir. Bu 6zel 6rnekte goriildiigii gibi —11 = 6 mod 17 oldugundan bu

iki u kokiine karsilik gelen bu iki temel denklik alt grubundan birinin iireteci, digerinin

tiretecinin tersidir. Bundan dolay1 bu iki alt grup, H (\/E )’de birbirine izomorfiktir.

Asagida g = 6 i¢in Cangiil (1993)’iin calismasinda verilen H (\/§)’iin temel denklik
altgruplarmin hesaplanigma iligkin sonu¢ goriilmektedir. ¢ = 6 durumu, tamamen

q = 4 durumuna benzerdir.

Teorem 1.4.2.3. H (\/§) Hecke grubunun K, ,, (\/§) ve I},(\/g) temel denklik altgruplar:

ile olan boliim gruplari

( PSL(2,p) p=+1 mod12
| PGL(2,p) p % +1 mod 12,
H(V3)/K,u(V3) = | p 2
| C, p=3
k D3 p = 2
ve
( C; XxPSL(2,p) p=+1 mod 12
| PGL(2,p) p Z +1 mod 12,
H(V3)/1,(v3) = { p 2
I (C3XC3)262 p:?)
k D6 p = 2
seklindedir.

20



Teorem 1.4.2.3'te p =3 i¢in H(V3)/I,(vV3) = (C3 X C3) 1 C, olup “1” simgesi

wreath carpmini gostermektedir.

Asagida Teorem 1.4.2.3’tin uygulamasma iliskin bir ornek verilmektedir. Burada

yapilan hesaplamalar Ornek 1.4.2.2’dekine benzerdir.

Ornek 1.4.2.4. p = 23 olsun. O zaman u = V3 = +7 mod 23°dir. u = 7 mod 23 kokii
. o xvV3 y . .
secilsin. K37 (\/§) — 1123(\/5) deki A= tek matrisi  seklinde

z tV3
bulunmalidir. Bu bi¢gimdeki bir tek eleman
A=3xt—yz=1 (1.16)
xu=tu=1, y=z=0 mod?23
kosullarini saglar.
u = 7 mod 23 oldugundan

x =t =10 mod 23 (1.17)

denkligi alinir. Buradan da a, b, ¢, d negatif olmayan tamsayilar olmak iizere (1.17),

(1.16)’da kullanildiginda
3(10 + 23a)(10 + 23b) — 23¢23d =1
esitligi alinir. Boylece yapilan bir takim hesaplamalar sonucu
13+ 3-10(a + b) + 3-23ab = 23cd (1.18)
esitligi elde edilir. (1.18) esitligi
23|(13 + 310(a + b)) (1.19)

oldugunda bir ¢oziime sahiptir. (1.19)’da k = 13 ve v = 10 olarak bilindiginden (1.19)
saglanacak sekilde negatif olmayan a ve b tamsayilar1 segilebilir. (1.18) esitliginin

sonsuz ¢oklukta ¢coziimii oldugundan b = 0 ve ¢ = 1 secilerek

13 +3.10a = 23d (1.20)
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esitligi bulunur. (1.20) esitligi de sadece a = 8 ve d = 11 icin saglanir. Dolayist ile

(1.18)’in 6zel bir ¢oziimii

A:<00+2&mﬁ§ zs>:<1%J§ 23)
1123 10V3 253 10V3

seklinde elde edilir. Yani 23 = —1mod 12 oldugundan K5 ,(V3) — I3 (V3) "teki 4

tek elemani

A:<224\/§ 23)
253 10V3

biciminde bulunur.

Asagidaki sonug Cangiil (1993) tarafindan verilmis olup m = 2 ve 3 igin H(v/m) nin
Ky (x/ﬁ) ve [ (x/ﬁ) denklik alt gruplarmin indeksleri hakkinda bilgi vermektedir.

Sonu¢ 1.4.8.5. H (x/ﬁ) ‘nin Kp’u(ﬁ) ve I;,(M) denklik alt gruplarmin indeksler

formiili
(pr(p—Dp+1)/2 m ,mod p'de karesel
vep#m
p(p—1(p+1) m, modp'de karesel degil
|H(M)/Kp,u(‘/m)| = 3 vep # 6/m
2 p=m
24 m=2,p=3
\ 6 m=3,p=2
ve
( re-D@+1) p#*mé6/m
I 2m? p=m
/R =1 2 m=2p=3
I( 12 m=3,p=2
bicimindedir.

22



Cangiil (1993)’teki calismasinda m = 2 ve 3 icin H (x/ﬁ)’nin Kp’u(ﬁ) ve I;,(M) alt
gruplariin teorik grup yapisi hakkinda bilgiler vermistir. Burada bu alt gruplara iligkin
birka¢ ornek verilecektir. Oncelikle H (\/E) durumundaki grup yapis: ile ilgili 6rnek

verilecektir.

Ornek 1.4.2.6. p = 17 olsun. O zaman 17 = 1 mod 8 ’dir. Bu durumda Teorem
1.42.1’e gore H(\/E) ‘nin K17,u(\/§) ve I3, (\/E) ile bolim gruplar1 sirasiyla
PSL(2,17) ve C; X PSL(2,17) dir. Buna gore Kp’u(\/i) ve I;,(\/E)’nin gosterimleri

I
—14+—(p—
g=1tg,0=%
olmak iizere (g ; 0#/P)) seklindedir.

Oncelikle Teorem 1.4.2.5 geregince V2 = 6 mod 17 karesel oldugundan K17,6(\/§) =
Ki711(V2)’nin y indeksi 17169 = 2448 dur. Buradan Ky, ¢(V2) = Ky71,(¥2) nin

cinsi

g=1+-222(17-4) =235

817
bi¢ciminde bulunur. Dolayisi ile de K, ¢ (\/E) = K17,11(\/§)’nin gosterimi

(235; 00(17‘16‘9/17)) — (235; oo(144))

seklinde alinir. Benzer olarak Teorem 1.4.2.5 geregince I3, (\/E) ‘'nin p indeksi
171618 = 4896°dir. I;,(v2) nin cinsi

g=1+"2228(17 —4) = 469

817
seklinde bulunur. Boylece I3, (\/E)’nin gosterimi
(469; 00(17‘16‘18/17)) — (469; oo(288))

bicimindedir.
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Ornek 1.4.2.6’dan Ky (\/E) ve I;,(\/E)’nin cinsleri ve parabolik sinif sayilar1 arasinda
asagidaki bagntilar gecerlidir. Buna gore Kp’u(\/i)’nin cinsi g, parabolik sinif sayisi
ty ve Fp(\/i)’nin cinsi g, , parabolik sinif sayis1 ¢, olmak iizere

gy =29, —1

veE

bagntilar1 gecerlidir.
Simdi de H (\/§ ) durumundaki grup yapist ile ilgili 6rnek verilecektir.

Ornek 1.4.2.7. p = 23 olsun. O zaman 23 = —1 mod 12°dir. Bu durumda Teorem
1.4.2.3’e gbre H(\/g)’iin Kp’u(\/g) ve I;,(\/g) ile boliim gruplari sirasiyla PSL(2,p) ve
C, x PSL(2, p) bicimindedir. Yani H(v3)/K,,(v3) = PSL(2,p) veH(V3)/I,,(V3) =
C; X PSL(2,p)’dir. Buna gore K, ,, (\/§) ve I},(\/g)’iin gosterimleri

= Koy —
g=1+0-3)
olmak iizere (g ; 00#/P)) seklindedir.

Oncelikle Teorem 1.4.2.5 geregince V3 = 7 mod 23 karesel oldugundan K23,6(\/§) =
K3311(V/3)nin p indeksi 232212 = 6072’dir. Buradan K,3 ,(v/3) = K;3 16(v/3) nin

cinsi

232212
—(2
623

g=1+ 3-3) =881
dir. Dolayis1 ile de K23,7(\/§) = K33 16 (\/§)’nin gosterimi
(881; oo(23‘22‘12/23)) — (881; oo(264))

seklinde almir. Benzer olarak Teorem 1.4.2.5 geregince 1123(\/5) Un p indeksi
232224 = 12144'tiir. 1123(\/5)’iin cinsi
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232224
623

g=1+ (23-3)=1761

seklinde bulunur. Boylece I35 (@)’nin gosterimi
(1761, 00(23‘22‘24/23)) — (1761, oo(528))
bicimindedir.

Asagida Cangiil (1993) tarafindan verilen ¢ = 5 degeri i¢in H(A5) Hecke grubunun
temel denklik altgruplari ile ilgili bilgiler hatirlanacaktur.

1.4.3. H(A3)’nin temel denklik alt gruplan

q =5 igin x? —x —1 =0 minimal polinomunun kokii, altin oran olarak bilinen

A=A = 1+T\/§ sayisidir. 22 = 2+ 1 oldugundan Q(A) 'min her eleman: A’ya gore

dogrusaldir. Yani a,b € Q olmak iizere Q(A) ’nmn her elemani aA + b bigimindedir.
Bundan dolay1 a,b € Z olmak iizere H(As) Hecke grubunun doniisiimlerinin tiim

katsayilar1 ad + b bigiminde olacaktir.
H(As) Hecke grubunun
R2=55=1
bagintisini saglayan
R=(3 5)s=(0 %)
seklindeki matrislere karsilik gelen elemanlar tarafindan iiretildigi bilinmektedir.

H(As) Hecke grubunun denklik alt gruplari su bigimde elde edilir:

Bir p asali i¢in H(A5) Hecke grubunun tiim elemanlari asal modda indirgenir. Bu
indirgeme ile H(As)’ten H(4s) /K, (As) boliim grubuna bir homomorfizma elde edilir.

Bu homomorfizma ile R, S ve T elemanlar17,, s

H(2s) /Kpu(2s)

p Ve t, elemanlarina doniistir. Boylece
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. 2
1y, sp: 1y =5

bi¢cimindeki grubun homomorfik bir goriintiisii olur.

H(A5) Hecke grubunun denklik alt gruplarinin elde edilmesi ile ilgili olasi durumlar

Cangiil (1993) tarafindan incelenmis ve asagidaki sonu¢ bulunmustur.

Teorem 1.4.3.1. H(As) Hecke grubunun K, (As) temel denklik alt grubu ile olan

boliim gruplari
(PSL(2,p) p = +1mod 10,
| PSL(2,p?) p = +3 mod 10,
HO) [Kyu(As) = | p=3,
I Ds p =2,
k As p=35

seklindedir.
Asagidaki 6rnek Teorem 1.4.3.1’in uygulamasi niteligindedir.

Ornek 1.4.3.2. p = 41 olsun. 41 = 1 mod 10 ve 5 mod 41°de karesel oldugundan
V5 € GF(41) *dir. Pi(As) =As° — A5 —1 ikinci dereceden minimal polinom
oldugundan PZ(45) ’e karsihk gelen iki kok vardir. 72 —7 — 1 = 41 = 0 mod 41
oldugundan u=7 ve 352—35-—1=1189=29-41=0mod 41 oldugundan
v = 35 olmak {iizere A5 ’in 41 modunda iki degeri vardir. Buradan da A5 — 7 ve

As — 35 doniistimleri tarafindan indirgenen
0, : HAs) — PSL(2,p).,i=1,2

bi¢giminde iki homomorfizma elde edilir. Dolayis1 ile H(As) Hecke grubunun, 7 ve 35
koklerine karsilik gelen Ky, 7(As) ve Ky, 35(45) seklinde iki ¢ekirdegi elde edilir. Bu da
H(4s) Hecke grubunun K, 7(45) ve K, 35(45) seklinde iki normal denklik alt grubuna

sahip olmas1 anlamina gelmektedir.

Asagida H(As5) teki K, ,,(As) cekirdeginin teorik grup yapismi hatirlatict bazi bilgiler

verilmektedir.
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H(As) /Ky, (4s) bolim grubunda

r? =]

p =S

5
P
bagintis1 gecerli oldugundan tiim alt gruplar serbesttir. Buna ek olarak t;,) =1

oldugundan K, (4s) , p seviyedendir. Permutasyon metodu ve Riemann-Hurwitz

formiiliinden K, ,, (1s),
-~ — . oo1/P)
(1450105 00) 2

biciminde bir gdsterime sahiptir.
Asagidaki ornek K 7(As) ¢ekirdeginin gosterimi ile ilgilidir.

Ornek 1.4.3.3. H(As) /K41,(As) bolim grubunun indeksi 41-40-21 = 34440 *dur.
Dolayisi ile (1.21)’den Kyq ,,(45),

(4747 ; co(840))
seklinde bir gosterime sahiptir. Yani Ky, ,,(As) = (4747 ; 00840 ) dur.

Buraya kadar yapilan hatirlatmalar1 kisaca oOzetlemek gerekir. ¢ =4 ve 6 icin
Kp’u(ﬁ) cekirdeginin nasil elde edildigi, bu cekirdek yardimiyla I;,(\/E) temel
denklik altgruplarinin nasil bulundugu hatirlatildi. Daha sonra da p asalinin cesitli
degerleri ig¢in bu denklik alt gruplarinm farkli oldugu ve sonra da H(Ag)’in temel
denklik alt gruplarmm nasil elde edildigi hatirlatildi. ¢ = 4 ve 5 durumlarinin aksine
p = £1mod 10 durumu i¢in H(As) in K, ,,(As) biciminde iki altgruba sahip oldugu

goriildii.

1.4.4. Diger Hecke gruplarinin temel denklik alt gruplar

q = 3,4,5 ve 6 durumlar1 icin Cangiil (1993) tarafindan verilen sonuglar, bu kisma
kadar aciklayici orneklerle desteklendi. Simdi de g = 7 asal olmas1 durumunda yine

Cangiil (1993) tarafindan verilen sonuglar hatirlanacaktir. Burada q = 7 durumu,
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H (Aq) / Ky, (Ag) bOlim grubunun Hurwitz grubuna denk olmasi agisindan dikkate

degerdir. Aslinda p = 2 disindaki béliimlerin tiimii, Hurwitz grubuna denktir.

Asagida Cangiil (1993) tarafindan verilen sonug, p ’nin tiim olasit durumlar1 igin

H(A;) nin temel denklik alt gruplarin1 vermektedir.

Teorem 1.4.4.1. H(A;) Hecke grubunun K, (4;) temel denklik alt grubu ile olan

boliim gruplari
D, p=2
NG K =1 o515 ) o= t1mod7
PSL(2,p") p#+1 mod7, p+2
bicimindedir.

Ornek 1.4.4.2. p =29 olsun. O zaman 29 = 1 mod 7 'tiir. 7 asal oldugundan bu
denklik, 29 = 1 mod 14 ifadesiyle ayni anlama gelir. Buradan da P;(1,) = 1,°> —
A,% — 22, + 1 iiciincii dereceden minimal polinom oldugundan P;(1,)’e karsilik gelen
ic kok vardr. 113 —112-21141= 1189 =29-41 = 0 mod 29 oldugundan
u=11€ GF(29), 223 —-222-222+1=10121 = 29349 = 0 mod 29

oldugundan v =22€ GF(29) ve 263—-262—226+1=16849=29581=
0 mod 29 oldugundan t = 26 € GF(29) olmak iizere A, ’nin 29 modunda ii¢ degeri

vardir. Buradanda 1, — 11, 1, — 22 ve 4; — 26 doniistimleri tarafindan indirgenen
0,: HA,) — PSL(2,p).,i =123

bigiminde iic homomorfizma elde edilir. Dolayisi ile H(A,) Hecke grubunun 11, 22 ve
26 koklerine karsilik gelen Kyg11 (A7), Ky922(A7) ve Kyg,6(4;) seklinde ii¢ cekirdegi
elde edilir. Bu da H(4;) Hecke grubunun K911 (47), K3922(A7) ve Kyg,6(A;)seklinde

lic tane normal denklik alt grubuna sahip olmas1 anlamina gelmektedir.

Ornek 1.4.4.2°de ¢ =7 ve p = +1mod 7 durumu igin GF(p)’de P;(x)’in her bir
kokiine karsilik H(A,) ’den PSL(2,p) ’ye ii¢ homomorfizma elde edildi. Bu
homomorfizmalardan da H(A,) nin eslenik olmayan ii¢ normal alt grubu bulundu.

Benzer iglemler ¢ > 7 oldugunda da yapilabilir. Her seferinde F;(x) asal p modunda
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indirgenir. Sonra da F;(x), ya GF(p)’de ya da GF(p)’nin sonlu genislemesinde
pargalanir. Yani P, (x)’1n asal p modundaki kokleri ya GF(p)’de ya da GF(p)’nin sonlu
genislemesindedir. Eger 6zel bir u kokii GF (p)’de ise o zaman H(A,)’dan PSL(2,p)’ye
bir homomorfizma vardir ve bu homomorfizmanin ¢ekirdegi de K, ,, (Aq)’dur. Benzer
sekilde n, P;(x) minimal polinomunun d derecesine esit veya d derecesinden kiigiik
olmak lizere eger u € GF(p™) ise o zaman K, (Aq) cekirdekli H(44) ’dan
PSL(2,p™)’ye bir homomofizma vardir. Boylece her bir u kokiine karsilik baska bir

Kpu (Aq) normal alt grubu elde edilir.

Asagidaki sonug Cangiil (1993) tarafindan elde edilmis olup g > 7 tek asal olmasi
durumundaki H(44) nun denklik alt grubunu vermektedir.

Teorem 1.4.4.3. Eger p = +1 mod q ise her bir u € GF (p) kokiine kargilik
0 : H(/lq) — PSL(2,p)

seklinde bir homomomorfizma vardir ve bu homomorfizmanin ¢ekirdegi K, ,, (Aq) "dur.
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2.1, VE 2,’NUN MINIMAL POLINOMLARI

2.1. Giris

Bilinen ilk dort Hecke grubu olan I', H(v/2), H(4s) ve H(V/3) igin Q iizerinde Ag nun
minimal polinomlar1 sirastyla A3 — 1, A5 — 2, A2 — Ag — 1 ve A2 — 3 tiir. Goriildiigii
gibi q <7 iken Q ilizerinde A4, ’nun minimal polinomlarmni elde etmek ve bununla
birlikte bu polinomlarin asal moddaki koklerini bulmak olduk¢a kolaydir. Buna karsin
q = 7 oldugunda q € N olmak iizere A, = 2cos m/q cebirsel saysi, derecesi 3 ve 3’ten
biiyilik olan bir minimal polinomun kokiidiir. Bundan dolay1 da ¢ = 7 oldugunda A, nun
minimal polinomlarini ilk dort durumda oldugu gibi elde etmek kolay degildir. Cangiil
(1993) ¢alismasinda q = 7 oldugunda q’nun tek ve ¢ift oldugu durumlar igin A, nun
minimal polinomlarinint elde etmeyi basarmistir. Bu tez calismasinin bu boliimiinde
q €N, g = 3 olmak iizere A, = 2cos m/q cebirsel sayisinn minimal polinomunun asal
moddaki kokleri ile ilgili sonuclar elde edilecektir. Bu sonuglar, ayrik gruplar teorisinde
onemli bir problem olan Hecke gruplarmin denklik alt gruplarinin hesaplanmasinda

yarar saglayacaktir.

Cangiil (1993) calismasinda A, nun minimal polinomlar1 i¢in verdigi formiillerde Q
lizerinde x = cosm/q ’nun 1, minimal polinomlar1 dikkati c¢ekmektedir. Bu
polinomlarmm hesabi1 Watkins ve Zeitlin (1993) tarafindan Chebycheff polinomlar:
yardimu ile yapilmistir. Cangiil (1993) calismasinda da 2g = n olmak iizere 1 < n < 13
i¢in Y, (x) polinomlarin1 vermistir. n > 13 durumunda 1, (x) polinomlarinin hesabini
el ile yapmak olduk¢a zor ve zaman alicidir. Bundan dolay1 bu tez calismasinda n > 13
durumunda 1, (x) polinomlarmin hesabinin nasil yapildigit MAPLE adli matematiksel
yazilim kullamlarak anlatilacaktir. Boylece g > 7 durumundaki Q iizerinde A, 'nun

minimal polinomlarinin hesaplanmasi kolaylasacaktir.

Bu boliimde yapilan hesaplamalarda MAPLE’1n secilmesinin sebebi, Maple’in diinya
capinda, egitimde, arastirmalarda ve sanayide kullanilan giicli bir matematiksel
problem ¢dzme ve goriintilleme sisteminin olmasidir. En giiclii 6zelligi ise sembolik

problem ¢6zme algoritmalaridir. Sadece yiizeysel-nokta sayilar1 ile calisabilen
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geleneksel matematik yazilimlarinin aksine, Maple formal matematiksel ifadeler

kullanarak problem ¢6zebilir ve cevaplart matematiksel objeler olarak verebilir.

Cangiil (1993) calismasinda q < 50 igin A, 'nun minimal polinomlarinin bir listesini
vermistir. Fakat q > 50 durumunda A, 'nun minimal polinomlarin1 program
kullanmadan yapmak olduk¢a gii¢ ve zaman alicidir. Bu sebeple bu tez calismasinda
daha ©once Cangiil (1993) tarafindan yapilan listeyi genisletmek amaciyla g > 50
durumunda bu minimal polinomlarin1 hesabmin nasil yapildigt MAPLE kullanilarak

anlatilacaktir. Boylece genisleyen bu liste daha pek ¢ok ¢aligmanin Oniinii acacaktir.

Calismanin bu boliimiinde Oncelikle Chebycheff polinomlar1 daha sonra Dickson
polinomlar1 ve en sonunda da ¥, (x) polinomlar: ilgili hatirlatmalar yapilmigtir. Buna
ek olarak Chebycheff ve Dickson polinomlarinin genisleyen listeleri MAPLE
kullanilarak hesabmin nasil yapildigr anlatilmistir ve bu polinomlarm MAPLE’da
yazilan algoritmalar1 verilmistir. Boylece istenilen listeler, saniyeler gibi kisa bir zaman

icinde MAPLE tarafindan verilir.

2.2. Chebycheff Polinomlar:
Tamm 2.2.1.n € N i¢in x,0 € R, [x| < 1 olmak iizere

T,(x) := cos(ncos™1x)

veya 6 € R olmak lizere
T, (cosB) = cos(nB)

biciminde tamimhi T,(x) polinomuna n. Chebycheff polinomu adi verilir.

deg(Tn (x)) = n’dir.

Bazi T,,(x) polinomlar1 asagida verilmistir.
To(x) =1,
Ty (x) = x,
T,(x) = 2x% -1,
T3(x) = 4x3 — 3x,
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T,(x) = 8x* — 8x2% + 1.
Cangiil (1993) tarafindan 0 < n < 17 i¢in T,,(x) polinomlarinin bir listesi verilmistir.
Bu tez calismasinda ise hesaplamay1 kisa bir siirede yapabilen MAPLE kullanilarak
n > 17 igin T, (x) polinomlarinin genisleyen bir listesi elde edilmistir. Bu ¢aligmada bu
liste cok uzun oldugu i¢in smirlandirma geregi duyulmustur ve sadece 0 <n < 100

icin T,,(x) polinomlarinin listesi verilmistir.
Asagida bu polinomlarin MAPLE kullanilarak nasil elde edildigi anlatilmistir.

Bazi  polinomlar, MAPLE tarafindan bilinmekte olup bu polinomlar
“[G,H,L,P, T, U]” isimli paket i¢indedir. Chebycheff polinomlar1 da bu paket icinde
olup “ T “ ile gosterilir. Bu polinomlarin uygun bir dongii altinda hesaplanabilmesi i¢in
oncelikle bu paketin ¢agrilmasi gerekmektedir. Paketin ¢cagrilmasindan sonra n € N i¢in
yazilan dongii ile program tarafindan Chebycheff polinomlarmin hesabi yapilir. Burada
bu dongii sadece 0 < n <100 icin yapimistir. Asagida “for” dongiisii icindeki
“print (n,sort (T(n,x)))” komutunda virgiilden Onceki sayr n’i; sonraki
polinom olan T (n, x) ise n-inci Chebycheff polinomunu gostermektedir.

>with (orthopoly) ;

[G,H,L,P,T,U]
> f:=proc(x)local n;with(orthopoly);for n from 0 to 100 do

print (n, sort (T(n,x)));end do;end proc;

f=proc(x)
local n;
with( orthopoly ); for n from 0 to 100 do print(n, sort(T(n, x))) end do
end proc
> f(x);
0,1
1,x
2,2x>—1
3,4x3-3x
4,8x*—8x%+1

5,16 x> -20x°+5x
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6,32x°—48 x*+18 x> -1
7,64x" —112x°+56x° -7 x
8,128 x®—256 x°+ 160 x* =32 x> + 1
9,256 x” — 576 x’ +432 x> =120 x* + 9 x
10, 512 x'9— 1280 x® + 1120 x° — 400 x* + 50 x* — 1
11,1024 x'" — 2816 x” + 2816 x" — 1232 x> + 220 x> — 11 x
12,2048 x> — 6144 x'0+ 6912 x® — 3584 x° + 840 x* - 72 x* + 1
13,4096 x° — 13312 x'' + 16640 x” —9984 x” +2912 x° — 364 x> + 13 x
14,8192 x'* - 28672 x'2 + 39424 x'°— 26880 x* + 9408 x° — 1568 x* + 98 x* — 1
15, 16384 x> — 61440 x' + 92160 x'' — 70400 x° + 28800 x” — 6048 x° + 560 x* — 15 x

Asagidaki yardimci teorem Chebycheff polinomlar1 arasinda iyi bilinen bir indirgeme

baginitisidir.
Yardimci Teorem 2.2.2. n € N olmak tizere
Tn+1(x) = szn(x) - Tn—l(x)

bagintis1 gegerlidir.

2.3. Dickson Polinomlari

neN,|x| <2,x,0 €R, x = D;(x) = 2cosf olmak iizere

Dp(x) = 2T, (x/2)
= 2cos(ncos™(x/2)) 2.1
= 2cosnf

biciminde gecerli olan esitlik, Chebycheff polinomlarinin normalizasyonu olarak bilinir.

Bu polinomlarin normalizasyonu D,, ile gosterilir.

(2.1yde @ =m/q,q €N, q = 3 olsun. O zaman x = A, olmak iizere D,,(x), A, nun bir

polinomu olur. Gercekten de { = /9 olmak iizere
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Dn(/lq) = ZcosT;—" ="+
esitligi gecerlidir.
Tamim 2.3.1. [a], @’ya esit veya @’dan kiigiik en bilyiik tam say1y1 gostermek iizere

Da() = Ty 2 (M ) e 2.2)

n-2 4 n(’;'_3)xn—4 _ n(n—43)'(n—5)xn_6 + ...

=x"—nx

biciminde Weber (1898) tarafindan acik¢a tanimlanan polinomlara Dickson

polinomlar adi verilir. Ayrica

deg(Dn(x)) =n
dir.
Asagidaki yardimci teorem Dickson polinomlart i¢in bir indirgeme bagintisidir.

Yardimci Teorem 2.3.2. n € N ve Dy(x) = 1 olsun. O zaman
D,(x) = xD; (x) — 2Dy(x)
Dpy1(x) = xDp(x) — Dy (x),n > 1

esitlikleri gecerlidir.
Baz1 Dickson polinomlar1 agagida verilmistir.

D;(x) = x,

D,(x) = x? -2,

D3 (x) = x3 — 3x,

D,(x) = x* — 4x% + 2,

Ds(x) = x> —5x3 + 5x .
Cangiil (1993) calismasinda 0 < n < 32 i¢cin Dickson polinomlarmin bir listesini
vermistir. Fakat n’nin artan dogal say1 degerleri i¢in bu polinomlarin hesabin1 yapmak
giderek zorlagsmakta ve zaman kaybina sebep olmaktadir. Bu sebeple bu tez

caligmasinin  bu boliimiinde n € N i¢in D,(x) polinomlarinin hesabi MAPLE
kullanilarak kolaylikla yapilabilmistir. Boylece bu polinomlar i¢in olduk¢a uzun bir liste
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elde edilmistir. Bu caliymada sadece 0 < n < 100 icin Dickson polinomlarinin bir

listesi verilmistir.

Asagida Dickson polinomlarinin hesabi MAPLE kullanilarak nasil elde edildigi
anlatilmaktadir.

MAPLE’da o6ncelikle Dickson polinomunun tanimi yapilmistir. Daha sonra dan € N
icin D, (x) polinomlarinin hesabi i¢in uygun dongii yazilarak algoritmasi verilmistir.

Boylece MAPLE ile istenen Dickson polinomlarinin bir listesi elde edilir.

>Sum((-1)*i*n* (n-1-i) !/ (n-2*%i) 1 *1/i!*x~
(n-2*i) ,i=0..floor (n/2));

floor| = . n—12i
éz)(-l)’n(n—l—i)!x( 20

(n—20)

i=0

> f:=proc(x)local n,DO;n:=0;D0:=1;for n from 1 to 100 do
print (n, sort (sum((-1) *i*n* (n-1-i) !/ (n-2*i) ! *1/i!*x" (n—

2*i) ,i=0..floor(n/2)))) ;end do;end proc;

f=proc(x)

local n, DO;
n:=0;
DO :=1;

for n to 100 do print( 7, sort( sum(
(-1)Nixnx(n — 1 —i)xaN(n = 2xi)/((n—2xi)!Xi!),i=0 .. floor(1/2xn))))

end do
end proc
>f(x);
n:=0
DO :=1
1,x
2,x>-2
3. °-3x
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5 -5x+5x
6, xX°—6x*+9x*-2
7.x =TxX+14x3=7x
8,x*-8x°+20x*-16x*+2
9,x°—9x"+27x° =30 x> +9x
10, 0= 10 x¥+35x0-50x*+25 x> -2
1, x" =11 X7 +44x"-77 X +55 x> -~ 11 x
12, x"2 =12 x'+ 54 x* =112 x° + 105 x* — 36 x* + 2
13, xB =13 x"+65x7-156 x" + 182 x° - 91 x> + 13 x
14, x"* — 14 x"2 + 77 x"° =210 x® + 294 x° — 196 x* + 49 x* -2
15, x5 =15 xB+90 x'" =275 x° +450 x' =378 X’ + 140 x> — 15 x
16, x'°— 16 x' + 104 x'* - 352 x'° + 660 x* — 672 x° + 336 x* — 64 x* +2
17, x"7 =17 xP + 119 xP - 442 x" + 935 % = 1122 " + 714 x° =204 x> + 17 x
18, x'8 — 18 x'0+ 135 x'* — 546 x'2 + 1287 x'— 1782 x® + 1386 x° — 540 x* + 81 x* - 2

19, x" =19 x'7 + 152 x5 = 665 x"2 + 1729 x"' = 2717 x° + 2508 x” — 1254 x° + 285 x*
—19x

20, x2° =20 x"® + 170 x'¢ = 800 x'* + 2275 x'? — 4004 x'° + 4290 x® — 2640 x°® + 825 x*
—100 x> +2

2.4. Y, (x) Minimal Polinomlar

n € N olmak iizere Q iizerinde x = cos2m/n ’nin minimal polinomu ¥, (x) ile
gosterilsin. O halde n = 2q icin Q iizerinde x = cosm/q ’nin minimal polinomu

P4 (x) olur.

Asagida Watkins ve Zeitlin (1993) tarafindan yapilan deg i, (x)’in elde edilisi ile

bilgiler verilecektir.
{, = cos(2m/n) + i sin(2m/n) birimin n-inci ilkel kokii olsun.

cos(2n/n) = ({, + {71 /2

oldugundan Q rasyonel sayilar cismi iizerinde
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Q(¢) 2 Q(cos(2m/n)) 2 Q

bagintis1 gecerlidir. Buna gore Q {lizerinde (@(cos(Zn/ n)) genislemesinin derecesi

hesaplanmalidir. ¢,
x?—2cos2m/n)x + 1
ikinci dereceden polinomunun bir kokii oldugundan
[Q(%) : Ql = ¢(n)
ve
[Q(Z) : Q(cos(2m/n))] = 1 veya 2
esitlikleri gecerli olur. Eger n > 3 ise ¢, reel degildir, dolayisi ile
(@) : @(cos(2n/m))] = 2
esitligi gecerli olur. O halde
[@(cos2n/m)) : @] = p(0)/2
esitligi bulunur. Boylece istenilen

1, n=12
deg l/)n(X) = { (p(n)/z' n 2 3

esitligi elde edilir.

Watkins ve Zeitlin (1993) tarafindan verilen asagidaki teorem, Chebycheff polinomlar1

yardimiyla ¥, (x) minimal polinomlarinin hesabinin nasil yapildigini agiklamaktadir.

Teorem 2.4.1. 1., cos(2m/n)’in minimal polinomu ve Ty, s-inci Chebycheff polinomu

olmak tizere

i)n=2s+ 1tekise

Ts41(x) — Ts(x) = 2° [lajn Ya () ; (2.3)

ii) n = 2scift ise
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Ts+1(x) - Ts—l(x) =2° Hd|n PYa(x) (2.4)
esitlikleri gecerlidir.
Ispat: Ayrmtili ispat icin Watkins ve Zeitlin (1993)’e bakniz.

Cangiil (1993) calisgmasinda 0 < n < 13 i¢in Y, (x) minimal polinomlarin bir listesini
vermistir. Yine daha once Chebycheff ve Dickson polinomlarinda oldugu gibi bun €
N’nin artan degerleri i¢in ¥, (x) minimal polinomlarinin el ile hesaplanmasi olduk¢a
zorlasmakta ve zaman almaktadir. Bu amacgla bu tez ¢alismasinda bu polinomlarin
hesabi Teorem 2.4.1. yardimiyla MAPLE kullanilarak yapilmis ve n > 13 icin
genisleyen bir liste kolaylikla edilmigtir. Bdylece q > 50 igin A, 'nun minimal

polinomlarmin hesaplanmasi kolaylagmustir.

2.5. 2;’nun minimal polinomu
Asagida A, nun minimal polinomu ile ilgili baz1 hatirlatmalar yapilacaktir.

Aq = 2cos (m/q)’nun minimal polinomu P; ile gosterilsin. Cangiil (1993) ¢alismasinda

deg F; ile ilgili asagidaki teoremi ve sonucu vermistir:

Teorem 2.5.1. P; , A, = 2cos (7/q) nun minimal polinomu olmak iizere

deg Py = w(iq)
dir.
Teorem 2.5.1.°in 15181nda ¢’nun tek ve cift oldugu durumlar icin de asagidaki sonug
verilmistir.
Sonug 2.5.2. ¢ Euler fonksiyonu olsun. O zaman

o(q@)/2, qtekise
@(q), q siftise

deg F; = {
esitligi gecerlidir.
Minimal polinomlar birim bagkatsayili oldugundan F; ile 1,, minimal polinomlari

arasinda

Py (x) = 29C0/2 4, (x/2)
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bagintis1 gegerlidir.

g’nun tek ve ¢ift oldugu durumlar i¢in Cangiil (1993) tarafindan A, nun F; (x) minimal

polinomu asagidaki gibi verilmistir:
Teorem 2.5.3. g tek olsun. O zaman 4, nun F; (x) minimal polinomu,

o(q)-q-1 Pa+1(x)+Dg-1(x)
2 2

Py =2 2z ., —2 2z
? (x) i [T aj2q ¥a(x/2)
d+2q
dgift
bicimindedir.
Ornek 2.5.4.
= 5igi “(x) = 21, 2a@)+D2(x)
q = 5 i¢in Pi(x) =2 T
=x?-x—-1
q = 15i¢in P (x) =27* Dg () +D7(x)

"o (x/2)e(x/2)10(x/2)
=x* 4+ x3 —4x% —4x + 1.

Teorem 2.5.5. q ¢ift olsun. O zaman A, nun F; (x) mininimal polinomu,

[Tajzq wd(g)-[0g+1(x)—0g_1(x)

d#2q 2 2

diq
bicimindedir.
Ornek 2.5.6.

= 4 ici * __ Ds(x)-D3(x)
q = 4icin P;(x) = PR
= xZ —_ 2

q = 10 i¢in Pi(x) =271 Dy1(x)—Dg(x)

"P4.().[D(x)~Da(x)]

=x*—-5x%+5
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2.6. lq’nun Minimal Polinomunun Ozellikleri

Bu boliimde P minimal polinomunun bazi &zellikleri verilecektir. Daha sonra da By
minimal polinomunun asal moddaki kokleri ile ilgili elde edilen sonuglara deginilecektir.
Asagidaki sonug, Teorem 2.5.5’in 6zel bir hali olup g, ikinin kuvvetleri biciminde

oldugunda F; minimal polinomunun elde edilisi ile bilgi vermektedir.
Sonug 2.6.1. q =2 (k = 2)i¢in P;(x) minimal polinomu,

D, (X)=D,k_,(X)

2k—=14,(X)=Dyk—1_, (%)

Pz*k(x) =D

bicimindedir.

Ispat. (2.6)da q = 2 (k = 2)icin

o(22)-2k Dk, (=D, k_, (x)
Pz*k(X) =2 2 2k41 2k_q
nd|2.2k Ya(x/2)D,x  (X)-D,k (%)
d=2.2k zt -1
dr2k
o)t D, (DD, ()
PG =2 .
l_[d|2k+1 ¢d(x/2)-[Dzk—1+1(x)—Dzk_l_l(x)]
d=2k+1
dr2k

esitligi elde edilir. 2q = 2%, d # 2¥*1ve d t 2% iken d|2%** oldugundan (2.7)’de

[ g Ya(x/2) = 1 2.8)

d¢2k+1
diz2k

esitligi alinir. (2.8) ve @(2%) =2K"1 (3.7)’de gbz oniine almrsa P;(x) minimal
polinomu,

Dk, (X)=D,k_,(X)

2k=14,(X)=Dyk—1_, (%)

Pz*k(x) =D

istenilen bicime dontsiir.

Asagidaki teoremde g ¢ift oldugunda F; minimal polinomunun da ¢ift oldugunu

gosteriyoruz.
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Teorem 2.6.2. g > 3 ¢ift olsun. O zaman

¢(2g)—q -
Py =2 el
Mdjzq wd(g).[og+1(x)—ng_1(x)
d+2
qu

minimal polinomu da gifttir.

Ispat. g > 3 cift olsun. P; (—x) = P; (x) oldugu gosterilmelidir.

q cift ise ¢ + 1 tek olur. Dolayisiile

D1 (—x) = =Dg1 (%) 29
esitligi alinir.

Iki durum s6z konusudur.

i) g = 4k, k € N olsun. O zaman x = —x i¢in

»2g9)—q —x)— -
Pi(-x)=2 2 . Dq#aC2)~Pq-1(7%) (2.10)
[T aj2q wd(—g)-[l)_qﬂ(—x)—l? q_,(=%
d#2q 2 2
diq
minimal polinomu alinir.
q = 4k i¢in % cift olur. Buradan da % + 1 tek olarak elde edilir. Boylece
Dgﬂ(—x) = —D%H(x) (2.11)
ve q = 4k icin
[Majse Ya(=x) = [Tajsk Pa(x) (2.12)
d#8k d#8k
dtak dtak

esitligi elde edilir. Boylece (2.9), (2.11) ve (2.12) esitlikleri (2.10)’de gdz Oniine alinirsa

Pq*(—X) _ 2% —DZ+1(x)+Dq_1(x)
[Tajsk wd(—g)-[—D_qH(x) +D g+1(x)]
d=8k 2 2
diak
Pq*(—x) _ 2% (—1i-[Dq+1(x)—Dq+1(x)]
I aysr wd(g).(—l)[ngﬂ(x)— D g+1(x)]
d=8k 2 2
diak
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»29)-q Dg+1(x)=Dg—1(x)

Pi(—x)=2 =2 .
[1a2q ¢d(§)-[0_q+1(x)— Dg, ()
d#2q 2 2
dtq

= Fg ()

istenilen elde edilmis olunur. Buradan da F; ¢ift minimal polinomdur.

ii) g = 4k + 2 yada g = 2k ,k € N tek olsun. O zaman yine x = —x i¢in yine

Pi(—x) = 2" 5 LD e
[T aj2q 1’bd(_E)'[Dﬂ+1 (-x)-D CvY (=x)
d#2q 2 2
dtq

minimal polinomu alinir.

q =4k + 2yadaq = 2k ,k € Ntekise % tek olur. Buradan da % + 1 cift icin
Dgﬂ(—x) = D%H(x) (2.13)

esitligi elde edilir. q = 2k, k tek icin

[Tajak Ya(=x) = (=1).I1qjax Ya(x) (2.14)
d#4k d+4k
di2k di2k

esitligi gecerli olur. Boylece yine (i) de oldugu gibi (2.9), (2.13) ve (2.14) esitlikleri

(2.10)’da ele alinirsa

P (—x) = SPEP=1 — Dg41(x)+ Dg—1(x)
1.1 aja wd(g)-[l)gﬂ(x)—l) g_l(x)]
d=ak 2 2
dizk
P (—x) = S PED=1 (-1)[Pg+1(X)=Dg-1(x)]
=1.ITajax wd(g)-[l)gﬂ(x)—[’ g_l(x)]
d#ak 2 2
dizk
»2a-q -
Pi(—x)=2 2 ——Lenm P pegyy
[Tajzq wd(g)-[DgH(x)—D g_l(x)]
d#2q 2 2
diq

olur ve yine F;"n ¢ift oldugu bulunur.

i) ve ii)’den F;" minimal polinomu ¢ifttir.
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2.7. Asal Modda Minimal Polinomun Kokleri

Bu bolimde q € Z, q = 3 olmak iizere Q iizerinde A, = 2cos m/q 'nun minimal
polinomunun asal moddaki kokleri ile ilgili Ozgur ve arkadaslar1 (2011) tarafindan elde
edilen sonuclardan bahsedilmistir. Bu sonuclar, Hecke Gruplarmin denklik alt

gruplarinin hesaplanmasinda yardimci olacaktir.

Asagidaki teoremde ¢ sayisinin ikinin kuvvetleri bigciminde olmasi durumunda minimal

polinomun mod 2’de sifir kdkiine sahip oldugunu belirtiyoruz.

Teorem 2.7.1. (Ozgur ve ark. 2011c) q = 3 ve q = 2¥(k = 2), k€ Z olmak iizere
x = 0, mod 2’ye gore P, (x)'in kokiidir.

Teorem 2.7.1’in ispatina gecilmeden Once bu teoremin alt yapisini olusturan bazi
yardimci teoremleri ispatlari ile birlikte veriyoruz.
Yardima Teorem 2.7.1.a. ¢ = 3 ve q = 2% (k = 2), k € Z ve A bir sabit olmak iizere

PZ* « (x) minimal polinomun pay1

(x) = Dyi_, (x) = x[2¥+1 + ¥ Ax]

2k+1

bicimindedir, burada

2k—1

Y Ax = [(_1)zk—1_1 to (2

Zk_zk—l zk—l i 1

)xz + (—1)122—21(21k)x2k‘2 + x2"

_ k_ k _ 2k-1 k_ k _
- [(—1)2" e (P A I e B (B T D)t ]

2k_2k-14q k-1 _ o 2k-2 1
dir.
Ispat. ¢ > 3 ve ¢ = 2% (k = 2), k€ Z i¢in Sonug 2.6.1’den P}, minimal polinomunun
pay1
D, (x) = Dji_, (%) (2.15)
seklindedir.

(2.2)’deki Dickson polinomlarmnin tanimi (2.15) icin kullanilirsa

[2k+1] ok 41
2k41 — Kyiq_oi
D2k+1(x) — Zl o ( 1)1 T l( +l )xz +1-20

Ve
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PLAY
2k—1 2k 1 —i k_q_o;
Dyre_y (x) _Z[ 0 ]( 1)121( . l( i l)xz o

esitlikleri gegerli olur. Boylece istenilen Dk, (x) — D,k_, (x) farki igin

2kt 2k 41 k —2i Kiq_o
Doty ()~ Doy () = Ty D! 2L (241 = 20) ke .16
2k k1 (2K — 1 — i\ ok_1-2
_ i 2" —1-21
Zl R = l( i )x
esitligi alinir. (2.16)’da gerekli diizenlemelerden sonra
k- k - .
2k+1(.X) D2k 1(.X) = ZZ L — )l 2i+-:11 <2 +l1 l)x2k+1—21 (217)

sz 1—1( 1)i2t 2k—1 <2k —_1 - i)xzk—1—2i

2k—1-i i

esitligi elde edilir. (2.17)’de toplam sembolii altindaki terimler agildiginda

_ k k __2k-1
Dy (0 = Dy () = (CDP7 2o (B 52 )it (2.18)
_ 2k +1 k k-1 _
+(_1)2k 11 SIEE <2 +21k 12_ ) 1) 2kp1-2k—2 4 4

12841 (2K 41— 1\ okpi-n o qn02K41 (28 4 1) okyg
+=1 2k41- 1( 1 )x +(=D 2k+1< 0 X
- [(—1)2](_1_12k—_1<2’c T2kt 4 1) 2k—1-2k42
2k—1_ok-141 zk 1_1
)2+ - <2 1-—2% +2) 2k—1-2k4a | .
+( ) 2 _1_2k—1+2 zkl_z +
RS ek (B 1Y)y i (2 )
2k—1-1 1 2k—1\ 0
esitligi alinir. (2.18) esitliginin diizenlenmesi sonucunda
- k k _ k-1
Dy () = Dye_y (0 = (~?7 2 (B4 L2 27 (2.19)

k-1_, 2k41 2k _ k-1 2ky1 (kK k_
+(=1)2 12k_2k_1(2k_1 _1)x3 T A = (1)x2 1

2k_1 <2k—1 _ 2k—1 + 1)x

2k+1 2k=1_1
+x< T — [(—1) Py ok-1 _ 1
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_ k_ k _ ok—-1
R ) T

2k_2k—1+1 zk—l _ 2

1 G (2 7 2) e ]

esitligi elde edilir. Dikkat edilirse (2.19) esitliginde her bir terim x bilinmeyenini igerir.

Dolayist ile bu esitlik x parantezine alinirsa

1 gk k _ 9k-1
Dy () = Dyr_y (x) = x [(‘DZR L<2 +21k—12 ) (2.20)

2k 41-2k-1

k-1_, 2k41 2k _ k-1 2ky1 (kK k_
DT (RS ) e GO R () 2

2k—1 <2k —1-2F1+ 1)

2k _ [ _1)2k -1
tx (=1) 2k—1-2k-144 2k=-1 _ 1

_ k_ k _ 2k—-1
L T (2 )

2k_2k—1+1 zk—l _ 2

(DB (27 2) ' ] |

esitligi alir. Boylece (2.20) esitliginde son diizenlemelerin yapilmasi ile minimal

polinomun pay1 i¢in istenilen

2k+1
2k 41-2k-1

Dyieyq () = Dyie_y (x) = x [ (2K +1—2k1) 4

k-1_; 2k+1 2k — k-1 2k+1 2K\ ok_
HEDTT s (RS ) e G R ()

k 2k_1 _ _
+x2" — [——Zk_l_zk_z.(zk T 2k2y 4

_ 2k —1 k _ ok-1

-1 2k — 2k1 4 1

HEDT ey 1( 2k=1_ 2 )xz T
1261 (2K =2 okey ok

+(—1) zk—z( 1 )x +x ”

Dk, (x) = Dok (x) = x[2¥ + 1+ 2% — 1 + ¥ Ax]

D,k ,(x) — Dok_, (x) = x[2F*1 + ¥ Ax]
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esitligi bulunur.
Yardima Teorem 2.7.1.b. ¢ > 3 ve ¢ = 2% (k = 2), k€ Z ve B bir sabit olmak iizere
PZ* «(x) minimal polinomun paydas,

D,k-1,,(x) = Dyi-1_, (x) = x[2¥ + ¥, Bx]

bicimindedir, burada

T (S e P R

2k—1_2k—2+2 zk 2 _ 1

1 k-1 _ -
+(= 1)122k :1(21 )xzk 2y 2t

B (_1)2k—2_2 2k—1 -1 <2k 1 zk 2 + 1) 4.
2k-1—2k-2 1 1\  2k-2_7

D

(2k_11_ 2) x 2K 14 +x2"‘1—2] ]

2k-1 2
dir.

Ispat. ¢ > 3 ve ¢ = 2¥ (k > 2), k€ Z i¢in Sonug 2.6.1’den Pz*k minimal polinomunun
paydasi

Die-1,1(x) — Dyk-1_,(x) (2.21)
seklindedir.

Yardimci1 Teorem 2.7.1.a’dakine benzer olarak (2.2)’deki Dickson polinomlarinin

tanimi (2.21)’de g6z Oniinde bulundurulursa
[zk‘1+1

k-1 k-1 I _ .
Dzk—1+1(X) :Zi=02 ]( )l 2" +1 <2 +1 l)xzk 1y1-2i

2k=141-g i

Ve

2k-1_4
1_1 zk—l —1—1 k=1_4_o;
Dje-1_4 (x) :ZLOZ ]( 1)lzk 19— l( i l)xz -

esitlikleri alinir. Boylece istenilen D k-1, (x) — D, k-1_,(x) farki igin
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[kzl

| 2671 4 1 — i\ ok-14q_9;
( )lzk . l( l )xz +1-2i

D141 (%) = Dyr-1_y (x) = Xy,

k 2_

Zl =0 ]( 1i——— 1 <2k_1 - 1- i) x 2 t-1-2i

2k111 i

esitligi gegerli olur. Minimal polinomun payda kisminda istenileni elde etmek igin

yukaridaki esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda

k—1 ] _ i
D,y () = Dy, () = 2557 (~1)i L (2 +1 l)xz" 2.22)

2k-141-g i

zk 11— i
esitligi bulunur. (2.22)’de toplam sembolii altindaki terimlerin a¢ilmasi ile
D1, (x) = Dyk-1_,(x) = (2.23)

_ (_1)2k—2 2k-141 <2k_1 +1-— zk_z)xzk—1+1_2k—1

2k—1+1_2k—2 zk—l

k-2 2k-141 2k—1 1— zk 2 _ 1 k=141 _ok—1
+(_1)2 ! 2k—1+1_2k—2_1< -;k 2 _ 1 2 i 2 + "

k-1 _ k-1 -
+(— 1)1 t+1 (2 +1 1) 2k41- 2 4 (- 1)0 1+1<2 +1) 2k=141

2k-141-1 1 2k-141 0

— [(_1)2k‘2—1 211 <2k 11 —-2k24 1) ok=1_1_ok-1,,

2k—1_ok-244 zk 2 _ 1
2k-2_ 2k-1q 2kt 1 —-2k"2 42 w2k i-1-2k"tee
+( 1) 2k—1_1_2k—2+2 < zk 2 _ 2 +

+(=1)! 2ft-1 (Zk_l -1- 1)x2k R 1)0 -1 <2k_1 - 1) x2k—1_1]

2k-1_1-1 1 2k-1-1 0

esitligi alinir. (2.23)’de yapilan gerekli diizenlemeler sonucu

- k- k-1 __2k-2
D1, () = Dypea_y () = (1) 2i<2 +1-2 )x (2.24)

2k—1+1_2k—2 2k—2

- 2k-1 41 k-1 _ ok-2
k—2_ 2 -2
+(-1)? ? 2k-1 _ pk-2 ( 2k-2 _q )x3
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+ .-+ (_1)1 Zz;i-:l (zkl_l) xzk_l_l + +x2k_1+1 + +x2k_1+1

k—2_. 2k-1_4 2k=1 _ 2k-2
- [(—1)2 1m( ok-1 _ 1 )x

k-2 2k-1_4 2k—1 — 2k—2 +1
+(-1)? 2m< k-2 _ o )x3+---

PRt N 7 AN e B S
HED T (T T ) e

esitligi bulunur. Yardimci Teorem 2.7.1.a° ya benzer olarak (2.24) esitligi x parantezine
alinirsa

2k=141 _ -
2k—1+1_2k—2 : (zk ! + 1 - zk 2)

D2k_1+1(x) - Dzk‘l_l(x) = x [(_1)2k—2

k—2_ k=141 2k—1 _ 2k—2 +2
+(=1)2 1m< k-2 _ 1 )x2+---

271+ 1 k-1 e .
+(-D' (21 )22 4 2
k—2_; 2Kk-1-1 _ _
o (G e N L)

k-2_ 2k-1_4 2k—1 _ 2k—2 +1
+(-1)? 2m< k=2 _ o )x2+---

_ g 2k1-1 2k-1 _ 9 ok=1_,4 Sk-1_o
D E (BT ) e

Dk-1,,(x) = Dyi—1_, (x) = x[2%¥71 + 1 + 2571 — 1 + ¥ Bx]
D,k-1,,(x) = Dyi—1_, (x) = x[2.2%"1 + ¥ Bx]
D,k-1,,(x) = Dyk-1_,(x) = x[2% + ¥, Bx]
esitligi bulunur ki bu da minimal polinomun paydasi i¢in istenilen esitliktir.

Yardimci Teorem 2.7.1.a ve 2.7.1.b’nin verilmesinden sonra Teorem 2.7.1’in ispatina

gecebiliriz.
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Ispat: ¢ >3 ve ¢ =2 (k 2 2), k € Z olsun. x = 0 i¢in P;(x) = 0 mod 2 oldugu

gosterilmelidir.

q = 2¥ i¢in Teorem 2.6.2 geregince P}, minimal polinomu da ¢ifttir. Sonug 2.6.1°¢ gore

de minimal polinom

D, (X)=D,k_,(X)

2k—=147(X)=Dyk—1_, (%)

q = 2" igin Py(x) = - (2.25)
bicimindedir. Buradan da Pz*k minimal polinomun payi i¢in Yardimct Teorem 2.7.1.a
ve paydasi icin de Yardimei Teorem 2.7.1.b kullanilirsa PZ* x minimal polinomu i¢in

x(2k+1+Y Ax)

Py = iino (2.26)

esitligi gecerli olur. Boylece (2.26) esitligi ile minimal polinomun x = 0 i¢in mod 2’de

neye denk oldugu bulunabilir. Buna gore

P x _ 2klyya0
x = 0 icin P,k (0) = T
" 2k+1
sz(o) = 2k
P(0) = 2 (2.27)

esitligi alinir. (2.27)’den de moda gecildiginde istenilen
P(0) =0 mod 2
denkligi elde edilir. O halde x = 0, Pz*k minimal polinomun mod 2’de bir kokiidiir.

Minimal polinomun mod p’de sifir kokiine sahip olduguna iligskin diger bir sonucu da

asagidaki teorem ile veriyoruz.

Teorem 2.7.2. (Ozgur ve ark. 2011c) p > 2 asal say1 olmak iizere ¢ = 2p iken x = 0,
mod p’ye gore P;,(x)’in bir kokiidiir.
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Yukarida Teorem 2.7.1’de oldugu gibi benzer olarak yine bu teoremin ispatini
kolaylastiracak bazi yardimci teoremler ispatlari ile birlikte verilecektir. Oncelikle

q = 2p durumundaki minimal polinom bulunmalidir.

Asagidaki yardimci teoremde ¢’nun bir asalin iki kati olmasi durumundaki minimal

polinomun ne oldugunu veriyoruz.

Yardimar Teorem 2.7.2.a. q = 3, p > 2 asal olmak iizere ¢ = 2p iken F; (x) minimal

polinomu,
_ D (x)+Dzp—1(x)
Py, (x) =271 LAE £ 2.28
Zp( ) [l ajap wd(g)-[Dp+1(x)—Dp—1(x)] ( )
d+4p
diz2p
seklindedir.

Ispat. g > 3, p > 2 asal olsun.

q = 2p cift iken Teorem 2.6.2 geregince P, minimal polinomu da gifttir. Buna gore

¢@2p)-2p Dap+1(X)~Dap—1 (%)

q = 2p i¢in Py,(x) =2 2

Majz.2p wd(g)'[l’%pﬂ(x)_l)%p—l(x)

d#2.2p
diz2p
eUp)-2p D x)—Dgpy_1(x
P2>|<p(x) — 2 2 ) 2p+;( ) 2p 1( ) (2'29)
IT qjap wd(g)-[Dp+1(x)—Dp—1(x)]
d+4p
diz2p

esitligi alinir. (2.29) esitliginde ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere

p(4p) =pD.o(p)=2(p—-1) =2p -2
oldugu g6z Oniine alinirsa boylece istenilen minimal polinom

Dyp+1(X)—Dap—1(x)
Bl d|ap wd(g)-[0p+1(x)—0p—1(x)]

d+4p
diz2p

Pz*p(x) =271

bi¢iminde bulunur.

(2.28) esitligindeki minimal polinomda carpim sembolii altindaki ifadenin belirli

kosullar altinda neye esit oldugunu asagidaki yardimci teoremde belirtiyoruz.

50



Yardimei Teorem 2.7.2.b. p > 2 asal olmak iizere

Masp v (5) =

d+4p
at2p

esitligi gecerlidir.

Ispat. p > 2 asal olsun. O zaman d|4p, d # 4p, d + 2p kosullar1 altinda d’nin bolenleri:
1,2,4,p, 2p, 4p’dir. Verilen kosullara uyan d’nin bir tek boleni 4’tiir. Buna gore

Maip a (5) = () (2.30)
@z

esitligi elde edilir. (2.30)’da i, ( ) minimal polinomu
x 2 T o__
Ezcosrzcosg—o (2.31)

olarak bulunur. (2.31)’in (2.30) esitliginde ele alinmasi ile istenilen esitlik

H;ql:p lle( ) Vs (§) =
at2p

bi¢iminde bulunur.
Asagidaki yardimci teoremde minimal polinomun payi ile ilgili bilgi veriyoruz.

Yardimer Teorem 2.7.2.c. p > 2 asal ve A bir sabit olmak lizere P;, minimal

polinomunun payi,

D2p+1(x) - DZp—l(x) = x(—4p + ZAX)

bi¢imindedir, burada ) Ax = [( 1)p-12241 <p+2)x + 4+ (—D2p + Dx?2

p+2 \p -1
1
470 = [ (P22 (P 1) o (<11 @2p — DX 2 i

Ispat. p > 2 asal olsun. (2.2)’deki Dickson polinomlarinin tanimimdan

2p+1

D2p+1(X) — Zl K ]( )l 2p+1 (Zp +1 - l) x2p+1-2i (232)

2p+1-i 1
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Ve

2p1

sz 1(x) _Zl _: ]( )l 2p-1 (zp—l_l)XZp 1-2i (233)

2p—1-i 1

esitlikleri alinir. (2.32) ve (2.33) esitliklerinde gerekli diizenlemeler yapildiginda

2p+1 (2p+1—i i
Dapss(9) = B (D' i (7, 7)o

Ve

- 2D — 1 Y
Dapa () = Z0 (-1 2L (PP~ L 7 ) pmea

2p—-1-i
esitlikleri elde edilir. Pay icin istenilen D,y (x) — Dyp_q(x) farki alnip toplam

sembolii altindaki terimler acilirsa

2p+1 (P + 1 2p+1 (P + 2
Dopes () = Dapy ) =P 2 (P D)4 (-t 2L (P T ) o 234

(= 1)12p+1(2p) 2p-1 4 (= 1)02p+1(2p)xszr1

1 2p+1\
_[_qyp-120=1( P _qyp22t(Pt1) 5
[ e M e N e R E

+(_1)1§Z_:;(2p1_ 2) 2p-3 + (- 1)0 zz 1(}9 ) 1)x2p_1]

esitligi alinir. (2.34)’te gerekli hesaplamalarin yapilmasi ile

Dapa() = Dops () = (1P @0+ D+ (P 22 (DT o 239

+(—D'(2p + 1)x?P1 4 x2P*1

—[0P1@2p — Dx + (—1)p-2 2= 1<Z+;) 34

+(_1)1(2p _ 1)x2p—3 + x2p—1]

esitligi elde edilir. (2.35) esitligi x parantezine alimirsa istenilen D5, 1 (x) — D3p_1 (x)

farki
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Dapa() = Dy () = x [(—P@p + D)+ (—p 22 (P D)z 236)

+(—D'2p + D)x?P72 + x?P

[( 1)P-1(2p — 1) + (—1)P—2 2= 1<Z+;) 2 4 ...

+(_1)1(2p _ 1)x2p—4 + x2p—2]

seklinde elde edilir. Boylece (2.36)’da gerekli diizenlemeler yapildiginda minimal

polinomun pay1 i¢in istenilen fark
Dyp+1(x) = Dap—1(x) = x[(-1)P(2p+ 1) — (=DP7'(2p — 1) + X Ax]
Dap1(x) = Dap—1(x) = x[-(2p + 1) — (2p — 1) + X Ax]
Dypi1(x) = Dypp_1(x) = x[-2p — 1 —2p + 1 + X Ax]

D2p+1(x) - DZp—l(x) = x[—4p + 2 Ax]
esitligine doniisiir.
Minimal polinomun paydasina iligkin gerekli bilgiyi asagidaki yardimci teorem ile

veriyoruz.

Yardimer Teorem 2.7.2.d. p > 2 asal ve B bir sabit olmak iizere P;, minimal

polinomunun paydast,
p+1
D2p+1(x) - DZp—l(x) =(-1)z .4+ Y Bx

o _[y2k _ 2k (2k =1\ 2k-2 k+ 1),z
bi¢imindedir. Burada ) Bx = [x 2k—1( 1 ) oty k+1 (k 1)x

G e COREE( )i

Ispat. p > 2 asal olsun. Pay kismindakine benzer olarak (2.2)’deki Dickson

polinomlarinin tanimindan

p+1]

( 1)1 pt+1 (P +1- l) xPpH1-20 (2.37)

p+1-i i

Dpi1(x) = X, 5
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Ve

(P~ 11 ~ ) ap-r-a (2.38)

Dp_l(x)=z[ ]( )i

p—1-i

esitlikleri alinir. (2.37) ve (2.38) esitliklerinde toplam sembollerinin iist indisleri

arasinda pTH =k, k € Z olmak iizere

p=2k—1 icin [”—“] =1+ [”T‘l] (2.39)

2

iligkisinin oldugu goriiliir. Bu sebeple (2.37) ve (2.38) esitlikleri,

2k (2k — i 2
Dape(%) = Bhoo(=1) o (54 7 ) w2k
ve

k-1 2k-2 (2k—2—1 2k—2-2i
Daea (x) = T (- 1) o5 (57 2 7 1) a2k

esitliklerine doniisiir. Boylece minimal polinomun paydasi icin istenilen D, (x) —

Dy, (x) fark

Dy (x) = Dy (x) = (- 1)k2§kk(2kk_ k) (2.40)
e = G e F e = = L

olarak bulunur. (2.40)’ta toplam sembollerinin iist indisleri esit oldugundan bu

toplamlar, tek toplam altinda toplandiginda istenilen D, (x) — Dy _,(x) farka

(2" - k) x2k-2k (2.41)

Dap(x) = Dap—p (x) = (—1)F — 2 k

2k—k

+YES1(— 1) [ 2k (Zki— i) 2k—2i _ﬂ(Zk —.2 — i)x2k_2_2i]

2k—i 2k—-2-i i

seklinde bulunur. (2.41) esitliginde toplam sembolii altindaki terimler acilirsa bu fark

(B = 1) iz (2.42)

Dae(x) = Dyy—a () = (=D* 55 (7%,

2k—-k

+[x2k_2k2f1(2k1_ Dt +k2+k1(ﬁfi)x2
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— (X272 4o (—1)K2 ZkT_Z(k E 2) X2 + (=1)k-12)]

esitligine doniisiir. (2.42)’de gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilmasi sonucunda

minimal polinomun paydast icin istenilen fark

Dyi(x) = Dy (x) = (—1)*2 — (=1)*'2 + X Bx (2.43)
olarak bulunur. (2.43)’te son bir diizenleme ile bu fark

Dype(x) = Doy (%) = (=1)*4 + ¥ Bx (2.44)

esitligine doniisiir. Boylece (2.44)’te p = 2k — 1 oldugu dikkate alindiginda minimal

polinomun paydasi i¢in istenilen

pt+1
Dpar(x) = Dypoy(6) = (1) = 4 + 3 Bx
esitlige ulasilmis olur.

Yardimci Teorem 2.7.2.a, 2.7.2.b, 2.7.2.c ve 2.7.2.d’ nin verilmesinden sonra simdi de

ana teoremin yani Teorem 2.7.2’nin ispatina geciyoruz.
Ispat. g > 3 ve p > 2 asal olsun.
x = 0i¢in P;,(x) =0 modp

oldugu gosterilmelidir. g = 2p cift ise Teorem 3.6.2 geregince P;, minimal polinomu

da cifttir. Buna gore Yardimci Teorem 2.7.2.a’ya gore

o B D (x)+D2p-1(x)
= 2p icin Py (x) =271 e - 245
q pic 2 (%) Majap ¥a(3)[Pp+1(x)=Dp-1(0)] 24
d#4p
dizp

minimal polinomu gegerlidir. 2.7.2.b, 2.7.2.c ve 2.7.2.d Yardimci Teoremlerinin (2.45)

esitliginde kullanilmasi ile

P;,(x) = 271, — A4t E A (2.46)

271x|(-1) 2 .4+YBx

esitligi alinir. (2.46) esitliginde gerekli sadelestirmelerin yapilmasi ile
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" —4p+Y A
Pip(x) = —p———
(-1) 2 4+YBx

esitligi elde edilir. Son olarak minimal polinomda

x = 0 icin P;,(0) = —_ng'O
(-1) Z 4+%B.0

P;,(0) = —55 (2.47)
(-1) 2

esitligi elde edilir. (2.47)’de minimal polinomun paydasi sifirdan farkli oldugundan asal

moda gecildiginde istenilen
P;,(0) =0 modp
denkligi elde edilir. O halde P;,, minimal polinomu mod p’de x = 0 kokiine sahiptir.

Teorem 2.7.2°den farkh olarak asal kuvvetlerin iki kati biciminde olan bir minimal

polinomun asal modda sifir kokiine sahip oldugunu asagidaki sonug ile veriyoruz.

Teorem 2.7.3. (Ozgur ve ark. 2011c) q = 3, p > 2 asal, t > 1, t € Z olmak lizere

q = 2p"ise P, :(x), mod p’ye gorex = 0 kokiine sahiptir.

Bir onceki sonuclarin ispatlarina benzer olarak yine bu sonucun ispat1 yapilmadan dnce
de bu sonucun ispatin kolaylastiracak bir takim yardimc1 teoremler ispatlari ile birlikte

verilecektir. Oncelikle ¢ = 2p¢ durumundaki minimal polinom bulunmalidir.

Asagidaki yardimel teoremde q sayisinin asal kuvvetlerin iki kati1 olmasi durumundaki

bir minimal polinomun genel bi¢iminin ne oldugunu veriyoruz.

Yardimcr Teorem 2.7.3.a.q > 3,p > 2 asal, t > 1, t € Z olmak iizere ¢ = 2p* iken

* .« . .
Py minimal polinomu,

t—1 szt+1(x)_D2pt_1(x)

T2 9, kB[Pt =Dy, )]

PZ*pt (x)=277

bicimindedir.

Ispat. ¢ > 3,p > 2 asal, t > 1,t € Z olsun.
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q = 2p* cift iken 2.6.2 Teoremi geregince P, minimal polinomu da ¢ifttir. Buna gore

o(2.2pt)-2pt D. ¢ (X)—szt_l(x)

q = 2pt icin Pz*pt(x) =2 2 2pt+1

Map.apt Wa(3){Papt. D-Dypt ()
T+1 —1

d#2.2pt 2
di2pt
_opt _
Py (x) = PP Pyt ()Pt (2.48)
p IT gjapt ¢d(5)-[0pt+1(x)—Dpt_l(x)]
dzapt
di2pt
esitligi bulunur. (2.48) esitliginde ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere
p(4p") = p(D).0(") = 2.(p° —p*1) = 2p* — 2p*7!
bagintis1 ele alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
Pr () = 270 Pt D Paptn () (2.49)
p Il gjapt ¢d(g) [Dpt+1(x) —Dpt_l(x)]
dzapt
di2pt

esitligi almir. Son olarak (2.49) esitliginde carpim sembolii altindaki kosullar
degerlendirilmelidir. Buna gore d|4pt iken d bélenleri: 1,2, 4, p,2p,4p,...2p¢ 1, 4pt~t,
2pt, 4ptidir. d # 4pt ve d t 2pt kosullari dikkate alinirsa d bolenleri: 4, 4p, ..., 4pt~t

olarak bulunur. Bu bélenler i¢in (2.49) esitligindeki ¢arpim sembolii

Majept ¥a (3) =¥ (5) - ¥ap () - Wapees (5) = Mz v (5) (2.50)
d+4pt
df2pt

esitligine doniisiir. (2.50) esitliginin (2.49)’daki esitlikte g6z oniinde bulundurulmasi ile
istenen minimal polinom,
D, t,,(x)-D, ¢t . (x)

P (x) =277, oS =
Zpt( ) et ¢4pk(g).[nptﬂ(x)—npr_l(x)]

bi¢iminde bulunur.

Pz*pt minimal polinomun payina iliskin bilgiyi asagidaki yardimei teorem ile veriyoruz.
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Yardimci Teorem 2.7.3.b.p > 2 asal, t > 1, t € Z ve A bir sabit olsun. O zaman Pz*pt

minimal polinomun pay1
D2pf+1(x) - D2pf—1(x) = x[—4p" + X Ax]

bi¢imindedir, burada ), Ax = x2P" — 2pt + 2)x2P" 2 4 .. dir,

Ispat.p > 2 asal, t > 1, t € Z olsun. (2.2)’deki Dickson polinomlarinin tanimindan

2p +1] .
_ [ 2pt+1 2pt + 1 — 10\ opte1-2i
Doprir () = Bing (D (P T Tt 2.51)
veE
[Zp 1] Lt — 1 ) .
p-—1—=1\, 2pt-1-2i
Doypt 1 () =2, (= )lzpt - ( ; )x poima (2.52)

esitlikleri alinir. (2.51) ve (2.52)’de toplam sembollerinin {iist indisleri diizenlendiginde

t 2pt+1 (2pt4+1—1i 2
szr+1(x) = Z?:o( )lzpp;; l( p i l) x2pH1-2i (2.53)
ve
3 (0) =TI~ AL (P 1) et (2.54)
Zp -1 =0 Zpt 1—i l .

esitlikleri elde edilir. Buna gore (2.53) ve (2.54)’ten minimal polinomun pay1 icin

istenilen D¢ (x) — Dype_q (x) fark

t 2pt+1-pt
Dapia () = Dapeoy () = (1P B (77 TP ot ent (2.55)

+(_1)pt_1 tht+1t <2p +1-pt+ 1) apt+1-2pt4z 4 ..
2pt+1-pt+1 p -1

_ 12pt+1 2pt+1—1 2pt-1 02p +1 2p +1 2p+1
GV A B R i GO E

| qypt-1 2pt-1 2p —-1- p +1 Zpt—l—Zpt+2
O
2pt-1-pt+1 p -1
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_aypt-2_ 2pt-1 2pt —1—p +2) 2pt-1-2pt+a o ..
Hnr e (S ¥

+(—1)1 2L 2pt-1 (pr —-1- 1) 2pt-1-2 | (—1)022 1 2pt—1 (2pf — 1) xzpt_l]

2pt-1-1 1 2pt-1 0

bi¢iminde bulunur. (2.55) esitligindeki bu fark diizenlenirse

t f+1
Dapiaa () = Dypeos () = (17 2 (P (2.56)

t t+2 t
+(—1)pt‘12ppt—++21<zt N 1)x +ot (= 1)12p = (Zf )21 4 2t

t
= pt—lzpt__l( p ) pt 22p—1<p +1) 34 ...
|12 p ) x ORI (D T )

— t _
+(- 1)1§pt ;(2” ) 2) x20"=3 4 201

esitligi bulunur. Son olarak (2.56) esitliginde ayn1 dereceli terimler bir araya getirilip

diizenlendiginde boylece PZ*pt minimal polinomun pay1 i¢in istenilen
Dypty1(x) = Dape_4 (x) = X2V 4 (—2pt — 1 — 1)x2P "1 4
et (—2pt—1-2p" + x
Daptp1 (%) = Dy (x) = x4 — (2p* + 2)x% "1 4 - 4 (—4p©)x 2.57)

esitligi elde edilmis olunur. (2.57) esitligi x parentezine alnip gerekli diizenleme

yapildiginda minimal polinomun pay1 en son istenen
Dypryq(x) = Dype_1 () = x(x2P" — (2pt + 2)x2P""2 4 - 4 (—4pY))
Dypyt1(x) = Dype_y (x) = x[—4p" + X Ax]

seklini almis olur.

Pz*pt minimal polinomun pay1 elde edildikten sonra ayni minimal polinomun paydasi

hakkindaki bilgiyi de agsagidaki yardimc1 teoremde veriyoruz.
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Yardimcr Teorem 2.7.3.c.p > 2 asal, t > 1, t € Z ve B bir sabit olsun. O zaman

Pz*pt minimal polinomun paydasi

pi+1
Dptyq(x) = Dpe_y(x) =4.(-1) 2 + X Bx

bi¢cimindedir, burada ), Bx = xP'HL — (pt + 2)xP 1 4 - dir.

Ispat. p > 2asal, t > 1, t €Z olsun. PZ*pt minimal polinomun pay1 kismindakine

benzer olarak (2.2)’deki Dickson polinomlarinin tanimindan

pt+1
; i1 (pt+1—i _2i
Dptyq (x) = Zl[j) ](—1)1p’f+—j_i(p l. Harti-z (2.58)
Ve
pt-1
. t_ t __ i .
Dy 1 () = ZL(Z) ](—1)110’?_—11_1.(” R (2.59)

t
esitlikleri almir. (2.58) ve (2.59)’da toplam sembollerinin iist indisleri arasinda P 2+1 =

k, k € Z olmak iizere p* = 2k — 1 i¢in

[ﬁ] =1+ [%] (2.60)

2

bagintisinin oldugu kolaylikla goriilebilir. (2.60) bagintis1 (2.59) ve (2.58) esitliklerinde

yerine konulursa bu esitliklerin sirasiyla

; 2k (2k — i iy
Dare(%) = Zhoo (-1 o ; P a2z (2.61)
ve
- ; 2k-2 (2k—2—1i —2-2i
Daea () = T (1) o5 (1 72 T 1) ek (2.62)

esitliklerine doniistiigii goriiliir. (2.61) ve (2.62)’den minimal polinomun paydasi icin

istenilen D¢, 1 (x) — De_4 (x) farki

Do () = D2 (6) = (—D)¥ 52 (3 7 ) w2k 4 2.63)
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k-1 2k 2k — k 4+ 1\ _ok—2k+2
+(=D 2k—k+1( k—1 )x *

+(_1)1%(2k1— 1) x2k=2 4 (_1)0%(2016) 2k

r_qyk-1_2k=2 (2k—2—k+ 1\ 2k-2-2k42 , ...
[( D 2k—2—k+1( k—1 )x +

+(_1)1z:_:§ (2k1_ 3) x2k=% 4 (=1)° z:_j(zok) xzk—Z]

bi¢iminde bulunur. (2.63) esitligindeki fark tizerinde gerekli hesaplamalar yapildiginda

D)= D)= D2+ (o (D)

+(_1)1%(2k1— 1) x2k=2 4 52k _[(_1)k—12 (i : 1) + .

+ (=1 (2k — 2)x* 4 x22]
Dy () — Dypep (x) = x2% + (=2k)x?k72 + ... + (—1)k. 2 (2.64)
—[x2K72 4 e (—1)*12]
esitligi alinir. (2.64)’te dereceleri ayn1 olan terimler bir araya getirildiginde
Dy (x) — Dyp_(x) = x%% — 2k + D)x?*72 + ... + (—1D*. 4

esitligi elde edilir. Boylece pt =2k —1 igin Dy (x) — Dyy_(x) farki minimal

polinomun paydasti i¢in istenilen

pt+1

Dty () = Dpe_y (x) = xP+1 = (pt + 2)xP "1+ (-1) 2 .4 (2.65)

bicime doniigmiis olur. Son olarak (2.65) esitliginde gerekli diizenleme yapildiginda
minimal polinomun paydast istenilen esitlik en son
pi+1
2

Dyeyy(¥) = Dy (x) = (=1)'2 .4+ 3 Bx

seklini alir.
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Yardimc1 Teorem 2.7.3.a, 2.7.3.b, 2.7.3.c ve ispatlarinin verilmesinden sonra Teorem

2.7.3’lin ispatina geg¢iyoruz.

Ispat. ¢ > 3 bilesik, p > 2 asal, t > 1, t € Z olsun.

x = 0igin P, +(x) = 0 mod p oldugu gosterilmelidir.

q = 2pt ¢ift iken Teorem 2.6.2 geregince PZ*pt minimal polinomu da cifttir. Buna gore
q = 2p* i¢in Yardimci Teorem 2.7.3.a’dan minimal polinom

t—1 szt+1(x)_szt_1(x)

T2, kB[Pt =Dy, )]

P (x) =277 (2.66)

bi¢imindedir. (2.66)’daki minimal polinomun payi1 i¢in Yardimci Teorem 2.7.3.b ve
paydasi i¢in de Yardime1 Teorem 2.7.3.c uygulandiginda

% _at—1 x —4pt+2Ax
Ppe(x) =277, [ |

—— (2.67)

Vi) ¥ap3) Vapta QI 2 44

esitligi alinir. (2.67)’deki minimal polinomun pay kismi x parantezine alinir ve payda

kisminda da ¢, (E) = g oldugu dikkate alinirsa

% _t—1 x —4-pt+ZAx
Ppe(x) =277, [ -

2pap(3)-Wapt-1(3)[(-1) 2 4+% Bx]

(2.68)

esitligi elde edilir. (2.68)’de gerekli sadelestirmelerin yapilmasiyla minimal polinom

istenilen en son

1 —4pt4Y Ax

Py () =277 e (2.69)
%(—Cos%)...(—Cos%)[(—1)7.4+2 Bx]
seklini alir. Son olarak (2.69) esitligindeki minimal polinom
g |y
- _ t
x=0igin  Py(0)=27"", 2 — (2.70)

1 T T —_—
f L _ SNLLIN o 2
2( Coszp)...( coszpt_l)( 1) 4

esitligine doniisiir. (2.70)’teki minimal polinomun paydas: dikkat edilirse p > 2 asal ve

t > 1, t € Zi¢in sifirdan farklidir. Boylece (2.70) esitliginde asal moda gecildiginde
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Pz*pt(O) =0 modp
denkligi elde edilir. O halde x = 0, PZ*pt minimal polinomunun asal modda bir kokiidiir.

Asagida hesaplama yoluyla tahmin edilen bazi sonuclar listeliyoruz. Bunlara benzer bir
cok sonug elde edilebilir. Ancak matematiksel ispatlar1 icin yeni bir yonteme ihtiyag

duyulmaktadir:
Iddia 2.8. p > 2 asal olmak iizere ¢ = p ise Py (p — 2) = 0 mod p’dir.
Iddia 2.9. p > 2 asal ve k > 1 olmak iizere ¢ = p* ise

P;k(p —2)=0modp
denkligi gecerlidir, ¢ = 3 olmas1 halinde ise P, (1) = 0 mod 3’dir.
Iddia 2.10. p > 3 olmak iizere q¢ = 3p ise P;,(1) = 0 mod p’dir.

Iddia 2.11. ¢ > 1 olmak iizere g = 3.2% ise P} ,:(1) = 0 mod 2’dir.
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3. Y5, ve P; MINIMAL POLINOMLARININ MAPLE ILE HESAPLANISI

3.1. Giris

Bir 6nceki boliimde q = 3, ¢ € Z olmak iizere x = cos (7/q)’ nun minimal polinomu
PYaq Ve x = 2cos m/q’nun minimal polinomu Py ile temsil edilmisti. Ayrica Watkins ve
Zeitlin’in (1993) calismasinda n = 2q olmak iizere ¥, nun ve bu minimal polinoma
bagl olarak Cangiil’iin (1993) ¢alismasinda da 4, nun hesaplanmasina iligkin formiiller
verilmistir. Ancak Cangiil’in (1993) calismasinda 1 <n <13 iciny,, ve 1 < q <50
i¢in A, minimal polinomlarinin bir tablosu verilmigtir. Bu ¢alismanm bu boliimiinde
Cangiil (1993)’tin ¢alismasina ek olarak MAPLE ile n > 13 i¢in ¥, ve ¢ > 50 i¢in 4,
minimal polinomlarinin genigleyen bir listesi elde edilmistir. Boylece bu liste bundan
sonra yapilmak istenen pek ¢ok calismaya 1sik olacaktir. Oncelikle Y4 minimal

polinomlarinin MAPLE’da nasil hesaplandig1 anlatilmistir.

3.2. P, Minimal Polinomlarinin Maple ile Hesaplanmasi

n € N olmak iizere x = cos (2 w/n)’nin 1, minimal polinomunun MAPLE ile hesabi,
Watkins ve Zeitlin (1993)’nin caligmasi temel alinarak yapilmigtir. Buna gore belli
ozellikteki n € N sayilar1 icin belli bir gruplar olusturulmustur. Daha sonra her bir grup
icin ¥, minimal polinomunun hesabina yonelik kurallar gelistirilmistir. En sonunda da
bu kurallarin, bir dongii icinde MAPLE’da algoritmas1 yazilip Maple tarafindan v,
minimal polinomlarininn hesabinin yapilmasi istenmistir. Daha once kurali verilerek
Maple’a anlatilan minimal polinomlar, boylece MAPLE tarafindan hizli bir sekilde

hesaplanarak liste halinde verilir.

n € N sayilarinin i¢inde belli bir 6zellige uymayan sayilarin oldugu da unutulmamalidir.
Bu durumda bu o6zellikteki sayilarin i, minimal polinomlarnin hesabi i¢in kural
gelistirilemiyeceginden dongii ile bu polinomlarin hesabi Maple’a ifade edilemez. Bu
sebeple 1, minimal polinomlarinin hesab1 icin Watkins ve Zeitlin (1993)’nin
caligmasina bagvurulmustur. Buna gére n € N'nin tek ve cift oldugu durumlar i¢in v,

minimal polinomlarimin hesabi, Chebycheff polinomlarindan da yararlanilarak Maple’da
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algoritmasi yazilip istenen n € N degeri i¢in 1,,, Maple tarafindan kolaylikla hesaplanir.
Boylece n €N icin el ile hesaplanmasi olduk¢a giic olan bircok 1, minimal

polinomlar1 Maple ile kolaylikla ve hizli bir sekilde hesap edilir.

Asagida belli 6zellikteki n € N sayilar1 icin MAPLE ile 1,,’lerin hesab1 anlatilmaktadir.
Bu calisma Ozgur ve ark ( 2012c¢) tarafindan yapilmigtir.

3.2.1. n = p i¢in P, minimal polinomlari:

n€N, n=p > 2 asal olsun. Teorem 2.4.1. geregi n = p tek olmak tlizere x =

cos (2m/p)’nin 1, minimal polinomunun hesabi igin (2.3) esitligi kullanilirsa
n=214+1=3igin To(x) — Ty (x) = 2 [1g3 P (x) 3.1

= 2, ()P (x)
seklinde olur. (3.1) esitliginde n = 1 i¢in x = cos (2m/1) = 1 olmak iizere ¥, (x) =

x — 1°dir. Boylece (3.1)’de istenilen ¥3 (x) yalniz birakilirsa

P To(X)-Ti(x) _
n = 3 icin T P3(x)

esitligi alinir. Benzer sekilde

n=224+1=5igin T3(x) — T (x) = 2% [1qjs Ya (%) (3.2)

= 2% ()5 (x)
esitligi elde edilir. (3.2) esitliginde yine (3.1)’dekine benzer olarak ¥, (x) = x — 1’dir

ve Y5 (x) yalniz brrakilirsa

e T3(x)=To(x) _
n = 5icin 2o Ys(x)

esitligi bulunur. Benzer iglemler diger asallar i¢in yapilirsa

e Ta(x)=T3(x)
n = 7 icin TR Y7 (x)
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_ .. Te(x)-Ts(x) _
n = 11 icin ﬁ = P11 (%)

belli bir kurali izleyen esitlikler ortaya c¢ikar. Buna gore bu esitliklerdeki kurali

asagidaki teoremde veriyoruz.

Teorem 3.2.1.1. p > 2 asal say1 ve n = p olsun. O zaman p = 2s + 1 (s € N) olmak

tizere Y, () minimal polinomu,

Wy () = Ppq (x) = BT 3.3)

25(x-1)
bicimindedir.

Ispat. n = p > 2 asal say1 ve p=2s+ 1 (s € N) olsun. Teorem 2.4.1. geregi x =

cos (2m/p)’nin 1, minimal polinomunun hesabi igin (2.3) esitligi kullanilirsa
n=p=2s+1igin Tsy1(x) — Ts(x) = 25 [app Ya(x) (3.4)

= 2% ()Y (%)

esitligi almr. (3.4)’te ¥;(x) = x — 1 olmak {izere ¥, (x) yalniz birakilirsa istenilen

esitlik

Ts+1(x)—Ts(x)

n=p=2s+ 1igin Py (X) = 541 (x) 25(x—1)

seklinde bulunur.

Asagida n = p tek asal olmak lizere 1, minimal polinomunun hesab1 i¢in yaptigimiz

programlama Teorem 3.2.2.1.”in uygulamasi niteligindedir.

n = p tek asal olmak lizere 1, minimal polinomunun hesabu i¢in (3.3) kurah Maple’da
bir dongii icinde ifade edilmelidir. (3.3)’e dikkat edildiginde icinde Chebycheff
polinomlarmin oldugu goriiliir. Maple’da dongiiyii ifade etmeden once bu Chebycehff

polinomlary, “ [G, H, L, P, T, U] ” adli paketin i¢inden ¢agrilmalidir.
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Boylece Maple, bu paketin ¢agrilmasi ile istenen Chebycheff polinomlarmin hesabini
yapmaktadir. “ [G, H, L, P, T, U] > adl paketin ¢agrilmasindan sonra artik Maple , (3.3)
kuralina ait dongiiniin hesab1 icin hazirdir.

Asagida Maple’da (3.3)’e ait algoritma ve bu algoritmaya ait ¢ikt1 goriilmektedir. Bu
algoritma icindeki dongii ile s’nin daha biiyiik degerleri de hesaplanabilineceginden s

degerleri 1 < s < 26 icin sinirlandirilmistir.

>with (orthopoly) ;

[G.H,L,P,T,U]

> f:=proc(x)local s,A,B,C;with(orthopoly);for s from 1 to
26 do if isprime (2*s+1) then A:=sort (T (s+1,x) -
T(s,x));evala(Divide(A,x1, 'q'));q;C:=sort((1/2)*s*q) ; print (
2*s+1,sort (C));end if;end do;end proc;

f=proc(x)
local s, A, B, C;
with(orthopoly );

for sto 26 do
if isprime(2xs + 1) then
A =sort(T(s+1,x)—T(s,x));
evala(Divide(A, x1,'q"));
q;
C = sort((1/2)"sXq);
print(2xs + 1, sort(C))
end if
end do
end proc
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>£(x);

1

3,X+§
11
2, -
5,x +2x A
1, 1 1
3 S22 T
7, x +2x 2x 3
1 3.3, 3 1
11x+2x X 8x +16x+32
o 5 1a,3..3 1
13x+2x 4x 2x +8x +32x 64
1 . 7.3 .15, 5 5 1 1
8 - 7.6 7 5 i 4 3 ~2 -
I X = X = X 16X T 16Y ~32% T35t 256
1 7 21 . 15, 5 5 5 1
9 -8 7_ " 6 “* 5 4_7 3 - Y -
19,074 ) & = 2aT =¥+ e+t - e = st o
1o 59 95,99, 7 6 7535 4,35 5 15, 3 1
23,0 X X g X X g X e e X s M 510X T 510 T 2048
Doz 13 1o 3 411,33 10,95 9_@ g 15 5 105 X 63 5
29, x0Ty 2 8% T30 Teat 16" T128F T256°
S8 e T ey T ey T ]
512° 7256 T10247 78192 16384
1 7 13 39 33 55 . 165 . 165 . 105
15 S 14013 1Y 12 ~27 11 ~ < 10 _ 9 8 7 6
B X e T e X e T Y T8 Y T Y T 256
63 5 63 21 5 7 o, 1]
256 T1024 " T 1024 T2048 " T 2048 F T 32768
1 17 15 105 455 91 1001 715
18, L 17 M a6 4 s 19 qa LU 43 400 Ty 10 J
3ty x =y 2xtt 2 Tt T3 T F Tt
1287 5 99 5 231 o 231 g 165 , 15 4 45, 9
10247 7256 T1024" 4096 8192 4096 * T 65536 " T 131072
1
262144
1 19 . 9 153 17 85 35 455 1365
20 = .19 -7 18 _ 7 17 2~ 16 2015 92 14 Y 13 12 11
Al xT =y 4% T 16 £ T8 Ty 64 * T510 7"
3003 4o 1001 o 3003 4 429 , 429 99 g 495
1024 1024 7400967 T2048 " T4096 " T4096 " T 65536
L6555, s
131072 % ~ 262144 " T 262144 * T 1048576
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43,x21+%x20—5x 8x 16x +3—2x 4x —Ex +6—4x ﬁx
273 |, 3003 4, 5005 , 3003 ¢ 429 , 429 . 1287
64 72048 Ta096" T8192F T2048F T8192% T65536 *
L 45 055 s Lo ]
131072 T 65536 © 524288 % T 1048576 * T 2097152
47’x23+;x22_121x21_281x20+125x19+?2x18_21865x17_?22x16+96€49x15_'_zg§x14
1071 1547 , 1547 ,, 1001 ,, 715 o 6435 , 6435
8 s Y sz Y tiooa® 1004 32768 F 65536
L3003 1001 5 715, 43 5 33, 3
131072 T 131072 T 524288 * 504288 * T 1048576 T 1048576
1
- 8388608

1o 19 g (171 47 153 46 S1 45 85 44 595 43 455 1

53,x26+;x25—%45x24—3x23+?x22+23523x21— 1211 x20—33825x19+7235165x18
5985 20349 969 4845 6783 5 12597 ,, 1989
T T 004 Y 128t tsin F taoag® T 4096 2048 ©
L21879 4, 12155 , 12155 4 715, 1001 o 3003
32768 65536~ 131072 % 32768 T 131072 F T 2097152
1365, 91 o1 13 1
T 4194304 ° 72097152 F T 16777216 © T 33554432 * T 67108864

3.2.2. n = 2p i¢in ¥, minimal polinomlar

n € N, p > 2 asal say1 ve n = 2p olsun. Teorem 2.4.1.’den n = 2p cift olmak iizere

x = cos (2m/2p)’nin Y,, minimal polinomunun hesab i¢in (2.4) esitligi kullamlirsa
n = 2.3 = 6i¢in Ty(x) = To(x) = 2° [1g16 Pa (%) (3.5)

= 2%, ()P ()3 ()P (x)

biciminde olur. (3.5)’te n = 2 igin x = cos(2mw/2) = —1olmak iizere P,(x) = x +
1°dir. Ayrica (3.1) esitligi (3.5)’te kullanildiginda

Ta(x) = T () = 22 (x + 1) 5 (To (%) = T2 () b (%) (3.6)

esitligi alinir. (3.6)’da ¢ (x) yalniz birakilirsa istenen son esitlik
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— g Ty (x)—T2(x) _
n=2.3=6icin D (Me)-T®) Yo (x) 3.7

seklinde bulunur. Benzer sekilde
n = 2.5 = 10 i(;‘il’l T6(x) - T4(x) = 25 Hd|10 ¢d(x) (3.8)

= 2°11 () P2 () Ps (X)) P10 (x)

esitligi elde edilir. (3.8)’de Y,(x) =x+1 ve (4.1) esitlikleri goéz Oniinde

bulundurulursa
To(x) = Ta(x) = 25(x + 1) 55 (Ts(x) = T200 Jhro () (3.9)

esitligi alinir. (3.9)’da 1, (x) yalniz birakilirsa (3.7)’ye benzer olarak aranan son esitlik

— — _ - Te (%) —Ty (%) _
n=25=2(22+1)=10i¢in D me)-Tm) Y10(x) (3.10)

biciminde olur. Asallarin iki kati icin (3.7) ve (3.10)’daki gibi benzer islemler

yapilmaya devam edildiginde

_ _ _ . Tg (x)—Te(x) _
n=27=2(23+1)=14icin P CrDT)-T®) Y14 (x)

_ _ _ .. T12(x)=Ty0(x) _
n=211=2(25+1) =22 igin D (Te)-Ts (@) P,y (x)

_ _ _ . s T14(x)=T12(x) _
n=213=2(2.6+1) =26icin D (100 -To) W,6(X)

seklinde belli bir kural takip eden esitlikler ortaya ¢ikar. Buna gore bu esitliklerdeki

kurali agagidaki teorem ile veriyoruz.

Teorem 3.2.2.1. p > 2 asal say1 ve n = 2p olsun. O zaman p = 2s + 1 (s € N) olmak

lizere Y5, (x) minimal polinomu,

_ _ Tos+2 (%) —Tas(x)

seklindedir.
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Ispat. p > 2 asal say1 ve n = 2p olsun. p = 2s + 1 (s € N) icin Teorem 2.4.1.’den
n = 2p cift olmak iizere x = cos (27/2p) nin 1, minimal polinomunun hesab igin

(2.4) esitligi kullanilirsa

n=2p=2(2s+1)icin

Toor141(X) = Togyqq(x) = 221 Hd|2p Pq(x) (3.12)
=221 ()2 ()P ()2 (x)

esitligi elde edilir. (3.12)’de ¥, (x) = x + 1 ve (4.4) esitligi gbz 6niinde bulundurulursa

Tas2 (%) = Tos () = 221 (x + 1) 55 (Tey1 () = T () by (%) (3.13)

esitligi alnr. (3.13)’te 1, (x) yalniz birakilirsa istenilen esitlik

.« . Ts ( )_T s( )
n = 2(2s+ 1) i¢in Yop (x) = Yo2s+1) x) = 25+1(;+:§(3T:+1(2x):s(x))

seklinde elde edilir.

Asagida n = 2p € N olmak iizere ,,(x) minimal polinomun hesabi igin yaptigimiz

algoritma Teorem 3.2.2.1°in uygulamasidir.

s € N olmak iizere 55541 (x) minimal polinomun hesab1 i¢in (3.11) kurali Maple’da
bir dongii i¢inde ifade edilmelidir. 3.2.1°dekine benzer olarak oncelikle Cheybcheff
polinomlarinin hesabinin yapilacagi “ [G, H, L, P, T, U] ” isimli paket ¢agirilmalidir.
Daha sonra (3.11) kuralina iliskin dongii Maple’da s’nin belli araliklardaki degerleri
icin ifade edildiginde Maple artik bu dongiiyii hesaplamaya hazir hale gelmistir.

Asagida (3.11) kuralina iliskin algoritma ve ciktis1 Maple ile hesaplanmistir. Burada
yine bu algoritma icindeki dongiiniin iist smir degeri istenildgi kadar

arttirilabileceginden bu kisimda s’nin araliklar1 stnirlandirilmastir.

>with (orthopoly) ;
[G,H,L,P, T, U]
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> f:=proc(x)local s,A,B,C,E;with(orthopoly);for s from 1 to
36 do if isprime (2*s+1) then A:=sort (T (2*s+2,x) -
T(2*s,x));B:=sort (T (s+1,x) -
T(s,x));C:=expand((x+1) *B) ;evala(Divide(A,C, 'q'));E:=((1/2)
~(s+1l)) *q,; print (2* (2*s+1) ,sort (E) ) ;end if;end do;end proc;
f:=proc(x)
local 5,A,B,C, E,;
with(orthopoly );
for s to 36 do
if isprime(2xs + 1) then
A :=sort(T(2xs +2,x) — T(2Xs, x));
B :=sort(T(s+1,x)—T(s,x));
C :=expand((x+ 1)xB);
evala(Divide(A, C,'q"));

E:=(1/2)\s+ 1)xq;
print(4xs + 2, sort(E))

end if
end do
end proc
> £ (x);
1
6,)6—5
1 1
2_7 — ——
10, x 2x 4
1 1 1
3 L o 1 1
14, x 2x 2x+8
1 3 3 1
s L4 3,902, 2 L
22, x 2x x+8x+16x 30
1 5 1 3 3 1
6 L. s 24, L 3 5, 5 1
26, x 2x 4x+2x+8x 32x 64
1 7 3 15 5 5 1 1
g8 L 7 16,25 24 O 3 I o L b
34, x 2x 4x+4x+16x 16x 32)c+32)c+256
21 15 5 5 5 1
9 L 8 A~ 7, 6,4 s >4 O 3 2 L 2 1
38, x 2x 2x+8x+16x 32x 16)c+64x+256x 512
46x“—1x10—§x9+2x8+2x7—zx6—zx5 35 4.3 5 15 , 3 1

2 2N g Tyt TN TN a8t 56 T2 T2 o048
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1 13 0 3 1 33 . 55 ¢ 165 « 15 - 105 . 63
_ 13 19 2 9 1 99 1092 o 8 Ny L6902 s
38, X X e X X T 6 T8 T 256

63 T s T 5 T ]
5127 T256" T1024" T 81927 16384
7,13 10,39 5 33 4, 55, 165 4 165 ; 105

1
5+ 14 _ " i 7 _ -
02, X — X T e T e Y T e Y T e Tiagt Tias Y T256 "

63 5 63 4 20 5 T 5 1]
256" T1024" T 1024 2048 T 2048 F T 32768
1 17 16, 5 g5, 15 14 105 15 455 ;5 91 4y 1001 45 715 ,

18 L o7 L/ I kB Lo il
e R ) 2 Tt T3t Tasg ¥ Tt

1287 4 99 5 231 o 231 o 165 , 15 5 45 , 9
10247 T256" 71024 T 4096 T8192" T4096 " T 65536 T 131072
]
262144
] 19 9 153 17 85 35 455 1365
20 L 19 1Y g 17 16 L/ 15 09 44, 99 13 12 _ 11
82, x 2x 4x +4x +16x 4x 8x +8x +64x 512x
3003 4o, 1001 o 3003 ; 429 ; 429 99 5 495
10247 710247 74096 T 2048 T 4096 " T 4096 " T 65536
_ 165 5 055, s |
131072 % T 262144 " T 262144 * T 1048576

86,X21 _%XZO_ 5 X19 189 X18+ 11761 x17_13523)616_%41)6154_?2)6144_56%45)613_41";2)612
273 4y, 3003 4o, S005 o 3003 ; 429 ; 429 , 1287
64 T2048" Ta096" T8192F T2048 " T8192F T65536 F
495 , 55 , 55 11 1
T 131072 " T 65536 ° T524288 T 1048576 © 2097152

3.2.3. n = p? icin 2 minimal polinomlar:

n €N, p > 2 asal say1 ve n =p? olsun. Teorem 2.4.1.’den n = p? tek i¢in x =
cos(2m/p?)’nin minimal polinomunun hesab1 3.2.1. ve 3.2.2.’dekilere benzer olarak

(2.3) esitligi kullanildiginda
n=3%2=(2.1+1)?=9icin Ts(x) — Ty(x) = 2* [0 a(x) (3.14)

= 21 () Y3 (X) Yo (x)

esitligi alinir. (3.14)’e (3.1) uygulandiginda
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n = 32 icin Ts(x) = T (x) = 2% (Ty(x) — T3 (x) )i (x) (3.15)
esitligi elde edilir. Son olarak (3.15)’te Yo(x) yalniz birakilirsa istenen esitlik

— 22 . Ts(x)—T4(x) _
n = 3¢ i¢in A1) Yo(x) (3.16)

seklinde bulunur.

Benzer sekilde

n= (224 1)? = 25i¢in Ti3(x) = Ti2(x) = 272 [1g)25 Ya (x) (3.17)
= 2", (0)Ps ()25 (x)

esitligi alinir. (3.17)’de (3.2) kullanilirsa

n = 52 igin Tys(x) = Tip () = 22 (T3 (x) = T,(0) )a5(x)  (3.18)

esitligi elde edilir. Son olarak (3.18)’de istenen Y,5(x) minimal polinomu

2 T13(x)-Ti2(x) _

bi¢iminde bulunur.

Asallarin kareleri i¢in (3.16) ve (3.19)’daki esitliklere benzer hesaplamalar yapilmaya

devam edilirse

_ 2 _ 72 _ . Tp5(x)—Ta(x) _
n=(23+1)*=7%=49ic¢in (1, 0-To ) Yao(x)

_ 2 _ 112 — .. Te1(X)—Teo(x) _
n=(25+1)*=11% =121 i¢in (T -Ta ) Y121 (%)

_ 2 _ 1922 _ .. Tgs(x)—Tga(x) _
n=(2.6+1)%=13% =169 i¢in (e 0-Ts) Y160 (%)

biciminde belli bir kurali takip eden esitlikler elde edilir. Buna gore bu kural agsagidaki

teoremde veriyoruz.
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Teorem 3.2.3.1. p > 2 asal say1 ve n = p? olsun. O zaman p = 2s + 1 (s € N) olmak

tizere 1,2 (x) minimal polinomu,

_ Testn2+41)20) T (@st12-1)20)
2(@stn?-1)/2 (Ts41(x)-Ts(x))

l/)pz (x) = ¢(2.s+1)2(x) (3.20)

bicimindedir.

Ispat.p > 2 asal say1 ve n=p? olsun. p =25+ 1 (s € N) i¢cin Teorem 2.4.1’den

x = cos (2m/p?)’nin 1,2 minimal polinomunun hesabi igin (2.3) esitligi kullanilirsa
n=2s+1)?=22s*+2s)+1 igin
Tos242541(X) = Tps245(x) = 22s%+2s Hdlp2 Pa(x)

Tos242541(X) — Togz4p5(x) = 2252+2$¢1(x)¢p(x)¢p2 (x) (3.21)

esitligi alinir. (3.21)’de (3.4) esitligi gbz Oniine alinirsa

1
Tos2az501(X) = Togzps(x) = 2257428 f(TSﬂ(x) - Ts(x))l/)pz (x)

elde edilir. Bu son esitlikte 1,2 (x) minimal polinomunun yalniz birakilmas ile istenilen

esitlik

Tys2 ()T 552455

n = (2s + 1)2 igin Y2 () = Yasin? = 2 oono)

(3.22)

biciminde elde edilir. Buna ek olarak

Y 2 = 5212501 ) ~Tp2455(*) = T((Z-S"'l)z"'l)/z(x)_T((Z-S"'l)Z—l)/Z(x)
(2.s+1) 2252+S(TS+1(x)—TS(X)) 2((2.s+1)2—1)/2(Ts+l(x)_Ts(x))

oldugu dikkat edilmelidir.

Asagidan = p? € N olmak iizere P2 (x) minimal polinomunun hesabr i¢in yaptigimiz

algoritma Teorem 3.2.3.1.”in uygulamasidir.

s € N olmak iizere ¥, ¢, 1y2(x) minimal polinomun hesabr i¢in (3.20) kurali Maple’da

bir dongii icinde ifade edilmelidir. Dikkat edilirse (3.20)’de Chebycheff polinomlar1
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bulunmaktadir. Bu polinomlarin Maple tarafindan kolaylikla hesaplanmasi ig¢in
oncelikle “ [G, H,L, P, T, U] ” isimli paket ¢agrilmalidir. Daha sonra da (3.20) kurali
Maple’da sinirh s degerleri i¢in bir dongii i¢inde ifade edilmelidir. Artik Maple,
asallarin kareleri icin minimal polinomlarin genisleyen bir listesini vermeye hazir

konumdadir.

Asagida (3.20) kuralinin Maple’da yapilan algoritmada bir dongii i¢inde ifade edilisi ve
bu dongiiniin ¢iktisinin liste halinde verilisi goriilmektedir. Bu dongiide s degerlerinin
iist sinir1 istenildigi kadar biiyiitiilebileceginden bu calismada bu liste sadece sinirh s
degerleri icin verilmistir.
>with (orthopoly) ;

[G,H,L,P, T, U]

> f:=proc(x)local s,A,B,C;with(orthopoly);for s from 1 to 6
do if isprime(2*s+l) then A:=sort(T(((2*s+1l)”*2+1)/2,x)-
T(((2*s+1)~2-1)/2,x));B:=sort (T(s+1,x) -
T(s,x));evala(Divide(A,B, 'q'));C:=sort(q);print ((2*s+1)*2,
sort ((1/2)*(((2*s+1)*2-(2*s+1))/2)*C));end if;end do;end

proc;
f = proc(x)
local s, A, B, C,;
with(orthopoly );
for s to 6 do
if isprime(2xs + 1) then
A =sort(T(1/2Xx(2xs + 1)"2 +1/2, x) — T(1/2%x(2Xxs + 1 "2 — 1/2, x))
B :=sort(T(s+1,x)—-T(s,x));
evala(Divide(A, B, 'q'));
C:=sort(q);
print((2xs + 1)"2, sort((1/2)M1/2Xx(2xs + 1)"2 —s — 1/2)xC))
end if
end do
end proc
>f£(x);
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3 1
3_° 1
9, x 4x+8

5 . 35 1 . 25 5 25 5 1
10 _~ .8 ~~ 6 5 e 4 3 2 _
25, X X e X Y o Y T8 Y Y56 T2 T 1024

189 1, 119 s 1 4, 735 3 7 ., 5733 . 71

49 x21—£x19+ X x4+ x4+ X X X+ X
’ 4 16 8 128 64 256 1024 2048

7007 5 105 5147 5 147 , 259 < 49 ., 371 4
4096~ T4096 " T 16384 T 16384 T81927" T32768F ~ 262144 "
AN S S
524288 * T 524288 ¥ 2097152

55 . 715 ., 23375 67375 582659 1
55~ .53 51 49 47 _ 45 44
4T g 64 © T s * 256 * T2048 "

1962015 45 11, 84366645 , 451 0 367982175 4 715 o
512 T2048" 16384~ 16384 T 65536 * 8192~
1317269505 5, 100529 5 1949558897 5 162393 ., 4793336957 ;
262144 524288 524288 524288 2097152

, 1598289 5, 19619239607 5, 191301 5, 33417385705 .
4194304 16777216 524288 67108864

L 9246215 oy 23636085567 ;5547729 5 55309822425
33554432 134217728 33554432 1073741824

, 21211905 ,, 6647803965 3 258048959 ,, 10414139065
268435456 536870912 8589934592 4294967296

, 310465133 ) 820915425 ., 292746091 ;13133636571
34359738368 2147483648 137438953472 274877906944

, 93321367 o 2551056431 5 29417905
137438953472 549755813888 549755813888

749754357 47797607  ,, 321503053 |
T 2199023255552 ¢ T 8796093022208 * ' 17592186044416

121, x

13737009 0 11936749 . 658603 g
T35184372088832 ©  17592186044416 © T 35184372088832
L 4537511 g 306977 o 120571 5
281474976710656 562949953421312 ~ ~ 562949953421312
. 18271 Ay 5489 E 363 2
2251799813685248 4503599627370496 ©  9007199254740992
33 1

T 18014398509481984 * T 36028797018963968
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39 .. 2925 35113 606411 4012281 169258817

78 27 76 74 72 70 _ 68 66

169, X7 =" 2"+ 6 © 3 YT g 256~ T 4006
I g5 730503345 o 65 g 1314906021 2015
8192 " 8192 32768 T 8192 T131072 %

4004005291 o, 19825 o, 41688760971 s 556075
T 16384 C 262144 T 131072 Y T2097152 F
93502743399 ., 2958319 . 363621779885 o, 24819795 .,
T 262144 T4194304° T 1048576 16777216
19705288218335 5, 84240585 5, 58324134324755 5, 1884328875
T 67108864 33554432 % T 268435456 T 536870912
37802679654649 . 4396767375 ,, 343882440712733
T 268435456 © 1073741824 © T 4294967296  *
17283292845 5 686438430180555 ,, 28805488075 s

* 4204967296 * 17179869184 8589934592
1202538433766241 ;163593432275 ) 2886333504443
68719476736 | 68719476736 4294967296

793766949499 . 1242118713957979 5, 1647566693461 1
7549755813888 © T 549755813888 | 2199023255552
2917993021435999 .. 1463039223477 . 2984310576915395 .,
T 4398046511104 4398046511104 © T 17592186044416
, 555171133075 5 661738128041393 5, 2873827017633
4398046511104 17592186044416 70368744177664
, S06514951012681 5, 3159171416687  ,, 332578470257657
70368744177664 281474976710656 281474976710656
1467532464489 ,,  743866969521565 ,, 4578698208045 .
T562949953421312 © T 4503599627370496 © T 9007199254740992 *
175563670708413  ,, 2973173393775  ,,  138436551316115 o
T 9007199254740992 T 36028797018963968 © ' 72057594037927936
, 1590288757005 5 11250662745751
144115188075855872 72057594037927936
345705522045 o 11871743606359
T288230376151711744 © T 1152921504606846976

, 240286948785 ;1245677859153
2305843009213693952 2305843009213693952
4083817231 s 405458684553 "
T 576460752303423488 ©  18446744073709551616
. 13521774841 s 49483859945 o
36893488147419103232 73786976294838206464
2051360909 . 4324257587 o
T 147573952589676412928 T 295147905179352825856
. 216422271 o 31616351 8
590295810358705651712 147573952589676412928
14656655 ; 8903427 ]

T 2361183241434822606848 © ' 4722366482869645213696
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556387 5 157001 4

" 9444732965739290427392 © T 18889465931478580854784
B 9061 o 507 o
37778931862957161709568 37778931862957161709568
39 1

X

" 151115727451828646838272 ~  302231454903657293676544

3.2.4. n = 2¥ icin ¥« minimal polinomlar

k €N, k =1 olmak iizere n = 2* olsun. Teorem 2.4.1’den n = 2¥ ¢ift icin x =

cos(2m/2%) nin 1, x minimal polinomunun hesabr i¢in (2.4) esitligi kullamlirsa
n=2=2.2%icin To(x) = To(x) = 2 T2 Pa (%) (3.23)

= 2" ()P, (x)

esitligi alinir. (3.23)’te P;(x) = x + 1 oldugu goéz Oniine alinir ve P, (x) yalnmz
birakilirsa (3.23)

n =2 icin LT _ . (x) (3.24)

21(x+1)
seklinde elde edilir. Benzer sekilde
n=22=2.2'=4in T3(x) — Ty (x) = 2% [1gja P (%) (3.25)
= 221 ()2 ()P (x)
esitligi alinir. (3.25)’te (3.23) ele alinirsa ve Y, (x) yalniz birakilirsa minimal polinom
Ts(x) = Ty (x) = 22 (3(T2 () = To()) Jha (1)

= 22 ici _B-Ti)
n = 2¢i¢in T (O Te () Yu(x) (3.26)

biciminde bulunur. (3.24) ve (3.26) esitlikleri gibi benzer islemler yapilirsa

n =23 = 8i¢in Ts(x) — Tu(x) = 2* [ajs Ya(x)
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Ts(x) — Ty (x) = 2*; ()P, () Pa ()P (x) (3.27)

esitligi elde edilir. (3.27)’de (3.25) goz Oniinde bulundurulur ve g(x) yalniz birakilirsa

minimal polinom
Ts(x) = Ty (x) = 2*(3(T5(0) = T1(x))) s (x)

_ 93 :.: Ts(x)-T3(x) __
n = 2° i¢in 2 (T0)-T, @) Pg(x)

seklinde bulunur.

Ikinin kuvvetleri i¢in benzer islemler yapilmaya devam edildiginde

_ 4 __ .« . Tg(x)—T7(x) _
n=2"=16iin 200y P16

— 95 _ s T17(x)-Ty5(x)
n = 2° = 32 i¢in B (To(0-T, (1) Y3, (x)

belli bir kurali izleyen esitliklerin elde edildigi goriiliir. Bu esitliklerdeki kurali

asagidaki teoremde veriyoruz.

Teorem 3.2.4.1. s > 1 ve n = 2° olsun. O zaman s € N olmak iizere 1,s(x) minimal

polinomu,

T (25+2)/2()~T(25-2)/2(%)

PYos(x) = 526-2)

(3.28)

(T(2544)/a() =T (25_4)/4(X))
seklindedir.

Ispat. s>1 (s€N) ve n=2% olsun. Teorem 2.4.1’den n = 25 ¢ift icin x =

cos(2m/2%) nin Y,s minimal polinomunun hesabi igin (2.4) esitligi kullanilirsa

25—1

n=25=2.251icin Tys-141(x) = Tps-1_1(x) = 2% " [lgps Ya(x)

Tps-141(x) — Tps-1_1(x) = 225_11/)1(95)1/)2(35)1/)22 (%) o Pps-1 () Pps (x) (3.29)

esitligi elde edilir. (3.29)’da n = 2571 = 2.2572 i¢in
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Tys-2,4(x) = Tps-2_4 (x) = 225_21/)1(?5)1/)2(?5)1/)22 () ... Pas-1(x)

Tys=24,(0)-Tps—2_,(x

020 g P (O (1) oty () (3.30)

esitligi alinir. (3.30), (3.29)’da yerine konulursa

Tyt () = Tysm_y () = 22 (2@ @)y

2252

esitligi elde edilir ve bu son esitlikte Y,s(x) minimal polinomunun yalniz birakilmasi

ile istenilen kural

Tps=14, () ~Tps-1_, (%)

22(5_2)(Tzs—2+1(x)—Tzs—2_1(x))

n = 2% igin Yys(x) =

seklinde bulunur. Bu kuralin biraz daha sadelestirilmesi ile

T (25+2)/2() T (25_3)/2(0)

Pos(x) = 52(-2)

— 514, () ~Tps-1_, (%)

(T2544)/a ()T (25_4)74(x)) 22072 (TzS—Z +10)-Tos—2_4 (x))

bi¢iminde istenilen esitlik bulunur.

Asagida n = 2°(s € N) olmak {iizere 1,s(x) minimal polinomunun hesab1 igin

yaptigimiz algoritma Teorem 3.2.4.1’in uygulamasidir.

s € N icin 1,s(x) minimal polinomlarinin hesabr icin (3.28), Maple’da yapilan bir
algoritmada bir dongii icinde ifade edilmelidir. (3.28) esitligindeki Chebycheff
polinomlarmin hesabr i¢in Maple’da oncelikle “ [G, H,L,P,T, U] > isimli paket
cagrimalidir. (3.28) kuralinin sinirh s degerleri icin dongii icinde ifade edilmesinden

sonra artik Maple, ikinin kuvvetlerinin genisleyen bir listesini vermeye hazirdir.

Asagida (3.28) kuralinin Maple’da yaptigimiz algoritamaya ait bir dongii i¢inde ifade
edilisi goriilmekte ve bu dongiiye ait liste verilmektedir. Yine burada s degerlerinin iist

siur1 istenildigi kadar artirilabilir

>f :=proc(x) locals;with (orthopoly) ; print (2, evala (Divide (T (2,
x)-T(0,x),2*(x-1),'q')),q); for s from 2 to 8 do
print (2%s, evala(Divide (sort (T ((2*s+2)/2,x)-T((2"s-
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2)/2,x)),sort (T((2*s+4) /4,x)-T((2*s-
4)/4,x)),'q")),sort ((1/2)~ (2% (s-2))*q)) ;end do;end proc;

f = proc(x)
local s;
with(orthopoly );
print( 2, evala(Divide(T(2, x) — T(0, x), 2xx—2,'¢")), q);
for s from 2 to 8 do print(2”s, evala( Divide(
sort(T(1/2x27s + 1, x) — T(1/2x2"s — 1, x)),
sort(T(1/4x27s + 1, x) — T(1/4x2"s — 1,x)),'q")),
sort((1/2)M2M(s —2))Xq))

end do
end proc
> f(x);
2, true, x + 1
4, true, x

8, true, x> — ~
2

16, true, x* — x* + 3

5 1 1
8 .6, 4 L1 o
32, true, x° —2 x +4x 4x +128

13 11 165 21 21 1 1
16 414,13 1p L 49 100 g 21 ¢ 4 2
64, true, x 4 x +2x 2x +64x 32x +256x 256x +32768

2925 1495 8855 4807
32 g .30 28 26 24 22 20 18
128, true, x 8x+29 x 63 x7° + 0 X 6 X+ 123 X 123 X

L5157 6 17765 14 29393 , 4199 4, 12597 4 357 g
16384 * 7 4096 * " 32768 32768 1048576 © 524288

L85 1 ., ]
4194304 ° T 4194304 * T 2147483648

256, true, x** — 16 x%% + 122 x°° - 590 x°% + 3215609 X0 — 42g27 x4+ 692351 X2

1159587 g 202927725 45 57803655 i 443161355 359546005
64 8192 2048 16384 16384

L 7937669495 4, 2334608675 5 9378456563 5, 4019338527
524288 262144 2097152 2097152

751616304549 5, 29161583781 5, 61281589105 , 13546456539
1073741824 © 7 134217728 © T 1073741824 © 1073741824
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, 80047243185 ,, 6116566755 5 6116566755 616197075 4
34359738368 17179869184 137438953472 137438953472

, 6285210165 o 96695541 ., 35624673
17592186044416 4398046511104 35184372088832

I S VL) T 840565 5 5797 r
35184372088832 1125899906842624 ©  562949953421312

. 341 “ 1 o, 1
4503599627370496 ©  4503599627370496 9223372036854775808

3.2.5.n = 2%p icin 1,2, minimal polinomlar:
n € N, p > 2 asal say1 olsun. Yukaridaki minimal polinomlarda oldugu gibi Teorem

2.4.1’den n = 22p ¢ift olmak tizere Y52, minimal polinomunun hesabr i¢in (2.4) esitligi

kullanilirsa
n=223=12=2.6i¢in T;(x) — Ts(x) = 2° [1g12 Pa (%)
T;(x) — Ts(x) = 2°9; ()P ()3 (X)) P4 () Y6 (x) P12 (x) (3.3D)

esitligi alinir. (3.31)’de (3.5) esitligi ve x = cos(2mw/4) = 0’m minimal polinomunun

Y, (x) = x seklinde oldugu g6z Oniine alinirsa

n =12 icin T, () = Ts () = 282 (&(Ty () = To(x)) ) 1 (x) (3.32)

esitligi elde edilir. (3.32)’de Y1, (x) nin yalniz birakilmasi ile istenen minimal polinom

= = 1C1 T7(x)-Ts5(x) _
n =12 = 2.6 i¢in P (T4-T2)) P12(x)

bi¢iminde bulunur. Benzer sekilde

n = 22. 5 = 20 = 2.10 i(;il’l Tll(x) - Tg(x) = 210 l_[dlzo l/)d(x)

T11(x) — To(x) = 2791 ()P (1) Pa ()5 ()10 ()20 (%) (3.33)
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esitligi alinir. (3.33)’te ¥, (x) = x minimal polinomu ve (3.8) esitligi kullanildiginda

n = 20 i¢in Ty (x) — To(x) = 21%x (ZLS(TG(X) — T4(X))) Y0 (x)

(3.34)

esitligi elde edilir. (3.34)’te P, (x) yalniz birakilirsa istenen minimal polinom

n =20 = 2.10 i¢cin

seklinde bulunur.

TS0y (1)

25x((T6 (0)-T4(x)))

n = 22p i¢in benzer hesaplamalar yapilmaya devam edildiginde

n =227 = 28 = 2.14 icin

n = 2211 =44 = 2.22 i¢in

n = 2213 =52 = 2.26 i¢in

T15(x)-T13(x)
= X
27x((Tg(0)-Te () Y23 (%)

T23(x)—T21(x) — x
lex((T12(x)—T1o(X))) ¢44( )

T27(x)-T25(x)
=P, (x
213x((T14(0-T12(0))) ¥s2 ()

belirli bir kural1 izleyen esitliklerin elde edildigi goriiliir. Bu esitliklerde kurali agsagidaki

teoremde veriyoruz.

Teorem 3.2.5.1.n = 22p ve p > 2 asal say1 olsun. O zamans € N, p = 2s + 1 olmak

tizere 1,2, minimal polinomu,

_ Taest0+1®-Ta 2s+1)-1)
11pzzp_l’l}ZZ (2.54+1) (0= 225+ lx((TZ.S+2 (x)_TZ.S(x)))

bicimindedir.
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Ispat. n = 2%p ve p > 2 asal say1 olsun. s EN, p =25+ 1 icin teorem 2.4.1’den
n = 2%p cift olmak iizere x = cos(2mw/2%p) nin 1,2, minimal polinomunun hesabi

icin (2.4) esitligi kullanilirsa

n=2%p=2%2s+1)=2(4s+ 2) i¢in
T(4s+2)+1(x) - T(4s+2)—1(x) = 2452 Hd|22p l/)d(x)

Tas43(x0) = Tassa (x) = 2% 221 ()1h2 () a ()9 ()2 (%) P () (3.36)
esitligi almir. (3.36)’da 1, (x) = x minimal polinomu ve (3.12) esitligi kullanildiginda
Thss3(x) — Tygpq (x) = 2%+2x (Zzs%(TZHZ (x) — TZS(x))) lpzzp(x)

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte 1,2, (x) yalmz birskilirsa istenilen kural

Tas+3(X)—Tas+1(x)
225415 (Tp542(%)—Tas(x)) - l/)zzp(x)

olarak bulunur. Bu kuralda

_ _ Tuse3(0)-Tus1(x)  _ Taes++1(0)-Ta2s+1)-1(%)
lpzzp(X) - ¢22(25+1) (x) = 2251y (Tp542(%) —Tos(x)) - 225+ 1% (Ty 542 (%) ~T2.5(x))

esitliginin oldugu dikkate alinmaldir.

Asagida s € N olmak iizere 1,2, ;1) (x) minimal polinomunun hesab: i¢in yaptigimiz

algoritma Teorem 3.2.5.1’in uygulamasidir.

s € Nigin 1,2, ¢4 1) (x) minimal polinomlarm hesabi i¢in (3.35) kurali Maple’da ifade
edilmelidir. Boylece istenen minimal polinomlar Maple’da kolaylikla saniyeler gibi
kisa bir siirede elde edilebilir. Oncelikle (3.35)’teki Chebycheff polinomlarn Maple’da
hesabr i¢in ” [G, H,L, P, T, U] > isimli paket ¢agrilmalidir. (3.35) kurali smirh s
degerleri i¢in Maple’da bir dongii icinde ifade edildikten sonra istenen listenin elde

edilmesi i¢in Maple hazirdir.
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Asagida (3.35) kuralinin Maple’da bir dongii i¢inde ifade edilisi ve bu dongiiye ait elde
edilen liste goriilmektedir. Burada bu dongiide s degerlerinin iistten istenildigi kadar

artirilabilecegi goz 6niinde bulundurulmalidir.

> f:= proc(x)local s,A,B,C,E;with(orthopoly);for s from 1
to 25 do if isprime(2*s+1l) then A:=sort(T(2* (2*s+1l)+1,x)-
T(2* (2*s+1)-1,x)) ;B:=sort (T (2*s+2, x) -
T(2*s,x)) ;C:=expand (x*B) ;evala (Divide(A,C, 'q'));E:=(1/2)~ (2
*s+1) *q; print (242* (2*s+1) ,E) ;end if;end do;end proc;
f = proc(x)
local s,A,B,C, E;
with(orthopoly );
for sto 25 do
if isprime(2xs + 1) then
A=sort(T(4xs+3,x) - T(4xs+1,x));
B = sort(T(2xs+2,x) — T(2Xs, x));
C = expand(xxB);
evala(Divide(A, C,'q"));

E = (172)M2xs + 1)xq;
print(8xs + 4, E)

end if
end do
end proc
> f(x);
12,x2—%
5 5
4 2.2 o~
20, x 4x +16
7 7 7
6 " 4 20
28, x 4x +8x 64
11 11 77 55 11
o_** 8, 6_'" 4, <7 2
M Y Y Y56 T 1024
13 65 39 91 91 13
12 12 10,92 8 27 6 4 _ 2
S X e T 16t T 128 Y T 1024 T 4096
68 16— 17 a 119 0 221 40 935 4 561 ¢ 357 ., 5L o, 17

2" T e T3 Y Tose Ts12F T2048 " T4096 T 65536
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19 19 ., 665 1729 . 2717 . 627 627 285

1812 16, 1P 14 005 45 10 _ 8 6 4 2
76, X T e N 56 Y T 1004 T 1024 Y T8192 % 65536 %

RC

262144
23 115 1311 1173 2737 ., 2093 16445

2 49 20 18 16 14 _ 12 10 _ 8

2 X e X e Y Y T 5 Y P s Y T i63sa

L9867 o 3289 , 253 , 23
65536 © 262144 " T 524288 * T 4194304

29 . 377 .. 725 ., 71337 ., 51359 127281 28101
T e T T e T T8 Y T 1024 * T 4006 * T 2048 *
Q140505 1, 121771 4 70499 o 6409 2639, 1015
32768 131072 % 524288 F T524288 F T 4194304 * T 67108864
Lo
268435456

31 217 3627 10075 39215 54901 4 447051
S T e T e Y TS U 00a Y T63s4
330429 ,, 350455 ,, 130169 ,, 130169 20553 . 3689
32768 © 131072 262144 T2097152 F T 4194304 ° T 16777216 *
Lo 155, 3l

33554432 © T 1073741824

37 629 407 5735 232841 878787 ., 627705 ,,
S T e T T N Y g %t 4006 % T 4006
L SAT6185 sy 9126975 ;11560835 o 1374365, 1924111

65536 262144 1048576 524288 4194304

1924111 ,, 657305 , 35853 . 35853
733554432 % T 134217728 * T 134217728 © T 4294967296

2109 , 37
T 17179869184 * T 68719476736

T o 5 TS 50, 2T
405449 o, 4312503 ,, 35937525 ,, 58659315 ,, 37328655
T 1024 F 16384 Y T 262144 Y T 1048576 ¢ T 2097152 ¢
LT3370115 1 13706505 . 7614725 ,, 1522945 o 3350479 g
16777216 16777216 67108864 134217728 4294967296
591261 59983 1435 , 41
T 17179869184 © T 68719476736 © T 137438953472 © ' 1099511627776

116, x?®

124, x*°

148, x3¢

164, x*°
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D 2 0 0 s
1246355 ., 7228859 .. 16583853 ., 7538115 o, 173376645

T 2048 Y T 16384 YT 65536 7 T 65536 7 4194304

L 195747825 171655785 ,, 14375115 ,, 14375115
16777216 67108864 33554432 T 268435456

172, x¥

, 20764055 ,, 5167525, = 206701 o 76153 .
4294967296 17179869184 © T 17179869184 © ~ 274877906944
3311 ) 43

*1099511627776 © ~ 4398046511104

) g w5 é7 o 1461;17 0, 6?2135 s 475519269 6, 1218082529 e
21906183 5, 18536001 5, 50404915 ,, 55309177 . 196096173 ,
T 16384 F T 16384 YT 65536 C T 131072 % T 1048576
140068695 ,, 160350135 ,, 72886425 ., 830905245

2097152 © 8388608 © 16777216 © 1073741824

455657715 ,, 187623765 ., 28035735 ,, 11593725

* 4204967206 © T 17179869184 © 34359738368 © 274877906944
772915 ] 59455 X 1081 , 47

188, x*°

7549755813888 * 2199023255552 © T 4398046511104 © ~ 70368744177664

Yukarida n € N’nin baz1 degerleri i¢in belli bir kural izleyen v,, minimal polinomlar1
kolayca elde edilmistir. Fakat n € N 'nin bazi1 degerleri icin de 1, minimal
polinomlarmin hangi kural takip ettigini bulmak o kadar da kolay degildir. Hatta bazen
bu kurali bulmaya calismak yerine 1),, minimal polinomun kendisini n € N’nin tek ve
cift olma durumuna gore hesaplamak c¢ok daha kolaydiwr. Bu durum, Ozgur ve
arkadaslar1 (2012a) tarafindan ¢alisilmistir.

Asagida bu durumu anlatan Ornege yer verilmistir. Bu oOrnekte yine Maple’a
basgvurulmustur ancak yukaridaki polinomlardan farkli olarak bir kural olmadigindan
dolayist ile bir dongii de s6z konusu degildir. Sadece Chebycheff polinomlarini
hesaplayan ” [G,H,L,P,T,U] > isimli paket cagmrilmaktadir. Daha sonra da
hesaplanilmas1 istenen minimal polinom, Maple’da ifade edilmektedir. Boylece
istenilen minimal polinom ¢ok hizli bir sekilde hesaplanip cikti olarak karsimiza

cikmaktadir.
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Ornek 3.2.6. 1,0 (x) =?
n = 200 ¢ift oldugundan Teorem 2.4.1’den (2.4) esitligi kullanildiginda

n =200 = 2.100 i¢in Ty01(x) = Too(x) = 22°° Hd|200 PYa(x)

T101 (%) = Tog () = 2% ()2 ()P4 ()5 (X)Pg () P10 (X) (3.37)
Y20 () Y25 ()P40 (X) P50 (X) Y100 (X)P200 (X)

esitligi alinir. (3.37) esitliginde n = 100 = 2.50 i¢in
Ts1(x) — Tyo(x) = 2°° Hd|100 PYa(x)

Ts1(x) — Tyo(x) = 2500 (X)) () P4 )P (X)W1 (X) (3.33)
Y20 () P25 () P50 (X)WP100(X)

esitligi gdz Oniine alinirsa (3.37) esitligi,
Tio1 () = Tag () = 21 (35(Ts1 (6) — Tyo () ) g (5)ha0 (X)P200 (x) (3.39)

bicimindeki esitlige doniisiir. (3.39) esitliginde son olarak Yg(x),e(x) carpimi

bulunmalidir. Bunun i¢in n = 40 durumu kullanilirsa
n =40 = 2.20 i¢in Tp1(x) — Tyo(x) = 22° l_[d|40 PYa(x)

T1(x) — Tio(x) = 2%° 1 (x) P2 () P4 (X)W (X)Pg (1) P10 (1) P20 ()P40 () (3.40)

esitligi alinir. (3.40)’ta (3.33) g6z Oniine alindiginda

T (x) = Tio(x) = 220 <2%( T (x) — T9(x))) Yg ()P40 (x)

esitligi elde edilir. Boylece istenilen g (x)Y40(x) carpimu
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TAC9T = g () hao (1) (34

210(Ty4 () -To(x))

biciminde bulunur. (3.41) esitligi de (3.39)’da ele alindiginda

T101(x) — Too(x) = 210 (2%(7151(?5) - T49(x))) ( 1210910 ) )l/)zoo(x) (3.42)

220(Ty1 (0)-To(x))
esitligi alinir. (3.42)’de Y50 (x)’lin yalnmz birakilmasi ile de istenilen minimal polinom

(T101 () =Too (0))(T11(0)-To(x))
240(T51 (X)~Tao () )(T21 () ~T19(x)) $200(%) (3.43)

n = 200 i¢in

bi¢iminde bulunur.
Goriildigii gibi (3.43)’teki minimal polinomun el ile hesabini yapabilmek oldukga
giictiir. El ile hesaplanmaya calisildiginda da zaman kaybina sebep olacaktir. Bu sebeple
Y200 (x) minimal polinomununu Maple ile ifade edilip hesabinin yapilmasi biiyiik
kolayliklar saglayacaktir. Oncelikle Chebycheff polinomlarmmn hesabini yapildigi
[G,H,L,P,T,U] ” isimli paket cagirilmaldir. Daha sonra da ,,(x) minimal
polinomu Maple’da ifade edilmelidir. Boylece artik Maple, 1,40 (x) i hesaplamaya
hazirdir.
Asagida 1,4 (x)’iin Maple’a uygun dille ifade edilisi ve hesaplanis1 goriilmektedir.
>with (orthopoly) ;
[G,H,L,P,T,U]
>PAY:=sort (expand ( (T (101,x)-T(99,x))*(T(11,x)-T(9,x))));
PAY :=1298074214633706907132624082305024  x''?
—36995115117060646853279786345693184  x''°
+513144962972387261725865457536204800 x'*®

—4616073601695083671786154920184381440  x'%
+30278341646691350546509354741687910400 x'™*

— 154373694011216833186204376421076303872  x'?
+ 636854323651959499939238492443951235072  x'®
—2185092261470441122064758617541705728000  x*8
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+6360731680772928159613634831143088947200  x*°

—15946580684834885324556479422590353408000
+34834358605325517052689313298534044270592

—66917313594480361991612561457012027686912
+113891923944517469075220765139427708108800

—172786139932854425730819300864818864455680
+234831332943882362120802584827788892569600

—287096228425883178617444427508716828360704
+316816177225063864163168739837548779536384

—316461791182187374348026487095609104793600
+286797194069414764788723542173968519659520

—236256234038165349637916263885756694528000
+177171459417151384315619618274160431595520

—121088697850453528192909848919504186245120
+ 75487245092207484709526975490734161920000

—42947537757397768814911475285158684262400
+22305594317421771149818622117551276032000

—10575554650077560029495318755811012902912

X94
X92

X90

oo e o0
&~ N o5}

o o0
[ S

~ ~
= o}

~N
SIS

HomL R, M, R, RoR R R
(e}

+4576143136592210769596169871857750638592  x*°

— 1806293320916849465713575138135795302400  x°®
+649899347602434022637317514425658245120  x™°

—212931564583421551820598063375004467200  x°

+63448846904816981502849796472701976576  x™*

—17168497972560721992249734378318462976  x°
+4210904015313241032733157115297792000 x*®

—934173870644788978407749534403788800  x*
+ 186989784743897621891462518013952000 x**

—33675441678573344272322087727661056 x**
+5438789975485549777524460267503616 x*°

— 784822588661149624455968220774400 x38
+100757614599638371949157485117440 3¢
—11452852086249714838848457932800 x**
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+ 1146204470566976255705682542592  x*?
—100355525518934866800339320832 x*°
+7630123615230674013572300800 x*® — 499437078842907408319119360 x*°

+27859818323315843923968000 x** — 1308532265687095883857920 x**
+51002862163396481515520 x* — 1620702964373749760000 x'®

+41068947293199974400 x'® — 806836471421952000 x'
+11842346373288960 x'? — 123452179023360 x'°+ 849761352000 x®
—3447021600 x° + 6736000 x* — 4000 x*

> PAYDA:=sort (expand ((2740) * ( (T (51, x)-T(49,x)) *(T(21,x) -

T(19,x)))));

PAYDA := 1298074214633706907132624082305024 x>
—24014372970723577781953545522642944  x°

+212965300838342539451446138503168000  x°°

—1205383602745018773295185143927930880  x°°
+4891103075920600322734879647622758400  x*

- 15152055224046394996891489862223396864  x°
+37263942927637196948939038826875060224  x*°

—74692987997030944094231187208064204800  x>8
+124315921132699197241927067035647344640  x°°

—174152719650649556543364666656974438400
+207430763357559264509898352693082062848

—211653717806671267294508732948674510848
+ 186039877628460178466769074688884736000

—141432629545461157074997203050063462400
+93245088437146403460948198263095296000  x**

—53396722003839876005775443177200680960  x*2
+26573871432001918910580349861426626560  x*°

— 11488804613469649476698526002970624000
+4309271919293772984471633139230310400 3¢

—1399167236196293197343591600488448000 x**
+391995261602095003349865517109215232  x*

—94361496730680700884700642748137472  x™°
+19411863669722895663043690941644800  x**
—3389844534357209762141710120386560  x*°
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+498356215343890537543922352128000 x**
—61057865062463770623349295677440 x**
+6157041839379188576844135792640 x*°

—503196183387225101214679040000 x'8
+32693722066568586870967500800 x'°

— 1647798970947901811851264000 x'* + 62401294110154774502440960 x'?
— 1700903480080115024527360 x'°+31404594160165978112000 x®

—357804833129470361600 x° +2128654511374336000 x*
— 4398046511104000 x>

>evala (Divide (PAY,PAYDA, 'q'));

true

>PSI200:=sort (q);

PSI200 = x0_ 10 35 4 185 6525 54 32725 5, 5797 5, 49445

4 45 T8 Y T e Y T g f
40455 . 13147875 o, 3251625 , 40060019 ,, 11930095
T 128 Y T 65536 7 T 32768 7 T 1048576 © T 1048576
5432435 4o 116075 . 14855725 ,, 1306503 o 1221495
2097152 262144 268435456 268435456 4294967296
21615 12475 75 , 1
T 2147483648 © T 68719476736 © 68719476736 - 1099511627776

3.3. P; Minimal Polinomlarinin Maple ile Hesaplams

q €N, q > 3 olmak iizere x = 2cos(m/q)’nun Py minimal polinomunun MAPLE ile
hesabr Cangiil (1993)’iin ¢alismasi temel alinirak yapilmistir. Buna gore Cangiil (1993)
caligmasinda q’nun tek ve ¢ift oldugu durumlarda F;’mn formiillerini vermis ve 1 < q <
50 i¢in P nun bir listesini de olduk¢a uzun siiren bir zaman sonucunda verebilmeyi
basarmistir. Bu tez caligmasmin bu bolimiinde Cangiil’iin bu c¢alismasina ek olarak
q > 50 i¢in hesaplanmasi ¢ok gii¢ olan ve uzun siiren F;’in daha da genisleyen bir
listesinin, kolaylikla ve cok kisa siiren bir zamanda MAPLE’da yazilan algoritmalar
tarafindan elde edildigi goriilmiistiir. Burada 1, polinomlarinda oldugu gibi belli
ozellikteki g € N, g > 3 sayilar1 i¢in belli gruplar olusturulmustur. Daha sonra da
olugturulan her bir gruba iliskin B;’1n hesabi i¢in kurallar gelistirilmistir. Son olarak bu

kurallar MAPLE’a bir dongii iginde ifade edilmistir. Boylece bu dongii ile istenilen Py
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minimal polinomlarin genigleyen bir listesi, kolaylikla ve saniyeler gibi kisa siiren bir
zaman diliminde hizl1 bir sekilde Maple tarafindan verilir.

q € N, g > 3 sayilarinin icinde belli bir 6zellige sahip sayilar oldugu gibi belli bir
ozellige uymayan sayilarda vardir. Bu durumda bu tiir sayilara iliskin F; minimal
polinomlar1 icin kural gelistirmek gii¢ oldugundan bu polinomlarin hesabi icin Cangiil
(1993)’iin ¢alismasinda g tek ve ¢ift igin elde edilen F; formiillerine basvurulur. Dikkat
edilirse bu formiillerde F;, Dickson polinomlari, Euler fonksiyonu ve ¢, minimal
poinomlarma baglidir. Dolayisi ile F;’in MAPLE ile hesab1 i¢in Dickson polinomlari,
Euler fonksiyonu ve y,, minimal poinomlart MAPLE’da ifade edilir. Boylece q¢’nun
¢ok biiyiik degerleri i¢in hesaplanmasi gii¢ olan ve ¢ok zaman alan bir B minimial
polinomu MAPLE ile kolaylikla saniyeler i¢inde hesap edilip bulunur.

Asagida belli ozellikteki q € N, q = 3 sayilar1 igin olusturulan bazi F; minimial
polinom gruplarinin MAPLE ile hesaplanisi anlatimaktadir. Bu durum Ozgur ve

arkadaslar1 (2012c) tarafindan ¢alisilmistir.

3.3.1. q = p i¢in P, minimal polinomlan
q€E€N, q=p=3asal olsun. Teorem 2.5.3’ten q =p tek olmak lizere A, =

2cos(m/p)’nun Py minimal polinomunun hesabr i¢in (2.5) esitligi kullanilirsa

o $B)=3-1  p (x)+D;(x)
=3 P (x) = 2 22001 ()
p=231emn 3 (x) YT g a2

d+6
dgift

(3.44)

esitligi alinir. (3.44)’te ¢(3) =2 ve carpim sembolii altindaki d|6, d # 6, d ift
kosullar1 i¢in d bdleni 2 olup

[T aie Ya(x/2) = ¥,(x/2)
dd(;]?t

esitligi gecerli olur. Boylece

P*(x) — -1 D3 (x)+Dq(x)
3 - .

p = 3ic¢in )
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minimal polinomu elde edilir. Benzer sekilde

D3(x)+D2(x)
T qj10 Wa(x/2)

d+10
dgift

p = 5igin Pi(x) =271 (3.45)

esitligi alinir. (3.45)’te carpim sembolii altindaki d|10, d # 10, d ¢ift kosullar1 icin d
boleni 2 olup

[Tapo ¥a(x/2) = ¥2(x/2)
o

esitligi elde edilir. Son olarak istenen minimal polinom

Ps*(x) — -1 D3(x)+Dy(x)

p = Sicin h2(x/2)

biciminde bulunur. Bu sekilde devam edilirse

g X _ =1 Da(x)+D3(x)
p =71 P =20 e

_ .. X _ =1 Ds(x)+D4(x)
p = 11 i¢in Pii(x)=2 T @)
p = 13 cin Pi3(x) = 271, 2200102

Pa2(x/2)

asallar icin belli kurali izleyen esitliklerin ortaya c¢iktigi goriilir. Buna gore bu

esitliklerde k € N, 2k + 1 asal olmak iizere

. . X —1 Dr41(x)+Dg(x)
p = 2k + 1icin Py (x) = 27 2P0 (3.46)
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kurali gecerlidir. Son olarak n =2 i¢in x/2 = cos(2n/2) = —1 olmak iizere
Y,(x/2) = (x + 2)/2’dir . Bu esitlik (3.46)’da kullanilirsa k € N olmak iizere

_ . . X _ =1 Dr+1(x)+Dp(x)
p = 2k +1 1¢1n P2k+1(x) =27 2_1(x+2)
p = 2k + 1i¢in Py (x) = w

biciminde ¢ok basit bir kural elde edilir. Bu kurali agagidaki teorem ile veriyoruz.

Teorem 3.3.1.1. g = p ve p = 3 asal say1 olsun. O zamank >1(k €N),p =2k + 1

olmak iizere Pp* minimal polinomu,

x * D41 (%) +Dg (x)
Py = Py (x) = 20 (3.47)
seklindedir.

Ispat. ¢ = p = 3 asal say1 olsun. Teorem 2.5.3’ten q = p tek olmak iizere Ap =

2cos(m/p)’nun Py minimal polinomunun hesabr i¢in (2.5) esitligi kullanilirsa

.. ¢(@)-r-1 p (X)+D )
= 1C1Nn P* xX) = 2 2 . (p+1)/2 (p-1)/2
TP p( ) [Tajzp Yalx/2)

d#2p
dgift

(3.48)

esitligi alinir. (3.48)’de ¢arpim sembolii altindaki d|2p’nin d bolenleri: 1, 2, p, 2p’dir.
d #+ 2p ve d ¢ift kosullar1 icin d boleni 2 olup ¢arpim sembolu i¢in

[ [ watr2) = a2y = x4 272

alzp
d#2p
dift

esitligi elde edilir. Bu son esitlik ve @(p) = p — 1 oldugu (3.48)’de gbz Oniine alinirsa

istenen minimal polinom,
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P=17P71 Dipy11y/2(0)+D(p_1y/2(%)

qg=p=2k+ 1icin PF(x)=2 " 2-1(x+2)

* * D41 () +Dg ()
Pp (x) = p2k+1(x) = %

olarak bulunur.

Asagida q = p asal olmak lizere P, nin hesabi i¢in yazilan algoritma teorem 3.3.1.1in
uygulamasidir.

q = p asal olmak {izere By nin hesab i¢in (3.47)’de elde edilen kural MAPLE’da bir
dongii icinde ifade edilmelidir. Dikkat edilirse bu kural, Dickson polinomlarina baghdir.
Dolayis1 ile bu dongiideki Dickson polinomlari, (2.2)’deki tanim kullanilarak Maple
dilinde anlatimalidir. Boylece istenen asal minimal polinomlarin bir listesi, MAPLE
tarafindan verilir.

Asagida Maple’da (3.47)’ye ait algoritma ve bu algoritmaya ait liste verilmektedir. Bu
algoritmadaki dongiiniin {ist sinir1 istenildigi kadar artirilabilineceginden bu ¢aligmada

bu dongii, 0 < k < 50 i¢in sinirlandirilmigtir.

> f:=proc(x)local k,A,B,C,P;for k from O to 50 do if
isprime (2*k+1l) then A:=sort(sum((-1)*i* (k+1)* (k-1i)!/(k+1-
2%i) 1*x1 /it *x”~ (k+1-2*i) ,i=0..floor((k+1l)/2)));B:=sort (sum( (-
1) *ixk* (k—-1-1i) !/ (k—-2*i) ! *1/it*x* (k-2*i),i=0..floor (k/2)));
C:=sort (A+B) ;evala (Divide (C,x+2, 'Q')) ;P:=sort (Q);

print (2*k+1,P);end if; end do;end proc;

f=proc(x)
local k, A, B, C, P;
for k from O to 50 do
if isprime(2xk + 1) then
A = sort( sum(
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(-D)Nix(k + 1)x(k=i)!XxMk+ 1 =2x0)/((k+ 1 =2%i)!Xi!),
i=0. floor(12xk+1/2)));

B := sort(sum( (-1 )" ixkx(k — 1 —i)IXx"(k — 2xi)/((k — 2xi)!Xi!),
i=0..floor(1/2xk)));

C:=sort(A+B);

evala(Divide(C, x+2,'0")); end proc
P :=sort(Q);

print(2xk + 1, P)

end if
end do
> f(x);
3,x—1
5, x> —x—1

7,0 -x*=2x+1
1, —x*—4x+3x>+3x-1
13,xX° - =5x*+4x°+6x>*-3x-1
17,38 = x" =746 X°+15x" - 10X - 10 x> + 4 x+ 1
19, x° =28 =8x"+7x°+21 X = 15x*-20x*+10 x> +5x—1
23, xM —x0—10x° +9x8+36 x" =28 x0—56 > +35x*+35 X - 152 -6 x+1

20, x4 —xP - 13 x4+ 12 XM +66 x'° =55 27 =165 x® + 120 x7 +210 x° — 126 ¥°
—126 x*+56 X +28 x> =7 x—1

3L, xB —x* =14 xB + 13 x2 +78 x' =66 x'%—220 x° + 165 x® +330 x” —210 x°
2520+ 126 x* +84x* 28 x2 -8 x+1

37, x8 —x!" =17 x4+ 16 xP + 120 x'* = 105 x'* — 455 x'2 + 364 x'"' + 1001 x'° =715 &°
— 1287 x¥+792 x7 +924 x°—462 x> =330 x*+ 120 x> + 45 x> -9 x — 1

41, x° = x" =19 x"® + 18 x'7 + 153 x'% - 136 x"°> — 680 x'* + 560 x'3 + 1820 x'?
— 1365 x'"'=3003 x'°+ 2002 x” + 3003 x® — 1716 x” — 1716 x%+ 792 x° + 495 x*
— 165X =55 +10x+1

43, x*' = x =20 xP + 19 ¥ + 171 x'" = 153 x'° = 816 x'° + 680 x'* + 2380 x'*
— 1820 x'* - 4368 x'' + 3003 x'°+ 5005 x* — 3003 x® — 3432 x” + 1716 x%+ 1287 x°
—495 x* =220 x> +55 2+ 11 x—1
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47, xP = x*2 =22 X' + 21 ¥+ 210 x2 = 190 x' — 1140 x'" + 969 x'® + 3876 x"
—3060 x'*— 8568 x'* + 6188 x'2+ 12376 x'' — 8008 x'° — 11440 x° + 6435 x8
+ 6435 x" —3003 x*— 2002 x> + 715 x* +286 x> =66 x> — 12 x+ 1

53, x%° —x® =25 x** + 24 ¥ + 276 x** = 253 x*' = 1771 x*° + 1540 x'° + 7315 x'®
—-5985 x'7 - 20349 x'°+ 15504 x'> + 38760 x'* — 27132 x'* - 50388 x'?
+31824 x'' + 43758 x'° - 24310 x° — 24310 x® + 11440 x’ + 8008 x° — 3003 x°
— 1365 x* +364 x> +91 x> =13 x -1

59, x* — x*® — 28 x*7 + 27 x¥° + 351 x* — 325 x** - 2600 x* +2300 x** + 12650 x*!
— 10626 x*° — 42504 x' + 33649 x'® + 100947 x'7 — 74613 x'® - 170544 x"
+ 116280 x'* 4203490 x" — 125970 x'> — 167960 x'! + 92378 x'° + 92378 x°
— 43758 x® — 31824 x” + 12376 x°+ 6188 x° — 1820 x* =560 x> + 105 x> + 15 x — 1

61, %% —x* =29 x* + 28 x*" + 378 x7° = 351 x> = 2925 x** +2600 x** + 14950 x**
— 12650 x*' = 53130 x* + 42504 x'” + 134596 x'® — 100947 x'7 — 245157 x'°
+ 170544 x'> +319770 x'* - 203490 x'* - 293930 x'* + 167960 x'' + 184756 x'°
—92378 x” — 75582 x° + 31824 x” + 18564 x° — 6188 x* — 2380 x* + 560 x° + 120 x>
—15x-1

67, x7 —x? =32 X" +31 X7 +465 x» — 435 x*° — 4060 x*" + 3654 x*° + 23751 x>
— 20475 x** — 98280 x** + 80730 x** + 296010 x*' — 230230 x*’ - 657800 x"
+480700 x'* + 1081575 x'7 = 735471 x'° — 1307504 x> + 817190 x'*
+ 1144066 x'° — 646646 x'* — 705432 x'' + 352716 x'% +293930 x* - 125970 x*
—77520 x" +27132 x°+ 11628 x” = 3060 x* — 816 x* + 136 x* + 17 x - 1

71, 0% = x™* =34 X7 4+ 33 172 4+ 528 1™ =496 x*° — 4960 x> + 4495 x*° + 31465 x”7
— 27405 x* - 142506 x* + 118755 x** + 475020 x** - 376740 x> — 1184040 x*!
+ 888030 x* +2220075 x' - 1562275 x'® - 3124550 x'7 + 2042975 x'°

+3268760 x> — 1961256 x'* —2496144 x'3 + 1352078 x'> + 1352078 x'!
— 646646 x'° — 497420 x° + 203490 x® + 116280 x” — 38760 x° — 15504 x°

+3876 x*+969 x> =153 x> — 18 x + 1

73, %% =1 =35 x** + 34 x¥ + 561 x¥ — 528 x*' — 5456 x** + 4960 x* + 35960 x*
— 31465 x*" = 169911 x*° + 142506 x* + 593775 x** — 475020 x> — 1560780 x**
+ 1184040 x*' +3108105 x** — 2220075 x'° — 4686825 x'® + 3124550 x'’

+5311735 x'°— 3268760 x' — 4457400 x'* + 2496144 x3 + 2704156 x'?
— 1352078 x'' = 1144066 x'° + 497420 x° + 319770 x® — 116280 x” — 54264 x°

+ 15504 x> +4845 x* =969 x* — 171 x> + 18 x + 1
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79, x3° = x3¥ =38 37 + 37 30 + 666 x> — 630 x** — 7140 x> + 6545 3% + 52360 3!
— 46376 x*° — 278256 x*° + 237336 x*® + 1107568 x*’ — 906192 x*° — 3365856 x>
+ 2629575 x** + 7888725 x>} — 5852925 x** — 14307150 x*' + 10015005 x*°

+20030010 x'— 13123110 x'® = 21474180 x'7 + 13037895 x'® + 17383860 x'
— 9657700 x'* = 10400600 x'3 + 5200300 x'*+ 4457400 x'' — 1961256 x'°

— 1307504 x° + 490314 x® + 245157 x" — 74613 x%— 26334 x> + 5985 x*+ 1330 x°
—190 x> =20 x+ 1

83, x* = x* =40 x¥ +39 x*® + 741 X7 = 703 x*° — 8436 x¥ + 7770 x** + 66045 xP
— 58905 x*? = 376992 3! + 324632 x*° + 1623160 x* — 1344904 x> — 5379616 x*’
+ 4272048 x*° + 13884156 x> — 10518300 x** — 28048800 x> + 20160075 x*

+44352165 x*' — 30045015 x** — 54627300 x'? + 34597290 x'® + 51895935 x!
— 30421755 x'°— 37442160 x + 20058300 x'* + 20058300 x'* — 9657700 x'*

— 7726160 x'' + 3268760 x'°+ 2042975 x° — 735471 x® — 346104 x7 + 100947 x°
+33649 x> — 7315 x* = 1540 X¥* + 210 x* + 21 x— 1

89, x* — x¥ — 43 ¥ + 42 x* + 861 x** — 820 x*° — 10660 x** + 9880 x*7 + 91390 3¢
— 82251 x* = 575757 x** + 501942 x*3 + 2760681 x*> — 2324784 x3!
— 10295472 x*° + 8347680 x*° + 30260340 x*® — 23535820 x?7 — 70607460 x*°

+ 52451256 x* + 131128140 x** — 92561040 x** — 193536720 x??
+ 129024480 x2!' +225792840 x*° — 141120525 x'° — 206253075 x!'3

+ 119759850 x'7 + 145422675 x'¢ — 77558760 x> — 77558760 x'* + 37442160 x'3
+30421755 x'2 = 13037895 x'! — 8436285 x'°+ 3124550 x° + 1562275 x®
— 480700 x” — 177100 x° + 42504 x> + 10626 x* — 1771 x> =253 x>+ 22 x + 1

97, x® —x* — 47 x* + 46 ¥ + 1035 x** =990 x* — 14190 x** + 13244 x*' + 135751 x*°
— 123410 x*° = 962598 x*® + 850668 x*7 + 5245786 x3° — 4496388 x>
— 22481940 x** + 18643560 x> + 76904685 x> — 61523748 x*' —211915132 x*°

+ 163011640 x*° +472733756 x** — 348330136 x*’ — 854992152 x*°
+ 600805296 x* + 1251677700 x** — 834451800 x> — 1476337800 x**

+927983760 x*! + 1391975640 x* — 818809200 x' — 1037158320 x'®
+565722720 x'7 + 601080390 x'® — 300540195 x'° — 265182525 x'*

+ 119759850 x' + 86493225 x'? — 34597290 x'! — 20030010 x'°+ 6906900 x°
+ 3108105 x®— 888030 x’ — 296010 x° + 65780 x° + 14950 x* — 2300 x* — 300 x?
+24 x+1
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101, 0 —x* — 49 x*® + 48 x*" + 1128 x* - 1081 x* — 16215 x** + 15180 x*
+ 163185 x*? — 148995 x*' — 1221759 x** + 1086008 x*° + 7059052 x38
— 6096454 x> — 32224114 x*®+ 26978328 x*°> + 118030185 x** — 95548245 x*3

— 350343565 x*2 4+ 273438880 x°! + 847660528 x*° — 635745396 x*°
— 1676056044 x> + 1203322288 x*7 + 2707475148 x*° — 1852482996 x>

— 3562467300 x** +2310789600 x** + 3796297200 x** — 2319959400 x*'
— 3247943160 x*° + 1855967520 x'° +2203961430 x'® — 1166803110 x'”

— 1166803110 x'®+565722720 x'° + 471435600 x'* —206253075 x'
— 141120525 x'? +54627300 x'' + 30045015 x'°— 10015005 x° — 4292145 x®

+ 1184040 x’ + 376740 x® — 80730 x° — 17550 x* +2600 x* +325 x> =25 x—1

3.3.2. q = 2p i¢in P3, minimal polinomlar
q €N, qg=2p=>3vep>2asal olsun. Teorem 2.5.5’ten q = 2p ¢ift olmak {izere

Ap = 2cos(m/2p)’nin P;,, minimal polinomunun hesabr i¢in (2.6) esitligi kullanilirsa

p(12)-6 _
q = 2-3 == 6 igin Pg(x) = 2 2 . D7(;C) DS(x)
ITaj12 ¢d(5)-[04(x)—Dz(x)]

d+12
dte

(3.49)

esitligi alinir. (3.49)’da @(12) = @(3)@(22) = 2.2 = 4’tiir. d|12’nin d bélenleri: 1, 2,
3,4, 6, 12°dir. d # 12 ve d t 6 kosullar1 i¢in d bolenleri: 4’tiir. O halde (3.49)’da

Y, (x) = x olmak iizere carpim sembolii i¢in

[Tapz Ya(x/2) = Pu(x/2) =x/2 (3.50)
d+12
dté

esitligi elde edilir. (3.50), (3.49)’da kullanilirsa minimal polinom

D7(x)—Ds(x)

q = 2.3 = 6ig¢in Pe(x) = X[D4 () =D (%)]

bi¢iminde bulunur. Benzer sekilde
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o ¢0)-6 D11 (x)—Dg(x)
= 2.5 =10 icin Pio(x) =2 =z . Moo
q ¢ 10( ) ITaj20 wd(})-[DG(x)_D‘*(x)]

d+20
dt10

(3.51)

esitligi bulunur. (3.51)’de ¢ (20) = @(5)@(2%) = 4.2 = 8’tiir. d|20’nin d bolenleri: 1,
2, 4, 5, 10, 20°dir. d # 20 ve d t 10 kosullar1 i¢cin d bolenleri sadece 4’tiir. O halde

(3.51)’de 1, (x) = x olmak iizere ¢carpim sembolii igin

[Tajzo Ya(x/2) = Pa(x/2) =x/2 (3.52)

d+20
da+10

esitligi gecerlidir. (3.52), (3.51)’de ele alinirsa

P1*0 (X) — Dy1(x)—Dg(x)

q = 2.5 =10 i¢in x[Dg (%) =Dy (x)]

esitligi elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde

. . . D -D
q = 2.7 =14 i¢in P (x) = —x[ll;_’s(g)_;j((;))]

P * D ( )_D (
g =2.11=22icin P (x) = —x[;fzz‘x)_;fog)]

q = 2.13 = 26 i¢in Pz*z(x) _ _Da7(x)=Da5(%)

X[D14(x)—D12(x)]

biciminde belli bir kurali izleyen esitlikler ortaya cikar. Bu esitliklerdeki kurali
asagidaki teoremde veriyoruz.
Teorem 3.3.2.1. q = 2p = 3 ve p > 2 asal say1 olsun. O zaman k € N,p =2k + 1

olmak iizere P, minimal polinomu,

D(4k+3/2)(X) =D (ak+1/2)(X) (3.53)

Py = P2(2k+1)(x) - X[Dzjer2 (%) =Dpe ()]
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bicimindedir.
Ispat. ¢ €N, g = 2p = 3 ve p > 2 asal say1 olsun. Yardime1 teorem 2.7.2.a. ve 2.7.2.b.

eregince P, minimal polinomu icin
2p

Dyp+1(X)—Dap—1(x)
x(Dp+1 ) _Dp—l(x))

P;p(x) =

esitligi alinir. Boylece bu esitlik ile istenilen kural k € N olmak iizere

Dak43(X)—Dygs1(%)
x(D(2k+2(X) =Dk (x))

p =2k + 1igin P31y (X) =

biciminde elde edilir.

Asagida g = 2p igin P;, minimal polinomunun hesabi igin yazilan algoritma teorem
3.3.2.1’in uygulamasidir.

q = 2p i¢in P;, minimal polinomunun kolay ve hizli bir sekilde hesaplanamabilmesi
icin (3.53)’teki kural MAPLE’da bir dongii icinde ifade edilmelidir. Bu kural, Dickson
polinomlarma baglhdir. Dolayis1 ile bu dongiideki Dickson polinomlari, (2.2)’deki tanim
kullanilarak Maple’a anlatilmalidir. Boylece asalin iki kati bicimindeki minimal
polinomlarin genisleyen bir listesi ¢ok kisa bir siirede Maple’da yazilan algoritma
tarafindan verilir.

Asagida (3.53) kuralina iligkin algoritma ve bu algoritmaya ait liste verilmistir. Yine bu
algoritmadaki dongiiniin dist smnir1 istenilenildigi kadar artirilabilineceginden bu

calismada bu dongii 1 < k < 40 icin smirlandirilmgtir.

> f:=proc(x)local k,A,B,E,F,PAY,PAYDA, MINPOL; for k from 1
to 40 do if isprime (2*k+1) then A:=sort (sum( (-
1) ~i* (4*k+3) * (4*k+2-1) !/ (4*k+3-2%i) 1 *1/il*x” (4*k+3—-

2*ji) ,i=0..(2*k+1)));B:=sort (sum( (-1) *i* (4*k+1l) * (4*k-

i) 1/ (4*%k+1-2%i) 1 *1/il*x” (4*k+1—-

2*%i) ,i=0..2*%k) ) ;E:=sort (sum((-1) *i* (2*k+2) * (2*k+1-

i) 1/ (2*%k+2-2%i) 1 *1/il*x”* (2*k+2—-
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2*%i) ,i=0.. (k+1l)));F:=sort (sum((-1) *i*2*k* (2*k-1-i) !/ (2*k-
2%i) 1*x1/il*x” (2*k-2*i) ,i=0..k));PAY:=sort (A-B) ; PAYDA:=x* (E—
F) ;evala (Divide (PAY,PAYDA, 'q') ) ;MINPOL:=sort (q) ; print (2* (2*
k+1) ,MINPOL) ;end if;end do;end proc;
f=proc(x)
local k, A, B, E, F, PAY, PAYDA, MINPOL ;
for k to 40 do
if isprime(2xk + 1) then
A = sort(sum( (-1 )Nix(4xk + 3)x(4xk + 2 — i )IXxN4xk + 3 — 2xi)/(
(4xk+3 —2xi)Xi!),i=0.2xk+1));
B = sort(sum( (-1 )"ix(4xk + 1)x(4xk — i )IXx™N4xk + 1 — 2xi)/(
(4xk+1—-2xi)xi!),i=0..2xk));
E = sort(sum( (-1 )"ix(2xk + 2)X(2xk + 1 — i )IXx"N(2xk + 2 — 2Xi)/(
(2xk+2 =2xi)Xi!),i=0.k+1));
F = sort(sum(
2X (-1 )NixkX(2xk — 1 = 1) IXxN(2xk — 2Xi0)/((2xk — 2xi)!IXi!),
i=0.k));
PAY :=sort(A - B);
PAYDA = xX(E - F);
evala(Divide(PAY, PAYDA, 'q")); end proc
MINPOL :=sort(q);
print(4xk + 2, MINPOL)
end if
end do

> f(x);

6, x> -3
10, x*=5x*+5
14, x° =7 x* + 14 x> =7
22, x0—11 8 +44 X0 - 77 x* +55 2~ 11
26, x2 =13 x10+65x%— 156 x%+ 182 x* - 91 x* + 13
34,210 — 17 x™ + 119 x12 =442 x'°+ 935 x® — 1122 x® + 714 x* =204 x> + 17

38, x18 =19 x!10+ 152 x" — 665 x'2 + 1729 x'%— 2717 x® + 2508 x° — 1254 x* + 285 x?
-19

46, x> =23 x + 230 x'¥ — 1311 x'®+ 4692 x'* — 10948 x'? + 16744 x'° — 16445 x®
+9867 x° — 3289 x* + 506 x> — 23
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58, x28 =29 x%0 + 377 x** = 2900 x> + 14674 x** — 51359 x'® + 127281 x'®—224808 x'*
+281010 x'2=243542 x'° + 140998 x® — 51272 x° + 10556 x* — 1015 x* + 29

62, x°0 = 31 x® + 434 x** — 3627 x** + 20150 x** — 78430 x*° + 219604 x'* — 447051 x'°
+ 660858 x'* — 700910 x'* + 520676 x'* — 260338 x* + 82212 x° — 14756 x*
+1240 x* - 31

74, 53— 37 x** + 629 x32 — 6512 0 + 45880 x*® — 232841 x*0 + 878787 x**
— 2510820 x>+ 5476185 x*° — 9126975 x'® + 11560835 x'®— 10994920 x'4
+ 7696444 x'? — 3848222 x'°+ 1314610 x® — 286824 x° + 35853 x* - 2109 x> + 37

82, x*0 — 41 x*8 + 779 x*© - 9102 x** + 73185 x*2 — 429352 x** + 1901416 x*8
— 6487184 x* + 17250012 x** — 35937525 x?? + 58659315 x** — 74657310 x'®
+73370115 x'® - 54826020 x'* + 30458900 x'> — 12183560 x'* + 3350479 x*
~ 591261 x°+59983 x* - 2870 x> + 41

86, x*? — 43 x* + 860 x*® — 10621 x*° + 90687 x** — 567987 x** + 2701776 x*°
— 9970840 x** +28915436 x%° — 66335412 x** + 120609840 x** — 173376645 x*
+195747825 x'® — 171655785 x'® + 115000920 x'* — 57500460 x'?
+20764055 x'° - 5167525 x® + 826804 x° — 76153 x* +3311 x> —43

94, x* — 47 x* + 1034 x** — 14147 x*° + 134890 x*® — 951938 x*¢ + 5154396 x**
— 21906183 x*2 + 74144004 x** —201619660 x*® + 442473416 x*¢
— 784384692 x** + 1120549560 x*2 — 1282801080 x*° + 1166182800 x'®
— 830905245 x'®+ 455657715 x'* - 187623765 x'* + 56071470 x'° - 11593725 x®
+ 1545830 x°— 118910 x* + 4324 x> — 47
106, x> — 53 x°0 4+ 1325 x*¥ — 20776 x*® + 229172 x* — 1890669 x** + 12108327 x*°
~ 61669740 x*® + 253873763 x%° — 853939021 x** + 2363226593 x*
— 5401660784 x*° + 10210456360 x*8 — 15944020316 x*° + 20499454692 x**

— 21578373360 x** + 18443677230 x>° — 12657425550 x'® + 6871173870 x'©
— 2893125840 x'* + 920540040 x> — 213696795 x'°+ 34467225 x® — 3596580 x°

+217035 x* - 6201 x>+ 53

118, x°% =59 x°° + 1652 x>* — 29205 2 + 365859 x°° — 3455335 x*® + 25556440 x*°
— 151794020 x** + 736647450 x** — 2956411766 x*°+ 9894929176 x>8
— 27773267119 x*° + 65592184047 x** — 130526252535 x°2 + 218786861392 x*°

— 308290577416 x*® + 363854576834 x*° — 357739373862 x**
+290845019400 x** — 193641552390 x*° + 104268528210 x'® — 44686512090 x'°

+ 14932102320 x'*— 3787127400 x'? + 703323660 x'°—-91018356 x®
+ 7637904 x% — 371287 x*+ 8555 x* — 359
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122, x%° — 61 X8 + 1769 x°° — 32452 x>* + 422730 x> — 4160871 x°°+ 32152185 x*®
— 200058040 x**+ 1020107270 x* — 4315838450 x** + 15283145570 x*°
— 45571561336 x*8 + 114858935204 x3° — 245179650147 x>* + 443410005585 x*?

— 678610095504 x** + 876538040026 x*® — 951535947194 x*¢
+ 863020975362 x** — 648887951400 x** + 400411345620 x*°

— 200205672810 x'® + 79802261190 x'®— 24835486320 x'*+ 5873256900 x'?
— 1018031196 x'°+ 123058716 x® — 9651664 x° + 438712 x* — 9455 x* + 61

134, x% — 67 x% + 2144 x2 — 43617 x°° + 633485 x°% — 6992857 x°° + 60986884 x>*
— 431264394 x> +2518145487 x°° — 12301285425 x** + 50758988280 x*°
— 178150864710 x* + 534452594130 x** — 1374959237890 x*°

+ 3038993463800 x*® — 5774087581220 x3° + 9425348845815 x>*
—13195488384141 x>+ 15798679970128 x*° — 16110496022170 x*®

+13916726351066 x*¢ —10113397410402 x** + 6129331763880 x**
— 3064665881940 x*° + 1247247742650 x'® — 406246407606 x'°
+103657619952 x'* — 20155648324 x'2 +2879378332 x!°— 287415260 x®
+ 18643152 x% — 701624 x* + 12529 x> — 67

142, x7° =71 x5 + 2414 x%0 — 52327 x5 + 812240 x5 — 9613968 x°° + 90223392 X8
— 689161713 x°° + 4364690849 x°* —23231419035 x°? + 104960312886 x*°
— 405528481605 x*® + 1347179362620 x*¢ — 3862867084860 x**

+9584557428600 x** —20606798471490 x*° + 38403578969595 x*®
—61997934676405 x°° +86563154076490 x** — 104261288816825 x*

+107941099010360 x*° —95604973409176 x> +72014135814704 x*°
—45791597230002 x** 4+ 24357232569150 x> —10717182330426 x*°

+3847193657076 x'® — 1107525446734 x'°+250205084312 x'*
— 43138807640 x'2+ 5471263408 x'°— 485354012 x* +28001193 x® — 937839 x*

+14910 x* =171

146, x> =73 x7° + 2555 x — 57086 x%° + 914617 x** — 11190608 x°> + 108732624 x*°
— 861388320 x°% + 5668597752 x°° — 31413479209 x>* + 148092116271 x>
— 598448493318 x°° + 2084759095575 x*® — 6286350503580 x*°

+16454103860460 x** —37447270854840 x** +74155450837545 x*°
— 127746785056275 x>+ 191233066114545 x*°—248267489341690 x>*

+278715388977935 x*2 —269526969561080 x3° +223404707390200 x°
— 157743149913776 x*° +94163002754652 x** —47081501377326 x**

+19495286167698 x*° — 6592608848980 x'® + 1789422401866 x'°
— 381444273752 x'* + 62095579448 x'> — 7440023344 x'°+ 623782445 x®

— 34024497 x° + 1077699 x* — 16206 x>+ 73
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158, x"8 =79 x7° + 3002 x"* — 73075 x"*> + 1280274 x° — 17197194 x° + 184221996 x%°
— 1616328703 x* + 11837900360 x°2 — 73394982232 x°° + 389312514448 X%
— 1781052706472 x°° + 7071045073456 x>* —24476694485040 x>

+74129417583264 x°° — 196906265455545 x*® +459447952729605 x*¢
—942434984631315 x* + 1699472923105650 x** —2692322893972635 x*°

+3741872496707730 x*® —4552918752151770 x° + 4836114655395660 x>
— 4468149409876425 x*? +3574519527901140 x>0 —2462446785887452 x*®

+1451020892700008 x*° —725510446350004 x** + 304836321995800 x**
— 106377364779224 x*° +30393532794064 x'® — 6985610359926 x'°

+ 1263355065093 x'4 — 174772439835 x>+ 17819935042 x'°— 1272852503 x®
+ 59202442 x°— 1600066 x* + 20540 x> — 79

3.3.3. q = p? icin P, minimal polinomlan
q €N, g =p? = 3 ve p > 2 asal say1 olsun. Teorem 2.5.3’ten ¢ = p? tek olmak iizere
Ay2 = 2cos(m/p?) ’nin P;Z ‘nin minimal polinomunun hesabr igin (2.5) esitligi

kullanilirsa

. PO=9"1 b (x)+Dy(x)
=132 = * — 5 4
q=23 9 i¢in Pj(x) =2 = M ane pa/2)

d+18
dgift

(3.54)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte ¢(9) = ¢(3?) = 32 — 3! = 6 ve d|18’in d bélenleri:1,
2,3, 6,9, 18 olup d # 18, d cift kosullar1 icin d bolenleri: 2 ve 6’dir. Buna gore
(3.54)’te ¢carpim sembolii i¢cin

Mape Ya(x/2) = Y, (x/2)hs(x/2) (3.55)

d+18
dcift

esitligi gecerlidir. (3.55), (3.54)’te diisiiniildiigiinde son olarak minimal polinom

Pi(x) = 22 D5 (x)+D4(x)
s = Bt Al 152

22 _ Qi
q = 3% =9 igin V2 (x/2)e(x/2)

biciminde bulunur. Benzer sekilde
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#@5)=2571 p . (x)+Dy5(x)
S5 Dy 04010 3.56
[T ajs0 ¥Ya(x/2) ( )
d#50
dgift

q = 5% = 25i¢in Ps(x)=2

esitligi alimir. Bu esitlikte ¢ (25) = ¢(5%) = 52 — 51 = 20 ve d|50’in d bolenleri 1, 2,
5, 10, 25, 50 olup d # 50, d cift kosullar1 icin d bolenleri 2 ve 10’dur. Buna gore
(3.56)’daki ¢arpim sembolii i¢in

Maiso Ya(x/2) = Y, (x/2)h10(x/2) (3.57)

d+50
dcift

esitligi gecerli olur. (3.57), (3.56)’da ele alindiginda minimal polinom

P*(x) — -3 D13(x)+D12(x)
S = Bt At Rt VAP

q 1¢1m Y2(x/2)P10(x/2)

seklinde alinir. Bu sekilde yapilmaya devam edildiginde

p* (x) — 24 D35(x)+Dp4(X)
49 -

q 1em Y2 (x/2)P14(x/2)

— 112 — . * — 7—6 _De1(x)+Deo(x)
q =11% =121 i¢in Pii(x) =2 STRYEE

— 122 — - * _ -7 _Dg5(x)+Dg4(x)
q = 13 = 169 i¢in Pleo(x) =2 D DD 12)

belli kurali takip eden esitlikler bulunur. Bu esitliklerdeki kurali asagidaki teoermde

veriyoruz.

Teorem 3.3.3.1. ¢ = p?> =3 ve p > 2 asal say1olsun. O zaman k € N, p = 2k + 1

olmak iizere P;z minimal polinomu,
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_ D, 2 (x)+D, 2 (x)
2 (k+1) Z2k+2k+1 2k“+2k 3.58
Y2 (x/2)Y32k+1)(%/2) ( )

Ppz = Prypepry2(x) =
bicimindedir.
Ispat. ¢ €N, g = p? = 3 ve p > 2 asal olsun. Teorem 2.5.3’ten g = p? olmak iizere

Ay2 = 2cos(m/p?) ’nin P;Z ‘nin minimal polinomunun hesabr igin (2.5) esitligi

kullanilirsa
o(p?)-p%-1 D, (x)+D, 2 (x)
— 2 i p* =2 2z . @°+1)/2 @°-1)/2 '
q = p* igin 2 (%) 2 Mo D/ (3.59)
d=2p?
dgift

esitligi almir. (3.59)’da @(p?) = p? — p’dir ve ¢arpim sembolii altindaki d|2p? nin
d bdlenleri 1,2,p,2p,p?,2p? olup d # 2p? ve d ¢ift kosullar1 igin bu bolenler 2 ve
2p’dir. Boylece (3.59)’daki carpim sembolii i¢cin

Majzpz Ya(x/2) = P2 (x/ 22, (x/2) (3.60)

d+2p?
dcift

esitligi gecerli olur. (3.60), (3.59)’da ele alindiginda minimal polinom

-p=1 D, 2 2_ %)
— 2 in: P* =2 ) (p=+1)/2 (p°-1)/2 61
q=p"1cm pe (%) ’ W2 () 2) W2 (x/2) (3.61)

(x)+D

seklini alir.
(3.61)’de (3.10) ve Y,(x/2) = (x + 2)/2 kullanilirsa k € N olmak iizere istenilen

minimal polinom
q=p?=Q2k+1)? =4k* + 4k + 1 i¢in

p (x) = 2% D ar2iaks2)/2C)HD (424 4)/2(%)

(2k+1)? 2_1(x+2)< T2 (=T () )
zS+1(x+1)(Tk+1(x)—Tk(x))
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D (x)+D

2k2+2k+1 2k2+2k(x) (362)

T (x)=T51,(x)
2=1(x42 2k+2 2k
(x )<2k+1(x+1)(Tk+1(x)—Tk(x))

P;Z = P(*2k+1)2 (x) = 27 (k1)

seklini alir.

Asagida verilen algoritma g = p? i¢in P;Z minimal polinomununun hesab i¢in teorem

3.3.3.1’in uygulamasidir.

q = p? i¢in P;Z minimal polinomununun MAPLE’da hizli bir sekilde hesaplanabilmesi

icin (3.62) kurali MAPLE’da bir dongii icinde ifade edilmelidir. (3.62) kurali 6nceki
minimal polinomlardan farkli olarak i, ’lere de baghdir. Dolayisi ile ,, "ye ait

dongiiye, P;z minimal polinomlarinin hesaplanmasi i¢in olusturulan dongiide ihtiyac

duyulacaktir. Yine benzer olarak bu dongiide Dickson polinomlart da yer alacagindan
(2.2)’deki tanim kullanilarak Dickson polinomlari, bu dongii icinde MAPLE’a

anlatilacaktir. ¢ = p? i¢in P;Z minimal polinomuna ait dongii i¢in yapilan hazirliklarin
sonunda MAPLE, P;Z minimal polinomlarinin genisleyen bir listesini vermeye hazir
konumdadir.

Asagida q = p? igin P;Z minimal polinomuna ait algoritma ve bu algoritmaya ait ¢ikt1
goriilmektedir. Bu dongii k € N olmak iizere 1 < k < 10 icin smrlandirilmistir. k

istenildigi kadar artirilip istenildigi kadar uzun bir liste elde edilebilir.

> f:=proc(x)local k,A,B,C,F,E,G H,K,L,P;with(orthopoly); for
k from 0 to 10 do if isprime(2*k+1l) then A:=sort (sum( (-
1) Ai* (2*¥k*24+2*%k+1) * (2*¥k*2+2*%k-1i) !/ (2*k*2+2*k+1-

2%3i) 1*1 /il *x” (2%¥k*2+2%k+1-

2*j) ,i=0..floor ((4*k*2+4*k+2) /4))) ;B:=sort (sum( (-

1) Ai* (2*¥k”242%k) * (2*k*2+2*k—-1-1i) !/ (2*k"2+2*k~-

2%3) 1*1 /il *x” (2%¥k*2+2%k—-

2*i) ,i=0..floor (k*2+k)));C:=sort (A+B) ;F:=sort (T (2*k+2, x) -
T(2*k,x));E:=sort (T (k+1,x) -

T (k,x));G:=expand((x+1) *E) ;evala(Divide (F,G, 'q'));H:=((1/2)
~(k+1l)) *q;K:=subs (x=x/2,H) ; L:=1/2* (x+2) *K; ;evala (Divide (C, L
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,'ql'));P:=sort ((1/2)~(k+1l) *ql) ;print ((2*k+1) ~2,P) ;end

if;end do;end proc;

f = proc(x)
local k,A,B,C,F,E,G,H, K, L, P,
with(orthopoly );
for k from O to 10 do
if isprime(2xk + 1) then

A = sort(sum( (-1)"Mx(2Xxk"N2 + 2%k + 1)X(2Xk"2 + 2xk —1)!X
XN2XKN2 + 2%k + 1 — 20 )/((2Xk™N2 + 2%k + 1 — 2xi)!IXi!),
i=0.floor (k"2 +k+1/2)));

B :=sort(sum( (-1 )"iX(2Xk"2 + 2Xk )X(2Xk"2 +2xk — 1 —i)!X
XN(2XKN2 + 2%k — 2X0)/((2XkN2 + 2xk — 2Xi)IXi!),
i=0. floor (k"2 +k)));

C:=sort(A+B);

F = sort(T(2xk + 2, x) — T(2xk, x));

E:=sort(T(k+1,x)—-T(k,x));

G = expand((x+ 1)XE);

evala(Divide(F, G, 'q"));

H = (1/2)\k+ 1)xq;

K = subs(x=1/2xx, H);

L :=1/2x(x+ 2)XK;

evala(Divide(C, L, 'ql"));

P = sort((1/2) "k + 1)xql );
print( (2xk + 1)"2, P)
end if
end do
end proc

>£(x);

9,x°-3x—1
25, x0— 108 +35x0 - x° =50 x* + 53 +25 x> -5x—1

49, x*' =21 x" + 189 x'7 =952 x5 — x!* + 2940 x13 + 14 x> = 5733 x'1 =77 x'°

+7007 x> +210 x* =5147 x7 =294 x° +2072 > + 196 x* =371 x> =49 x> + 14 x
+1
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121, x°° =55 X3 + 1430 x°' = 23375 x* + 269500 x*" — 2330636 x* — x**
+ 15696120 x* + 44 x** — 84366645 x*' —902 x** + 367982175 x>° + 11440 x**
— 1317269525 x*7 = 100529 x¢ + 3899117794 x¥ + 649572 x** — 9586673914 x>

— 3196578 x** + 19619239607 x3' + 12243264 x*° — 33417385705 x*
— 36984860 x2® +47273371134 x*7 + 88763664 x*0 — 55309822425 x>

— 169695240 x** + 53182431720 x>* + 258048959 x** — 41656556260 x*'
— 310465133 x*° 4+ 26269293600 x'° +292746091 x'® — 13133636571 x”

— 213285468 x'0+5102112862 x + 117671620 x'* — 1499508714 x'3
— 47797607 x'*+ 321503053 x'' + 13737009 x'° — 47746996 x° — 2634412 x®

+4537511 x" +306977 x®—241142 x> — 18271 x* + 5489 x> +363 x> =33 x— 1

169, x® — 78 X7+ 2925 x7* = 70226 x7> + 1212822 x° — 16049124 x°® + 169258817 x°°
—x% — 1461006690 x** + 65 x* + 10519248168 x> —2015 x°' — 64064084656 x°°
+39650 x*° + 333510087768 x°% — 556075 x°7 — 1496043894384 x>°

+5916638 x> + 5817948478160 x>* — 49639590 x> — 19705288218335 x°2
+ 336962340 x°' +58324134324755 x°° — 1884328875 x*°

—151210718618596 x*® + 8793534750 x*" + 343882440712733 x*°
— 34566585690 x* —686438430180555 x**+ 115221952300 x*

+1202538433766241 x** —327186864550 x*!' — 1847253500444352 x*°
+ 793766949499 x3° 4+ 2484237427915958 x38 — 1647566693461 x>’

—2917993021435999 x*¢ + 2926078446954 x> +2984310576915395 x**
— 4441369064600 x> —2646952512165572 x32 + 5747654035266 x>

+2026059804050724 x*° — 6318342833374 x*° — 1330313881030628 x°
+ 5870129857956 x*7 + 743866969521565 x*° — 4578698208045 x>

—351127341416826 x**+2973173393775 x> + 138436551316115 x?>
— 1590288757005 x2! —45002650983004 x*° + 691411044090 x'°

+ 11871743606359 x'® — 240286948785 x'7 — 2491355718306 x'¢
+ 65341075696 x' + 405458684553 x'* — 13521774841 x'3 — 49483859945 x'?

+ 2051360909 x'!'+ 4324257587 x'°=216422271 x° — 252930808 x®

+ 14656655 x” + 8903427 x°— 556387 x° — 157001 x*+ 9061 x*+ 1014 x*> — 39 x
-1
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289, x136 — 136 x13* + 9044 x'3? - 391952 x"3° + 12448930 x'*® — 308961536 x'%°
+ 6238646400 x'** - 105373017600 x'?* + 1519059068175 x'20 — x!1?
—18978270773000 x''® + 119 x"'7 +207947624041300 x''®— 6902 x''3

—2017470039789776 x''*+260015 x''3 + 17465758771889714 x!''?
— 7153804 x''' —135793816793078752 x''°+ 153242012 x'®

+953259873155160560 x'%® — 2660715288 x'°7 — 6069350465113518144 x'%
+ 38492133669 x'% +35183265977454925491 x'%* — 473349211335 x'03

— 186299132550913080503 x'%+ 5023239206349 x'°!
+903603419745530393190 x'%° — 46545610994610 x*°

—4024144784291835754551 x*® +380122489789315 x°7
+ 16488586344602668256828 x*° —2756776187630920 x>

— 62267456506325601199320 x** + 17865030011280200 x*3
+217042306530421957172976 x°> — 103981766514634960 x°!

—699145129000650493582057 x° + 545904274201833540 %
+2083390060749697340814888 x%® —2594370312832985610 %’

—5747904254089887742618623 x%° + 11194393702777623029 %
+14691321712375855000704434 x%* — 43964780548862611815 %3

—34803905871107131608802393 x%% + 157486471797662594721 x8!
+76444293252574820144592102 %0 —515410271337804775056 x°

—155697045876778887921879636 x'® + 1543225506308819240284 x'’
+294061779098325213927722232 x'®—4231937986372617574235 x°

— 514946894268931415465896110 x* + 10637344123354850064800 x'
+835860313334836620617633835 x'* —24521877505415833228815 x'!

—1257110303482125776643697935 x'°+51861162213564431208618 x*°
+1750819713103632174254506711 x°8 — 100633818488737807943617

—2256502011474987245904939743  x% + 179147643057797734024342
+2688998228575766677067430998  x** — 292485947846198345455760

—2959880109744376314046472208 %% + 437720349521122420106592
+3005979199869821376570696623  x°* — 600021153221780736224296

—2812890906071473608199122712 x°® + 752665830581092429983104
+2421723231339482644519915528 x°° — 862970305206795224207810

— 1914995466844903887593512308 x°* +903108457497320015685570
+1388226118321633567996598355 x> — 861234221148571941345793

—920623968098533582422981432 x°° + 746988858274652420080341 x*°
+557195705751922095121720282 x*® —587991216874857082812384 x*’
—306967756380198579519561456 x*° +418997016025807240051697 x*

(o] (=) (=)
W W 3

)}
—

D TR s TR s TR o TR o TR o TR o TR o TR o
SRRV VA O
> & Q  ©

(9]
—_
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+ 153483748336669572706518270 x** —269530213470001998336020 x*?
—69421654544863103878463152 x*> +156016487874481306210964 x*!
+28301070244757694385245734 x*° —80970537418762809501978 x°°

—10356418721304262864732826 x3% +37522887066739800621587 x°7
+3386271231109066953682851 x°° — 15454656166550565099714 x>

—984225008191780661491877 x3* +5627583202762768521010 x°3
+252806581562028819191316 x> — 1800806408983798197040 x>

—57005428803009014045665 x° +502916242208060735148 x*
+11198844591153424003948 X2 — 121604690822638737392 x*’

—1899974648120975553448 x*° +25224061305787238832 x>
+275551442438204644760 x** —4439986156760685100 x>3

—33753100545916931915 x> + 654737234933334245 x*!
+3442273442312635620 x*° —79644411056281331 x'°

—287230018776403296 x'® +7841900319426338 x'7 + 19190704429715212 x'©
—610323342074791 x" —998882253604430 x'* +36414986108936 x'3

+39073463666536 x'2— 1598791743652 x'' — 1093788648512 x'°
+ 48768230072 x° + 20437291897 x® —948906221 x” — 229757023 x°

+ 10290678 x> + 1322175 x* — 49946 x> — 2890 x> + 68 x + 1

361, x'7 =171 x'%° + 14364 x'7 = 790077 x'% + 32005215 x'%° — 1018228563 x!'¢!
426494512912 x?—579786718968 x"7 + 10889675092764 x'
—178282952307460 x'33 —x13%2 +2575247415442416 x"'+ 152 x°

—33141678386233365 x'**— 11324 x'*® +383039985206089185 x'*
+551152 x'°—4002338930132953305 x'* — 19709270 x'+

+38020398935930875800 x'**+552181344 x'*? —329932572988466822220 x'*#!
— 12620747568 x'*° +2626156851125941560735 x'3° + 241970194752 x'38

—19241764980251264712765 x'37 —3971083769081 x'3¢
+ 130178854434292506945620 x'* + 56650425796680 x'3*

—815420871439179865182224 x'33 —711002738414388 x'3?
+4740241330790146262628722 x"3! +7926924147428496 x!'3°

—25627399956621012969061006 x'%° —79127689257366594 x'?8
+129090795632619330733397888 x'*7 + 711842676573188352 x'%°

— 606848093922789227486208000 x'* —5803065298150992000 x'**
+2666141002211800744116300975 x'?3 + 43069757628904588800 x'*2
—10961126542243912863171158805 x'*' —292185552443883060600 x'2°
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+42216328221056131171315974380 x''° + 1818043437428605710400 x''®
— 152469568127590069519915830771 x''7 — 10406263556027914775200 x''®
+516812432224688406486296317877 x''5 +54934529417258560783999 x!!'4

—1645315926776509116211487153969 x''* —268055533315577568189086 x''2
+4922723018743143015771064620232 x'!!

+1211365463532991758528073 x!''°
— 13849411995127589647624030519820 x'®

—5078416750965234679781790 x'®
+36653614659766570363771369178682 x'7

+ 19779637335407567220909681 x'%°
—91287944108711140193002679400774 x'%

—71662553236681713170559009 x'%*
+214011238657602807138198846567384 x'*3

+241779297723254962639003126 x'*?
—472353376751409455238089154417837 x'!

—760320612071114943498841968 x'%
+981639733577962352020455196369525 x°

+2230273795408603591416463771 x*8
—1920909377807947631865605229331485 x°’

—6106273818880811490597880428 x”°
+3539277428995011521576828975856721  x*°

+15612340125649825762551841340 x*
—6139422579817114290751462232825255 x>

—37290458300117546166643923496 x>
+10024599158934579725109861627735500 x°!

+83229996504553527302397703252  x*°
— 15403652366106083870950841054955225  x*

—173612570833711061594613624273 38
+22266778392455713827692696569295790  x%7

+338471566667370663281801865840 3¢
—30268901876715602143375286298244849  x%°

— 616706668080222567792279889036 x3*
+38675726448112291203090102550029591  x*3

+1049982634884621631532559677486  x™
—46424513965964683124084181827316398  x*!
- 1670015483930180677356617100786 x>
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+52318408775097656106233348982527274
+2480493033700986394606152596391  x'8
—55316752708095845185073814465219402

—3439021505141170575801201741715  x™
+ 54829545507176871188653105133284977

+4448019645765961766094236265391  x"*
—50903977459581248214051956417695665

— 5363437974393389092408205061779  x'
+44223356199974624133412436384368176

+6024586886883371442158683856322 x"°
—35913411685908932547191745736620936

—6298431743933124286369407104705  x%
+27231048238261039371617775220490642

+6122392790970479616905840998639  x5°
—19254188331076281628456950101799653

—5527160152801882996991491193110 x*
+ 12677654582740504674451656065493412

+4628350921755874319120288231640  x°%*
—7761585702639791900149222241771004

—13589914501446225977928720321160 x%°
+4411087203879034519087304023191142

+2575136215173141239218779295240 x8
—2322982216258236833733170019830053

— 1705408688999865652850569469116  x°°
+ 1131363673884221727073486814958743

+1040748677728253183412451655888 x>

79

77

75

73

71

69

67

65

63

x61

x59

X57

XSS

—508497085604729741695713188899623  x°°

— 584043629251708172386162801143 x>

+210422968035394028065142003782640 x°!

+300695689399679026014938225178  x*°

—79966900262188517241468259511205  x*

— 141673893800146688633660824922 x*®

+27830977153284476469496104763500 x*

+60914073903721716100274226606 x*°
— 8843378682765458854884063243412 x¥
—23826911227443554886147436365 x**
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+2556918482472241740466862021739 x*
+ 8449941147086039130459520922 x*?
— 670209611880148460328103032887 x*!

—2706612776749232859453041004 x*°
+ 158603643859477135744645251485 x°*°

+779739576224176104957780515 x°® —33731795307512615631685361584 x°7
—201082407483829499074657097 x°° + 6414668798903932039019444661 x>

+46174318854602291385153877 x** — 1084507602604250052653589395 x>3
—9385069153011300788028996 x>+ 161961167641722148758645755 x°!

+ 1677054800099593553802080 x3° —21209203125554867682371853 x%°
—261442713266780528651036 x2® +2415052200855693336092278 x*’

+35242502172426819807057 x%0 —236811893435427144846167 x>
— 4065696219861766884111 x** + 19771155592363831106420 x>

+396563381677436155039 x>*> — 1386707683675987601461 x*!
—32234526397458505072 x*° + 80400226409694878562 x'°

+2145611516419256525 x'8 —3778080549289386619 x!”
— 114441894364371884 x'®+ 140374143225524486 x' + 4758488994631147 x'*

—3994837216213399 x'3 — 148780653430967 x'> + 83483349338804 x!!
+ 3330574085917 x'°— 1209027170924 x° — 49785640321 x® + 11170600517 x’
+ 447898837 x° — 58177449 x> — 2063115 x* + 138605 x> +3610 x> =95 x— 1

3.3.4. q = 2K icin P;k minimal polinomlari
k € N,k =2 ve q =2% > 3 olsun. Sonu¢ 2.6.1’den q = 2% ¢ift olmak iizere A,k =

2cos(m/2%) nin P;k minimal polinomunun hesabi i¢in elde edilen k € N olmak iizere

D, (X)=D,k_, (%)

2k—=14, () =Dyk—1_, (%)

P;k(x) =5

kurali Maple’da bir dongii icinde ifade edilmelidir. Bu kural sadece Dickson
polinomlarma bagli olup bir 6nceki minimal polinomlara goére hesaplanmasi daha
kolaydir. Yine bir onceki polinomlarin hesaplanmasina benzer sekilde (2.2)’deki tanim
kullanilarak bu dongii i¢indeki Dickson polinomlart MAPLE’a anlatilmalidir. P;k
minimal polinomunun hesabi i¢in yapilan tiim bu hazirliklardan sonra MAPLE artik
ikinin kuvvetleri seklindeki minimal polinomlarin genigleyen bir listesini vermeye

hazirdir.
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Asagida q = 2% olmak iizere P;k minimal polinomunun hesabr icin olusturulan

algoritma ve bu algoritma icindeki dongiiye ait genigleyen bir liste goriilmektedir. Bu
dongiide k € N degerleri 2 < k < 8 icin smirlandirilmistir. Bu dongii ile artan k

degerleri i¢in istenildigi kadar uzun bir liste elde edilebilir.

> f:=proc(x)local k;for k from 2 to 8 do

print (2%k, evala (Divide (sort ( (sort (sum( (—-1) *i* (2*k+1) * (2°k—-
i) 1/ (272k+1-2*i) 1 *1 /it *x* (2°k+1-2*i) ,i=0..2~(k-1))))-

(sort (sum( (-1)~i* (2~k-1) * (2°k-2-i) !/ (2*°k-1-

2%i) 1*x1 /il *x” (2°k-1-2*i) ,i=0..2~ (k-1)-

1)))),sort ((sort(sum((-1)*i* (2~ (k-1)+1) * (2~ (k-1)-i)!'/ (2~ (k-
1)+1-2*i) ' *1/it*x~ (2~ (k-1)+1-2*i) ,i=0..2~(k-2))))-

(sort (sum( (-1)~i* (2~ (k-1)-1) * (2~ (k-1)-2-i)!'/ (2~ (k-1)-1-
2%i) 1*x1/it*x”~ (2~ (k-1)-1-2*i),i=0..2* (k-2)-
1)))),'q')),sort(q));end do;end proc;

f:=proc(x)
local k;
for k from 2 to 8 do print( 2k, evala( Divide(sort(sort(sum(
(-1)NX(27 + 1)X(2M — D)IXXN 20 + 1 — 2%0)/((27M + 1 — 2xi)IXi!),
i=0.2%k—-1)))— sort(sum(
(-D)NX(2M — 1)X(2M — 2 — D) IXaN( 27 — 1 = 2%i)/((2Mk — 1 — 2xi)!xi!),
i=0.2Nk—-1)—1))), sort(sort(sum((-1)"x(2Nk—-1)+1)x
2Mk=1) =) 2Mk= 1)+ 1 =2xD)/((2MNk = 1) + 1 = 2xi)!xi!),
i=0.2"Nk—-2)))—sort(sum((-1)"ix(2MNk—1)—1)x
2Mk=1)=2—=D)IXxM2MNk—=1) =1 =2xi)/((2Mk—1)— 1 = 2xi)!Xi!),
i=0.2%k=2)-1))),'q")), sort(q))
end do
end proc

> f(x);

4, true, x> — 2
8, true, x* —4 x> +2
16, true, x3 — 8 x* +20 x* — 16 x>+ 2
32, true, x' — 16 x'* + 104 x'* — 352 x'° + 660 x® — 672 x° + 336 x* — 64 x* +2

64, true, x> — 32 x°° + 464 x*® — 4032 x*° + 23400 x** — 95680 x** + 283360 x*°
— 615296 x'® + 980628 x'°— 1136960 x'* + 940576 x'? — 537472 x'° + 201552 x®
— 45696 x% + 5440 x* — 256 x* +2
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128, true, x** — 64 x%2 + 1952 x°0 — 37760 x°% + 520144 x°° — 5430656 x>*
+ 44662464 x°* — 296854272 x°° + 1623421800 x*® — 7398867840 x*°
+ 28362326720 x** —92043777280 x*? + 254005423840 x*° — 597659820800 x>*

+ 1200442440064 x3° —2057901325824 x** + 3006465218196 x>
—13732682723968 x3° + 3922021702720 x*® — 3467892873984 x*°

+2561511781920 x** — 1565841089280 x>+ 782920544640 x>°
—315492902400 x'® + 100563362640 x'®—24754058496 x'* + 4559958144 x'?
- 602516992 x'°+ 53796160 x® — 2968064 x°+ 87296 x* — 1024 x> +2

256, true, x'2® — 128 x'%° + 8000 x'** — 325376 x'*?> + 9683872 x'?0 - 224854784 x''3
+ 4240908672 x''° — 66793059840 x''*+ 896279371728 x!'?
—10403870354176 x''°+ 105713903005568 x'°® —949207352861184 x!'°

+7589567411885760 x'% —54380900412120576 x'*
+351022578975981312 x'%° —2050220372780067840 x*®

+10875778383731766120 x%° — 52563380423759251200 x>
+232075288719446148480 x> —938162393606568399360 x*°

+3479018876291024480960 x*® — 11853746558470887150080 3¢
+37157327333800250886400 x — 107271588476710289515520 %

+285455885682015121379040 x* —700614057285567210530304 x'
+1586684776793784565024512 x7° —3316502833782387979699200 x'*

+6398481538604449952262528 x’*> —11392907567170305871113216 x’°
+ 18716919574636931073971712 x°% —28358591813118010632861696 x%°

+39602330364022221879875220 x* — 50933523453823795412968704
+60272398530150686561904768 x*° — 65549705313896599210182144

+65430955847748235805815872 x°° — 59853681024967201152929280
+50088080436683078859556608 x** — 38269544603308419802807296

+26636472806280008101385760 x*® — 16846616947285589648647680
+9654622669125462506284800 x** — 4997687028723768826782720 x*?

+2328467820200846839751040 x*° —972532744180273378851840 x*
+362508228610144318840320 x*° —119979082755130507417600 x**

+35056388242514695136080 x>? — 8983708896040965532160 x*°
+2004058138347600003328 x> —385807983853013904384 x2°

+63455260502140444800 x** — 8811900326334974976 x**
+ 1018793280972662272 x*°—96423772545357824 x'® +7317875594960192 x'°

—433973348848640 x'*+ 19453977707008 x'> — 630784833536 x'°
+ 13914371328 x® — 190654464 x°+ 1397760 x* — 4096 x* + 2
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3.3.5q = 2?p icin P;zp minimal polinomlari

q €N, q=2%p =3 vep > 2 asal olsun. Teorem 2.5.5’ten q = 22p ¢ift olmak {izere
Ay2, = 2c0s(m/2%p) nin Pz*zp ‘nin minimal polinomunun hesabi i¢in (2.6) esitligi
kullanilirsa

p(24)-12

q=2?3=12icin Pj,(x)=2" 2

) D3 (;C)_Dll(x) (363)
T ajza Wa(3)-[07 () =Ds ()]

d+24
di12

esitligi alimir. (3.63)’te ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere ¢(24) = ¢(2*)p(3) =
222 =esitligi gegerli olur. (3.63)’te carpim sembolii altindaki kosullar incelendiginde
d|24’iin d bolenleri: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24°tiir. Bu d bolenlerinin d # 24 ve d { 12

kosullar1 icin d boleni sadece 8’dir. O halde carpim sembolii i¢in

[Tajza Ya(x/2) = Pg(x/2) (3.64)

d+24
at12

esitligi elde edilir. (3.64), (3.63)’te ele alnirsa minimal polinom,

p(24)-12

q = 2?3 =12 igin PhL,(x) =2 =

Dy3(x)—Dy1(x)
“3(3) (D7 (2)-Ds (x))]

seklinde bulunur. Benzer sekilde

= 225 = 20 icin Py (x) = 272, — 130001 @) 3.65
1 ¢ 20(%) [ ajza Wa(5) 107 () -Ds ()] (3.65)
d#24
dt12

esitligi alimir. (3.65)te ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere ¢(40) = ¢(2*)p(5) =
224 =16 esitligi gecerli olur. (3.65)’te carpim sembolii altindaki kosullar incelendiginde
d|40’iin d bolenleri: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40’tir. Bu d bolenlerinin d # 40 ve d t 20

kosullar1 icin d boleni sadece 8’dir. O halde carpim sembolii i¢in
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[Tajao Ya(x/2) = Pg(x/2) (3.66)

d+40
ai20

esitligi elde edilir. (3.66), (3.65)’te ele alinirsa minimal polinom,

_ 25— 20 Piy(x) = 272, ) Bis() 367
q icin 20(%) 5(3).[D11 () =Dy ()] Gon

biciminde elde edilir. (3.67)’de Yg(x) =x2—1/2 olmak iizere Wg(x/2) =

(x% — 2)/4 esitligi diisiiniiliirse istenilen minimal polinom
g

92 _ . * _ n=2 D31 (x)—Dq19(x)
q = 2%5 = 20 i¢in Pyo(x) =2 7 2) Des () -Da )]

seklinde alinir. Bu sekilde yapilmaya devam edildiginde

927 _ . - * _ D3 (x)—Dy7(x)
q =277 =28i¢n P2s(*) = ) et -pes ]

_ 92 _ .. * _ D5 (x)—Da3(x)
q=2711=44 icin Pis() = o i0ra Do)

92 _ . * — Dy7(x)—Dys(x)
q = 2713 =46 icin P2s(0) = o a0 -ba ]

belli kural takip eden esitlikler bulunur. Bu esitliklerdeki kurali asagidaki teormde
veriyoruz.
Teorem 3.3.5.1. ¢ = 2%p =3 ve p > 2 asal say1 olsun. O zaman k € N, p = 2k + 1

olmak iizere Py, minimal polinomu,

% _ px _ Dgk+5(X)—Dgrq3(x)
P4p h P8k+4(X) (x2=2)[Dag4+3(X) =Dy 41(X)] (3.68)

121



seklindedir.
Ispat. ¢ €N, g = 2%p > 3 ve p > 2 asal say1 olsun. Teorem 2.5.5’ten q = 2%p cift

olmak iizere Pz*szinimal polinomunun hesabi icin (2.6) esitligi kullanilirsa

PICOR Dap+1(X)=Dap-1()

= 2?pici P; =2 . = 3.69
¢=<pim p (%) M aep $a(2)[D2pr1(D-Dap—1 ()] (3-69)
d#8p
di4p
esitligi alinir. (3.69)’da ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere
oBp) = p(2¥)e() =2*(p-1) =4p -4 (3.70)

esitligi gecerli olur. (3.69)’da carpim sembolii altindaki kosullar incelendiginde
d|8p’nin d bolenleri: 1, 2, 4, 8, p, 2p, 4p, 8p’dir. Bu d bolenlerinin d # 8p ve d { 4p

kosullar1 icin d boleni sadece 8’dir. O halde carpim sembolii i¢in

Majsp ¥a(x/2) = Pg(x/2) (3.71)

d+8p
dt4p

esitligi elde edilir. (3.71)’de Yg(x) = x? — 1/2 olmak iizere

Magp Ya(x/2) = Pa(x/2) = x?/4 - 1/2 =(x* - 2)/4 (3.72)
d+8p
dtap

esitligi bulunur. (3.72) ve (3.70) esitlikleri (3.69)’da ele alinirsa minimal polinom

4p—4—4p
q = 2%p i¢in P, (x)=2" 2

Dyp+1(x)—Dap—1(x)
"272(x2-2)[D2p+1(X)=Dap-1 ()]

Dyp4+1(X)—Dap—1(x)
(x2=2)[D2p4+1(x)=D2p-1(x)]

q = 2?p i¢in Py, (x) = (3.73)

biciminde bulunur. Son olarak (3.73)’teki kural k € N, p = 2k + 1 olmak iizere
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* _ p* _ Dgk+5(X)—Dgr43(x)
&p@0_1%“4@9_<ﬂ—mwwmwrﬂwﬂun

seklindedir.

Asagidaki k € N, p = 2k + 1 olmak iizere P, minimal polinomunun hesabi i¢in
yapilan algoritma teorem 3.3.5.1’in uygulamasidir.

k € N, p =2k + 1 olmak iizere Py, minimal polinomunun hesab1 i¢in (3.68) kural
MAPLE’da bir dongii icinde ifade edilmelidir. Boylece bu dongii ile k € N i¢in istenen
minimal polinomlarin bir listesi kolaylikla cok kisa bir zaman diliminde elde edilir.
(3.68) kurali, Dickson polinomlarina bagli olup (2.2)’deki tanim kullanilarak Dickson
polinomlart MAPLE’da bu dongii icinde anlatilmalidir. Boylece yapilan tiim bu
hazirliklardan sonra istenen minimal polinomlarin hesabi icin MAPLE hazir olarak
beklemektedir.

Asagida ¢ = 2%p olmak iizere Pjp minimal polinomununun hesabina iliskin bir
algoritma ve bu algoritmaya ait bir liste goriilmektedir. Bu algoritmadaki dongii, k € N
olmak iizere 1 <k <25 icin smnirlandirilmistir. k degerleri artikca bu listede
uzayacaktir.

> f:=proc(x)local k,A,B,E,F,PAY,PAYDA, MINPOL; for k from 1
to 25 do if isprime (2*k+1) then A:=sort (sum( (-
1)~i* (8*k+5) * (8*k+4-1i) !/ (8*k+5-2*i) ! *1/i!*x" (8*k+5—

2*i) ,i=0.. (4*k+2)));B:=sort (sum((—-1)*i* (8*k+3) * (8*k+2-

i) 1/ (8*k+3—-2*%i) 1 *1/il*x” (8*k+3—

2%i),i=0.. (4*k+1)));E:=sort (sum( (-1) *i* (4*k+3) * (4*k+2—

i) 1/ (4%k+3-2%i) 1 %1 /i1 *x” (4%k+3-

2*i) ,i=0..(2*k+1)));F:=sort (sum((—-1) *i* (4*k+1) * (4*k—

i) 1/ (4%k+1-2%i) 1*1 /it *x~ (4*k+1-2*%i),i=0..2*k)) ; PAY:=sort (A-
B) ; PAYDA:=sort (expand ( (x*2-2) * (E—-

F)));evala(Divide (PAY,PAYDA, 'q')) ;MINPOL:=sort (q) ; print (4* (
2*k+1) ,MINPOL) ;end if;end do;end proc;

123



f=proc(x)
local k, A, B, E, F, PAY, PAYDA, MINPOL ;
for k to 25 do
if isprime(2xk + 1) then
A = sort(sum( (-1 )Mix(8xk + 5)X(8xk + 4 — i) IxxN(8xk + 5 — 2xi)/(
(8xk+5—-2xi)Xi!),i=0.4xk+2));
B := sort(sum( (-1 )"ix(8xk + 3)X(8xk + 2 — i )IXx"(8xk + 3 — 2Xi)/(
(8xk+3 —2xi)Xi!),i=0.4xk+1));
E = sort(sum( (-1 )"Mx(4xk + 3)x(4xk + 2 — i )!IXx N 4xk + 3 — 2xi)/(
(4xk+3 =2xi)Xi!),i=0.2xk+1));
F :=sort(sum((-1)"ix(4xk + 1)x(4xk — i) xx N 4xk + 1 — 2%xi)/(
(4xk+1—=2xi)Xi!),i=0..2xk));
PAY :=sort(A - B);
PAYDA = sort(expand((x"2 —=2)X(E - F)));
evala(Divide(PAY, PAYDA, 'q'));
MINPOL := sort(q);
print( 8xk + 4, MINPOL )
end if
end do
end proc

>£(x);

12, x* =4 x>+ 1
20,3 —8x°+19x* - 122 +1
28, x2—12x"4+53 x* - 104 x0 +86 x* — 24 x2 + 1

44, x*° —20 x'® + 169 x'6 — 784 x'* + 2172 x'? = 3664 x'° + 3683 x® - 2072 x® + 575 x*
—-60 x> +1

52, x** =24 x2 +251 x*° = 1500 x'8 + 5645 x'6 - 13904 x'* + 22580 x'? — 23792 x!°
+15622 x®—5936 x°+ 1141 x* — 84 x> + 1

68, x°2 — 32 x** + 463 x*® — 4004 x*° + 23051 x** — 93128 x** + 271214 x** - 575832 x'®
+891311 x'©—995824 x'*+ 786798 x'?> — 425128 x'*+ 149106 x® — 31248 x°
+3396 x* — 144 x> + 1

76, x°% — 36 x** + 593 x*? = 5920 x*° + 39992 x*® — 193312 x?¢ + 689479 x**
— 1844392 x?*+ 3724921 x*° — 5673268 x'® + 6463399 x!¢— 5422832 x'4
+ 3269436 x'2— 1365584 x'°+374154 x®— 61776 x%+ 5325 x* =180 x* + 1
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92, x* —44 x* + 901 x** - 11400 x** + 99790 x*° — 641208 x** + 3131721 x*2
— 11878176 x*° + 35442612 x* — 83778736 x*° + 157236844 x** — 233880352 x*
+274130056 x*° — 250699168 x'® + 176290339 x'®—93382192 x'*
+36217051 x'>-9883588 x'°+ 1792219 x® — 197912 x% + 11506 x* — 264 x> + 1

116, x°° — 56 x>* + 1483 x°2 — 24700 x°° + 290277 x*® — 2559856 x*° + 17587868 x**
—96490064 x*> +429799106 x*° — 1572206416 x8 + 4758952209 x*°
— 11975579620 x** + 25110054325 x*2 — 43876783008 x*° + 63779090680 x°

—76834704416 x*°+ 76272587666 x**— 61891406768 x**+ 40618566074 x>°
— 21264132872 x'8 + 8722366766 x'°—2738913248 x'* + 638430104 x'?

—105945632 x'0+ 11797916 x® — 806624 x +29225 x* —420 x* + 1

124, x%° — 60 X8 + 1709 x°° — 30744 x>* + 392042 x°* — 3770312 x°° + 28406573 x*8
— 171941744 x*° + 850725382 x** — 3482700936 x*> + 11896934698 x*°
— 34104425744 x3 + 82326715876 x°°— 167611886480 x>* + 287773698725 x*2

— 415946451104 x*° + 504468371930 x*® — 510846665944 x2°
+ 429009013834 x**—296151525232 x** + 166151227156 x*°— 74673011728 x'8

+ 26393382334 x'9—7164470752 x'* + 1447699396 x'>— 208761904 x'°
+ 20242444 x® — 1207136 x°+ 38200 x* — 480 x>+ 1

148, x> = 72 x7° + 2483 x%% — 54604 x° + 860081 x* — 10332736 x°2 + 98445520 x*°
—1763615936 x° + 4912530808 x°° — 26567853632 x>* + 122005197367 x>
— 479298795820 x°° + 1619649684367 x*® — 4726281748816 x*°

+11940711503788 x* —26157084622864 x**+49703995018057 x*°
—81887447386216 x*8+ 116801377428793 x3° — 143899865922244 x**

+152619992398647 x*2 — 138741084924896 x*° + 107508408091128 x8
—70526067712544 x*° + 38839881428636 x>* —17773144044704 x>

+ 6673266886466 x> —2024178913320 x'8 + 486479767130 x'©
— 90381694624 x' + 12571379640 x'>— 1254035872 x'° + 84470637 x®

—3511656 x° + 77691 x* — 684 x> + 1
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164, x3 — 80 x”® + 3079 x7° — 75924 x™* + 1347727 x7> — 18345336 x'° + 199187658 x°
— 1771705320 x% + 13157412633 x* — 82736212544 x%% + 445213386648 x*°
— 2066825134496 x8 + 8329054199560 x°° —29274668605376 x>*

+90056706039088 x> —243081111087040 x°+576633114411292 x*
—1203157820620096 x* +2208348122251723 x** —3563549361535204 x*?

+5049211508078887 x*° — 6269731720797016 x°% + 6804719429352538 x*°
— 6433244351722984 x** + 5275595237027707 x32 —3733313512759648 x*°

+2265672394068988 x*® — 1170406386974352 x2° +510062813607460 x**
—185514666806880 x** + 55581847347800 x*° — 13500673175520 x'®

+ 2606441018351 x'%—390075869936 x'*+ 43812658163 x'*> — 3536702180 x'°
+ 193133347 x®— 6519128 x0+ 117250 x* — 840 x> + 1

172, x3* — 84 x8% + 3401 x® — 88400 x® + 1657580 x7¢ — 23888016 x’*+ 275261683 x'*
—2605081944 x7°+ 20641525767 x%® — 138895391516 x% + 802331567673 x*
— 4011973088320 x%% + 17478618298384 x%° — 66676798012864 x°°

+223575454091432 x°° — 660837298096320 x>* + 1725292971075116 x>
—3983703211746032 x°° + 8140220076616508 x*® — 14720097887038784 x*°

+23542541967477872 x** — 33262364508282176 x** +41442154829036603 x*°
—45424160999017784 x*® + 43668623045688857 x° — 36682966847295428 x3*

+26804238294337451 x3? — 16944525904468576 x*°+9207363507071672 x2*
—4267596836387616 x*°+ 1671852059963700 x>* — 547544986395360 x**

+ 147947936173495 x*° —32453763983180 x'® + 5665357670215 x'¢
— 767493625840 x'* + 78107277156 x> —5717714992 x'° + 283352663 x°
— 8684984 x°+ 141911 x* —924 x>+ 1

188, x22 =92 x” + 4093 x® — 117304 x3° + 2434146 x®* — 38971240 x*
+500938613 x%° — 5311633808 x7® + 47372938394 x"®— 360581199416 x’*
+ 2368557046838 x7*> — 13544007971504 x7° + 67884642590732 x5°

—299860288149936 x°° + 1172358295216073 x** — 4070657552017984 x*2
+12585278279264452 x°° — 34713306066102256 x% + 85536014835042788 x>°

—188441264893928160 x>* + 371293785926442536 x°>
— 654203436349543712 x°+ 1030159891033766828 x*®
— 1448246397445934144 x*° + 1815010360454788472 x*
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—2023783065506411168 x** +2002771405129173992 x*°
— 1753816635422424640 x*% + 1354163663820738000 x3¢
—918031553069301568 x** + 543734909327844643 x**

—279725969031640160 x*° + 124145955780384403 x*®
—47152781754674964 x°° + 15182764013432175 x** —4098110176432680 x**

+914856413523510 x*° — 166170276827640 x'® +24067143465195 x'°
— 2709888043440 x'* + 229576687990 x'? — 14009166600 x'°+ 579402890 x°
— 14835920 x4 +202676 x* — 1104 x> + 1

Yukarida q € N, g = 3’iin baz1 degerleri igin belli bir kurali izleyen F; minimal
polinomlariin kolayca elde edildigi goriilmiistiir. Buna karsin ¢ € N’nin baz1 degerleri
i¢in de P; minimal polinomlarinin hangi kurali takip ettigini bulmak o kadar da kolay
degildir. Hatta bazen bu kurali bulmaya g¢alismak yerine F; minimal polinomun
kendisini g € N’nin tek ve c¢ift olma durumuna gore hesaplamak cok daha kolaydir. Bu

durum Ozgur ve arkadaglar tarafindan (2012a) tarafindan calisilmastir.

Asagida bu durumu anlatan Ornege yer verilmistir. Bu Ornekte yine Maple’a
basvurulmustur ancak yukaridaki polinomlardan farkli olarak bir kural olmadigindan
dolayis1 ile bir dongii de s6z konusu degildir. Belli kurala uymayan bu polinomlarin ¢
Euler fonksiyonuna, 1,, minimal polinomlarina ve D, Dickson polinomlarina bagh
olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla Maple’da ¢ Euler fonksiyonunun hesaplanmasi
icin “with(numtheory)” adli paket ve 1,, minimal polinomlarininin hesaplanmasi i¢in
“with(orthopoly)” adli paketler ¢agrilmalidir. Dickson Polinomlarinin hesaplanmasi icin
de (2.2)’deki tanim kullanilarak bu polinomlar MAPLE’da ifade edilmelidir. Tiim bu

hazirliklardan sonra istenilen minimal polinom hesaplanmaya hazir hale gelir.

Ornek 4.3.6. ¢ = 300 icin Py, (x) =?

q = 300 cift olmak ilizere Teorem 2.5.5’in (2.6) esitligi kullanilirsa

©(600)—300

q = 300 igin Pjoo(x) =2 =2

DSOl(x)_D299(x) (2 74)

"M aj600 1l’d(g)-[l)151(9€) —D149(x)]
d#600
dt300
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esitligi alinir. (3.74)’teki carpim sembolii altindaki sartlar diisiiniildiigiinde d|600’lin d
bolenlerini Maple’da “with(numtheory)” adli paketin i¢inde “divisors” isimli paket ile
hesaplanmaktadir. Buna gore d bolenleri Maple’da

>with (numtheory) :

>divisors (600);

{1,2,3,4,5,6,8,10, 12, 15, 20, 24, 25, 30, 40, 50, 60, 75, 100, 120, 150, 200, 300, 600
}

seklinde siralanir. d + 300 kosuluna uyan bélenler ise Maple’da
>divisors (300);
{1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 25, 30, 50, 60, 75, 100, 150, 300 }
biciminde siralanir. d + 300 ve d # 600 kosullar1 d|600 bolenlerinde gobz Oniine
alinirsa d bolenleri 8, 24, 40, 120, 200 olarak bulunur. Bu bolenler, (3.74)’teki ¢carpim

sembolii icin diisiiniildiigiinde

H;IGG%% Ya (g) =g (g) Y24 (g) Yao (g) Y120 (g) Y200 (g) (3.75)
d+300

carpimi elde edilir. Bu ¢arpimdaki her bir y,, Minimal polinomlarin hesabi i¢in n € N
cift olmak iizere Teorem 2.4.1'in (2.4) esitligi kullamlmalidir. Buna gore Ornek

3.2.6’nin (3.43) esitliginden Y5, minimal polinomu

(T101 () —Too (0))(T11(0)-To(x))
2%0(T51 (%) ~Tao (1)) (T21 () ~-T19(x)) $200(%) (3.76)

n = 200 i¢in

seklinde bulunur. Benzer sekilde 1,7 minimal polinomunda

n = 120 = 2.60 i(;il’l T61(x) - ng(x) = 260 Hdllzo l/)d (x) (3.77)
esitligi alinir. (3.77)’de d|120 bolenleri Maple’da

>divisors (120);

{1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120 }
olarak siralanir. Bu bolenler (3.77)’de ele alindiginda
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Te1(x) — Tso(x) = 2091 (), ()3 (1) Ya (X)W ()P (X)Pg () P10 (X) (3.78)
Y12 ) P15 () P20 () P24 ()30 ()P40 ()P 60 (X112 (x)

esitligi elde edilir. (3.78)’de
n = 60 = 2.30 i¢cin
T31(x) — Too(x) = 23° [1g160 Wa (%)
T31(x) — Ta9(x) = 2%%%1 ()12 ()5 () ()5 ()P () (3.79)
V10 (P12 015 () P20 ()30 (x) P60 (x)

esitligi alinir. (3.79), (3.78)’de ele alinirsa
% = Pg () P24 () Pso (X)P120(x) (3.80)

esitligi elde edilir. Dikkat edilirse (3.80)’deki ¢arpim (3.78)’de aynen bulunmaktadir.
Bu sebeple (3.80) ve (3.76) esitlliklerini kullanmak 1, ’lerin carpimi icin yeterli
olacaktir. O halde

Masn i (3) = (5) s ()0 () 9120 (3) w200 )
dt300

_ (T101 (%) =To9 (%)) (T11(x)=To(x)) (Te1 (%) ~Ts9 (%)) (3.81)
279 (Ts1 (%) ~Tao (%)) (T21 (%) —T19 (%)) (T31 (%) ~T29(x)) ’

esitligi MAPLE’da hesaplanip x = x/2 icin degisken degisimi yapilmalidir.
(3.74)’te ¢ (600)’iin hesabi Maple’da da yapilabilir. Bunun i¢in “with(numtheory)” adli

paket cagrilmalidir.

>with (numtheory) ;
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[Glgcd, bigomega, cfrac, cfracpol, cyclotomic, divisors, factorEQ, factorset, fermat,
imagunit, index, integral_basis , invcfrac, invphi, iscyclotomic, issqrfree, ithrational ,
jacobi, kronecker, A, legendre, mcombine, mersenne, migcdex, minkowski , mipolys,
mlog, mobius, mroot, msqrt, nearestp, nthconver, nthdenom, nthnumer, nthpow ,

order, pdexpand, 0, T, pprimroot, primroot, quadres, rootsunity, safeprime, G,
sq2factor, sum2sqr, T, thue

> phi (600) ;
160

p: (x) — =70 D301(x)—D299(X)
300 -

"M aje00 wd(g)-[0151 (x)—D149(x)]
d#600
dr300

q = 300 icin

minimal polinomunun MAPLE ile hesaplanis1 agagidadir.
>with (numtheory) :
>phi (300);
80
>with (orthopoly) :
>evala (Divide (sort (expand ( (T (101,x)-T(99,x))*(T(11,x) -
T(9,x))*(T(61l,x)-T(59,x)))),sort (expand((T (51, x)-
T(49,x))*(T(21,x)-T(19,x))*(T(31,x)-T(29,x)))),'q"));
true
>A:=subs (x=x/2, sort (q));

A :=x""=70 x% + 2345 x°0 — 50050 x** + 764400 x°> — 8895264 x°° + 82003215 x°8
— 614745190 x°° + 3817369325 x>* — 19900384350 x°% + 87959698826 x°°
—332051251300 x** + 1076304054925 x*0 — 3006679329750 x**

+ 7255914777375 x** —15145072038950 x*° +27345263388625 x8
—42671939891750 x3° + 57442905936250 x** — 66512573902500 x>

+65979837565885 x*° —55783449376550 x?® +39933854402175 x2°
—24009358813750 x**+ 12001813860000 x> — 4926270325152 x*°

+ 1634648793665 x'® —429924307090 x'¢ + 87364199725 x'* — 13258314550 x'?
+ 1433608033 x'°— 103146330 x5+ 4443655 x° — 96650 x* + 825 x> — 2

>print (300, evala (Divide(((sort (sum((-1)*i*301* (301-1-
i)'/ (301-2*i)1*1/il*x~(301-2*i),i=0..£floor(301/2))))-
(sort (sum( (—1)*i*299* (299-1-i) !/ (299-2*i) ! *1/il*x* (299-
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2*i) ,i=0..£floor (299/2))))),expand (A* ((sort (sum( (-
1)~i*151*(151-1-i) !/ (151-2*i) ! *1/i!*x”~ (151~

2*ji) ,i=0..floor(151/2))))—-(sort(sum((—-1)~i*149* (149-1-
i) 1/ (149-2*i) 1 *1 /il *x” (149-

2*i) ,i=0..floor(149/2)))))),'ql')),sort(ql));

300, frue, x*° — 80 x”® + 3080 x’% — 76000 x”* + 1350500 x’*> — 18410016 x'°
+200271120 x° — 1785587520 x% + 13298907050 x%* — 83914230400 x5
+ 453376599105 x°° — 2114562794300 x°% + 8567088969550 x>°

—30294642994000 x>* +93834706195125 x> —255230403575364 x°
+610658700046325 x*® — 1286317599865200 x*® +2385912221810250 x*

—3894864908627000 x*> + 5589138334474464 x*° —7037191909138560 x°
+7754194971956485 x3° — 7452640256210100 x** + 6221786745606300 x>

—4488970420294784 x*°+2781910284102770 x*8 — 1469975927142520 x*°
+656482177035500 x** —245185119524000 x**+75613509383565 x>°

— 18960032631300 x'® +3793197271675 x'®—591424702000 x'4
+ 69756766625 x'2—5986147596 x'°+ 354277210 x® — 13353360 x° + 279800 x*
—2400 x>+ 1
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