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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

PSL(2, R) GRUBU VE AYRIK ALT GRUPLARI

Serife CAKIRTAS

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Osman BiZIM

Bu ¢alismada PSL(2, R) ve bu grubun ayrik alt gruplarinin 6zellikleri ele alinmistir. Bu
grup ve hiperbolik geometri arasindaki iligki tizerinde durulmustur. PSL(2, R) grubunun
ayrik alt gruplari olan Fuchs gruplar1 ve modiiler grubun cebirsel yapilar ele alinmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, daha sonra ihtiyag duyulacak olan bazi tanim ve
teoremler verilmistir.

Dordiincii bolimde PSL(2, R) grubunun &zellikleri ele alinmis ve bu grubun st yari
diizlem tizerindeki hareketi incelenmistir. Bu boliimde hiperbolik geometrinin st yari
diizlem modeli olusturulmus ve PSL(2, R) deki doniisiimlerin hiperbolik uzakligi ve
hiperbolik alan1 degismez biraktig1 goriilmiistiir.

Besinci boliimde PSL(2, R) grubunun ayrik alt gruplari olan Fuchs gruplari
incelenmistir. Bu gruplar i¢in temel bolge ve déseme kavramlari ele alinmistir. Fuchs
gruplarinin bolim uzaylart olusturulmus ve bu boliim uzaylar ile kompakt Riemann
yiizeyleri arasindaki iliski incelenmistir.

Son bdliimde modiiler grup ele alinmistir. Modiiler grubun tiretecleri, temel bolgesi ve

temsili verilmistir.

Anahtar Kelimeler: PSL(2, R), Fuchs grubu, hiperbolik geometri, modiiler grup
2019, vi + 72 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
THE GROUP PSL(2, R) AND ITS DISCRETE SUBGROUPS
Serife CAKIRTAS

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Osman BizZiM

In this work, the discussed the properties of the group PSL(2, R) and its discrete
subgroups. We considered the relation between this group and hyperbolic geometry.
Moreover, we studied algebraic structures of Fuchsian groups which are discrete
subgroups of PSL(2, R) and modular group.

In the second chapter, some definitions and theorems which will be used later in the
work are given.

In the fourth chapter, the properties of PSL(2, R) are considered and the action of this
group on the upper half plane is studied. In this chapter the upper half plane model of
the hyperbolic geometry is constructed. It is seen that the hyperbolic distance and the
hyperbolic area are invariant under transformations of PSL(2, R)

In the fifth chapter, Fuchsian groups, which are the discrete subgroups of PSL(2, R) are
considered. The concept of fundamental regions and tessellations for these groups are
given. The quotient spaces of these groups are constructed. The relations between
quotient spaces of these groups and compact Riemann surfaces are studied.

In the last chapter, the modular group is considered. The generators, fundamental region

and representation of the modular group are given.

Key words: PSL(2, R), Fuchsian group, hyperbolic geometry, modular group
2019, vi + 72 pages.
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1. GIRIS

Bu ¢aligmada PSL(2, R) grubu ve bu grubun ayrik alt gruplari olan Fuchs gruplari
ele alinmigtir. PSL(2, R) grubu reel katsayili Mobiiis doniisiimlerinin grubu olarak
bilinir. Bu grubun iist yar1 diizlem iizerindeki hareketleri olduk¢a onemlidir. Ayrica
PSL(2, R) grubunun hiperbolik geometri ile olan iliskileri de olduk¢a Gnemlidir.
Oklid tarafindan M. O. 300’ lii yillarda yazilmis olan ‘Elementler’ isimli kitapta
geometrinin temel kavramlari tanimlanmis ve ¢esitli aksiyomlar ifade edilmistir.
Zamanla bu aksiyomlardan paralellik postulati olarak bilinen besinci postulat
lizerine itirazlar olusmaya baslamis ve bu durum Oklidyen olmayan geometrilerin
dogmasina zemin hazirlamistir. Oklidyen olmayan geometriler iizerine olan ilk
caligmalar ise hiperbolik geometri ile baglamistir. Hiperbolik geometrinin 6zellikleri
ve Oklid geometrisi ile hiperbolik geometri arasindaki farklar matematikte dnemli

bir ¢alisma alan1 olusturmaktadir.

Fuchs gruplari PSL(2, R) grubunun ayrik alt gruplaridir ve bunlarin iginde en ¢ok
caligilant modiiler gruptur. Modiiler grubun matematigi bircok dali ile 6zellikle
sayilar teorisi ile yakin bir iligkisi vardir, dolayisiyla matematigin en ¢ok c¢aligilan

konularindan birisidir.

Hiperbolik geometri ve modiiler grup daha dnce ¢ok defa ¢alisilmis olsa da PSL(2,
R) grubunun hiperbolik geometri ile iliskisi ve PSL(2, R) grubunun ayrik alt gruplari
olan Fuchs gruplarn ile ilgili Tirk¢e yazilmis yeterince ¢aligma bulunmamaktadir.

Bu calisma ile bu alandaki eksikligin giderilmesi amag¢lanmustir.



2. GENEL BILGILER

Bu kisimda bu calismada kullanilacak bazi temel kavramlar ve teoremler ifade
edilecektir. Calismanin ilk kisminda PSL(2, R) ve ayrik alt gruplar ¢alisilacagindan

oncelikle ayrik kiime, topolojik grup ve ayrik grup kavramlari tanimlanacaktir.

2.1. Tammm. A bir topolojik uzayin alt kiimesi olsun. Eger her XeA noktasinin
U N A={x} olacak sekilde bir U komsulugu varsa A kiimesine ayrik kiime denir

(Jones ve Singerman 1987).

Ornegin;
1) Z tamsayilar kiimesi R nin bir ayrik alt kiimesidir.

ii) R"nin her sonlu alt kiimesi ayriktir.

2.2. Tamim. G, bir topolojik uzay ve ayn1 zamanda bir grup olmak tizere

m:GxG —G, m(g,h)=gh
i:G—oG,i(g)=g™"

olarak tanimlanan grup carpimi ve ters alma islemleri siirekli ise G kiimesine

topolojik grup denir (Jones ve Singerman 1987).

2.3. Tammm. G bir topolojik grup olmak iizere G grubunun elemanlarinin higbirisi G

nin bir y1gilma noktasi degil ise G grubuna ayrik grup denir (Baskan 1980).

2.4, Tamim. f, C tizerinde tanimli bir fonksiyon olmak tizere her zeC igin f(z + @)
= f(z) olacak sekilde bir @weC sayisi var ise @eC sayisina f fonksiyonunun bir
periyodu, eger f fonksiyonunun bir @ =0 periyodu varsa f fonksiyonuna periyodik

fonksiyon denir (Jones ve Singerman 1987).



25. Tanm. o, w, € C, v,/ o, ¢ R olmak lizere
Q = {nho,+ mo,| m neZ}c=C

kiimesine C de bir kafes denir (Jones ve Singerman 1987).

Tanimda o,/ w, ¢ R olmasi, @, ve o, karmasik sayilarmim ayni dogru iizerinde
olmamasi gerektigini belirtmektedir. { @, @, } kiimesine €2 kafesinin bir baz: denir
ve bir bazi { v, @, } olan Q kafesi Q (@, w,) ile gosterilir. {m,m,}, Q Kafesi i¢in
bir iireteg ¢iftidir. Q kafesi i¢in { @, ®, } bazindan baska bazlar da vardir. Ornegin {
o, o +o,} kimesi de Q (o, m,) kafesi i¢in bir bazdir. Gergekten herhangi bir

w e Q(w, ®,) karmasik sayisi, m—n, n € Z olmak iizere,
w=ma, +nw, =(M-n)e, +n(a, +,)
bigiminde ifade edilebilir. Daha genel olarak eger @, @, € Q(ay, w,) ise

"= b
w, =aw, +ba,

o =co, +da,
olacak bigimde a, b, ¢, d € Z sayilar1 vardir. Bu durumda o', o," yukardaki
esitlikler ile verilen sayilar olmak iizere {@,’, ®,'} kiimesinin Q kafesinin bir bazi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ad — bc = 1 olmasidir. ad — bc = +1 esitligini
gergekleyen sonsuz ¢oklukta a, b, ¢, d tamsayilar1 bulunabileceginden her 2 kafesi
i¢in sonsuz sayida baz vardir. Kafesler Oklid esmetrilerinin yani uzaklik koruyan

doniistimlerin ayrik gruplaridir.

2.6. Teorem. Q, G topolojik grubunun ayrik alt grubu ve K, G nin kompakt bir alt

kiimesi ise QK sonludur (Jones ve Singerman 1987).



2.7. Sonu¢. Kompakt bir topolojik grubun her ayrik alt grubu sonludur (Jones ve
Singerman 1987).

2.8. Tamim. X bir kiime ve G bir grup olmak tizere; her g €G ve her xe X i¢in
*:Gx X > X #(g,X)=0g*X

olarak tanimlanan * doniisiimii

i) her xe X igin e*x =X

ii) her g,heG ve xe X igin *(gh, x) =(gh) *x =g *(h*x)

kosullarin1 gergekliyorsa (G, X ,*) tgliisiine grup etkisi denir. Bu durumda G grubu

[I32]

X kiimesi iizerine “*” doniisiimii ile etki eder denir. X kiimesine de bir G-kiimesi ad1

verilir (Gezer ve Bizim 2017).

2.9. Tanmim. X bir G-kiimesi olmak iizere “~g” denklik bagintisina gére X kiimesinin

her bir denklik smifina X kiimesinin bir G-yériingesi veya X kiimesinin yoriingesi

denir (Gezer ve Bizim 2017).

X, G grubunun etki ettigi herhangi bir uzay olmak tizere bu denklik bagintis1 X
uzaymi denklik siniflarina ayirir. Biitiin G yoriingelerinin kiimesi X/G ile gosterilir

ve X/G ye boliim uzay: denir.

2.10. Tamm. ((z) = iz+ z ;z_iz sekinde ifade edilen seri 2 mertebeli
z weQ (Z - CO) @

bir eliptik fonksiyonu temsil eder. Bu fonksiyona Weierstrass g fonksiyonu denir

(Jones ve Singerman 1987).



3. MATERYAL VE YONTEM

Ayrik gruplar teorisi, matematigin analiz ve fonksiyonlar teorisi ile cebir ve sayilar
teorisinin ortak teorilerinden birisidir. Bu konu ile ilgili kitap ve makale sayisi
oldukga kisithidir. Calismanin 6nemli amaglarindan birisi bu alanda Tiirkge yazilmis

bir ¢aligma ortaya koymaktir.

Belirtilen amaca ulasabilmek i¢in kapsamli bir kaynak taramasi yapilsa da amaca
uygun bulunan kaynak sayisinin olduk¢a az oldugu goriilmiistiir. Calisma
hazirlanirken ayrik gruplar teorisini olduk¢a genis bir persfektiften ele alan ve bu
alandaki yaymlanmis hemen hemen tiim kitap ve makaleleri incelemis olan
“Complex Functions: An Algebraic and Geometric Viewpoint” isimli kitap temel
olarak alinmistir. Calismanin hazirlanmasi sirasinda bu kitabin her boliimi ayrintil
olarak incelenmis, gerekli goriilmesi halinde baska kaynaklar ile konular
desteklenmistir. Calisma, kaynaklarda belirtilen ¢aligmalar teorik olarak ele alinarak

yapilan diizenli seminerler ile olusturulmustur.



4. PSL(2, R) VE HIPERBOLIK GEOMETRI

Bu kisimda PSL(2, R) nin doniisiimlerinin 6zellikleri, hiperbolik geometrinin ortaya

¢ikis1 ve hiperbolik metrik ile PSL(2, R) arasindaki iliskiler tizerinde durulacaktir.

4.1. PSL(2, R) ve Ozellikleri

PSL2, R)={T|T(2) = ?Z+g ,a,b,c,d e Rvead —bc =1} olmak iizere
Z+
T@=2* abcdeRrad be>0 4.1)
cz+d

dontigiimii verilmis olsun. Bu doniisiimiin a, b, ¢, d reel katsayilarinin her biri \/Z ile

boliiniirse

(a/A)z+(b//A)

(c/NA)z+(d/A)

elde edilir. Ayrica (a/~/A)(d/~/A)—(b/</A)c/~/A) =1 oldugundan T € PSL(2, R)

_ (a)z+(b/+a)

dir. Ozel olarak PSL(2, R), z —> az + b = a,beR a>0
@R) 0.z+(1/+/a) ( )

dontigiimlerinin hepsini igerir. PSL(2, R) nin bir diger 6nemli donisiimii z — -1/z

T(2) =

doniisiimiidiir.

4.1.1. Teorem. T € PSL(2, R) ise T doniisiimii {ist yar1 diizlemi st yar1 diizleme

resmeder (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. T doniisiimii (4. 1) ile verilen doniisiim olmak iizere

(az+b)(cz +d) _ (aczz +bd) + (adz + bcz)

T )= > 2
(2) |cz+d| |cz+d|

esitligi elde edilir. Bu esitlikte z = x + iy ve T(z) = u + iv olarak alinirsa

. (ad —bc)y
lcz+d|’

elde edilir. ad — bc > 0 oldugundan y > 0 oldugunda v > O olur. Bu ise T



doniistimiiniin Gist yar1 diizlemi iist yar1 diizleme resmettigini gosterir. Diger taraftan
ad — bc < 0 olursa T doéniisiimii, U yu konform (agilarin biiyiikliiklerini ve yonlerini

koruyan doniisiim), birebir ve orten olarak alt yari diizleme resmeder.
4.2. Gegislilik, Eslenik ve Merkezlestiriciler

4.2.1. Tammm. X bir kiime ve G bir grup olsun. Eger her «,f e X igin g(a)=/4

olacak bigimde bir g eG varsa G grubuna X tizerinde gecisli hareket ediyor denir.
Daha genel olarak (a,...,) ve (B,.... ), X kiimesinin i= j iken o #a; ve
B # pB; kosulunu gergekleyen elemanlart olsun. j =1, 2, ..., K i¢in g(a;)=p,
olacak sekilde bir g €G varsa G grubuna X tizerinde k-gegisli hareket ediyor denir

(Jones ve Singerman 1987).

4.2.2. Teorem. i) PSL(2, R), U {izerinde gegislidir.

i) PSL(2, R), Rw{oo} tizerinde ¢ifte gegislidir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. i) Egerai + b € Uise a> 0 dir. Budurumda T € PSL(2, R) doniisiimii T(z) =
az + b bi¢iminde segilirse T(i) = ai + b olur. Boylece PSL(2, R) grubunun etkisi
altinda 1 noktasinin yoriingesi U dur. Dolayisiyla PSL(2, R), U iizerinde gegisli
hareket eder, yani belli bir T € PSL(2, R) ile U da herhangi iki nokta birbirine

resmedilebilir.
ii)a, b € Rvea>bolsun. Eger S doniisimii S(z) = Z;Z bi¢iminde segilirse bu
Z J—

dontisim (a, b) ikilisini (0, o) ikilisine resmeder. Diger yandan T(z) = -1/z
doniistimii (0, o) ikilisini (0, 0) a, V(z) = z + b doniistimi de (0, ©) u (b, ©) a
resmeder. Boylece PSL(2, R) grubunun etkisi altinda (0, «) un yoriingesi (a, b)
ikililerinden ibarettir. Bu ise PSL(2, R) nin Rw{oo} iizerinde gifte gegisli hareket

ettigini gosterir.

Simdi PSL(2, R) grubunun elemanlarinin esleniklik siniflart belirlenecektir. Bunun

icin Oncelikle eslenik eleman kavraminin hatirlatilmasi faydali olacaktir.



4.2.3. Tammm. G herhangi bir grup g,heG olsun. Eger g =aha™ olacak sekilde bir
aeGyvarsa g ve h elemanlarina eslenik elemanlardr denir (Jones ve Singerman

1987).

PSL(2, R) deki dontisiimler, izlerine gore parabolik, eliptik ve hiperbolik olarak

smiflandirilir. T(z) = az+b

ve iz(T) = a + d olmak tizere

iz2(T) = 4 ise T doniisiimiine parabolik déoniisiim
iz2(T) < 4 ise T doniistimiine eliptik doniigiim
1z2(T) > 4 ise T doniistimiine hiperbolik déniisiim

denir.

PSL(2, R) de doniisiimlerin sabit noktalar1 esleniklik siniflarini belirlemede 6nemli

az+b
cz+d

bir role sahiptir. a, b, ¢, d katsayilarinin her biri reel say1 olmak iizere z =

esitligini gergekleyen noktalar T doniigiimiiniin sabit noktalaridir. Bu durumda a, b,

¢, d katsayilarinin her biri reel say1 oldugundan ti¢ durum s6z konusudur:

i) Parabolik T dontistimiiniin R w{oo} tizerinde bir sabit noktasi vardir.
ii) Hiperbolik T doniisiimiiniin R {0} tizerinde iki farkli sabit noktasi vardir.

iii) Eliptik T doniisimiiniin sabit noktalar1 reel olmayan karmasik eslenik sayilardir.

Bu haller dikkate alinarak asagidaki siniflandirma yapilacaktir.

1. Parabolik Elemanlar (Ja + d| = 2). T sabit noktas1i « € RwW{oo} olan bir
parabolik doniisiim olsun. PSL(2, R), R w{x} kiimesi tizerinde gifte gegisli hareket
ettiginden S(a) = o olacak sekilde bir S € PSL(2, R) doniisiimii vardir. O halde
STS? doniisiimii de sabit noktas1 o olan bir parabolik doniisiimdiir. Dolayisiyla bu
doniisiim,

W=STStz »z+t(te R\{0})
bi¢imindedir. Eger V(z) = (1/|t])z ise VWV z — z £ 1 olur (isaret t <0 veya t > 0

olmasina gore degisir). O halde, z — z+ lile z — z — 1 doniistimleri PSL(2, R) de



eslenik olmadigindan, PSL(2, R) nin parabolik elemanlarinin iki esleniklik simnifi

vardir.

2. Hiperbolik Elemanlar (Ja + d| > 2). T sabit noktalart «, f € R\{oo} olan bir
hiperbolik eleman olsun. PSL(2, R) grubu Rw{e} kiimesi tizerinde cifte gegisli
oldugundan « noktasini 0 noktasina, £ noktasin1 o noktasina resmeden bir S €
PSL(2, R) doniisiimii vardir. O halde A4 #1 iken U, =4z olmak iizere
U,(2)=STS*2)= 1z(4 € R\{0,1})

bigimindedir. Eger B(z) = -1/z ise BU,B* = U,,,olur. Bdylece U, ile U,
dontisimleri PSL(2, R) de eslenik olurlar. k # A veya x # 1/4 ise Uk ile U,
doniisiimleri eslenik olmadig: ig¢in PSL(2, R) nin her bir hiperbolik eleman: U,

bi¢imindeki bir tek elemanla esleniktir.

3. Eliptik Elemanlar (Ja + d| < 2). T sabit noktas1 ¢ € U olan bir eliptik eleman

olsun. PSL(2, R), U iizerinde gecisli oldugundan S(¢) = i olacak sekilde bir S €

PSL(2, R) doniisiimii vardir. Bu durumda S(£) = i = —i olacagindan W = STS™
donligiimii sabit noktalart i ve —i olan bir eliptik donisiimdiir. Dolayisiyla W
doniistimii

W (z)—i _,Z —i

W(z)+i Z+i

seklinde ifade edilebilir. W € PSL(2, R) doniisiimii R W{oo} kiimesini kendi iizerine

resmettiginden W () € R olacak sekilde bir o € R vardir. Dolayisiyla,

oz—i|:1
a+i|

W(a)-i|
W(a)+i|

olacagindan 1 =¢€" (0< @ < 2n) olur. Boylece T doniisiimii ile

W@)-i_ oz
W(z)+i  z+i

(4.2)

(4. 2) esitligini gergekleyen W doniisiimii eslenik olur. (4. 2) esitliginde



, 2=, W(2)-i
'=—— W=
Z+Ii W(z)+i

olarak alnirsa W' = ez’ olur. Bu ise z' ve W' noktalarmn birim diskte oldugunu

az+b

gosterir. O halde PSL(2, C) = {T |T(2) = ey a,b,c,de Cvead —bc =1}
Z+

olmak tizere T dontisimi PSL(2, C) nin bir elemanidir ve istelik birim diskin &

kadar olan bir donmesine esleniktir.

4.2.4. Tanim. G bir grup ve g € G olmak {izere

Co(9) = {heG|hg = gh}
kiimesine g elemaninin G grubundaki merkezlestiricisi denir (Jones ve Singerman
1987).

Cc(9), G grubunun bir alt grubudur ve k € G olmasi durumunda

Co(kgk™) = kCo(g)k™
dir, yani bir elemanin esleniginin merkezlestiricisi ile merkezlestiricisinin eslenigi
birbirine esittir. O halde PSL(2, R) nin elemanlarinin merkezlestiricilerinin yapisinin
belirlenmesi i¢in eslenik sinifinin temsilcilerinin merkezlestiricilerine bakmak
yeterlidir. Hesaplamalar herhangi bir doniisiim grubunda gecerli olan asagidaki uyari

ile daha kolay hale getirilebilir.

425 Uyan 1. T, S € PSL(2, R) ve ST =TS ise S doniistimii T doniistimiiniin sabit
noktalarinin kiimesini kendi tizerine resmeder. p, T doniisiimiiniin sabit noktas1 yani

T(p) = p olsun. O halde

S(p) = S(T(p)) = (ST)(p) = (TS)(p) = T(S(p))
yani T dontisiimii S(p) noktasini sabit birakir.

2. T(z) = z + 1 parabolik eleman:1 dikkate alinsin. Bu durumda eger S € Cpsi2, r)(T)
ise ST = TS olur. T doniigiimiiniin tek sabit noktasi « ve ST = TS oldugundan S()
= oo olur. Yani S doniisimii « u sabit birakir. Dolayisiyla S doniisiimii S(z) =az + b

bi¢cimindedir. Ancak ST = TS olacagi dikkate alinirsa @ = 1 oldugu goriiliir. Boylece,
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Crsie,r)(T)={z > z+k|k e R}
dir. Benzer sekilde T(z) =z — 1 iginde
CesLe,r(T)={z > z+k|k € R}

oldugu goriiliir.

3.T@) = 1z (4 >0, 4 # 1) hiperbolik elemaninin merkezlestiricisi belirlenmek
istenirse T doniisiimiiniin sabit nokta kiimesi {0, «} oldugundan T doéniisiimiiniin
merkezlestiricisi bu kiimeyi kendi iizerine resmedecek hiperbolik doéniistimlerden
olusmalidir. Dolayisiyla ¢ > 0 olmak tizere bu doniisiimler S(z) = uz bigimindeki
doniigtimlerdir, yani

Crsie R(T) ={z — pz | p> 0}

olur.

4. Sabit noktalari i ve —i olan T eliptik doniistimiiniin merkezlestiricisi ise

W(z)-i i, z-i
W)si © 74 0=2=27)

dir. Boylece oldukga sik kullanilacak olan asagidaki sonuglar verilebilir.

4.2.6. Sonug. T, S € PSL(2, R) 6zdeslikten farkli iki doniisiim olsun. TS = ST olmas1
icin gerek yeter kosul onlarin ayni sabit nokta kiimesine sahip olmasidir (Jones ve

Singerman 1987).

4.2.7. Sonu¢. PSL(2, R) grubunda bir hiperbolik (parabolik, eliptik) doniisiimiin
merkezlestiricisi, 6zdeslik elemant ile birlikte bu doniisiim ile ayni sabit nokta
kiimesine sahip olan tiim hiperbolik (parabolik, eliptik) donisiimlerden olusur

(Jones ve Singerman 1987).

4.3. Hiperbolik Metrik

Oklidyen olmayan geometriler iizerindeki calismalar Bolyai ve Lobachevsky

tarafindan tanimlanmis olan hiperbolik geometri ile baslamistir. Oklid tarafindan
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yazilmis olan ‘Elementler’ isimli kitapta geometrinin temel kavramlari tanimlanmas,
aksiyomlar ve bu aksiyomlara dayanan teoremler ifade ve ispat edilmistir. Kapsam
ve icerik bakimindan bu kitap o giine kadar yazilmis en iyi kitaptir ve giincelligini

halen korumaktadir.

Oklid, geometrisini kurarken bes tane postulat (belit) ifade etmistir.

1. Herhangi bir noktadan bagka herhangi bir noktaya bir dogru ¢izilebilir.

2. Bir dogru istenildigi kadar yine bir dogru olacak sekilde uzatilabilir.

3. Herhangi bir merkez ve bir uzunluk verildiginde bir gember ¢izilebilir.

4. Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5. Eger bir dogru, iki dogruyu kestiginde bu dogrunun ayni tarafindaki i¢ agilar iki
dik agidan kiigiikse, bu iki dogru o yonde uzatildiginda kesisir (Sertéz 2018).

Bu postulatlardan en fazla agiklanmaya muhta¢ olani, ilizerinde en fazla kafa
yorulani paralellik postulati olarak bilinen besinci postulattir. Bu postulat “Bir L
dogrusu iizerinde bulunmayan bir P noktasindan L dogrusuna paralel bir tek dogru
cizilebilir” seklinde de ifade edilebilir. Bu postulat yaklasik 2000 yil boyunca bir
cok matematik¢inin kafasinda soru isareti olusturmus ve bu postulatin yanls

oldugunu ispatlamaya ¢alismiglardir.

PSL(2, R) grubu ile hiperbolik geometri arasindaki iligki ilk olarak Henri Poincare
tarafindan kesfedildi ve 1882 de yayimlandi. Fuchs fonksiyonlarini tanimlamak igin
reel katsayili Mobiiis doniisiimleri kullamldi. Oklidyen olmayan geometri ise
birbirinden bagimsiz olarak Bolyai ve Lobachevsky tarafindan hiperbolik geometri
olarak tanimlandi. “Bir L dogrusu iizerinde bulunmayan bir P noktasindan L
dogrusuna paralel bir tek dogru gizilebilir” seklindeki Oklid in paralellik postulati,
hiperbolik geometride “Bir L dogrusu iizerinde bulunmayan bir P noktasindan L
dogrusuna paralel sonsuz sayida dogru ¢izilebilir” seklinde degistirildi. Bu boliimde
hiperbolik dogrunun tanimi yapilacak ve hiperbolik geometride iist yar1 diizlem

modeli olusturulacaktir.
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Parcali diferensiyellenebilir bir y egrisinin hiperbolik uzunlugunu tanimlamadan

once pargali diferensiyellenebilir bir egrinin Oklidyen uzunlugunun nasil

hesaplanildiginin hatirlatilmas: faydali olacaktir. X, y pargali diferensiyellenebilir
fonksiyonlar ve 1=[0,1] olmak iizere g:1 —R? pB(t)=(x(t),y(t)) olarak

verilmis olsun. B egrisinin Oklidyen uzunlugu

e(p) = ! \/(%j +(‘;—U dt

olarak tanimlanir.

4.3.1. Tamm. y:[0,1] > U, p(t)=z(t) =x(t)+iy(t) parcali diferensiyellenebilir

egrisinin hiperbolik uzunlugu

BRI

1 1 4.

h(y) = | aj \dt) 4 - [
0 y o Y

olarak tanimlanir (Jones ve Singerman 1987).

Yukaridaki tanimlar dikkate alindiginda, Oklid uzunluk elemam ds® = dx* +dy?

dx? +dy?  |dz[
% =2

oldugu halde hiperbolik uzunluk elemanimin ds* = oldugu goriiliir.

4.3.2. Teorem. T € PSL(2, R) ise h(T(y))=h(y) dir, yani hiperbolik uzunluk
PSL(2, R) nin doniistimleri altinda degismez kalir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. T(z2) = az+b
cz+d

(a,b,c,d € R, ad - bc = 1) doniisiimii verilmis olsun. O halde

d_T=a(cz+d)—c(az+b): 1
dz (cz+d)’ (cz+d)’

elde edilir. Diger taraftan eger z = X + iy, T(z) = u + iv olarak alinirsa ve

_ Y
|cz+d|2
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oldugu sonucu kullanilirsa

ani_v
dz| vy
esitligi elde edilir. Boylece
dT dz dz dz

dT‘

1 ‘ 1 4 " . 1 e 1

h(T () = j_ddvt t=| dzvdt dt = [— 9t = [1%gt = n(y)
0 0 yv y

0 0

sonucuna ulagilir.

Simdi U da herhangi iki nokta arasinda en kisa hiperbolik uzunluga sahip bir tek yol
oldugu gosterilecek ve bu yol belirlenecektir. Bu tiir yollar daha sonra hiperbolik

dogru parg¢alar: ya da H-dogru parcalar: olarak adlandirilacaktir.

Ilk &nce imajiner eksen {izerindeki ia, ib (b > a) noktalarmi birlestiren H-dogru

pargasinin, imajiner eksenin bu noktalari birlestiren kismi oldugu gosterilecektir.

k1> U, x(t)=(0,y(), dy/dt >0, y(0) = a, y(1) = b olarak tanimlansin.

(dyf ‘dy d

1 1 — b
dt dt:ji_dtzjidtzj'ﬂzmg
y(t) o Y() oY) Ly

elde edilir. Eger #: | — U, #ft) = (%t), Y6t)), ia noktasi ile ib noktasini birlestiren

[, 8,
=\t dt dt| . .t dt

h = dt > dt=nh
T o™ > [ 752 =")

sonucuna ulagilir. Esitlik ancak d%/ dt=0 ve d94 dt >0 olmasi halinde gerceklenir.

baska bir parcali diferensiyellenebilir egri ise,

1
dtzj
0

Ayrica & parcali diferensiyellenebilir oldugundan, #; ia ve ib noktalarini birlestiren
Oklid dogru parcasidir. Eger z1 ve z» aym reel kisma sahipse 0 halde onlar
birlestiren bir tek H-dogru parcasinin onlar1 birlestiren bir tek Oklid dogru pargasi

oldugu yukaridaki hesaplamalarla goriilebilir.
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Sekil 4.1. U da iki farkli noktayr birlestiren hiperbolik dogru parcasi (Jones ve
Singerman 1987)

Simdi z1 ve 22 noktalarin ayni reel kisma sahip olmadig1 varsayilsin. O halde bu
noktalar birlestiren Oklid dogru pargasinin orta dikmesi reel ekseni bir r noktasinda
keser ve Sekil 4.1. de gosterildigi gibi merkezi r olan z1 ve z2 noktalarindan gegen
reel eksene dik bir tek Q Oklid gemberi elde edilir.

Q Oklid gemberinin R yi z,* ve z," noktalarinda kestigi varsayilsm. O halde PSL(2,
R) grubu R u{xo} kiimesi iizerinde ¢ifte gegisli oldugundan T(z,") =0, T(z,”) = »
olacak sekilde T € PSL(2, R) vardir. PSL(2, R) nin doniisiimleri ¢emberleri
¢cemberlere konform olarak resmeder. Bu durumda T(Q), imajiner eksen ve
dolayisiyla T(z1) ve T(z2) noktalarini birlestiren H-dogru pargasi da imajiner eksenin
bu noktalar1 birlestiren pargasidir. Boylece hiperbolik uzunluk PSL(2, R) nin
doniistimleri altinda degismez kaldigindan herhangi z1 ve zz noktalarini birlestiren
bir tek H-dogru parcas1 vardir. Boylece U da Q Oklid ¢emberi iizerindeki z1 ve 2z,
noktalarmi birlestiren H-dogru pargast Q Oklid ¢emberinin z; ve z» noktalarmi

birlestiren yayidir. Simdi biitiin H-dogru parcalar1 belirlenecektir.

4.3.3. Teorem. H-dogru pargalar1 merkezleri reel eksen iizerinde olan Oklidyen
¢ember yaylarinin iist yar1 diizlemde kalan kisimlar1 veya reel eksene dik olan
Oklidyen dogru pargalarinin iist yari diizlemde kalan kisimlaridir (Jones ve

Singerman 1987).

4.3.4. Tamm. C deki, reel eksen R ye dik bir Oklid dogrusunun ya da merkezi reel

eksen iizerinde olan bir Oklid ¢gemberinin U ile kesisimine bir hiperbolik dogru (H-
dogru) denir (Anderson 2005).
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Dikey hiperbolik dogrularin o da bir bitis noktasina sahip oldugu kabul edilir,
dolayistyla her H-dogru Ru{oo} da iki bitis noktasina sahiptir. Hiperbolik dogru

ornekleri Sekil 4.2. de gosterilmektedir.

-
Sekil 4.2. Hiperbolik dogrular

4.3.5. Teorem. PSL(2, R), biitiin H-dogrularin kiimesi {izerinde gegisli hareket eder
(Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Q ve Q' iki H-dogru olsun. Eger Q H-dogrusu s, t e Ru{w} da bitis
noktalarma sahipse ve Q' hiperbolik dogrusu da s',t'e Ruq{w} da bitis
noktalarina sahipse PSL(2, R), R {0} iizerinde ¢ifte gegisli oldugundan T(s) = S’
T(t) = t’ olacak sekilde bir T € PSL(2, R) vardir. Bitis noktalar1 bir H-dogruyu tek
bir sekilde belirlediginden T(Q) = Q" sonucu elde edilir.

z ve W noktalart U da iki nokta olmak tizere aralarindaki hiperbolik uzaklik bu
noktalar1 birlestiren H-dogru pargasinin H-uzunlugu olarak tanimlanir. Bdylece {ist
yar1 diizlemde iki nokta arasindaki uzaklik belirlenmis olur. Bu ise U iizerinde
tanimlanan bir metrik belirtir. Bu metrik p ile gosterilir. Bu metrik ile birlikte U bir
metrik uzaydir. Bir hiperbolik dogru pargasi, iki nokta arasindaki en kisa uzakliga
sahip bir tek yol oldugundan ii¢gen esitsizligi de gergeklenir. Boylece p metrigi ile

iist yar1 diizlem hiperbolik diizlemin bir modelidir.

4.3.6. Tammm. Ayrik olan iki hiperbolik dogruya paralel hiperbolik dogrular denir
(Anderson 2005).

Tanimdan iist yar1 diizlemde ortak noktasi olmayan dogrulara paralel hiperbolik

dogru denilecegi anlasilmaktadir. Sekil 4.2. de gosterilen hiperbolik dogrular
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paraleldir. Ayrica Sekil 4.3. te gosterilen L1 ve Lo dogrulari da paraleldir.

L1

B

Lo

»
»

L1
Lo

N,

Sekil 4.3. Paralel hiperbolik dogrular

4.3.7. Teorem. Bir L hiperbolik dogrusunun iizerinde olmayan bir z noktasindan

gecen ve L dogrusuna paralel olan sonsuz sayida farkli hiperbolik dogru vardir

(Anderson 2005).

Ls

Lo

z

N

L

»
»

Sekil 4.4. z noktasindan gecen ve L ye paralel hiperbolik dogrular

Bu teorem Oklid geometrisi ile hiperbolik geometri arasindaki en biiyiik farki ortaya

koymaktadir. Asagidaki teorem, hiperbolik uzunlugun PSL(2, R) altinda degismez

kaldigim1 gostermektedir.

4.3.8. Teorem. Herz,w € Uve her T € PSL(2, R) igin o(T (2), T(w)) = p(z,w) dir

(Jones ve Singerman 1987).
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4.4. p(z,w) Degerinin Hesaplanmasi

Eger ia, ib (b > a) imajiner eksen iizerindeki iki nokta ise, bu noktalar1 birlestiren
hiperbolik egri pargasinin uzunlugu hesaplanarak p(ib,ia) = InE oldugu sonucu
a

elde edilmisti. Eger z, w, U da herhangi iki nokta ise o(z,w) y1 hesaplamak

genellikle daha zordur. Bu yiizden bu bdliimde hiperbolik uzaklik i¢in daha basit

formiiller verilecektir.

44.1. Lemma.z,w € U, (z#W) ve Q, z ve w noktalarini birlestiren ve R uU{ec} da

*

bitis noktalar1 z*, w* olan hiperbolik dogru olsun. z noktas1 da z* ile w arasinda

kalacak sekilde segilsin. O halde T(z") =0, T(w") = « ve T(z) = i olacak sekilde
tek bir T € PSL(2, R) vardir. Ayrica T(w)=ri (r >1) ve p(z,w)=Inr dir (Jones
ve Singerman 1987).

Ispat. z* ve w' noktalarmin her ikisinin de « olmadig: varsayilsmn ve z*>Ww"

*

—Z
3 — olarak segilirse S € PSL(2, R), S(z°) =

olacak sekilde alinsin. Eger S(¢) =

0, S(W') = o olur. Boylece S doniisiimii Q hiperbolik dogrusunu imajiner eksene
resmeder. Eger S(z) = ki ise 0 halde U, =4z olmak iizere T =U,, 0S doniisimi
kullanilabilir. Farkli noktalarin iicliilerini yine farkli noktalarin iicliilerine resmeden
bir tek T dontisiimii vardir. Ayrica z noktast z* ve w arasinda oldugundan T(z) =i
noktasi da T(z") =0 ve T(w) noktalari arasindadir. Béylece T(w) =ri (r >1) olur.
Hiperbolik uzunluk PSL(2, R) altinda degismez kaldigindan,

p(z,w) = p(T(2), T(W) = p(i,ri) =Inr

sonucu elde edilir.
4.42. Tamm. z; € U olmak iizere g(z,, z,, ..., z,) fonksiyonu verilsin. Her T e
PSL(2, R) i¢in

9(T(2), T(,), -, T(z,) = 9(%, 2;, -y 2)
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ise g ye bir H-degismez fonksiyon denir (Jones ve Singerman 1987).

Yukaridaki teoreme gére po(z,w) fonksiyonu bir hiperbolik degismezdir.

4.4.3. Lemma.i) z,w, z°, W olarak tanimlanan dort noktanin ¢apraz orani

(w-2")(z-w)
(7 —2)(W —w)

n(z, w)=(w, 2, z, W) =

bir hiperbolik degismezdir.

i) Her z, w € U igin

7(z,w) =

Z—W

z—w‘

bir hiperbolik degismezdir (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. i) PSL(2, R) H-dogrulari resmettigi i¢in T(z) ve T(w) noktalarini birlestiren H-
dogru, T(z") ve T(w") bitis noktalarina sahiptir ve dolayisiyla bu sonu¢ Moébitis

doniisimleri (T (z) = 22
cz+d

seklindeki doniisiimler) altinda ¢apraz oranin degismez

olmasindan elde edilir.
il) Her z, w € U igin 7(z,w) degerinin bir hiperbolik degismez oldugu

1/2

T(2)-T(W)|=|z—wW{[T"(2)T"(w)

esitliginden elde edilir.

zZ, W, r lemmada tanimlanan sayilar olmak tizere
n(z,w) = (ri, 0;i,00) =
ve boylece
p(z,w) =Inn(z,w)
elde edilir. Ayrica

. ..or=1 ertW_g
(z,wW) =z(i,ri) = =
(2,w) ==(1,r) r+1 e”®" 41

ve bu esitlikten elde edilen
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p(z,W) = In{w} _ %M}

1-7(z,w) |z—W—|z—w|

esitligi hiperbolik uzaklik i¢in oldukc¢a kullanish bir formiildiir.

Asagidaki 6zdeslikler ve 7(z,w) fonksiyonu kullanilarak hiperbolik uzaklik igin

daha kullanislh bir formiil de elde edilebilir.

u
u tanh?
eu L tannY, sinhz—:—u
e +1 2 2 1—tanh? Y
2
oldugundan
2 2
Gnpz 2@W _ t@w)?® 2w
2 -7z, W)’ |z—w —|z—w’

esitligi elde edilir. Simdi
l2— W —|z—wW" = (- W)(Z ~ W) — (2~ W)(Z ~W) = (2~ Z)(W—W) = 4Im(z) Im(w)

oldugundan

2 oW [z-wf
2 41m(z) Im(w)

sin

sonucuna ulagilir. Merkezi i ve yarigapt 0 olan hiperbolik ¢ember

:sinhzé} ={z||z-i[ :4ysinh2§} (z=x+iy)

{z| sinh? 221)
2 2

={z| x¥* +y*+1=2y(2sinh? §+1) =2ycosho'}

={z| x*+(y-cosh&)?=cosh*85—-1=sinh*5},

yani Sekil 4.5. te goriildiigii gibi bu gember merkezi (0, cosh d) ve yarigap1 Sinh &
olan bir Oklid gemberidir.
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i cosh &

Sekil 4.5. Merkezi i ve yarigapt 0 olan hiperbolik ¢ember (Jones ve Singerman
1987)

PSL(2, R) grubunun elemanlar1 diizlemdeki bir gemberi yine bir gembere resmeder.
Dolayisiyla U da ki bir Oklid ¢emberinin bu elemanlar altindaki resimleri de U da
bir Oklid ¢emberidir, boylece H-gemberler de H-cemberlere resmedilmis olur.
Bundan baska her H-cember bir Oklid cemberidir. Ustelik her Oklid ¢emberi de bir
H-gemberdir. Boylece tiim agik Oklid disklerinin ailesi ile acik hiperbolik diskler

ailesi cakistigindan asagidaki sonug elde edilir.

4.4.4. Teorem. U iizerine hiperbolik metrik tarafindan indirgenen topoloji ile Oklid

metrigi tarafindan indirgenen topoloji aynidir (Jones ve Singerman 1987).

4.5. Hiperbolik Alan ve Gauss-Bonet Formiilii

xdy

2

d . : : :
E C U olmak tizere _f .[ integrali mevcut ise E kiimesinin H-alan:

E

u(®) =[]

olarak tanimlanir (Jones ve Singerman 1987).

45.1. Teorem. Her T € PSL(2, R) i¢in w(T(E))= x(E) dir, yani hiperbolik alan
PSL(2, R) nin dontisiimleri altinda degismez kalir (Jones ve Singerman 1987).

az+b

Ispat. T(z2) =
cz+d

(@, b, c,d € R, ad —bc = 1) doniisiimii verilmis olsun. z = X +

iy ve w = T(z) = u + iv alinsin. Cauchy-Riemann esitlikleri ve Jacobiyen kullanilarak

21



2 2

dar
dx

dar
dz

B 1
(cz+d)*

o(u,v) ou ov aué’v_(auj:(avjz:

Axy) axoy ayox \ax) Tlox

esitlikleri elde edilir. Boylece

_¢p dudv e o(u,v)dxdy 1 Jez+d ~
ﬂ(r(E))_f[{) v’ _‘g a(x, y)v* _J;'[|cz+d|4 y’ drcly = u(E)

sonucuna ulagilir.

4.5.2. Tammm. U nun kapanigsinda n tane hiperbolik dogru parcasiyla siirl kapali
kiimelere n kenarli hiperbolik poligon denir. Iki hiperbolik dogru pargasimin

kesistigi noktaya ise poligonun bir kogesi denir (Jones ve Singerman 1987).

Bir poligonun R U{oo} iizerinde bir kosesi olabilir ancak reel eksenin bir pargasi bir

hiperbolik poligonun kenar1 olamaz. Ornegin Sekil 4.6. de sirasiyla iiggenin 0, 1, 2

ya da 3 kosesinin R {00} a ait olup olmadigina baglh olarak 4 tip hiperbolik {iggen

cizilmistir.

VY

(a) (b) (€) (d)

Sekil 4.6. Hiperbolik tiggenler (Jones ve Singerman 1987)

Bir hiperbolik tiggenin hiperbolik alan1 Gauss-Bonet formiiliine gore sadece onun
acilarma baghdir. U da iki hiperbolik dogru arasindaki ag¢z, onlarin kesisme

noktasindaki tegetleri arasindaki ac1 olarak tanimlanir. Iki hiperbolik dogru R U{eo}

da ki bir noktada kesisiyorlarsa aralarindaki ag1 O dur.

4.5.3. Teorem (Gauss-Bonet). A agilar1 «, A, ¥ olan bir hiperbolik iiggen olsun. O
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halde

uA)=r—(a+p+y)
dir (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. 1. hal. ilk olarak A ii¢geninin iki kenarinin dikey H-dogrular oldugu durum
incelenecektir. Bu halde A ii¢geninin tabani bir Oklidyen yari ¢emberin bir
pargasidir. Z—>Z+k, K€ Rve 2> 1z, (1 >0) doniisimleri uygulanarak bu yari

¢emberin yarigapi 1 ve merkezi 0 olarak alinabilir. Bu doniistimler PSL(2, R) nin
doniistimleri oldugu i¢in hiperbolik alani degistirmez ve dikey kenarlar hala dikey

kaldig1 i¢in O agilar1 korunur. Diger agilar da PSL(2, R) dontisiimlerinin konformluk

ozelliginden korunur. Boylece A H-iiggeni, yar1 gemberin yarigap: 1 olmak iizere

Sekil 4.7. de gosterildigi gibi alinabilir.

C a0 bD
Sekil 4.7. iki kenar1 dikey H-dogrular olan A H-iiggeni (Jones ve Singerman 1987)

Burada AOC ve BOD acilar1 sirastyla « ve g dir. A ve B boyunca dikey H-

dogrularin sirasiyla X = a ve X = b oldugu varsayilsim. O halde A {i¢geninin alani

olur. 0< @< 7 olmak lizere X=C0S6 doniigiimii yapilirsa

ﬁ Qi
u@)= ] E (@ py

T-a

elde edilir.
2. Hal. A H-iiggeninin bir kosesi Sekil 4.6. nin (b) sinde oldugu gibi reel eksen
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tizerinde olsun. PSL(2, R) nin bir doniisiimii uygulanarak bu kose o« a resmedilebilir

(hiperbolik alan ya da acilar degistirilmeden). Boylece A nin 0 olmayan agilan «

ve [ ise 0 halde 1. Halden x(A) =7 —(a+ f) olur.

3. Hal. A nin higbir kosesi R {0} da olmasin. Eger AB, H-dogru pargasi R yi bir
D noktasinda kesecek sekilde uzatilirsa A, koseleri A, C, D olan H-iiggen olmak

tizere A=A, \A, olur, burada A, koseleri B, C, D olan H-liggendir.

Sekil 4.8. Bir kosesi R de olan A H-iiggeni (Jones ve Singerman 1987)

Boylece p(A) = pu(A)— (D) =7m—a—(y+0)-[x-0—-(n-Pl=n—a-L-y

sonucu elde edilir.

Bu teorem kullanilarak Gauss-Bonet formiilii poligonlara da genisletilebilir.

4.5.4. Tammm. C c U olsun. Eger her P € C i¢in O ve P noktalarini birlestiren H-
dogru pargalar1 C de kalacak bicimde C nin ig¢inde bir O noktas: var ise C ye
hiperbolik yildizil bolge denir (Jones ve Singerman 1987).

Hiperbolik yildizil kiimelerin en Onemli 6zelligi hiperbolik konveks kiimeler
olmalaridir. P, Q € C herhangi iki nokta olmak {izere C bir hiperbolik konveks
kiime ise, P ve Q noktalarini birlestiren hiperbolik dogru C de kalir.

455, Sonug. Eger [] acilant «, @,, ..., &, olan n kenarli bir hiperbolik yildizil

poligon ise
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udD=n-z—ca, -, —...—,
dir (Jones ve Singerman 1987).
ispat. A1, A2, ..., An, I1 poligonunun koseleri ve O noktast OAy, OAy, ..., OAn H-
dogru pargalar1 [] poligonunun iginde kalacak sekilde [I nin i¢inde bir nokta

olsun. Boylece OA1A2, OA2As, ..., OAnA: licgenlerinin H-alanlar1 toplanarak

istenilen sonug elde edilir.
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5. FUCHS GRUPLARI ve TEMEL BOLGELER

5.1. Fuchs Gruplari ve Siireksizlik

T(z)=

az
Z

- +(tj) doniisiimii (a, b, ¢, d) € R*noktasi ile 6zdeslenerek PSL(2, R) grubu

+
ayn1 zamanda bir topolojik uzay olarak ele alinabilir.

a b
SL(2,R) = {(C d]' a,b,c,d e Rvead—bc =1}

olmak iizere SL(2, R), R* uzaymnn
X={(a, b,c,d) € R*|ad—bc =1}
alt kiimesi ile 6zdeslenebilir.
0: X —> X, d(@,b,c,d)=(-a,—b,—c,—d)
olarak tanimlanan & déniigiimii bir homeomorfizmdir ve tstelik {i, &}, X {izerinde
hareket eden 2 mertebeli devirli gruptur. PSL(2, R) lizerindeki topoloji asagidaki

gibi tanimlanan boliim topolojisi olarak almir ve dolayisiyla PSL(2, R), R? xS*

¢arpim uzayina homeomorfik olan bir topolojik uzay olur.

q: SL(2, R)— PSL(2, R),

q(i bj ST T(0)= az+b

d cz+d
olarak tanimlanan ¢ doniisiimii kullanilarak
Tos o) =TAC PSL(2,R)| 9" (A) = SL(2, R)}

olarak tanimlanan boliim topolojisi ile  fonksiyonu siireklidir. Gergekte grup
carpma islemi ve ters alma iglemleri de siirekli oldugundan PSL(2, R) bir topolojik
gruptur.

5.1.1. Tammm. PSL(2, R) nin ayrik alt gruplarina Fuchs grubu denir (Jones ve

Singerman).
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Modiiler grup ve iicgen gruplar1 gibi bazi1 6zel 6rnekleri daha dnce aragtirilmis olsa
da Fuchs gruplan sistematik olarak ilk defa 1880 yilinda Poincare tarafindan
calisilmistir. Poincare, L. Fuchs’un diferensiyel denklemler iizerine yazilmis bir

makalesini okuduktan sonra Fuchs gruplari ile ilgili caligmalar yapmaya yonelmistir.

Fuchs gruplar1 birgok acidan kafeslerle iliskilidir. Kafesler Oklid esmetrilerinin
ayrik gruplaridir ve bolim uzaylart tora homeomorf olan kompakt Riemann
yiizeyleridir. Kafesler altinda degismez kalan fonksiyonlar yani eliptik fonksiyonlar
onemli bir fonksiyon ailesi olusturur. Benzer sekilde Fuchs gruplar1 altinda
degismez kalan fonksiyonlar olan otomorf fonksiyonlar ailesi de olduk¢a 6nemli bir
fonksiyon ailesidir. Biitiin bu benzerliklerin yaninda kafesler ve Fuchs gruplar
arasinda onemli bir fark vardir. Sonsuz sayida farkli kafes olmasina ragmen bunlarin
hepsi topolojik olarak benzerdir. Ciinkii bunlarin bolim uzaylarinin hepsi birer
tordur. Diger taraftan kiire, tor, diizlem veya delinmis diizlemden farkli olan her bir
yonlendirilebilir yiizey U lizerinde sabit noktasiz hareket eden Fuchs gruplarinin
boliim uzaylaridir. Bu nedenle Fuchs gruplarimin geometrik ve cebirsel yapilari

oldukca zengindir.

Fuchs gruplar1 ¢ok cesitlilik gostermesine ragmen agik¢a yazilabilecek birkag Fuchs
grubu 6rnegi vardir. PSL(2, R) nin biitiin devirli alt gruplar1 bir Fuchs grubudur. Bir
hiperbolik doniisiim ile 6rnegin A >1 olmak lizere Z—> Az hiperbolik doniisiimii
ile tretilmis olan devirli hiperbolik gruplar, 6zdeslik elemani ve hiperbolik

dontisiimlerden olusan bir Fuchs grubudur.

Ornegin z — z+1 parabolik déniisiimii parabolik devirli bir grup iiretir. Eliptik
donistimler tarafindan tiretilen devirli gruplar da eliptik devirli gruplardir, fakat bu
gruplar her zaman bir Fuchs grubu degildir. Bir eliptik devirli grubun Fuchs grubu
olmas1 i¢in gerekli ve yeter kosul grubun iretecinin, dolayisiyla grubun

mertebesinin sonlu olmasidir.
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Devirli Fuchs gruplarindan baska Fuchs gruplari da vardir. Ornegin,

PSL2,2) ={T|T(2) =22 abc.d e Zvead—bc=1}
cz+d

olarak tanimlanan modiiler grup PSL(2, R) grubunun bir ayrik alt grubudur,
dolayistyla bir Fuchs grubudur. Modiiler grup, Fuchs gruplarinin i¢inde en ¢ok

caligilan gruptur. Bu grubun 6zellikleri tizerinde ayrintili olarak durulacaktir.

Kafeslerin C iizerindeki hareketlerinin en 6nemli 6zelligi bu hareketin siireksiz
olmasidir, yani her z € C noktasmin her a)eQ\{e} icin oU)NU =< olacak

sekilde bir U komsulugu vardir. Benzer durum Fuchs gruplar icin genellikle s6z
konusu degildir. Eger Fuchs grubunda bir eliptik doniisim var ise bu eliptik
dontigiimiin st yar1 diizlemdeki sabit noktasi igin belirtilen 6zellikte bir komsuluk
bulmak miimkiin degildir. Dolayisiyla Fuchs gruplari asagida tanimi verilecek

anlamda siireksiz gruplardir.

5.1.2. Tammm. Y bir topolojik uzay ve G, Y topolojik uzayinin homeomorfizmlerinin
(birebir, orten, tersi ve kendisi siirekli olan doniisiimlerinin) bir grubu olsun. Her bir

y € Y noktasinin
“g e Gigin g(V)n\V = ise g(y) =y dir.”
ozelliginde bir V komsulugu var ise G grubuna Y {izerinde has siireksiz hareket

ediyor denir (Jones ve Singerman 1987).

Tanimdan tiim Fuchs gruplarimin U {izerinde has siireksiz hareket ettigi sonucu elde

edilir. Bundan bagka her siireksiz grup has siireksiz olarak hareket eder. Bununla

birlikte z—e*""z (n = 2, 3, ...) ile iiretilmis olan C nin homeomorfizmlerinin

sonlu grubu C iizerinde has siireksiz hareket ettigi halde siireksiz hareket etmez.

5.1.3. Lemma. K, U nun kompakt bir alt kiimesi olmak iizere w € U verilmis olsun.
O halde

E={T e PSL(2, R) | T(W) €K }
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kiimesi kompakttir (Jones ve Singerman 1987).

5.1.4. Sonu¢. W € U olmak iizere K, U nun kompakt bir alt kiimesi olsun. Eger I"

bir Fuchs grubu ise {T eI'| T (w) € K} kiimesi sonludur (Jones ve Singerman 1987).

5.1.5. Teorem. I, PSL(2, R) nin bir alt grubu olsun.
i) I' bir Fuchs grubudur < T, U iizerinde has siireksiz hareket eder.

i) T' bir Fuchs grubu ve p € U noktasi I" nin belli bir elemaninin sabit noktasi
olsun. p noktasmin 6yle bir W komsulugu vardir ki, W komsulugunun p noktasindan
farkli higbir noktast I' nin 6zdeslikten farkli bir elemaninin sabit noktast olamaz

(Jones ve Singerman 1987).

Ispat. ilk olarak bir I" Fuchs grubunun U iizerinde has siireksiz hareket ettigi

goriilecektir. zo € U ve B_(z,), zo merkezli, & > 0 yarigapli kapali hiperbolik disk

olsun. Hiperbolik metrik tarafindan indirgenen topoloji ile Oklid metrigi tarafindan

indirgenen topoloji aynmi oldugundan B_(z,) kompakttir. O halde yukarida elde

edilen sonug geregi

{T el'[T(z,)eB,(z,)}

kiimesi sonlu bir kiimedir. O halde B,(Z,), zo noktasinin T -y&riingesinden bagska bir

nokta bulundurmayacak sekilde bir 0 < 0 < & sayist vardir. Eger V =By, (Z,)

olarak alinirsa, belli S € T i¢in V N S(V) # & olmasi halinde S(z) € V olacak

bicimde bir z € V vardir. Boylece
o o
p(2,2,) < 25 p(8(2),2,) < >
ve dolayisiyla
p(2,,5(z,)) < p(2,,5(2)) + p(S(2).5(2,)) = p(2,,5(2)) + p(z.2)) <&
olur, ancak ¢ > 0 sayisinin tanimu dikkate alinirsa, S(zo) = Zo oldugu goriiliir.

Dolaysiyla I', U iizerinde has siireksiz hareket eder.
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1) kisminin ispatin1 tamamlamadan Once ii) yi gorelim, bunun i¢in S # | olmak
iizere p noktasnin S doniisiimiiniin sabit noktas1 oldugu varsayilsin. Ispatin ilk
kismindan, p noktasinin W M S(W) = olmasi halinde S(p) = p oldugu bilinen bir
W komsulugu vardir. Eger g € W noktas1 bir T # | doniisiimii ile sabit birakiliyor
ise W T(W) #0 dir ve boylece T(p) = p olur. PSL(2, R) nin 6zdeslikten farkli

bir elemaninin U da en fazla bir sabit noktas1 olabilir. O halde p = g olur.

Simdi de ispatin i) kismi tamamlanacaktir, yani U iizerinde has siireksiz hareket
eden bir ' < PSL(2, R) alt grubunun ayrik, yani Fuchs grubu oldugu goriilecektir.
Tersine I' grubunun ayrik olmadigi varsayilsin. I' grubunun o6zdeslikten farkli
herhangi bir elemani ile sabit birakilamayan belli bir s € U noktasi segilsin. Boyle
bir noktanin varligt ii) den gorilir. I' ayrik olmadigindan ' grubunun farkli
elemanlarindan olusan Tk — | 6zelliginde bir (Tk) dizisi vardir. Béylece Tk(S) — S
olur. s noktast I' nin 6zdeslikten farkli herhangi bir elemaninin sabit noktasi
olmadigindan (Tk(S)) dizisinin terimleri farklidir. O halde, yakinsama geregi, S
noktasinin her bir komsulugu, S noktasinin I -yoOriingesinden sonsuz coklukta
eleman bulundurur. Bu ise I' nin has siireksiz olmadigmi gosterir ki bu bir

celigkidir.

5.1.6. Sonu¢. I' < PSL(2, R) olsun. T" bir Fuchs grubudur < her z € U igin z
noktasinin I' yoriingesi I',, U nun bir ayrik alt kiimesidir (Jones ve Singerman
1987).

Ispat. ik olarak T', kiimesinin U nun bir ayrik alt kiimesi oldugu varsayilsin. O
halde Bg(z) agik hiperbolik diski, T", yoriingesinden z noktasindan bagka bir nokta

bulundurmayacak sekilde bir & > 0 vardir. Eger V < Bg olarak alinirsa, bir dnceki
teoremin ispatindaki diisiince ile, V. S(V) # & olmasi halinde S(z) = z oldugu
sonucu elde edilir, bu ise T nin bir Fuchs grubu oldugunu gosterir.

Tersine T" bir Fuchs grubu ise U iizerinde has siireksiz hareket eder ve boylece her

I'; yoriingesi U da ayriktir.
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Buna gore, z € U ve (Tx), I' nin farkli elemanlariin bir dizisi olmak {izere eger

(Tk(2)) & aeCu{x} ise aeRU{x} dur. Bu sekildeki biitiin limit noktalarinin

kiimesine I nn limit noktalarimin kiimesi denir ve L(I') ile gosterilir. Béylece tiim

I' Fuchs gruplari i¢in L(I") < R wW{eo} dur.

5.1.7. Ornekler 1. T modiiler grup ise L(I') = R w{oc} dur.

2. T', Z— 2z dontisiimii tarafindan tiretilmis devirli grup ise L(I') = {0, «} dur.

Genel olarak ayrik bir grubun siireksiz olup olmadigi, grubun etki ettigi uzaya ¢ok

baghdir. Ornegin modiiler grup Rw{oc} iizerinde has siireksiz degildir. Ciinkii 0
noktasmnin yoriingesi Q U{eo} dir. Benzer sekilde Z[i] = {m+ni|m,ne Z} Gauss
tamsayilar halkasi olmak {izere

2+D b ¢ d e Z[i] vead - be = 1}
cz+d

PSL(2, Z[i]) ={T |T(z) =

olarak tanimlanan grup PSL(2, C) grubunun bir ayrik alt grubudur. Ancak Riemann
kiiresi tlizerindeki hareketi, O noktasinin yoriingesi {r +si|r,se Q} w{oo} kiimesi

oldugu i¢in has siireksiz degildir. PSL(2, Z[i]) Picard modiiler grubu olarak

adlandirilir ve hiperbolik-3 uzay {lizerinde has siireksiz hareket eder.

Ust yar1 diizlemde has siireksiz hareket eden gruplari olusturmak igin kullanilan
geometrik teknikler Fuchs gruplarini olusturmak igin kullanilan yontemlerle ortaktir.
Simdi bu yontemin liggen gruplar1 olusturmak icin nasil kullanildig1 gosterilecektir.
Gauss-Bonet formiiline gore bir hiperbolik ii¢genin i¢ agilart toplami 7z den
kiicliktiir. O halde simdi bu sartlar1 gergekleyen bir hiperbolik ii¢cgenin varligi

uzerinde durulacaktir.

5.18. Lemma. «, [, y sayillan a+f+y <x esitsizligini gercekleyen negatif
olmayan reel sayilar olsun. O halde a¢ilart «, f, y olan bir hiperbolik tiggen vardir

(Jones ve Singerman 1987).
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Ispat. Sekil 5.1. de gosterilen ve bazi agilar1 sifir olan hiperbolik iiggenler
olusturmak kolaydir. Bu nedenle hiperbolik {iggenin hicbir agisinin sifir olmadigi
varsayilsin. A¢ilarin toplam1 z den kiigiik oldugundan O<a <z /2 olarak kabul
edilebilir. Hiperbolik tiggenin bir kosesi i olarak segilip bir kenar1 da i noktasindan
gegen imajiner eksenin bir pargasi olarak alinabilir. M bir hiperbolik dogrunun,
imajiner eksenin sag tarafinda kalan ve imajiner eksenle « acisiyla kesisen parcasi
olsun. Her P1 € M noktas: igin koseleri P1, i ve o olan hiperbolik iiggen goz
oniinde bulundurulsun. Bu tiggende P1 noktas1 M boyunca i noktasindan reel eksene
dogru hareket ettigi zaman P1 kosesindeki a¢1 da 77—« dan 0 a siirekli olarak
degisir (Sekil 5.1.). Boylece belli bir Q noktasi igin bu ag1 <7 —a seklindedir. |
ve Q noktalar1 arasindaki her P noktasi i¢cin M yi £ agisiyla kesen ve P noktasindan

gecen bir hiperbolik dogru vardir. Ayrica bu hiperbolik dogru imajiner ekseni i
noktasinin {ist tarafindaki bir noktada keser. Aksi takdirde agilarinin toplami1 z den
kiiciik olmayan bir liggen elde edilir. Bu H-dogrunun imajiner eckseni R(P)

noktasinda y(P) agisiyla kestigi varsayilsmm. P — Q oldugunda y(P)—>0 ve
ayrica P —> 1 oldugunda koseleri i, P, R(P) olan hiperbolik iiggenin H-alan1 0 a
yaklagir. Boylece Gauss-Bonet formiilinden y(P) -z —a— £ olur. Boylece belli
bir P noktas1 i¢in y(P) =y olmak iizere agilart «, S, y olan bir hiperbolik iiggen

elde edilmis olur.

R(P)

Sekil 5.1. U da hiperbolik tiggen olusturulmasi (Jones ve Singerman 1987)
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5.1.9. Tammm. Q bir H-dogru olmak {izere, Q nun her bir noktasini sabit birakan U
nun 6zdeslikten farkli H-esmetrisine Q da bir H- yansima denir (Jones ve Singerman
1987).

Eger Qo imajiner eksen olarak alinirsa Ro(z) = —Z Oklidyen yansimasi bir H-
yansimadir. Eger Q baska bir H-dogru olarak alinirsa PSL(2, R) nin doniisiimleri
tim H-dogrularin kiimesi tizerinde gegisli hareket ettiginden T(Q) = Qo olacak
sekilde bir T € PSL(2, R) vardir. T bir H-esmetri oldugundan T*RoT, Q dogrusunu
sabit birakan H-yansimadir. Ro in mertebesi 2 oldugundan her H-yansimanin

mertebesi de 2 dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

5.1.10. Teorem. Q dogrusuna gore bir H-yansima, Q dogrusuna gére bir Oklidyen

inversiyonun st yar1 diizleme kisitlanmig halidir (Jones ve Singerman 1987).

Her bir H-yansima U nun bir anti konform homeomorfizmidir yani her bir H-
yansima agilarin biiyiikliiklerini korur fakat agilarin yonlerini degistirir. Eger B, U
nun bir anti konform homeomorfizmi ise RoB = T, U nun bir konform
homeomorfizmi olur ve dolayisiyla PSL(2, R) nin bir elemanidir. O halde B = RoT
yazilabilir ve boylece U nun her anti konform homeomorfizmi ve 6zel olarak her bir

H-yansimasi,

az +b
cz +d

,a,b,c,d e Rvead—bc=-1

bi¢iminde olur.

7, koseleri vi, Vo, v3 noktalari, mi, my, ms pozitif tamsayilar olmak {izere bu
koselerdeki agilar1 z/m1, 7/mz, 7/m3 ve bu kdselerin karsisindaki kenarlar1 M1, Mo,

Mz olan bir H-iiggen olsun.

Sekil 5.2. H-tiggen (Jones ve Singerman 1987)
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i =1, 2, 3 olmak tizere Ri, M kenarint bulunduran H-dogrudaki H-yansima ve I'*,
R1, Ro, Rs ile iiretilen grup olsun. Ri ¢ PSL(2, R) oldugundan I" * bir Fuchs grubu
degildir. Eger I' = I'* n PSL(2, R) olarak alinirsa I" * iki I" kosetinin birlesimidir.
Ornegin I * = TUTR, seklinde yazilabilir. Benzer sekilde I'* = TUTR, veya I'*
= T'UI'R, olarak da ifade edilebilir. Eger S e T* \ T" ise o halde SR: iki anti
konform homeomorfizmin birlesimi oldugundan konformdur ve dolayisiyla SR1 €
PSL(2, R) dir. Ayrica SR1 € I' * oldugundan SR1 € T" olur. O halde S = (SR1)R:1 €
'R, dir.

7, H-liggeninin R1 H-yansimasi altindaki resmi, kenarlar1 R1y(M1) = M1, R1(M2) ve
R1(Ms) olan Ri(z ) hiperbolik iiggenidir. R1R2R1 %, R1(M2) H-dogru parcasmi nokta
nokta sabit biraktigindan RiR2R1 7%, R1(M2) dogrusuna gére bir H-yansimasidir. Bu
yansima Ri(z ) H-iiggenini R1R2R1 (R1(z )) = RiR2(7 ) ye resmeder.

Sekil 5.3. Uggen grubun olusturulmas: (Jones ve Singerman 1987)

Bu sekilde devam ederek, vs kosesini saran hiperbolik liggenlerin 7, Ri(z ), RiR2(7),
RiR2R1(7), ..., (RR,)™"Ri(z) oldugu goriiliir. R1R2, vs kdsesini sabit birakan iki
H-yansimanin ¢arpimudir fakat bu doniisiim vs kosesi etrafinda 27 /m, acgilik bir

hiperbolik déonme olarak diisiiniilebilir ve dolayisiyla (RR,)™ = | dur.

7 H-iiggeninin, I"* grubunun elemanlar: altindaki gériintiilerinin kiimesi, yani
{T(z)|TeI'*}

kiimesi oldukga ilging 6zelliklere sahip bir kiimedir. Dikkat edilirse z H-liggeninin
herhangi iki resmi st iiste gelmedigi gibi U daki her bir nokta  H-iiggeninin belli

bir T *-resminde bulunur. U kiimesinin z H-iiggeni ve z H-iiggeninin, I'*
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grubunun elemanlar1 altindaki resimleri ile ortiilmesine U kiimesinin bir désemesi
denir (Magnus 1974). p, = nun herhangi bir noktasi olmak tizere p nin I" *-resimleri
dosemenin diger iiggenlerinin noktalar1 olacaktir ve dolayisiyla ayrik bir kiime
olusturacaklardir. Boylece U nun her bir TI'-yoriingesi ayrik bir kiime olur ve
dolayisiyla I" bir Fuchs grubudur. Bu sekilde olusturulan I" Fuchs grubuna iicgen

grup denir.

7 H-liggeni ile U kiimesinin dosemesi dikkate alindiginda, T doniisiimii R1, Rz, Rs
yansimalariin sonlu bir ¢arpimi (yani Ri, R2, Rs yansimalari ile elde edilen bir

‘kelime’) olmak {izere désemenin her tiggeni T(z ) bicimindedir. Bundan bagska

R’= R =R = (RR,)™ =(R,R,)" = (RR,)" =1
bagintilarinin  gergeklendigi de agiktir. Gruptaki diger bagintilar bu esitlikler
kullanilarak elde edilebilir (Magnus 1974). Dolayisiyla X = RiR2, Y = R2R3 olmak

iizere I, X ve Y dontigiimleri ile iretilir ve dolayistyla
XM=YMm=(XY)"=1I
bagintilart yardimiyla I' grubunun grup temsili
L= (XY [X™=Y™=(XY)™ =1)

olarak elde edilir.
5.2. Fuchs Gruplarimin Temel Cebirsel Ozellikleri

Bu kisimda Fuchs gruplarinin temel cebirsel 6zellikleri ele alinacaktir. Bilindigi
tizere R toplamsal grubunun asikar olmayan ayrik bir alt grubu sonsuz, devirli bir
gruptur. Modiilii 1 olan karmasik sayilarin carpimsal grubu olan S! in ayrik bir alt

grubu ise sonlu devirli bir gruptur.

5.2.1. Teorem. A ayni sabit nokta kiimesine sahip elemanlardan olusan bir Fuchs
grubu ise A devirli bir gruptur (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. S € A bir hiperbolik eleman olsun. Gerekirse bir eslenik grup segilerek S

donligiimiiniin 0 ve o noktalarini sabit biraktigi varsayilabilir. Bu durumda S € A
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bir hiperbolik doniisiim ise A nin tim dontsiimleri hiperboliktir ve istelik 0, o
noktalarini sabit birakirlar. O halde A, H={T | T(z) = Az, A > 0} grubunun ayrik bir
alt grubudur. H, topolojik grup olarak, pozitif reel sayilarin ¢arpimina gére bir grup
olan R* grubuna izomorftur. Diger yandan R* grubu da topolojik grup olarak
X — Inx izomorfizmi ile R ye izomorftur. Dolayisiyla R nin her bir ayrik alt grubu
sonsuz devirli oldugundan A grubu da sonsuz devirlidir. Benzer sekilde eger A bir
parabolik eleman bulunduruyor ise A sadece parabolik elemanlar bulunduran sonsuz
devirli bir gruptur. Eger A bir eliptik eleman bulunduruyorsa A grubunun
elemanlari

W(z)-i _ o Z—1i

W (z)+i Z+Ii

(0<$<27)

bigiminde olup bu déniisiimler St grubuna izomorf olan bir grup olustururlar. St in
ayrik bir alt grubu ise ancak sonlu devirli bir grup olacagindan A grubu da sonlu

devirlidir.

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilebilir.

5.2.2. Teorem. Bir Fuchs grubunun eliptik bir elemani sonlu mertebeye sahiptir

(Jones ve Singerman 1987).

5.2.3. Teorem. Her bir abelyen Fuchs grubu devirlidir (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. T abelyen bir Fuchs grubu olsun. O halde herhangi S, T € T igin ST =TS
oldugundan S ve T doniisimlerinin sabit nokta kiimeleri aynidir ve dolayisiyla

Teorem 5.2.1. geregi I' devirlidir.

5.2.4. Tamm. G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H nin G deki
normallestiricisi Nc(H) simgesiyle ile gosterilir ve
Ne(H) ={g € G |gHg"=H}

olarak tanimlanir (Gezer ve Bizim 2017).

Tanim dikkate alindiginda Ng(H), H nin G nin normal alt grubu oldugu G nin en

biiyiik alt grubu oldugu sonucu elde edilir.
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5.2.5. Teorem. I' devirli olmayan bir Fuchs grubu ise I' nin PSL(2, R) deki
normallestiricisi de bir Fuchs grubudur (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. Tersine T nm PSL(2, R) deki normallestiricisinin bir Fuchs grubu olmadig
varsayilsm. Bu durumda T grubunun i— o igin (Ti) — | olacak bigimde farkl
elemanlarinin bir (Ti) dizisi vardir. O halde S € T (S = I)isei — oo igin Ti S Ti?
— Solur. T ayrik oldugundan her i > migin Ti S Ti'! = S olacak bigimde bir m
sayis1 vardir ve dolayisiyla I nin tiim bu degerleri i¢in Ti ve S degismeli oldugundan
Ti ve S doniisiimleri ayn1 sabit nokta kiimesine sahiptirler. T" devirli olmadigindan,
yukaridaki teorem geregi, abelyen degildir ve dolayisiyla S nin sabit nokta
kiimesinden farkli sabit nokta kiimesine sahip olan bir S" € I' vardir. Diger yandan
Ti doniistimleri, yeterince biiytik i ler i¢in S’ ile ayn1 sabit nokta kiimesine sahiptir ve

boylece ', S ile ayn1 sabit nokta kiimesine sahip olur ki bu bir ¢eligkidir.
5.3. Temel Bolgeler

5.3.1. Tamm. F c U kapal1 bir kiime olmak iizere

) (JT(F)=U

Tell

i) Her T e T\{I} icin F , F nin ici olmak iizere FAT(F) =@
kosullarin1 ger¢ekleyen F kiimesine I grubu igin bir temel bolge denir (Jones ve
Singerman 1987).

5.3.2. Ornek. T bir 7 hiperbolik {iggeninden elde edilmis bir iiggen grup ve R, bu
tiggenin kenarlarindan birine gore yansima olmak tizere 7 UR (7), I' i¢in bir temel

bolgedir. Hatirlanacag: gibi 7 hiperbolik liggenin I' grubunun elemanlar: altindaki
resimleri iist yar1 diizlemin bir désemesini olusturur ve iistelik bu resimlerin iclerinin

arakesitleri bostur.

37



5.3.3. Tamim (Dirichlet Bélgesi). I keyfi bir Fuchs grubu ve p € U noktast I'\{l}
grubunun herhangi bir elemani ile sabit birakilamayan bir nokta olsun. T" i¢cin p
merkezli Dirichlet bolgesi

Dp(I')={z e UlherT e T i¢cin p(z, p) < p(z,T(p))}

seklinde tanimlanir (Jones ve Singerman 1987).

PSL(2, R) doniistimleri altinda hiperbolik metrik degismez kaldigindan bu bolge
Dp(I') ={z € UlherT e T i¢in p(z,p)<p(T(2), p)}

bigiminde de ifade edilebilir. Her bir T1 € T icin p(z, p) < p(z,T,(p)) esitsizligi,

hiperbolik metrige gére p noktasina olan uzakligi T1(p) noktasina olan uzakligindan

daha kiigiik olan z noktalarini belirtir. Dogal olarak p € Dp(I') dir ve tstelik p

noktasmin I" yoriingesi " ayrik oldugundan Dp(T"), p noktasinin bir komsulugunu

da bulundurur.

p noktast ile Ti(p) yi birlestiren H-dogru pargasinin hiperbolik orta dikmesi p
noktasini bulunduran bir yari diizlem belirler. Boylece Dp(I") hiperbolik yari
diizlemlerin arakesitidir ve dolayisiyla Dp(I") bolgesi bir hiperbolik konveks
bolgedir. Dogal olarak Dp(I") sonlu sayida hiperbolik diizlemin arakesiti ise Dp(I")

bir konveks hiperbolik poligon olur.

" bir Fuchs grubu ise her z € U igin z noktasinin I" yoriingesi I',, U nun bir ayrik

alt kiimesidir. Dolayisiyla p noktasinin I' yoriingesinden baska higbir noktayi

bulundurmayacak sekilde bir komsulugu vardir.

5.3.4. Teorem. p noktas1 I' grubunun sabit olmayan herhangi bir noktas1 olsun. Bu
durumda Dp(T"), T i¢in baglantili bir temel bolgedir (Jones ve Singerman 1987).

Oklid metrigi ile hiperbolik metrik arasindaki iliski kullanilarak Dirichlet bolgesi

olusturulabilir.

pe o) [z-wf
2 41m(z) Im(w)

sin
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esitligi ve >0 igin sinh?« fonksiyonunun monoton artan oldugu dikkate alinarak

herT e T i¢in p(z, p) < o(T(2), p) oldugundan

2 T )
Dp(T')={z e U|herT e T igin 2= p| <| (z)-p| }

Im(z)  ImT(2)
yazilabilir. a, b, ¢, d € R ve ad — bc = 1 olmak iizere T(z) = 2= +§ icin
CZ+
ImT (2) = M2
|cz+d|

oldugundan Dy(T") Dirichlet bdlgesi, Oklid metrigi ile

Dy(I)={z € U|herT e T icin [T =P|, 1
| z-p | ez +d

bi¢iminde ifade edilebilir.

5.3.5. Ornek. I' modiiler grup olsun. Bu durumda k > 1 olmak iizere ki noktas: T’

grubunun 6zdeslikten farkli hi¢bir elemaninin sabit noktasi degildir. O halde k > 1

olmak tizere p = Ki olarak segilebilir. Boylece |T(Z)_ pI > | 1 d esitsizliginde T(z) =
Z-p cz+

z+ 1veya T(z) =z -1 olarak alinirsa ¢ = 0, d = 1 oldugundan |Z il—ki|2|z—ki|
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik Oklidyen metrige gore Ki noktasina ki+1

noktalarindan daha yakin olan noktalar1 belirtir. Béylece Dyi(I") bolgesi
1 1
ze U| ——<Re(z) <=
{ | 5 (2) 5 }

serit bolgesi i¢inde kalir. Simdi T(z) = —1/z doniisiimi dikkate alinirsac =1, d =0
oldugundan her z € Dki(I") i¢in

olur ve dolayisiyla

L+ kiz| > |z —ki[*

esitsizligi elde edilir. |1+ kiZ|2 = (L+kiz)(1—kiZ) yazilir ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa |Z| >1 oldugu goriliir. Bu ise Dyi(T") bolgesinin birim ¢gember ile sinirlanan
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bolgenin disinda kaldigini gosterir. Bu sonug ilk halde elde edilen sonug ile bir araya

getirililirse
F:{z e U ||Z|21, |Re(z)|£%}

olmak {izere Dki(I") < F oldugu sonucu elde edilir (Sekil 5.4.).

Z)

Iy W

: W

Sekil 5.4. Modiiler grubun temel bolgesi (Jones ve Singerman 1987)

'
'
'
1
'
A

=

- A

Gergekte Dii(I") = F dir, bunun igin iki yardimc1 lemmaya ihtiyag vardir.

5.3.6. Lemma. D«i(I') imajiner eksene gore simetriktir, yani A(z) = —Z imajiner
eksende bir yansima olmak tizere z € Dwi(I") ise A(z) € Dwi(I") dir (Jones ve
Singerman 1987).

Ispat. A doniisiimii imajiner eksenin biitiin noktalarin1 sabit birakan bir H-
yansimadir. Ayrica A bir H-esmetri ve her T € T i¢in A"TAeT oldugundan
P(A(z),ki) = p(z,ki) < p(z, A"TA(KI)) = p(A(2), TAKD)) = p(A(z), T (ki)

olur. Buise A(z) € Dyi(T") oldugunu gosterir.

5.3.7. Lemma. z € F olmak iizere S € I'\{l} ve w=S(z) € F olsun. Bu durumda
z,we oF olmak tizere ya z = w dir, ya da z ve w imajiner eksene gére simetriktir
(Jones ve Singerman 1987).

az+ f

Ispat. o, B8,y,6 € Z, a8 — By =1 olmak iizere S(z) =
yZ+0

olsun. Bu durumda

|;/z+5|2 =(yz2+0)(yZ+9) :;/2|z|2 +2/5Re(2)+6° 2y -5 +52 =1

olur (son esitsizlik 75 <0 olmasi halinde aciktir, 79 >0 ise y* —y5+6°= (y—0)°+
y0 >1 yazilabilir. Buradan
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Im(2)
lyz+

Im(w) = <Im(z)

-
olur. Diger yandan z ve W noktalarmin rolleri degistirilirse (S doniisiimii yerine S

doniisiimii kullanilarak) Im(z) < Im(w) olur. Bu ise Im(z) = Im(w) ve |;/z+5|2 =1

oldugunu gosterir ve dolayisiyla yukaridaki her bir esitsizlik bir esitlik haline

dontistir. Boylece
(-0 +pw=1 (5.1)

ve

7*(z[ -1 +75(2Re(2) +1) =0 (5.2.)
esitlikleri elde edilir. Bu durumda {i¢ hal s6z konusudur.
a) y=0, d==1ise S(z) = z + 1 olur ve dolayisiyla z ve w noktalar1 F nin dikey
sinirinda kalir (Sekil 5.4. deki z1 ve w1 noktalart).
b) y=+1, &=0 ise (5.2.) denkleminden |z| =1 olur. Bu durumda

S(z)=(azx)/tz=2a-(A/2)=ra-7Z

dir. S(z) € F oldugundan « =0, 1 veya —1 dir. Eger o = 0ise S(z) = —1/z olur ve
z ve S(z) noktalar1 Sekil 5.4. deki z2 ve w2 noktalar1 gibidir (z2 = w2 = i olabilir). Eger

a = +lise z=(+1+iy3)/2 ve S(z) = z dir (Sekil 5.4. de z = z3 veya Ws).
c) ¥ =5 ==1 ise (ii) denkleminden |z| =1 ve Re(z) :—% olur ki bu durumda z = z3

tiir. S(z3) € F ve S(z3) ile zz ayn1 imajiner kisma sahip olduklarindan ya S(z3) = z3 ya
da S(zz) = wz olur. Biitiin durumlar i¢in S(z) = z veya S(z) ve z imajiner eksene gore
simetriktir.

Zo € F olsun. Dw(T") bir temel bolge oldugundan T(z0) € Dwi(I') < F olacak
bi¢imde bir T € T' vardir. Lemma 5.3.7. geregi T(zo0) = zo ya da zo ve T(zo0) imajiner
eksene gore simetrik noktalardir. O halde Lemma 5.3.6. geregi zo € Dii(I') dir.
Boylece F = Di(T") olur.

5.3.8. Teorem. F = {z € U | |Z|21, |Re(z)|s%} modiiler grup icin bir temel

bolgedir (Jones ve Singerman 1987).
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Kafesler Oklid esmetrilerinin ayrik gruplaridir ve kafesler igin olusturulan Dirichlet
bolgesi dort ya da alt1 kenarli bir poligondur. Fuchs gruplari i¢in Dirichlet bolgeleri
cok daha karmasik olabilirler. Fuchs gruplar i¢in Dirichlet bélgeleri H-dogrularla
sinirlt olabilecegi gibi reel eksenin bir boliimiiyle de sinirlt olabilirler. Eger U da iki
H-dogru kesisiyorlarsa, kesistikleri noktaya Dirichlet bolgesinin bir kdsesi denir.

Dirichlet bolgesinin koseleri bir ayrik kiime olusturur.

Daha once de belirtildigi gibi en basit Fuchs gruplar tek bir T € PSL(2, R)
dniisiimii ile dretilen devirli gruplardir, bu grup G =(T) bigiminde ifade edilebilir.

T dontisimiintin parabolik, hiperbolik ya da eliptik olup olmadigina bagl olarak

asagidaki drnekler elde edilir.

5.3.9. Ornek 1. Sekil 5.5. te goriilen ve 0<Re(z) <1 esitsizligi ile ifade edilen F

bolgesi, T(z) =z + 1 olmak iizere G = <T> grubu igin bir temel bolgedir.

Sekil 5.5. T(z) =z + 1 ile iiretilen devirli grubun temel bolgesi

2. k > 1 olmak iizere F={zeU|1<|z|]<k} bolgesi de T(z) = kz olmak iizere

G= <T> grubu i¢in bir temel bolgedir.

Sekil 5.6. T(z) = kz ile tiretilen devirli grubun temel bolgesi
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3. T doniisiimii 1 €U noktasi sabit tutan bir eliptik doniisiim olsun. O halde bu

doniigiim T (z) = S0392=8IN0 4 iminde ifade edilebilir. Bu déniisim ile elde
sinfdz+cosé

edilen devirli grubun ayrik olmasi igin bu doniisiimiin sonlu mertebeli olmasi

gerekir, o halde belli bir n>2 i¢in = /n dir. Dolayisiyla Sekil 5.7. de goriilen
bolge T eliptik doniisiimii ile elde edilen G=(T) grubu icin bir temel bolgedir
(Toth 2002).

Sekil 5.7. Eliptik bir eleman tarafindan iiretilen devirli grubun temel bolgesi

Eger Fuchs grubunun temel bolgesi bir Dirichlet bolgesi ise bu temel bolge ile elde
edilen désemeye Dirichlet dégemesi denir. Bir Dirichlet bolgesi oldukga karmasik
bir yapiya sahip olmasina ragmen asagidaki teorem Dirichlet dosemelerinin énemli
yerel Ozelliklere sahip oldugunu gostermektedir. Bunun igin Oncelikle yeni bir

kavrama ihtiya¢ duyulacaktir.

5.3.10. Tanmm. F, T" Fuchs grubu i¢in bir temel bolge olsun. Her a € F noktasinin

sadece sonlu sayidaki T € I' doniistimi i¢in V(a) T (F) = olacak sekilde bir

V(a) komsulugu varsa F temel bolgesine yerel sonludur denir (Jones ve Singerman
1987).

5.3.11. Teorem. Bir Dirichlet bolgesi yerel sonludur (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. p, I'\{I} nin herhangi bir elemaninin sabit noktas1 olmamak iizere F = Dp(T")
olsun. a € F ve K, a noktasinin kompakt bir komsulugu olmak tizere I" nin farkli

elemanlarmin belli bir Ti, T2, ... sonsuz dizisi icin KNT.(F)=< olsun.

o =sup,_ p(p,z) olarak alinirsa her z € K igin o< p(p,a)+ p(a,z)olur ve K
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siirht oldugundan o sonludur. w; e KNT;(F) olsun. O halde her z;eF igin
w; =T;(z;) olur ve bdylece liggen esitsizliginden
PP, T;(p)) < p(p.w;) + o(w;, T;(P))
=p(p,w;)+p(z;, p)
< p(p,w;) + p(w;, p)
<20

elde edilir. Boylece Ti(p), T2(p), ... noktalarindan olusan sonsuz kiime p merkezli

20 yarigapli kompakt H-diskinde bulunur. Bu ise sonug 5.1.4. geregi bir ¢eliskidir.

5.3.12. Tammm. F, T" Fuchs grubu igin bir Dirichlet bolgesi ve u ve v noktalar1 F nin
koseleri olsun. Eger T(u) = v olacak sekilde bir T € T" varsa u ve v koselerine denk

kogeler denir (Jones ve Singerman 1987).

Bu 6zellik F bolgesinin koseleri tizerinde bir denklik bagintisidir ve denklik siniflari
devirler olarak adlandirilir. Eger u bir S eliptik elemaninin sabit noktasi ise v noktasi
da TST ! eliptik elemaninin sabit noktasidir. Bdylece bir devrin bir kdsesi bir eliptik
elemanin sabit noktasi ise bu devrin biitiin koseleri de bir eliptik elemanin sabit
noktalaridir. Boyle bir devire eliptik devir denir ve devrin koselerine de eliptik

koseler denir.

F Dirichlet bdlgesi bir temel bolge oldugundan I' nin bir S’ eliptik elemanu ile sabit
birakilan W € U noktasi belli bir T € T' igin T(F) nin sinir1 iizerindedir. Buradan u
= T-Y(w) noktas1 F nin simr1 iizerindedir ve S = T'ST eliptik elemanimin bir sabit
noktasidir. Teorem 5.2.2. den S nin mertebesi sonlu bir k sayisidir. Oyleyse k>3
kabul edilirse S, H-dogrulart H-dogrulara resmeden ve u noktasini sabit birakan bir
hiperbolik esmetri oldugundan u noktasi1 F nin bir kosesidir ve bu kosedeki ag1 en
fazla 27/Kk kadardir (Sekil 5.8.). Hiperbolik konveks F bolgesi hiperbolik
dogrularla sinirlidir. Bu hiperbolik dogrulardan biri ile F nin kesisimi ya tek bir
noktadir ya da bir H-dogrunun bir pargasidir. Bu dogru parcalarina F nin kenarlar:

denir.
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Sekil 5.8. F temel bolgesinin kdsesi (Jones ve Singerman 1987)

Eger S nin mertebesi 2 ise 0 halde sabit nokta F nin kenarinin bir i¢ noktas1 olabilir.
Bu durumda S doniisiimii sabit nokta tarafindan ayrilmis bu kenarmn iki pargasinin
yerlerini degistirir. Bu sekildeki sabit noktalara da bu koselerdeki agist 7 olan F nin
bir kosesi olarak bakilir. F nin boyle bir kosesi U da F yi smirlayan iki hiperbolik
dogrunun kesisimidir ya da mertebesi 2 olan bir eliptik elemanin sabit noktasidir
(Daha once tanimlanan denklik, eliptik devirler, v. b. tiim tanimlar kdselerin bu

genisletilmis kiimesine uygulanabilir).

PSL(2, R) nin sadece asikar olmayan sonlu devirli alt gruplari eliptik elemanlar
tarafindan {iretilir ve PSL(2, R) nin her bir eliptik elemaninin U da tek bir sabit
noktast vardir. Aynt durum ' nin eliptik elemanlar i¢in de gegerlidir. Eger U nun
bir noktasinin I" da agikar olmayan bir sabitlestiricisi varsa o halde bu sabitlestirici
Teorem 5.2.2. denve T, S € PSL(2, R) ve ST =TS ise S doniisiimii T doniigiimiiniin
sabit noktalariin kiimesini kendi lizerine resmettiginden I' nmin sonlu devirli alt

grubudur.

5.3.13. Teorem. F deki eliptik devirler ile T" nin asikar olmayan maksimal sonlu

devirli alt gruplarmin denklik simniflari arasinda birebir esleme vardir (Jones ve

Singerman 1987).

5.3.14. Ornek. T' modiiler grup olsun. Sekil 5.4. de goriildiigii iizere Dirichlet
bolgesinin U daki koseleri z; = (—l+ix/§)/ 2,W, = (l+i\/§)/ 2 ve i noktalaridir. Bu
noktalar swasiyla z—>(-z-1)/z,z—>(z-1)/z ve z—>-1/zdéniisiimleri ile

tiretilen devirli alt gruplar tarafindan sabitlestirilirler. Ayrica Z— Z+1 doniistimii z3
noktasint W3 noktasina resmettiginden bu iki kdse ayni eliptik devre aittir. F nin agist

2713 den daha kiigiik baska kosesi olmadigindan bu iki kdse bir eliptik devir
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olusturur. i noktasi ise 2 mertebeli bir eliptik eleman tarafindan sabit birakilir. F nin
sinirt tizerinde iki mertebeli bir eliptik eleman tarafindan sabit birakilan baska nokta
olmadigindan {i} sadece bir kdseden olusan bir eliptik devirdir. Teorem 5.3.13. ten
modiiler grup bir tanesi iki mertebeli digeri ti¢ mertebeli olan maksimal sonlu devirli

alt gruplarin iki denklik sinifina sahiptir.

5.3.15. Tanim. I' nin maksimal sonlu alt gruplarinin mertebesine I" nin periyotlar

denir (Jones ve Singerman 1987).

Burada her bir periyot ' nin maksimal sonlu alt gruplarinin denklik smiflarinin
mertebesi kadar tekrar eder. Dolayisiyla modiiler grubun periyotlar1 2 ve 3 tiir.
Agilart /1, 7/ m, z/n olan bir hiperbolik tiggenle elde edilen iiggen grubun

periyotlari I, m, n dir.

Bir parabolik eleman sonsuz mertebeli bir eliptik eleman olarak diisiiniilebilir. O
halde » periyot maksimal parabolik alt gruplarin denklik siniflarinin sayisi ile ayni
sayida olur. Ornegin modiiler grubun her bir parabolik elemanmnin belli bir n € Z
icin Z—>Zz+n donisiimiine eslenik oldugu ve dolayisiyla modiiler grubun
periyotlarinin 2, 3 ve  oldugu sonucu elde edilir. Keyfi bir I" Fuchs grubunun her
bir parabolik devirli alt grubu RU{oo} tizerinde bir noktay: sabit birakir. Bu nokta
I' i¢in bir Dirichlet bdlgesinin kosesidir ve bu noktada Dirichlet bolgesini sinirlayan
iki H-dogru kesismektedir(Beardon 1983). Bu kosedeki ag1 0 dir. Ornegin Teorem
5.3.8. de tanimlanan modiiler grup i¢in Dirichlet bolgesinin « da bir kosesi vardir
ve bu kosedeki ag1 7/00=0 dir. Bdylece modiiler grup agilar1 7/2, 7/3 ve /o

olan bir hiperbolik liggenden elde edilmis bir liggen grup olarak diisiiniilebilir.

Simdi kenarlarin denklikleri {izerinde durulacaktir. s, I' Fuchs grubu i¢in Dirichlet

bolgesinin bir kenar1 olsun. Eger T e I'/{I} ve T(s), F nin bir kenar1 ise S ve T(S) ye
denk kenarlar denir. T(s) de T(F) nin bir kenar1 oldugundan T(s) < F T (F) olur.

Ayrica T(F) Dirichlet dosemesinde F nin bir komsu yiizii oldugundan

T(s)=F NT(F)olmak zorundadir. Denk kenarlarin olusturdugu kiimede ikiden

46



fazla kenar olamaz. T1(s) nin F nin bdyle bir kenar1 oldugunu kabul edelim. O halde
T,(s)=F NT,(F) ve bdylece s=T*(F)nF =T, (F)~F olur. Dolayisiyla T =
Ty dir. Boylece Dirichlet bolgesinin kenarlar1 denk kenar ciftlerine ayrilmis olur.
Eger bir kenar, lizerinde iki mertebeli bir S eliptik elemaninin bir sabit noktasini
bulunduruyor ise S doniisiimii bu nokta ile ayrilmis olan kenarin iki pargasinin
yerlerini degistirir ve bdylece bu kenar kendisine denk bir kenar haline gelir. F nin
bir kenarinin kendisine denk oldugu tek durum vardir (Lehner 1966). Alternatif
olarak bu kenarmn pargalari, sabit nokta tarafindan ayrilmis iki farkli kenar olarak

distiniilebilir.

5.3.16. Ornek. Modiiler grup icin temel bolgenin iki dik kenar1 z — z+1 doniisiimii
ile denk kenarlardir. Birim ¢emberin z3 ile w3 arasinda kalan kenari iki mertebeli
Z — -1/ z eliptik doniisiimii tarafindan kendi iizerine resmedilir. Alternatif olarak bu

kenar zz ten i ye ve i den ws e iki denk kenarin birlesimi olarak diistiniilebilir.

5.3.17. Teorem. F, T' icin bir Dirichlet bolgesi ve {Ti}, F nin kenar c¢iftlerini
eslestiren elemanlar1 bulunduran I' nin bir alt kiimesi olsun. O halde {Ti} kiimesi I
icin bir iirete¢ kiimesidir (Jones ve Singerman 1987).

Ispat. A,T" nin {Ti} kiimesi ile iiretilmis bir alt grubu olsun. A=T oldugu
gosterilecektir. S € A olmak tizere Sz(F) nin Si(F) nin bir komsu yiizii oldugunu
varsayalim. O halde S;'S,(F), F nin bir komsu yiizii olur. Bdylece belli bir Tk €
{Ti} i¢inS,'S, =T, dirve S, =S/(T,) oldugundan S, e A dir. Eger S3(F) ile S1(F) bir
v kosesinde kesisiyorsa Teorem 5.3.11. den v kosesinde sadece sonlu ¢oklukta yiiz
vardir. Dolayistyla yukaridakine benzer bir diisiince ile S; € A oldugu goriiliir.

Boylece
X=Js(F),Y=J S(F)

SeA Sel\A
olarak alinirsa X NY =& olur. Diger yandan X UY =U oldugu agiktir. Eger X ve
Y nin U nun kapali alt kiimeleri oldugu gosterilirse U baglantii ve X #O

oldugundan X = U ve Y = sonucu elde edilir. Buise A=I" oldugunu gosterir.
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Désemenin yiizlerinin herhangi WV, (F) birlesimi kapalidir. WV;(F) birlesiminin
noktalarinin olusturdugu (zi) sonsuz dizisinin belli bir I € U noktasinda limitinin
oldugu varsayilsin. Bu durumda belli bir AeT igin | € A(F) dir ve Teorem 5.3.11.

den sadece sonlu goklukta Vj(F) ile kesisen | nin bir N komsulugu vardir. Bu sonlu
ailenin bir yiizii Vm(F) ise bu kiime (zi) dizisinin | noktasina yakinsayan bir alt

dizisini bulundurur ve Vm(F) kapali oldugundan | eV, (F)<c W, (F) dir. Boylece
WV, (F) kapali ve 6zel olarak X ve Y de kapalidir.

5.3.18. Ornek. Teorem 5.3.17. geregi modiiler grup z—>z+1 ve z—>-1/2
doniistimleri ile {tretilir (Bir sonraki bolimde modiiler grup i¢in tanimlanan

bagintilar ayrica elde edilecektir).

Benzer bir durum kafesler i¢in de s6z konusudur. Bir temel paralelkenar ya da
altigen bolgenin karsilikli kenarlar1 birbirine denktir ve onlar1 esleyen dontisiimler
kafesin iiretecleridir. Karsilikli kenar ciftlerinin her biri 6zdeslenerek boliim uzayi
olusturulur. Simdi bir Dirichlet bolgesinin denk kenarlarini ozdesleyerek U /T

boliim uzayinin nasil elde edildigi gosterilecektir.

5.4. U/T Béliim Uzay

Bu kisimda U/T" bolim uzayi olusturulacaktir. z nin T yoriingesi [z]. ya da
sadece [z] ile gosterilir ve T1:U —> U /T olmak iizere I'1(z) =[z] olarak tanimlanan
doniisiim bir boliim doniisimiidir. Eger IT(V)={z €U |T1(z) eV} kiimesi U da
acik bir kiime ise V cU/I" kiimesine a¢ik kiime denir. Bu tanimla birlikte IT

stirekli ve acik bir doniisimdiir.

5.4.1. Teorem. U /T baglantili bir Riemann yiizeyidir ve IT:U —U/T" déniisiimii

holomorfik (analitik) bir doniisiimdiir (Jones ve Singerman 1987).
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Boylece Fuchs gruplarinin boliim uzaylart Riemann yiizeyleridir. Kiire, diizlem veya
tora homeomorf olmayan bir X Riemann yiizeyinin genel ortii uzayr U dur ve A, U
iizerinde sabit noktasiz hareket eden otomorfizmlerin has siireksiz bir grubu olmak
tizere (A Ortii doniistimlerinin grubu) X = U /A dir. Boylece Teorem 5.1.5. ten A
bir Fuchs grubudur ve sabit noktasiz hareket ettiginden eliptik elemanlar
bulundurmaz. Eger Fuchs gruplarina eliptik elemanlar da eklenirse o halde her
Riemann yiizeyi bir Fuchs grubu tarafindan U nun bo6liim uzay1 olarak temsil
edilebilir. Ornegin bir iiggen grubun bdliim uzaymmn bir kiire oldugu ve kiireye
homeomorf olan her Riemann yiizeyinin, Riemann kiiresi £ ya konform olarak denk
oldugu goriilecektir. Bu durumda ' bir iiggen grup olmak iizere ~, U/T ya
konform olarak denktir. Riemann yiizeyleri ile eliptik eleman bulundurmayan Fuchs
gruplarinin denklik siniflar1 arasinda birebir bir eslesme oldugundan Riemann
yiizeylerini temsil etmek i¢in eliptik eleman bulundurmayan Fuchs gruplarim

kullanmak daha avantajhidir.

5.4.2. Teorem. A, ve A, eliptik eleman bulundurmayan iki Fuchs grubu olsun. O
halde U/A, ve U/A, nin konform olarak denk olmas: icin gerek ve yeter kosul

TAT ™ =A, olacak sekilde T € PSL(2, R) nin var olmasidir (Jones ve Singerman
1987).

Keyfi bir Fuchs grubu icin bu teorem dogru degildir. Ciinkii eger periyotlar1 farkl
iki tiggen grup distiniiliirse bunlar izomorf degildir ve dolayisiyla PSL(2, R) de
eslenik degillerdir. Ancak her bir liggen grubun bolim uzayr yukarida belirtildigi
gibi Riemann kiiresidir. Tersi durumda eslenik Fuchs gruplarinin boliim uzaylarinin
konform denk Riemann yiizeyleri olmasi durumu keyfi Fuchs gruplart i¢in de

gecerlidir.
5.4.3. Teorem. A eliptik eleman bulundurmayan bir Fuchs grubu olsun. O halde

N(A), A nin PSL(2, R) de ki normallestiricisi olmak tizere Aut(U /A) = N(A)/ A

dir (Jones ve Singerman 1987).
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A eliptik eleman bulundurmayan ve devirli olmayan bir Fuchs grubu olsun. O halde
I', A y1 normal alt grup olarak bulunduran bir Fuchs grubu olmak tizere U /A nin
biitiin otomorfizmlerinin grubu '/ A ya izomorftur. Bu sonuglar kompakt Riemann

ylizeylerinin otomorfizm gruplariyla ilgili bilgiler elde etmek i¢in kullanilacaktir.

F, ' Fuchs grubu icin bir Dirichlet bolgesi olsun. F nin kenar ¢iftleri I' nin
elemanlari ile 6zdeslenerek U /T boliim uzayi elde edilebilir. Ayrica F nin noktalar
sadece I' nin donisiimleri altinda karsilikli kenarlarin 6zdeslenmesi ile karsilik

gelen noktalar oldugundan kenar ciftleri 6zdeslenerek elde edilen uzay F/I" dir.

5.4.4. Teorem. F, T Fuchs grubu i¢in bir Dirichlet bdlgesi olsun. O halde F /T,

U /T ya homeomorftur (Jones ve Singerman 1987).

5.45. Teorem. F, T" Fuchs grubu i¢in bir Dirichlet bolgesi olsun. O halde U /T
nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F nin U nun kompakt bir alt kiimesi

olmasidir (Jones ve Singerman 1987).

5.4.6. Teorem. Eger U/T" kompakt ise I' parabolik elemanlar bulundurmaz (Jones

ve Singerman 1987).

Simdi U da bir Dirichlet bolgesinin kompakt olmamasi durumuna deginilecektir.
Oncelikle sonsuz sayida kenari olan bir Dirichlet bdlgesi kompakt degildir. Diger
taraftan sonlu sayida kenara sahip olan bir Dirichlet bolgesi de kompakt olmayabilir.
Oncelikle bir kése RwU{oc} da olsun. Ornegin, grup parabolik bir T elemanina
sahipse, 0 zaman T doniisiimiiniin sabit noktas1 olan X noktasinda bir kdse noktasi
olan bir Dirichlet bolgesi vardir ve ayrica bitis noktasi x olan iki kenar T doniisiimii
tarafindan eglestirilir. Bu bolgede parabolik kose olarak isimlendirilen bir kose
vardir ve bolim uzayinda bu parabolik koseye karsilik gelen noktada bir delik
vardir. Ornegin modiiler grup i¢in Z—>zZ+1 parabolik déniisiimiiniin « da bir sabit
noktast vardir ve Sekil 5.4. te gosterilen Dirichlet bolgesinin karsilikli iki kenar1 bu

eleman tarafindan eslestirilir. O halde boliim uzayr bir deligi olan bir kiiredir ve
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dolayisiyla diizleme homeomorftur. ikinci olarak Dirichlet bolgesi reel eksenin bir

boliimii tarafindan smirlandirilmis olabilir. Ornegin z —z+1 parabolik devirli

grubu tarafindan tiretilen i merkezli Dirichlet bolgesi {z € U | _?1 <Re(2) < %} dir.

Bu bélge reel eksenin {xe U | _?1 <x< %} boliimii ile sinirhidir. Ayrica bu Dirichlet

bolgesi « da bir koseye sahiptir. Bolim uzay1 ise bir delik (o a karsilik gelen) ve
bir kapal1 disk (reel eksenin bir boliimiine karsilik gelen) ¢ikartilmis bir kiiredir. Bu
ise bir silindire homeomorftur. Cikarilan disk topolojiktir fakat bir delige konform

olarak denk degildir.
5.5. Bir Temel Bolgenin Hiperbolik Alani

5.5.1. Teorem. F1 ve F2, T" Fuchs grubu igin iki temel bolge olsun ve F1 ve F2 nin

sinirlarinin hiperbolik alaninin sifir oldugu varsayilsin. O halde u(F) = x(F,) dir

(Jones ve Singerman 1987).

Bu teorem bir temel bolgenin hiperbolik alaninin grubun sayisal bir degismezi
oldugunu gostermesi bakimindan onemlidir. Smirin sifir hiperbolik alana sahip
olmasi durumu daima gegerli olacaktir. Ornegin bir Dirichlet bolgesinin sinirlar:
sayilabilir ¢oklukta H-dogrularin birlesimi oldugundan sinirlarin hiperbolik alam
sifirdir. Bir temel bolgenin hiperbolik alani sonsuz olabilir. Ornegin Z —z+1
doniistimii ile iiretilen parabolik devirli grup icin Dirichlet bolgesinin hiperbolik
alan1 onceki boliimiin son kisminda belirtildigi tizere sonsuzdur. Teorem bir temel
bolgenin sonsuz hiperbolik alana sahip olmasi durumunda grubun tiim temel
bolgelerinde de hiperbolik alanin sonsuz oldugunu ifade eder (sinirlarin hiperbolik
alanimin hala sifir oldugu kabul edilerek). Kompakt bir temel bdlgenin (aslinda U
nun her kompakt alt kiimesinin) hiperbolik alan1 sonludur. Ancak kompakt olmayan
bir temel bdlgenin hiperbolik alani da sonlu olabilir. Ornegin Sekil 5.4. te gosterilen
modiiler grup icin Dirichlet bdlgesi acilari, 7/3, 7/3 ve 0 olan bir hiperbolik
ticgendir ve bdylece Gauss-Bonet formiiliinden hiperbolik alan 7 /3 tiir. Gauss-

Bonet teoremi temel bolgelerin biiylik bir kisminda hiperbolik alanin
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hesaplanmasinda kullanilmaktadir. Bunun uygulanmasi i¢in ise koselerdeki agilar

bilinmelidir.

5.5.2. Teorem. F, I' Fuchs grubu i¢in bir Dirichlet bolgesi olsun. 6, 6,, ...,6, F
nin koselerinin bir denklik sinifindaki i¢ agilar ve m de bu kdselerden birinin I' da
ki sabitlestiricisinin mertebesi ise

6,+6,+..+6,=2x/m

dir (Jones ve Singerman 1987).

Uyarilar. i) F yerel olarak sonlu oldugu i¢in koselerin bir denklik sinifinda sadece

sonlu sayida kose vardir.

ii) Bir denklik sinifinin iki noktasinin sabitlestiricileri I’ nin eslenik alt gruplari

oldugundan ayn1 mertebeye sahiplerdir.

U /T kompakt olmak iizere T" bir Fuchs grubu olsun. Teorem 5.4.5. ten T igin F
Dirichlet bolgesi kompakttir ve dolayisiyla sonlu sayida kenara sahiptir. Diger
taraftan F nin sadece sonlu sayida kdsesi oldugundan sadece sonlu sayida eliptik
devri vardir. Teorem 5.3.13. ten I' sonlu sayida periyoda sahiptir. Bu periyotlara my,
mz, ..., My ve U/T" nin cinsine g denirse T' nin simgesi (g; m1, mz, ..., my) ile

gosterilir.

5.5.3. Teorem. I' nin simgesi (g; m1, Mz, ..., Mr) olsun. Eger F, T' igin smirlarinin

hiperbolik alani sifir olan bir temel bolge ise

u(F)= 272'{(2g -2) +Zr:(1—miJ}

i=1 i

dir (Jones ve Singerman 1987).
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5.5.4. Teorem. Eger g >0, m. > 2 olan tamsayilar ve

29 —2+Z(1—iJ >0
i1 m;

ise 0 halde simgesi (g; mi, mz, ..., my) olan bir Fuchs grubu vardir (Jones ve
Singerman 1987).

Bir Fuchs grubunun simgesi onun cebirsel yapisini belirler. Simgesi (g; mz, mo, ...,

my) olan grubun temsili

(A B A By Xy X,
dir. Burada X; ler eliptiktir ve Ak, Bk hiperboliktir. Eger

2g—2+z[1—miJso

i1 ;

XM == X" = X,X,..X, ABA'B.. ABA B, = 1)

ise 0 halde simgesi (g; my, mz, ..., my) olan bir Fuchs grubu yoktur (Basit bir
aritmetik hesaplama ile bu tiir simgelerden sadece sonlu sayida vardir). Ornegin
simgesi (1; —) olan bir Fuchs grubu yoktur. Bu ise cinsi 1 olan kompakt bir
Riemann yiizeyinin eliptik elemanlar1 olmayan bir Fuchs grubu tarafindan temsil
edilemediginin alternatif bir ispatin1 verir. Diger taraftan

r 1
(29 _2)+§(1_H] =0

ise bu simgeye karsilik gelen C iizerinde hareket eden Oklid esmetrilerinin bir grubu
vardir. Ornegin bir kafese karsilik gelen simge (1; —) dir. 1/I +1/m +1/n = 1 olmak
tizere agilann 7 /1, 7/m, z/n olan iiggenlerden elde edilen liggen gruplarin

simgeleri (0; 2, 4, 4), (0; 2, 3, 6), (0; 3, 3, 3) tiir.

5.5.5. Teorem. U/I" kompakt olmak iizere F, T Fuchs grubu i¢in bir Dirichlet
bolgesi olsun. O halde u(F)> /21 dir. Eger u(F)=x/21 ise o halde T" simgesi

(0; 2, 3, 7) olan bir tiggen gruptur (Jones ve Singerman 1987).

Kolaylik igin genelde U/T" nin kompakt oldugu T' gruplariyla ugrasilir. Yani
grubun parabolik elemanlara sahip olmadigi diisiiniiliir. ' i¢in F Dirichlet bolgesi

sonlu hiperbolik alana sahipse o halde F sonlu sayida kenara sahiptir ve Teorem 5.

53



3.17. den sonlu iireteglidir. I nin mertebeleri mi, m, ..., my olan eliptik devirli alt
gruplarinin r tane denklik sinifi, parabolik devirli alt gruplarinin s tane denklik sinifi
ve I' nin cinsinin de g oldugu varsayilsin. O halde I' nin simgesi
(g; M1, Mg, ..., M} S)

dir. Teorem 5.5.3. ¢ benzer bir sekilde

u(F) = Zﬂ{(Zg —2)+Zr:[1—miJ+S}

i=1 i

seklinde gosterilir. Ayrica Teorem 5.5.5. ten s > 0 ise p(F) >z /3 tiir. Simgesi (0;
2, 3; 1) olan modiiler grup i¢in bu minimum degere ulasilmistir. Bu nedenle Teorem
5.5.5. te U/T nin kompakt olmasi1 gerektigi yoniindeki hipotez gerekli degildir.
Eger u(F)>0 ise simgesi (g; mz, ma, ..., my; S) olan bir ' grubunun vardir.
Simgesi bu sekilde olan bir grubun temsili ise

(A/Bus A By Xy X By,
seklindedir.

X[ ==X = PP XX, X ABA B AB A B = 1)

5.5.6. Teorem. T" Fuchs grubu ve A indeksi n olan bir alt grubu olsun. Eger
I'=AT, UAT, U...UAT,

' grubunun A -kosetlerinin bir ayrisimi ise ve eger F, I' Fuchs grubu igin bir
Dirichlet bolgesi ise o halde

i) F=T,(F)UT,(F)u...uT,(F), A igin bir temel bolgedir.

i) #(F) hiperbolik alani sonlu ve F nin siirlarinin hiperbolik alani sifir ise o halde

u(F)/ u(F)=n dir (Jones ve Singerman 1987).

5.6. Kompakt Riemann Yiizeylerinin Otomorfizmleri

Cinsi 0 olan tek Riemann yiizeyi olan Riemann kiiresinin ve cinsi 1 olan Riemann

yiizeylerinin otomorfizmlerinin grubu sonsuzdur. Cinsi g=>2 olan kompakt

Riemann yiizeylerinin ise otomorfizmlerinin grubu sonludur.
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5.6.1. Teorem. S, cinsi g >2 olan kompakt bir Riemann yiizeyi olsun. O halde

| AutS| <84(g —1) dir (Jones ve Singerman 1987).

Cinsi g>2 olan kompakt bir Riemann yiizeyinin otomorfizmlerinin grubunun

sonlulugu ilk kez Schwarz tarafindan 1878 de ispatlanmistir. Teoremde verilen sinir

ise 1893 de Hurwitz tarafindan ispatlanmistir.

Simdi verilen teoremin sinirlari ne zaman incelenir sorusunun cevabi arastirilacaktir.

Cinsi g>2 olan kompakt bir Riemann yiizeyinin otomorfizmlerinin grubunun

eleman sayis1 84(g — 1) ise bu gruba bir Hurwitz grubu denir.

5.6.2. Teorem. H sonlu bir grup olsun. H nin bir Hurwitz grubu olmasi i¢in gerek ve
yeter sart X ve Y, H nin agikar olmayan iki iireteci olmak {izere
X =y =(xy) =1

bagintilarinin saglanmasidir (Jones ve Singerman 1987).

5.6.3. Teorem. H bir Hurwitz grubu ve Hi, H nin asikar olmayan homomorfik bir

gortintiisti olsun. O halde Hy bir Hurwitz grubudur (Jones ve Singerman 1987).

5.6.4. Sonug¢. Bir Hurwitz grubu en kiigiik mertebeli bir basit gruptur (Jones ve
Singerman 1987).

5.6.5. Teorem. i) Mertebesi 84 olan bir Hurwitz grubu yoktur.
il) Z7, 7 elemanh cismi gostermek tizere PSL(2, Z7), mertebesi 168 olan bir Hurwitz

grubudur (Jones ve Singerman 1987).

Sonug ve teorem PSL(2, Z7) nin basit bir grup olmasi gerektigini gosterir. Bu durum
eleman sayisi iicten daha fazla olan bir F cismi i¢in PSL(2, F) nin basit bir grup
oldugunu ifade eden teoremin 6zel bir 6rnegidir. Dolayisiyla Hurwitz sinirt g = 2
icin elde edilemez fakat g = 3 i¢in elde edilebilir. Bdylece bu sinirin sonsuz tane g

degeri icin elde edilebildigi ve sonsuz tane g degeri i¢in de elde edilemedigi
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gosterilebilir. Hurwitz sinirmi kesin saglayan g degerleri bilinmektedir. Ik dért

deger g =3, 7, 14, 17 dir.

56



6. MODULER GRUP

I' ile gosterilen modiiler grup biitiin Fuchs gruplar1 i¢inde en ¢ok ¢alisilan gruptur.
Modiiler grubun U iizerindeki etkisi ve modiiler fonksiyonlarla yani I altinda
degismez kalan meromorf (aykiriliklart sadece kutup noktasi sekilnde olan
fonksiyonlar) fonksiyonlarla olan iliskisi hakkinda birgok kitap yazilmistir. Modiiler
grubun 6nemi, matematigin birgok dali ile (6zellikle de sayilar teorisi ile) olan yakin

iliskisinden gelmektedir. Bu gruba olan ilgi, 6zellikle Gauss’un a, b, ¢ € Z olmak

iizere ax? + bxy + cy? kuadratik formlarinin sayisal 6zelliklerini incelerken bu gruba
ihtiya¢ duymasiyla ortaya ¢ikmigtir. Bu kisimda 6zel bir Fuchs grubu olan modiiler

grup ayrintili olarak ele alinacaktir.
6.1. Kafesler, Torlar ve Modiiller

Q ve Q', C de iki kafes olsun. Hatirlanacagi gibi C / Q ve C/ Q' béliim uzaylari

birer tordur ve bu torlarin konform olarak denk olmasi igin gerek ve yeter kosul €2

ve ' kafeslerinin benzer olmalaridir, yani belli birpeC \{0} icin Q' = 1Q
olmasidir. Eger { @, @,} ve {®,', w,'} sirasiyla, Q ve Q' kafesleri i¢in birer baz

isea, b,c,d € Zvead—bc= +1 olmak iizere
o =co, +da,
o, =aw, +ba,
esitlikleri ger¢eklenir. Buise a, b, ¢, d € Z ve ad — bc = + 1 olmak tizere
o = u(Cw, +dw,)

w, = u(aw, +ba,)
esitliklerine denktir.

6.1.1. Tanim. {®,,®,}, € kafesi i¢in bir baz olsun. Im(z) >0 olacak bigimdeki

7 =w, | o, sayisina { o, @, } bazinin modiilii denir (Jones ve Singerman 1987).
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Herbir Q kafesi farkli bazlarimin modillerinden olusan bir modiiller kiimesi belirtir,
iistelik 1 €C\{0} olmak iizere ue, / uw, = @, | @, oldugundan benzer kafesler ayni
modiiller kiimesine sahiptirler. Eger 7=w,/@ ve 7'=®,'l @' olarak alinirsa,

yukaridaki esitlikler dikkate alindiginda Q ve Q' kafeslerinin benzer olmasi igin

ar+b
cr+d

gerek ve yeter sart a, b, ¢, d € Z ve ad — bc = +1 olmak lizere 7'=

olmasidir, sonucu elde edilir. r ve 7' sayilarmin her ikisi de birer modiil

az+b

oldugundan 7, 7' €U dur. Egerad —bc=-1ise T(z)=
cz+d

Moébiiis dontistimii

az+b

PGL(2, R) ={T|T(2)= ,a,b,c,d e Rvead—bc= +1}
cz+d

olmak iizere PGL(2, R)\ PSL(2, R) kiimesinin bir elemanidir ve iistelik bu déniisiim
list yar1 diizlemi alt yar1 diizlem {izerine resmeder. 7, 7' €U oldugundan ad — bc =
1 olmalidir. Tersine @, b, ¢, d € Z ve ad — bc = 1 ise yukaridaki esitliklerden €2

kafesine benzer olan bir Q' kafesi i¢in bir { @, ', @,'} baz1 elde edilir.

az+b

Daha 6nce goriildiigii tizere, a, b, ¢, d € Z ve ad — bc = 1 olmak tizere T(z) = r
CZ+

bi¢imindeki Mobiiis dontisiimleri PSL(2, R) grubunun bir ayrik alt grubunu
olustururlar. Bu boliim boyunca I' ile gosterilecek olan PSL(2, Z) grubuna modiiler

grup denir. Yukarida elde edilen sonuglar asagidaki teorem ile ifade edilebilir.

6.1.2. Teorem. Q=Q(w,, ®,) ve Q'=Q(w)], %), C diizleminde modiilleri, sirastyla
t=wm,/w, ve 7'=w,'l w' olan kafesler olsunlar. Bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktir:

i) C/Q ve C/Q torlar1 konform olarak denktir,

i) Q ve Q' kafesleri benzerdir,

iii) Belli bir T €I" igin " =T(z) dir (Jones ve Singerman 1987).
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Cinsi 1 olan her kompakt Riemann yiizeyi belli bir Q kafesi icin C/Q toruna
konform olarak denktir. Dolayisiyla yukaridaki teorem, U/IT" boliim uzayi
iizerindeki noktalar ile Riemann yiizeylerinin konform denklik siniflar1 arasinda bir
birebir eslesme oldugunu gosterir. Bu nedenle U /T" boliim uzayi, cinsi 1 olan bir
ylizey lizerinde olusturulan biitiin karmasik yapilarin kiimesini temsil eden bir grup

olarak da diisiiniilebilir. U /T béliim uzaymin kendisi de bir Riemann yiizeyidir ve
ustelik F={z € U ||Z| >1, |Re(z)| S%}, I' grubu igin bir Dirichlet bolgesi olmak

tizere U/T ve F/T bolim uzaylar1 homeomorfiktir. Bundan baska, z—>z+1 ve
Z —-1/z doniisiimleri ile F temel bolgesinin denk kenarlar1 dzdeslenirse F/T" (ve
boylece U /T") bdliim uzay1 bir noktast ¢ikartilmis kiire ve dolayisiyla C diizlemine
homeomorf bir yiizey olur. U/ I' ve C arasinda konform denklik, ayrintili olarak

ele alinacak olan J :U — C analitik fonksiyonu ile elde edilecektir.

Sekil 6.1. Modiiler grup i¢in Dirichlet bolgesi (Jones ve Singerman 1987)
6.2. Kiibik Polinomun Diskriminanti

p(z) kokleri farkli olan herhangi bir kiibik polinom ise \/p(z) fonksiyonunun S

Riemann yiizeyinin cinsi 1 dir. Dolayisiyla S=C/Q olacak bigimde bir Q kafesi
olusturulabilir, boylece cinsi 1 olan bir ylizey eliptik fonksiyonlar kullanilarak
parametrize edilebilir. Bu parametrelendirme yapilirken p polinomunun farkli

koklere sahip olup olmadigi olduk¢a Onemlidir. c,,c;eC olmak iizere
p(z) =4z°—c,z—c, kiibik polinomu i¢in ¢ Weierstrass eliptik fonksiyonu
o = J P(p) diferensiyel denklemini gergekler. Bu nedenle yukaridaki forma sahip

olan herhangi kiibik polinoma Weierstrass normal formdaki polinom denir.

a,beCvea=0 olmak iizere §:C—>C, 6(z)=az+b doniisiimii uygulanarak
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herhangi bir kiibik polinom bu forma doniistiiriilebilir. @ doniisiimii birebir ve 6rten
oldugu i¢in polinomlarin koklerinin kathiliklarini korur. Bu nedenle, genellik
bozulmaksizin, herhangi p polinomu Weierstrass normal formdaki kiibik

polinomlarla sinirlandirilabilir.

e1, &2 ve e3, p(z) =4z°-c,z—c,(c,,c, €C) polinomunun kokleri ise p polinomunun
diskriminantt A =16(g, —e,)*(e,—e,)°(e;—&)° seklinde tanimlanir. Dolayisiyla
polinomun koklerinin farkli olmasi i¢in gerek ve yeter sartin A, =0 olmasi

gerektigi aciktir.

6.2.1. Teorem. A, = c§ —27C§ dir (Jones ve Singerman 1987).
Ispat. p(z)=4(z—e)(z—e,)(z—¢e,) olarak yazilir ve bu polinomun katsayilari
p(z) = 4z° —c,z —c, polinomunun katsayilari ile esitlenirse

e +e,+e,=0

G,
€€, +€,6;, +6,€ = _Z

C
€,6,6; = -
4

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak koklerin simetrik fonksiyonlarindan
bazilar1

C

e12 +e22 +e§ = (el+e2 +e3)2 _2(e1e2 +eZe3 +e3el) :EZ

ve
2

c
2. 2 2. 2 2,2 2 _ 2
e’e,” +6,e,” +e,'e” = (e, +6,6,+6,) —2e1e2e3(e1+e2+e3)_E

dir. p(z)=4(z—e)(z—e,)(z—e,) polinomu ve p(z)=4z°~-c,z—c, polinomunun
tiirevi alimp z =e, yazilirsa 4(g, —¢e,)(e, —&,) = p'(g,) =12¢/ —c, esitligi elde edilir.

Benzer ifadeler p’(e,) ve p'(e,) degerleri i¢in de bulunabilir. Bdylece

A, = —% p'(e)p'(e,) P'(E;)
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——2[Ta2e —c,

= —% (1728(ee,e,)> —144c,(e%e, +6,%e,” +e,°6°) +12¢ (67 + €2 +e2)—C3)

= —% (108c? —9c; +6¢; —c3)

=c; —27¢?
olarak bulunur. Dolayisiyla p polinomunun farkli kdklere sahip olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ¢ —27c¢? #0 olmasidir. Bu sonug p(z)=0 ve p'(z)=0 esitliklerinden z

degiskeni yok edilerek verilebilir. Boylece p polinomunun farkli koklere sahip

olmasi igin gerek ve yeter sart p ve p' polinomlarinin ortak koke sahip olmalaridir.
6.3. Modiiler J Fonksiyonu

Daha 6nce I' grubunun st yar diizlem {izerindeki hareketleri incelenerek kafesler
ve torlar hakkinda bilgi edinilebilecegi belirtilmisti. Bu kisimda olusturulacak olan
J:U —C analitik fonksiyonu su ozellige sahip bir fonksiyon olacaktir: Belli bir
Tel i¢in 7'=T(r) olmasi igin gerek ve yeter kosul J(z')=J(r) olmasidir.
Boylece J fonksiyonu kafeslerin farkli benzerlik siiflar1 arasinda ve dolayisiyla

torlarin farkli konform denklik siniflar1 arasinda belirleyicidir.

9,=0,()=60> "0, g;=0,(Q)=140>"'w°* Ve p(z) =4z’ -g,z—g,

weQ) [0159)

olmak iizere ¢'=+p(p) diferensiyel denklemini gergekleyen g Weierstrass

fonksiyonu bir € kafesi ile baglantilidir. A, p polinomunun diskriminanti olmak

lizere A(QY) yazilirsa A = c; —27¢; oldugundan

A(Q) = g,(€)° -279,()*
esitligi elde edilir. e1, €2 ve es sayilarinin hepsinin farkli olmasi p polinomunun farkli
koklere sahip olmasini gerektirir. Boylece A(QQ) #0 ve dolayisiyla J(€2) modiiler

fonksiyonu

0,Q°_  g,(Q)
AQ)  0,(Q)° -279,(Q)*

J(Q) =
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seklinde tanimlanabilir. Benzer £ kafesi i¢in (u # 0)
9, (142 =60 "(uw) = ug,(Q)

weQ)

0, (1£2) = 1402 (uw) = ﬂ_6gs (®)

weQ)
esitliklerinden ~ A(€)) = £ ™¥A(Q) olur, dolayisiyla her ueC/{0} igin
J(1Q) =J(Q) dir. Boylece benzer kafesler J fonksiyonu altinda ayni degerleri

belirler, bundan bagka tersi de dogrudur.

Q=0Q(1, 7), modiillerinden birisi 7z olan bir kafes olmak iizere g2, g3, A ve J

fonksiyonlar1 7 €U sayisinin fonksiyonlar1 olarak da disiiniilebilir. Z , (0, 0)

m,n

hari¢ tim (M,n) € Z x Z igin toplam1 tanimlamak {izere;

9,(r) =60> '(m+nr)™
0,(r) =140 '(m+nz)

3
esitlikleri kullamlarak A(z) = g,(7)® —279,(z)* ve dolaysiyla J(r) = gz(r)
T

oldugu

sonucu elde edilir. Eger belli bir Tel ig¢in 7'=T(r) ise Q=Q(L7) ve
Q' =Q(L,7") kafesleri benzerdir. Bu ise J(z")=J(z) oldugunu gosterir ve boylece

asagidaki sonug elde edilmis olur.

6.3.1. Teorem. Her 7eU ve T €T i¢in J(T(z))=J(z) dur (Jones ve Singerman
1987).

Bu teorem, J(z) degerinin I' modiiler grubunun etkisi altinda degismez kaldigini
ortaya koymaktadir. Q,(7), 9;(r) ve A(r) fonksiyonlart bu o&zellige sahip

olmadiklar1 halde bu ozellige yakin bir ozellige sahiptirler. T:7— aTer,

cr+d

grubunun bir elemani1 olmak {izere
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0,(T () =603 (m+n {87 +0)y

oy (ct+d)

=60(ct+d) > "((md +nb)+(mc+na)7) ™
=60(cc+d)*> '(m(cr+d)+n(ar+b))*

dir. Burada ad — bc = 1 olmak {izere (m,n)— (md+nb,mc+na) doniisimleri
(ZxZ)\{(0,0)} indeks kiimesinin elemanlarini permiite eder. Seriler mutlak yakinsak

olduklarindan

9,(T(2)) =60(ct+d)™* > '(m+nz) ™

=(cr+d)™"g,(7)
elde edilir. Benzer sekilde
95(T (7)) = (cr +d) ° g,(7)
ve boylece
A(T(z)) = (ct+d) ™ A(7)
olur. Ozel olarak a=b=d =1 ve ¢=0 alinirsa T(r)=7+1 doniisiimii elde edilir.
Boylece g,(7), 9;(7), A(z) ve J(r) fonksiyonlar1 Z ye gore birer periyodik fonksiyon
olur.

a, b,c,d e Zvead - bc =-1 olmak iizere yon degistiren T(z) = ar +b

— bigimindeki

Crt +

doniisiimler i¢in yukaridakilere benzer hesaplamalar yapilirsa
0,(T(2)=(cT +d)*g,(r),
0,(T(r) = (T +d) g, (7),
A(T () = (cT +d) ?A(7)

JT (@) =3()
esitlikleri elde edilir. Bundan baska g2, g3, A ve J:U —C fonksiyonlar1 U iizerinde
birer analitik fonksiyondurlar.

63



6.4. \/p(z) Fonksiyonunun Riemann Yiizeyi

Bu boliimde, p(z), C[z] cisminde farkli koklere sahip bir kiibik polinom olmak iizere

«f p(z) fonksiyonunun Riemann yiizeyinin C / Q toruna konform olacak bigimde bir

Q) kafesinin oldugu sonucu elde edilecektir. Bunun i¢in J fonksiyonunun {ist yari
diizlemi C iizerine resmettigini gostermek yeterlidir. Bunun i¢in bazi 6n hazirliklarin

yapilmas1 gereklidir.

6.4.1. Lemma. i) Eger 2Re(zr) € Z ise 0,(7), 95(7), A(z), J(z) € R dir,

i) Eger |z'| =1 ise 0,(7) =T4m, 0,(7) :rem A(7) :rlzm dir (Jones ve
Singerman 1987).

Ispat. i) Eger 2Re(r)=neZ ise a=-1, b=n, ¢=0, d=1 olmak iizere
T:7—>N—-7 yansima doniisimii 7 sayisini sabit birakir. Dolayisiyla ¢=0, d=1

oldugundan

0,(7) = 6,(T (1)) = (c7 +d) 9, (r) = 9,(7),
yani g,(r) € R dir. Benzer sekilde g,(z), A(z), J(r) € R oldugu da goriilebilir.

ii) Eger |2’| =1ise a=d=0, b=c=1 alinirsa T :7 —>1/7 doniisiimii elde edilir. Bu
doniislim 7 sayisini sabit birakan birim ¢gembere gore inversiyon doniisiimiidiir ve bu

durumda |T| =1 oldugundan

9,(r) =0,/ 7)= (1_')41 9,(7) = 7’ 9,(7)
olur. Diger ii¢ esitlik de benzer sekilde elde edilir.

Hatirlanacagi gibi F = {z € U ||Z| >1, |Re(z)| < % } kiimesi modiiler grup igin bir temel

bolgedir, dolayisiyla fonksiyonlarin {ist yar1 diizlem iizerindeki 6zellikleri temel bolge
tizerindeki 6zellikleri dikkate alinarak elde edilebilir. Buna gore,

1. r imajiner eksen lizerinde veya F kiimesinin siir1 olan OF fizerinde ise J(7)

reeldir.
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27il3

2. p=¢e olmak tizere g,(p)=0,(i)=J(p)=0 ve J(i)=1 dir. Gergektende g2 ve

gs fonksiyonlar1 i ve p noktalarinda reel degerler aldigindan 0,(p)= p9,(p)

= 00,(0) Ve G()=-g,M=0,() esitlikleri g,(0)=0,()=0 oldugunu ve

dolayisiyla J(0) =0 ve J(i) =1 oldugu sonucunu verir.

3. L ={r e U |[¢|>1veRe(r) =—%}, L, ={reU||r|=1ve —%s Re(z) <O} ve

L, ={r eU|[|r|>1ve Re(r) =0}
olmak iizere L=L UL, UL, olsun. Bu durumda 7 imajiner eksen iizerinde veya F

kiimesinin sinir1 olan OF tizerinde ise J(z) reel oldugundan J(L) = R oldugu agiktir,

bundan bagka J(L)=R dir.

Sekil 6.2. Modiiler grubun temel bélgesinin sinirlar1 (Jones ve Singerman 1987)

4. Her 7eU ve T el igin J(T(z))=J(r) oldugundan J fonksiyonu I' grubunun U

da ki her bir yoriingesi tizerinde sabittir. O halde asagidaki teorem ifade edilebilir.

6.4.2. Teorem. Her ceC i¢in I grubunun, J fonksiyonunun ¢ degerini aldigi U da

tam olarak bir yoriingesi vardir (Jones ve Singerman 1987).

Bu teorem, daha 6nce ele elde edilen sonuglar ile birlestirilirse, 2 ve Q' kafesleri

7,7’ €U modiillerine sahip kafesler olmak iizere “C/Q ve C/Q' torlarmin
konform denk olmasi igin gerek ve yeter kosul J(7) =J(7) olmasidir” sonucu elde

edilir.
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Teorem 6.4.2. den J, U/T" — C ye bir homeomorfizm indirger. Bu ise 6.1. in sonunda
iddia edilen cinsi 1 olan R: Riemann yiizeyinin C diizlemine homeomorf oldugu

iddiasim1 dogrular ve bu iki yiizeyin konform olarak denk oldugunu gostermek zor

degildir.

Sonug olarak c,, ¢, €C sayilar1 ¢, —27¢,* =0 6zelligindeki sayilar ise k = 2, 3 i¢in

g, () =c, olan bir Q< C kafesi vardir. p(z) polinomu C[z] cisminde farkli koklere

sahip polinom ise M fonksiyonunun Riemann yiizeyi S belli bir € kafesi i¢in
C/Q toruna konform denktir. Gergektende a,beC ve a#0 olmak iizere
0:7—az+b donigimleri C nin otomorfizmleridir ve dolayisiyla S yiizeyinin
karmagsik yapisini degistirmezler. Bdylece p(z) kiibik polinomu p(z) =4z°-c,z—c,

bi¢iminde almabilir. p(z) polinomu farkli kéklere sahip oldugundan c,’ —27¢,” =0 dur,

dolayistyla k = 2, 3 igin g,(Q2)=c, olacak sekilde elde edilen € kafesi aranan

kafestir.

F temel bolgesinin I' altindaki resimlerinden hangilerinin F ye bitigsik olduklarini
belirlemek gerekir.

Xirt—>-1lt

Y:r—>-1/(r+))

Zt—>71+l

2713 poktalarini sabit

elemanlart diigtiniildiigiinde X ve Y eliptiktir ve sirasiylaive p=e
tutarlar. Z ise paraboliktir ve oo u sabit tutar. Bu doniisiimler X>=Y3=1ve XY =Z
esitliklerini gergeklerler. F ye bu doniisiimler ard arda uygulanarak iist yar1 diizlemin

Sekil 6.3. te gosterilen kismi bir dosemesi elde edilmis olur.
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Sekil 6.3. U nun dosemesi (Jones ve Singerman 1987)

Sekilden goriilecegi tizere Z(F), ZX(F) ve X(F), Re(r):%,RE(T):—% ve [7]=1

kenarlarinda karsilagirlar. p ve p+1 den farkli her bir 7 € OF noktasi I' altinda F nin
tam olarak iki resminde bulunur. p ve p+1 noktalarmin c¢evresinde ise F nin 6

goriintlisii vardir.

6.4.3.Teorem. J:U — C sonsuz yaprakli bir dallanmis 6rtii doniisimidiir, tistelik

dallanma noktalariin mertebeleri i ve p noktalarin1 bulunduran T' nin J (1) ve

J7!(0) yériingeleri iizerinde 1 ve 2 dir (Jones ve Singerman 1987).

6.5. ' Grubunun Temsili

I’ grubunun tireteclerinin
X:it—>-1lt
Z:it>7+1
olduklart ve bu doéniisiimlerin F temel bolgesinin kenarlarini denk esledikleri sonucu
daha once elde edilmistir.
Y=XZ:t—>-1/(r+))
olarak almirsa X ve Y, I' grubunun iretecleridir (Z =XY oldugundan) ve bu

doniisiimler X* =Y?® =1 bagintilarim gerceklerler.

Simdi bunlarim " grubu icin bu iligkileri tanimladigr ve 1":<X,Y|X2 =Y3=1>

ifadesinin T" grubunun bir temsili oldugu gosterilecektir.
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I' da herhangi bir bagintt W(X,Y)=1 formunda yazilabilir. Burada W, X ve Y vyi
bulunduran bir kelimedir. Simdi herhangi bir kelime verildiginde W(X,Y) =1 olup
olmadiginin nasil test edilecegi gosterilecektir. W y1 daha basit bir kelime olan ve W'
ye esit olan W'(X,Y) ye indirgemek icin X =Y® =1 bagntilar1 kullanilir ve daha

sonra W' niin U iizerindeki etkisi dikkate alinarak W' niin 6zdeslik doniisiimii olup

olmadig1 kontrol edilir.

1<r <k olmak ve her bir gr, X in veya Y nin bir kuvveti olmak iizere W, W = g,q,...g,

seklinde yazilir ve daha sonra W y1 basitlestirmek icin asagidaki iki islem ardigik

olarak uygulanir.

i) Eger gr ve gr+1 ardigik terimleri ayn1 X ya da Y iiretecinin kuvvetleri ise X veya Y nin

ardisik iki terimi bir terim haline getirilir.

i) X?=Y?=1 bagintilar1 kullanarak X ve Y nin tiim kuvvetleri X' (i =0, 1) ve Y' (i =
0, 1, -1) ye indirgenir ve i = 0 olan herhangi bir kuvvet silinir (6zdeslik elemani ile

temsil edildiginden).

Eger i) ve ii) ardisik olarak W ya uygulanirsa sonlu sayida adimdan sonra asagidaki

durumlardan birinde islem son bulur (W nin k uzunlugu azaldigindan).

a) W asikar olmayan indirgenmis bir kelime olan W'=hh,...n, ye indirgenir. Bu
kelime uzunlugu | > 0 olan bir kelimedir, her hr, X, Y ya da Y1in kuvvetidir ve hy, hr+1

ardisgik terimleri ayn tiretecin kuvvetleri degildir.

b) W nin tiim terimleri W' =1 olacak hale gelene kadar silinerek 6zdeslik elemani

iretilir (Bos ya da asikar indirgenmis kelimenin uzunlugu 0 olarak diisiiniilebilir).

Her iki durumda da I' nin elemanlar1 degistirilmeden i) ve ii) adimlar1 uygulanarak
W' =W oldugu fark edilir. Ornegin;
W=X-Y?.X-X2Y-X (k=6)

68



W = XY 22X AYX =XYXOYX = XY?X = XY X

boylece W’ = XY X, I nm ayn1 elemant i¢in daha basit bir ifadedir.

Eger I' da W =1 gergekleniyorsa W' =W oldugundan W'=1 b) durumundan elde
dilir. Béylece W nin indirgenerek W' =1 elde edilmesi X*=Y®=1den W(X,Y)=1

sonucunun ¢ikartilmasini saglar.

6.5.1. Teorem. Eger W'(X,Y), X ve Y nin herhangi bir asikar olmayan indirgenmis
kelimesi ise T" da W'(X,Y) =1 dir (Jones ve Singerman 1987).

6.5.2. Sonu¢. I' grubunun temsili 1"=<X,Y|X2 =Y? :1> dir (Jones ve Singerman
1987).
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7. SONUC

Tezin dordiincii boliimiinde PSL(2, R) grubunun tanimi ve 6zellikleri verilerek bu
grubun hiperbolik geometri ile olan iligkisi lizerinde durulmusg ve hiperbolik uzaklik ve

hiperbolik alan1 veren formiiller ¢ikarilmistir.

Tezin besinci ve altinc1 boliimlerinde ise PSL(2, R) grubunun ayrik alt gruplar1 olan
Fuchs gruplarinin 6zellikleri verilmis ve ¢esitli Fuchs grubu 6rneklerinden {iggen grup
ve modiiler grup calisilmistir. Son olarak ise modiiler grubun o6zellikleri ve ¢esitli

bagintilar kullanilarak modiiler grubun temsili elde edilmistir.

70



KAYNAKLAR

Anderson, J.W. 2005. Hyperbolic geometry, 2nd edition. Springer-Verlag, London,
276 pp.

Baskan, T. 1980. Ayrik gruplar. Hacettepe Universitesi Fen Fakiiltesi Basimevi,
Beytepe, 214 s.

Beardon, A.F. 1983. The geometry of discrete groups. Springer-Verlag, New York
Inc., 348 pp.

Gezer, B., Bizim, O. 2017. Soyut cebir: Gruplar, halkalar ve Galois teorisine giris.
Dora Yayinlari, Bursa, 662 s.

Jones, G.A., Singerman, D. 1987. Complex functions: An algebraic and geometric
viewpoint. Cambridge University Press., United Kingdom, 345 pp.

Lehner, J. 1966. A short course in automorphic functions. Holt Inc, New York, 143 pp.

Magnus, W. 1974. NonEuclidean tesellations and their groups, Academic Press.,
Newyork and London, 207 pp

Sertoz, A.S. Oklid’in elemanlari. http://sertoz.bilkent.edu.tr/elemanlar.htm-(Erisim
Tarihi:27.03.2018)

Toth, G. 2002. Glimpses of algebra and geometry, 2nd edition. Springer-Verlag, New
York Inc, 450 pp.

71


http://sertoz.bilkent.edu.tr/elemanlar.htm-(Erişim

OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Serife CAKIRTAS

Dogum Yeri ve Tarihi : 14.08.1984. Uskiidar

Yabanci Dil . Ingilizce

Egitim Durumu
Lise : Uskiidar Imam Hatip Lisesi
Lisans : Marmara Universitesi
Yiiksek Lisans : Uludag Universitesi

Calistign Kurum/Kurumlar  : Final Temel Lisesi, Ozliice Murat Ozel Ogretim Kursu
fletisim (e-posta) : serifep970@gmail.com

Yayinlari . Cakirtas, S. 2018. Hiperbolik geometri iizerine. izmir

Matematik Giinleri, 26-27 Haziran 2018, Yasar Universitesi, Izmir.

72



	img-X14130828
	img-X14130851
	Tezim son 4



