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1. GİRİŞ 
 

 Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Bu tezin amacı 1-indeksli 3 boyutlu Yarı-Öklidyen 

uzayda Pseudo null, Cartan null ve Null eğriler ile 1-indeksli 4 boyutlu Yarı-Öklidyen 

uzayda Pseudo null, Partially null ve Null eğrilerin sınıflandırılmasının yapılmasıdır. Bu 

eğrilerin Frenet çatılarına göre hangi alt uzayda yatıp yatmadığının araştırılmasıdır.  

 

 Birinci bölüm olan Giriş bölümünde tezin ana çerçevesini oluşturan diğer bölümlerin 

özetleri tanıtılmıştır. 

 
İkinci bölüm olan kuramsal temeller bölümünde tezin esasını teşkil eden çeşitli null 

eğrilerin incelenmesinde ihtiyaç duyulan temel kavramlar verilmektedir. Bunun için 

Greub (1975), Q’Neill (1983), Hacısalihoğlu (1983), Hacısalihoğlu (1985), Lopez (2008), 

kaynaklarından alınan tanımlar verilmiştir.  

 
Üçüncü bölüm dört başlıkta ele alınmıştır. Bu başlıklar sırasıyla 1-indeksli 3-boyutlu 

Yarı-Öklidyen uzayda Pseudo null, Cartan null ve null eğrilerdir. Her bir eğri için ayrı 

ayrı hangi alt uzayda yatıp yatmadığı incelenmiş ve bunlarla ilgili teoremler 

ispatlanmıştır. Dördüncü başlıkta ise 1-indeksli 3-boyutlu Yarı-Öklidyen uzayda eğrilerin 

alt uzaylar bazında yatıp yatmadığına göre sınıflandırılması yapılmıştır. 

 
Dördüncü bölüm dört başlıktan oluşmaktadır. Bu başlıklar sırasıyla 1-indeksli 4-boyutlu 

Yarı-Öklidyen uzayda Pseudo null, Partially null ve null eğrilerdir. Her bir eğrinin Frenet 

çatısına göre hangi alt uzayda yatıp yatmadığı araştırılmış ve bunlarla ilgili bazı sonuçlar 

elde edilmiştir. Dördüncü başlıkta ise 1-indeksli 4-boyutlu Yarı-Öklidyen uzayda 

eğrilerin alt uzaylar bazında yatıp yatmadığına göre sınıflandırılması yapılmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 
 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılmak üzere gerekli olan temel kavramlar, 

önce Öklid uzayında daha sonra da Yarı-Öklidyen uzayda verilecektir. 

 
Tanım 2.1. IIR bir açık aralık olmak üzere, (I, ) koordinat komşuluğu ile tanımlanan 

 : IEn diferensiyellenebilir dönüşümüne En de eğri denir. Buradaki IIR aralığına  

eğrisinin parametre aralığı ve tϵI değişkenine de  eğrisinin parametresi denir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 
Tanım 2.2. M eğrisi En de (I, ) koordinat komşuluğu ile verilsin. 

  : I En 

        t  (t) = (αଵሺtሻ, αଶሺtሻ,…, n(t)) 

bir eğri ve 

 αᇱሺtሻ ൌ ൫αଵ
ᇱ ሺtሻ, αଶ

ᇱ ሺtሻ, … , α୬
ᇱ ሺtሻ൯ 

olmak üzere αᇱሺtሻ ϵ Tt En tanjant vektörüne M eğrisinin tϵI parametre değerine karşılık 

gelen (t) noktasında (I, ) koordinat komşuluğuna göre hız vektörü denir. Burada 

αᇱሺtሻ ൌ lim
୦→

ሺ୲ା୦ሻିሺ୲ሻ

୦
 şeklinde alınmıştır. ∀tϵI için  

 ‖αᇱሺtሻ‖ = 1 

ise α eğrisine birim hızlı eğri ve tϵI parametresine de yay parametresi denir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 
Tanım 2.3. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 
Tanım 2.4. MEn eğrisi (I, ) koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda 

Ψ=൛αᇱ, αᇱᇱ, … , αሺ୰ሻ ൟ sistemi lineer bağımsız ve ∀αሺ୩ሻ, k>r için αሺ୩ሻ ∈SpሼΨሽ 

olmak üzere, Ψ den elde edilen {Vଵ, … , V୰} ortonormal sistemine, M eğrisinin Serret-

Frenet r ayaklı alanı ve m ∈ M için {Vଵሺmሻ, … , V୰ሺmሻ} ye ise m∈ M noktasındaki Serret-

Frenet r ayaklısı denir. Her bir Vi, 1 ≤ i ≤ r ye Serret-Frenet vektörü adı verilir 

(Hacısalihoğlu 1983). 

 
Tanım 2.5. V bir reel vektör uzayı olsun. Eğer 
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  ൏,  : VxVIR 
  (x,y) ൏, (x,y) = <x, y> 

fonksiyonu  i) 2-lineer, 

  ii) Simetrik, 

  iii) Pozitif tanımlı 

ise ൏,  ye bir iç-çarpım denir (Hacısalihoğlu 1985). 

 
Tanım 2.6. V bir vektör uzayı ve ൏,  V üzerinde bir iç-çarpım olsun. İç-çarpımın negatif 

tanımlı olduğu maksimal boyutlu alt uzayının boyutuna V vektör uzayının indeksi denir 

(Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.7. V’de <, > iç-çarpımı verilsin. 

 N ൌ ሼx ∈ V |  ൏ x, y ൌ 0,   ∀y ∈ Vሽ  

null uzayı için 

 N ൌ ሼ0ሽ 

ise iç-çarpımı dejenere değildir denir (Greub 1975). 

 
Tanım 2.8. V’de ൏,  dejenere olmayan iç-çarpımı verilsin. Eğer V’nin indeksi 1 ise 

V’ye bir Lorentz vektör uzayı ve iç-çarpımına da Lorentz iç-çarpımı denir (Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.9. ∀x ൌ (x1, x2,…,xn) ∈ IRn ve ∀y ൌ (y1, y2,…,yn) ∈ IRn  

için 





n

2i
ii11 yxyx,  

şeklinde tanımlanan; ൏,  fonksiyonuna IRn de bir Lorentz iç-çarpımı ve bu iç-çarpım ile 

IRn ye bir Lorentz vektör uzayı denir. Bu uzay IRଵ
୬ ile gösterilir. IRn deki Lorentz iç-

çarpımının standart baza göre karşılık geldiği matris 

  S ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
െ1

1
⋱

⋱
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

şeklindedir. Bu iç-çarpımla birlikte IRଵ
୬ ye n-boyutlu standart Lorentz uzayı denir ve Ln 

ile gösterilir. (Graves 1979). 
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Tanım 2.10. M n-boyutlu bir manifold ve X (M) üzerindeki iç-çarpım Lorentz iç-çarpım 

olsun. Bu geometrik yapı ile belli olan manifolda Lorentz manifoldu veya 1-indeksli yarı-

Riemannian manifold denir (Q’Neill 1983). Burada X (M) ile M üzerindeki vektör 

alanlarının uzayı, manifold ile de yarı-Riemannian anlamındaki manifold ifade edilmiştir. 

 
Tanım 2.11. Ln bir Lorentz uzayı, x Lorentz uzayının bir vektörü ve <, >, Ln üzerinde bir 

iç-çarpım olsun. x’in boyu diye 

  ‖x‖ ൌ  ඥ|൏ x, x | 

reel sayısına denir (Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.12. x, V vektör uzayının bir alt uzayı ve ൏,  V’de bir Lorentz iç-çarpımı olsun. 

x için:  

i) <, > |x pozitif tanımlı yani (x, ൏, ) bir pozitif tanımlı iç-çarpım uzayı ise x alt uzayına 

uzay benzeri, 

ii)  ൏,  |x indeksi 1 ve dejenere değil ise x’e zaman benzeri, 

iii) <, > |x dejenere ise x’e ışık benzeridir denir.  

x için ii) ve iii) durumlarından herbirine x’ in causal karakteri denir (Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.13. Ln bir Lorentz uzayı ve üzerindeki iç-çarpım <, > olsun. x∈Ln için;  

i) <x, x>  < 0 ise x’e zaman benzeri vektör, 

ii) <x, x>  > 0 veya x=0 ise x’e uzay benzeri vektör, 

iii) <x, x>  = 0 veya x≠0 ise x’e ışık benzeri veya null vektör denir (Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.14. Zaman ve ışık benzeri vektörlere causal vektörler denir. 

 
Tanım 2.15. n boyutlu ʋ-indeksli IRʋ

୬ yarı-öklidyen uzayında, ʋ = 1 ve n ≥ 2 için IRଵ
୬ 

Yarı-Öklidyen uzayına Minkowski n-uzay denir. IRʋ
୬ Yarı-Öklidyen uzayında n ile boyut, 

ʋ ile indeks ifade edilmiştir. Boyutu 3, indeksi 1 olan IRଵ
ଷ uzayına Minkowski (Lorentz) 

3-uzayı denir (Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.16. M bir yarı Riemann manifoldu ve  : IIRM diferansiyellenebilir bir eğri 

olsun  eğrisinin teğet vektör alanı αᇱሺtሻ = T olmak üzere, 

i) <T, T>  > 0 ise  eğrisine uzay benzeri eğri, 
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ii) <T, T>  = 0 ise  eğrisine null eğri, 

iii) <T, T>  < 0 ise  eğrisine zaman benzeri eğri denir (Q’Neill 1983). 

 
Tanım 2.17. IRଵ

ଷ Minkowski 3-uzayında iki vektör x ve y olsun. 

 x = (xଵ, xଶ, xଷ) ve y = (yଵ, yଶ, yଷ) olmak üzere 

  <x, y>  = -xଵyଵ+xଶyଶ+xଷyଷ 

ve 

   xy = (xଷyଶ-xଶyଷ, xଷyଵ-xଵyଷ, xଵyଶ-xଶyଵ) vektörüne x ve y’nin vektörel çarpımı 

(veya dış çarpımı) denir. 

  ij = ൜
1,   i ൌ j
0,   i ് j  

ise 

 eଵ = (i1, i2, i3), i= 1, 2, 3 olmak üzere 

  xy = -det
eଵ െeଶ െeଷ
xଵ xଶ xଷ
yଵ yଶ yଷ

൩ 

veya 

 xy = det
െeଵ eଶ eଷ
xଵ xଶ xଷ
yଵ yଶ yଷ

൩ 

olarak hesaplanabilir. Burada  

 eଵeଶ =-eଷ,  eଶeଷ =-eଵ, eଷeଵ =-eଶ dir. Saat yönünün tersi pozitif yönü 

olarak alınmıştır. (Q’Neill 1983, Lopez 2008). 
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3. 𝐈𝐑𝟏
𝟑  YARI-ÖKLİDYEN UZAYDA NULL EĞRİLER 

 
Bu bölümde IR୴

୬ ; Yarı-Öklidyen uzayında n=3, v=1 için oluşturulan uzaya 3-boyutlu 

Lorentz uzayı denir ve IRଵ
ଷ = L3 ile gösterilir. Bu uzaydaki Lorentz iç-çarpımı  

 

  

şeklinde tanımlanır. Burada x = (xଵ, xଶ, xଷ), y = (yଵ, yଶ, yଷ) olarak alınmıştır. ሼT, N, Bሽ 

Frenet çatısında, T ye teğet, N ye normal ve B ye de binormal vektör denir. ∀s ∈ IR için  

T(s) = '(s), Nሺsሻ ൌ 𝛂ᇲᇲሺ𝐬ሻ

‖𝛂ᇲᇲሺ𝐬ሻ‖
 ve B(s) = T(s)  N(s) 

dir ve kଵ ile eğrinin birinci Frenet eğriliği, kଶ ile de eğrinin ikinci Frenet eğriliği ifade 

edilmiştir. 
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3.1 𝐈𝐑𝟏
𝟑  de Pseudo Null Eğri 

 
 IRଵ

ଷ de ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ Frenet çatısı için 

 〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bሺsሻ, Bሺsሻ〉 =〈Tሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bሺsሻ〉= 0, 

  〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 

şartlarında tanımlı olan Pseudo null eğri 

  
Tᇱሺsሻ
Nᇱሺsሻ
Bᇱሺsሻ

 ൌ 
0 kଵሺsሻ 0
0 kଶሺsሻ 0

െkଵሺsሻ 0 െkଶሺsሻ
 

Tሺsሻ
Nሺsሻ
Bሺsሻ

,     

  T'(s) = kଵ(s)N(s), 

 N'(s) = kଶ(s)N(s), 

 B'(s) = -kଵ(s)T(s) - kଶ(s)B(s) 

şeklinde tanımlanmıştır (Walrave 1995). 
 
Teorem 3.1.1. , IRଵ

ଷ de bir Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ,  nın  Frenet çatısı 

olsun. kଵ(s) = 1 için Frenet denklemleri;  

 T'(s) = N(s) 

 N'(s) = kଶ(s)N(s) 

 B'(s) = -T(s) - kଶ(s)B(s) 

olur. 
 
Sonuç 3.1.2. IRଵ

ଷ deki Pseudo null eğri kଵ(s) = 1 için sadece kଶ(s)  ikinci Frenet eğriliğine 

sahiptir. 

 
Teorem 3.1.3. IRଵ

ଷ de  bir Pseudo null eğri ve  nın Frenet çatısı ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ 

olmak üzere aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir.  

〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 = 〈N′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈B′ሺsሻ, Bሺsሻ〉= 〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 0, 

  〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ െ〈B′ሺsሻ, Tሺsሻ〉, 

 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶ(s), 

 〈B′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 = െkଶ(s), 

  〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ െ〈B′ሺsሻ, Nሺsሻ〉. 
 
İspat: i) 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0 olduğunu ispatlamak için Pseudo null eğri tanımında verilen  

  T'(s) = kଵ(s) N(s) 

eşitliğini yerine yazılırsa  
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 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ  〈kଵሺsሻNሺsሻ, Nሺsሻ〉   

olup, kଵ(s) = 1 için 〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 olur. IRଵ
ଷ deki Pseudo null eğri tanımından 

〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0 dır.  

ii) 〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 olduğunu ispatlamak için Pseudo null eğri tanımında verilen   

  T'(s) = kଵ(s)N(s) 

eşitliğinden 

 〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ  〈kଵሺsሻNሺsሻ, Bሺsሻ〉   

ve kଵ(s) = 1 için 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 olur. Böylece 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 elde edilir.  

iii) 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 olup ii den 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 için 

 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ  

dir. Benzer şekilde diğer eşitliklerinde ispatları yapılır. 

 
Teorem 3.1.4. IRଵ

ଷ de  bir Pseudo null eğri olsun.  nın birinci ve ikinci Frenet 

eğrilikleri; 

 kଵ(s) =  〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉, 

 kଶ(s) =  〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 

dir. 
 
İspat: Teorem 3.1.3 gereğince 〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 olduğundan ve kଵ(s) = 1 için  

  kଵ(s) =  〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 

olduğunu görülür. Ayrıca 

 kଶ(s) = 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 

olduğu Teorem 3.1.3 den görülmektedir. 

 
Teorem 3.1.5. IRଵ

ଷ de bir Pseudo null eğrisinin teğet, normal ve binormal vektörleri 

arasında aşağıdaki bağıntılar gerçeklenir. 

  〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 = 〈N′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 = 0, 

  〈N′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈B′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉, 

 〈B′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈T′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉, 

 〈B′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 = -1. 
 
İspat: 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0 olduğunu Teorem 3.1.3 den biliniyor. Eşitliğin her iki tarafının 

türevi alınarak  

  〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0  
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sonucu elde edilir. Diğerleri de türev alınarak benzer şekilde ispatlanır. 

 
Teorem 3.1.6. , IRଵ

ଷ de bir Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ eğrinin Frenet çatısı 

olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) = (s  cଶ)T(s) + (െ ୱమ

ଶ
െ cଶሺsሻ  cଷሻN(s) 

veya 

(s) = (s  cଶ)T(s) + (
ଵା୩మ ୱାୡమ୩మ

୩మ
మ cଵe୩మୱሻN(s) 

dir. 
 

İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere Teorem 3.1.1 deki T′(s) ve N′(s) Frenet denklemleri 

yerlerine yazıldığında  

 T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻN(s) 

eşitliği elde edilir.  

Böylece 

 T(s) = ′(s)T(s) + ሾሺሺsሻ  ′ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻሿN(s) 

 ⟹ ൜
ᇱሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ′ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0
  

bulunur.  

 ᇱሺsሻ ൌ 1 ise ሺsሻ ൌ  s  cଶ için 

ሺsሻ  ′ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0 denkleminde  

i) kଶሺsሻ ൌ 0 alınırsa, 

 ᇱሺsሻ ൌ െሺsሻ 

 ⟹ ᇱሺsሻ ൌ െs െ cଶ 

 ⟹ ሺsሻ ൌ െ ୱమ

ଶ
െ cଶሺsሻ  cଷ (cଶ, cଷ sbtሻ 

bulunur. ሺsሻ ve ሺsሻ değerleri denklemde yerlerine yazılırsa 

 (s) = (s  cଶ)T(s) + (െ ୱమ

ଶ
െ cଶሺsሻ  cଷሻN(s) 

elde edilir. 

ii) kଶሺsሻ ് 0 alınırsa, 

 ᇱሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ െs െ cଶ 
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   ൌ e ୩మୢୱ ൌ eି୩మୱ 

 ሺsሻ eି୩మୱ ൌ  eି୩మୱ(െs െ cଶሻds  cଵ 

 ሺsሻ eି୩మୱ ൌ 
ሺଵା୩మ ୱሻୣషౡమ౩

୩మ
మ  ୡమ ୣషౡమ౩

୩మ
 cଵ 

 ሺsሻ ൌ 
ሺଵା୩మୱሻ

୩మ
మ  ୡమ

୩మ
 cଵe୩మ ୱ  

 ሺsሻ ൌ 
ଵା୩మ ୱାୡమ୩మ

୩మ
మ cଵe୩మ ୱ (cଵ, cଶ sbtሻ 

bulunur. ሺsሻ ve ሺsሻ denklemde yerlerine yazılırsa 

(s) = (s  cଶ)T(s) + (
ଵା୩మ ୱାୡమ୩మ

୩మ
మ cଵe୩మ ୱሻN(s) 

elde edilir. 

 
Teorem 3.1.7. IRଵ

ଷ deki 

(s) = dN(s) - B(s), (d bir sabittir) 

şartını sağlayan Pseudo null eğrisi ሼNሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatar. 

 
İspat: Bu teoremin ispatında (s) = (s)N(s) + (s)B(s) 

şeklinde olup eşitliğin her iki tarafında s parametresine göre türev alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)B(s) + (s)B′(s) 

eşitliği elde edilir. Burada 

 T(s) = ′(s)N(s) + (s) kଶ(s)N(s) + ′(s)B(s) + (s)ሾെTሺsሻ െ kଶሺsሻBሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)N(s) + (s) kଶ(s)N(s) + ′(s)B(s) - (s)Tሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻBሺsሻ 

⟹T(s) = - (s)Tሺsሻ + (′(s)  + (s) kଶ(s))N(s) + (′(s) െሺsሻkଶሺsሻሻBሺsሻ 

Burada ′(s) = T(s) olarak alınırsa 

  ቐ
െሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ    ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0
ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

, 

elde edilir. (s) = -1 ise μᇱሺsሻ = 0 olur ve bunlar üçüncü denklemde yerlerine yazıldığında 

kଶ = 0 bulunur. Bu eşitlik ikinci denklemde yerine yazılırsa ′(s) = 0 elde edilir. Böylece 

(s) = d dir. Burada d sabittir. O halde ሼNሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatan Pseudo 

null eğrimizin 

(s) = dN(s) - B(s) 

olduğu elde edilir. 
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Teorem 3.1.8. IRଵ

ଷ deki (s) = - B(s) 

şartını sağlayan Pseudo null eğrisi ሼTሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatar. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)B(s) 

eğrisinde s parametresine göre her iki tarafın türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)B(s) + (s)B′(s) 

bulunur. ′(s) = T(s) için Tᇱሺsሻ, Nᇱሺsሻ, Bᇱሺsሻ  değerleri yerlerine yazılırsa 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)B(s) + (s)ሾെTሺsሻ െ kଶሺsሻBሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)B(s) - (s)Tሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻBሺsሻ 

⟹T(s) = (′(s) - (s))Tሺsሻ + (s)N(s) + ሾ′ሺsሻ െ ሺsሻ kଶሺsሻሿBሺsሻ 

için 

  ቐ
ᇱሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1

ሺsሻ ൌ 0
ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

  

elde edilir. Bu denklemler çözülürse (s) = 0  ′(s) = 0 ve 

  ᇱሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1  ሺsሻ ൌ െ1, ᇱሺsሻ = 0 ve kଶሺsሻ ൌ 0 

bulunur. O halde  

(s) = -B(s) 

dir. 
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3.2 𝐈𝐑𝟏
𝟑  de Cartan Null Eğri 

 
〈Tሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 Frenet çatısında 

  
Tᇱሺsሻ
Nᇱሺsሻ
Bᇱሺsሻ

 ൌ 
0 kଵሺsሻ 0

െkଶሺsሻ 0 െkଵሺsሻ
0 kଶሺsሻ 0

 
Tሺsሻ
Nሺsሻ
Bሺsሻ

 

 
Frenet denklemlerinde 
 〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bሺsሻ, Bሺsሻ〉 =〈Tሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉= 0, 

  〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 

şartlarını sağlayan eğriye Cartan null eğri denir (Duggal ve Jin 2007). 

 
Teorem 3.2.1. , IRଵ

ଷ de bir Cartan null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ de  nın  Frenet çatısı 

olsun. kଵሺsሻ ൌ 1 için Frenet denklemleri 

 T'(s) = N(s), 

 N'(s) = െkଶ(s)T(s) – B(s), 

 B'(s) = kଶ(s)N(s) 

dir (Ovalıoğlu ve İyigün 2018). 
 
İspat: T'(s) = kଵሺsሻN(s), 
 N'(s) = െkଶ(s)T(s) – kଵሺsሻB(s), 

 B'(s) = kଶ(s)N(s) 

denklemlerinde kଵሺsሻ ൌ 1 için  

 T'(s) = N(s), 

 N'(s) = െkଶ(s)T(s) – B(s), 

 B'(s) = kଶ(s)N(s) 

olduğu açıkça görülmektedir. 
 
Sonuç 3.2.2. kଵ(s) = 1 için Cartan null eğrinin Frenet denklemleri sadece k2(s) ikinci 

Frenet eğriliğine sahiptir (Ovalıoğlu ve İyigün 2018). 

 
Teorem 3.2.3. IRଵ

ଷ de  bir Cartan null eğri ve eğrinin Frenet çatısı ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ 

olmak üzere aşağıdaki eşitlikler mevcuttur: 

 〈T′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 = 〈N′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0, 

  〈B′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ െ〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉, 
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  〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ െ〈Bᇱሺsሻ, Nሺsሻ〉 (Ovalıoğlu ve İyigün 2018). 

 
Teorem 3.2.4. IRଵ

ଷ de  Cartan null eğrisinin birinci ve ikinci Frenet eğrilikleri  

 kଵ(s) = 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉, 

 kଶ(s) = 〈B′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 

dir (Ovalıoğlu ve İyigün 2018). 

 

İspat: Teorem 3.2.1 deki denklemler yerlerine yazıldığında kଵ(s) = 1 için ispatlar elde 

edilir. 

 
Teorem 3.2.5. IRଵ

ଷ de bir  Cartan null eğrisinin teğet, normal ve binormal vektörleri 

arasında aşağıdaki ilişkiler vardır. 

 〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈N′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 0, 

  〈N′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱᇱሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1, 

  〈T′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈B′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉, 

  〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ െ2kଶሺsሻ , 

  〈B′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ െkଶ
ଶሺsሻ 

dir (Ovalıoğlu ve İyigün 2018). 

 

İspat: Teorem 3.1.3 deki denklemlerin türevleri alındığında ispatlar açıkça 

görülmektedir.  

 
Teorem 3.2.6. , IRଵ

ଷ de bir Cartan null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ eğrinin Frenet çatısı 

olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğrisi yoktur (Ovalıoğlu ve İyigün 

2018). 

 
İspat: (s) = (s)  T(s) + (s) N(s) eğrisinde eşitliğin her iki tarafında s parametresine 

göre türev alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) 

elde edilir. 

 ′(s) = T(s) olmak üzere Teorem 3.2.1. deki T′(s), N′(s) ve B′ሺsሻ için 
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T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)N(s) + (s)ሾെkଶሺsሻTሺsሻ െ Bሺsሻሿ 

⟹T(s) = ሾ′ሺsሻ െ kଶሺsሻሺsሻሿT(s) + ሾሺsሻ  ′ሺsሻሿN(s) - (s)B(s) 

olmak üzere, 

 ቐ
ᇱሺsሻ െ kଶሺsሻሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0,
െ ሺsሻ  ൌ 0

 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözüldüğünde  (s) = 0 ve ′ሺsሻ = 0 dır.  

Eğer ′ሺsሻ = 0 ise ሺsሻ ൌ 0 olur. Bu değerler için 

  ᇱሺsሻ െ kଶሺsሻሺsሻ ൌ 1  

denklemi sağlanmaz. Böylece ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğri mevcut değildir. 

 
Teorem 3.2.7. , IRଵ

ଷ de bir Cartan null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ eğrinin Frenet çatısı 

olmak üzere bu çatının ሼTሺsሻ, Bሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğrisi  

(s) = (s+c)T(s) + dB(s) 

dir. Burada ikinci Frenet eğriliği kଶ(s) =െ
ሺୱାୡሻ

ୢ
 olup d sıfırdan farklı bir sabittir 

(Ovalıoğlu ve İyigün 2018). 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)B(s) 

eğrisinde s parametresine göre her iki tarafın türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)B(s) + (s)B′(s) 

bulunur. ′(s) = T(s) için ′(s) ifadesi 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)B(s) + (s)kଶሺsሻNሺsሻ 

⟹T(s) = ′ሺsሻTሺsሻ  + ሾሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻሿN(s) + ′(s)B(s) 

şeklini alır. Böylece 

 ቐ
ᇱሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0
′ሺsሻ  ൌ  0

, 

denklemleri çözülürse ᇱሺsሻ ൌ 1 ise ሺsሻ = s + c ve ′(s) = 0 ise (s) = d elde edilir. 

Burada c ve d birer sabittir. O zaman ሺsሻ = s + c ve (s) = d için ikinci Frenet eğriliğinin 

kଶ(s) =െ
ሺୱାୡሻ

ୢ
, (d≠0 sabit) olduğu görülür. Böylece,  

(s) = (s+c)T(s) + dB(s) 



   

 

15 
 

eğrisi ሼTሺsሻ, Bሺsሻሽ alt uzayında yatar. 
 
Teorem 3.2.8. IRଵ

ଷ de bir Cartan null eğri  ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ eğrinin Frenet çatısı 

olsun. Bu çatının ሼNሺsሻ, Bሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğrisi yoktur (Ovalıoğlu ve İyigün 

2018). 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)B(s) 

eğrisinin eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)B(s) + (s)B′(s) 

bulunur. ′(s) = T(s) olmak üzere N′(s) ve B′(s) değerleri yerlerine yazılırsa 

T(s) = ′(s)N(s) + (s)ሾെkଶሺsሻTሺsሻ െ Bሺsሻሿ  + ′(s)B(s) + (s)kଶሺsሻNሺsሻ 

⟹T(s) = ᇱሺsሻNሺsሻ  െkଶሺsሻሺsሻTሺsሻ- ሺsሻBሺsሻ  ᇱሺsሻBሺsሻ  kଶሺsሻሺsሻNሺsሻ  

⟹T(s) = ሾᇱሺsሻ  kଶሺsሻሺsሻሿNሺsሻെ kଶሺsሻሺsሻTሺsሻ+ ሾെሺsሻ  ′ሺsሻሿBሺsሻ 

eşitliği elde edilir. Böylece 

 ቐ
െ kଶሺsሻሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ  kଶሺsሻሺsሻ ൌ 0
െሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0

, 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözülürse െ kଶሺsሻሺsሻ ൌ 1 denklemi 

sağlanmadığından ሼNሺsሻ, Bሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğri mevcut değildir. 
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3.3 𝐈𝐑𝟏
𝟑  de Null Eğri 

 
 ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ Frenet çatısında 

 〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bሺsሻ, Bሺsሻ〉 =〈Tሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉= 0 

ve 

  〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 1 

şartlarında tanımlı olan Null eğrinin Frenet denklemleri 

  
Tᇱሺsሻ
Nᇱሺsሻ
Bᇱሺsሻ

 ൌ 
0 kଵሺsሻ 0

kଶሺsሻ 0 െkଵሺsሻ
0 െkଶሺsሻ 0

 
Tሺsሻ
Nሺsሻ
Bሺsሻ

     

için 

  T'(s) = kଵ(s)N(s) 

 N'(s) = kଶ(s)T(s) - kଵ(s)B(s) 

 B'(s) = െkଶ(s)N(s) 

şeklinde tanımlanmıştır. (Duggal ve Jin 2007). 
 
Teorem 3.3.1. , IRଵ

ଷ de bir Null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ  nın  Frenet çatısı olmak 

üzere   k1(s) = 1 için Frenet denklemleri;  

 T′(s) = N(s), 

 N'(s) = kଶ(s)T(s) - B(s), 

 B'(s) = െkଶ(s)N(s) 

dir (İyigün 2019). 
 
İspat: Teoremin ispatı aşikardır. 
 
Sonuç 3.3.2. kଵ(s) = 1 için Null eğrinin Frenet denklemleri sadece kଶ(s) ikinci Frenet 

eğriliğine sahiptir. 

 
Teorem 3.3.3. IRଵ

ଷ de  bir Null eğri ve  nın Frenet çatısı ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bሺsሻሽ olsun. O 

zaman aşağıdaki eşitlikler mevcuttur: 

〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈T′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 = 〈N′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈B′ሺsሻ, Tሺsሻ〉= 〈B′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 0, 

  〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1, 

 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶ(s), 

 〈B′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 = െkଶ(s), 

  〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 1 (İyigün 2019). 
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İspat: Null eğrinin Frenet denklemleri yerlerine yazıldığında 

  〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 

 〈Nሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 0 

 〈T′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 0 

 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 1 

 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈kଶሺsሻTሺsሻ െ Bሺsሻ,   Bሺsሻ〉 

   ൌ kଶሺsሻ〈Tሺsሻ, Bሺsሻ〉 െ 〈Bሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ 

 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ 

 〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈kଶሺsሻTሺsሻ െ Bሺsሻ,   Tሺsሻ〉 

   ൌ kଶሺsሻ〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 െ 〈Bሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1 

 〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1 

elde edilir. Diğer denklemlerin ispatları da benzer şekilde yapılır. 

 
Teorem 3.3.4. IRଵ

ଷ de  bir Null eğri olsun. Birinci ve ikinci Frenet eğrilikleri 

 kଵ(s) = 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉  

ve 

 kଶ(s) = 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 

şeklindedir. 

 
İspat: Teorem 3.3.3 ün ispatında görüldüğü üzere 

  〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 1 ൌ kଵሺsሻ 

ve 

 〈N′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ 

dir. 
 
Teorem 3.3.5. IRଵ

ଷ de bir Null eğrisinin teğet, normal ve binormal vektörleri arasında 

aşağıdaki bağıntılar mevcuttur. 

  〈T′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈B′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 = k2(s), 

  〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1, 

 〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 2kଶ(s), 

 〈B′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 = െkଶ
ଶሺsሻ, 

  〈N′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 = 〈B′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉= 0 (İyigün 2019). 
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İspat: Teorem 3.3.3 deki eşitliklerin türevleri alınarak isenilenler açıkça görülmektedir. 

 
Teorem 3.3.6. IRଵ

ଷ de bir  Null eğrisi ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatmaz (İyigün 

2019). 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) için  

 T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)N(s) + (s)( kଶ(s)T(s) - B(s)) 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)N(s) +(s) kଶ(s)T(s) - (s)B(s) 

⟹T(s) = ሾ′ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻሿT(s) + ሾሺsሻ  ′ሺsሻሿN(s) - (s)B(s) 

eşitliği bulunur. Buradan 

  ቐ
ᇱሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0,
െ ሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri vardır. Bu denklemler çözülürse ሺsሻ ൌ 0 ise ′ሺsሻ ൌ 0 ve (s) = 0 elde 

edilir. ᇱሺsሻ = 0 birinci denklemde yerine yazıldığında denklemi sağlamadığı görülür. 

Dolayısıyla,  eğrisi ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽnin gerdiği alt uzayda yatmaz. 

 
Teorem 3.3.7. IRଵ

ଷ de bir  Null eğrisi ሼNሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatmaz. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)B(s) 

olsun. Eşitliğin her iki tarafında s parametresine göre türev alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)B(s) + (s)B′(s) 

elde edilir. Buradan ′(s) = T(s) için 

 T(s) = ′(s)N(s) + (s)ሾkଶሺsሻTሺsሻ െ Bሺsሻሿ+ ′(s)B(s) + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)N(s) + (s) kଶ(s)T(s) - (s)B(s)+ ′(s)B(s) - ሺsሻkଶሺsሻNሺsሻ 

⟹T(s) = ሾᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻሿNሺsሻ + (s) kଶ(s)T(s) + ሾെሺsሻ  ′ሺsሻሿBሺsሻ 

bulunur. Elde edilen 

  ቐ
ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0
െሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0

,  
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denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ ൌ ଵ

୩మሺୱሻ
 ise ᇱሺsሻ ൌ 0 olduğu görülür. Ayrıca 

െሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0 dan ሺsሻ ൌ 0 elde edilir. ሺsሻ ൌ 0 ise o zaman ′ሺsሻ ൌ 0 olur. Bulunan 

değerler en son denklemi sağlamaz. Böylece  nın ሼNሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda 

yatmadığı görülür. 

 
Teorem 3.3.8. IRଵ

ଷ deki  Null eğrisi ሼTሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatmaz. 
 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)B(s) olsun. Eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre 

türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)B(s) + (s)B′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere  

 T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)B(s) + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + ሾሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻሿN(s) + ′(s)B(s) 

eşitliğinden 

 ቐ
ᇱሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0
ᇱሺsሻ ൌ 0

, 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözülürse ᇱሺsሻ ൌ 0 ise  (s) = d1, (d1 sabit) ve 

ሺsሻ ൌ  kଶሺsሻ dଵ olur. Bu da ᇱሺsሻ ൌ 1 denklemini sağlamaz. Böylece , Null eğrisinin 

ሼTሺsሻ, Bሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatmadığı görülür. 
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3.4 𝐈𝐑𝟏
𝟑  deki Eğrilerin Sınıflandırılması 

 
Bu kısımda IRଵ

ଷ deki Pseudo Null, Cartan Null ve Null eğrilerin sınıflandırılması 

aşağıdaki tabloda verilmiştir. 

Eğri Alt uzay 
Yatıp 

Yatmadığı 

Pseudo Null 
Eğri 

{T(s), N(s)} Yatıyor 

{N(s), B(s)} Yatıyor 

{T(s), B(s)} Yatıyor 

Cartan Null 
Eğri 

{T(s), N(s)} Yatmıyor 
{N(s), B(s)} Yatmıyor 

{T(s), B(s)} Yatıyor 

Null Eğri 

{T(s), N(s)} Yatmıyor 

{N(s), B(s)} Yatmıyor 

{T(s), B(s)} Yatmıyor 
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4. 𝐈𝐑𝟏
𝟒  YARI-ÖKLİDYEN UZAYDA NULL EĞRİLER 

 
Bu bölümde IR୴

୬ ; Yarı-Öklidyen uzayında n=4, v=1 için oluşturulan uzaya 4-boyutlu 

Lorentz uzayı denir ve IRଵ
ସ = L4 ile gösterilir. Bu uzaydaki Lorentz iç-çarpımı  





4

2i
ii11 yxyxy x,  

şeklinde tanımlanır. Burada x = (xଵ, xଶ, xଷ, xସ), y = (yଵ, yଶ, yଷ, yସ) olarak alınmıştır. 

ሼT, N, Bଵ, Bଶሽ Frenet çatısında, T ye teğet, N ye normal B1 e birinci binormal, B2 ye de 

ikinci binormal vektör denir.  Burada ∀s ∈ IR için  

T(s) = '(s), Nሺsሻ ൌ ᇲᇲሺୱሻ

‖ᇲᇲሺୱሻ‖
 ve B(s) = T(s)N(s) 

dir. kଵ ile birinci Frenet eğriliği, kଶ ile ikinci Frenet eğriliği, kଷ ile üçüncü Frenet eğriliği 

ve Λ ile de Rଵ
ସ deki vektörel çarpım ifade edilmiştir. 
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4.1 𝐈𝐑𝟏
𝟒  de Pseudo Null Eğri 

 
ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ ሽ Frenet çatısında 

 〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ  〈Bଵሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 1, 

 〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ  〈Bଶሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈Tሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0 

ve 〈Nሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 1 

şartlarında tanımlı olan Rଵ
ସ deki Pseudo null eğri 

 

⎣
⎢
⎢
⎡

T′ሺsሻ
N′ሺsሻ
Bᇱ

ଵሺsሻ
Bᇱ

ଶሺsሻ⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ ൦

0
0
0

െkଵሺsሻ

kଵሺsሻ
0

kଷሺsሻ
0

0
kଶሺsሻ

0
െkଷሺsሻ

0
0

െkଶሺsሻ
0

൪ ൦

Tሺsሻ
Nሺsሻ
Bଵሺsሻ
Bଶሺsሻ

൪, 

 Tᇱሺsሻ ൌ  kଵሺsሻNሺsሻ 

 N′ሺsሻ  ൌ  kଶሺsሻBଵሺsሻ 

 Bᇱ
ଵሺsሻ ൌ kଷሺsሻNሺsሻ െ kଶሺsሻBଶሺsሻ 

 Bᇱ
ଶሺsሻ ൌ െkଵሺsሻTሺsሻെ kଷሺsሻBଵሺsሻ 

şeklinde tanımlanmıştır (Bonnor 1985 ve Walrave 1995). 

 
Teorem 4.1.1. , IRଵ

ସ de bir Pseudo null eğri ve eğrinin Frenet çatısı ሼTሺsሻ, Nሺsሻ,

Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ ሽ olmak üzere aşağıdaki eşitlikler mevcuttur: 

〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 = 〈T′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈N′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱ
ଵሺsሻ, Tሺsሻ〉 = 〈Bᇱ

ଵሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱ
ଶሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱ

ଶሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈T′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ kଵሺsሻ, 

 〈N′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ, 

  〈Bᇱ
ଵሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ െkଶሺsሻ, 

  〈Bᇱ
ଵሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ kଷሺsሻ, 

 〈Bᇱ
ଶሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െkଵሺsሻ, 

 〈Bᇱ
ଶሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ െkଷሺsሻ. 

 
İspat: Tanımda verilen Pseudo null eğri denklemleri yerlerine yazıldığında ispatlar 

görülmektedir. 

 
Sonuç 4.1.2. kଵሺsሻ= 1 için  

 〈T′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 1 
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ve 

 〈Tሺsሻ, Bᇱ
ଶሺsሻ〉 ൌ -1 

olduğu görülür. 
 
Teorem 4.1.3. IRଵ

ସ de bir Pseudo null eğrisinin teğet, normal, birinci ve ikinci binormal 

vektörleri arasında aşağıdaki bağıntılar mevcuttur: 

〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 = 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈Bᇱᇱ
ଵሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈B′ᇱ

ଵሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 = 〈B′ᇱ
ଶሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈B′ᇱ

ଶሺsሻ, Bᇱ
ଵሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈T′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱᇱ
ଵሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ kଵሺsሻkଶሺsሻ , 

 〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ െkଶ
ଶሺsሻ, 

 〈N′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bᇱᇱ
ଶሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻkଷሺsሻ , 

  〈B′ᇱ
ଵሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 2kଶሺsሻkଷሺsሻ, 

 〈Bᇱᇱ
ଶሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ െሾkଵ

ଶሺsሻ  kଷ
ଶሺsሻሿ. 

 
İspat: Teorem 4.1.1 deki eşitliklerin türevleri alınıp Pseudo null eğri Frenet denklemleri 

yerlerine yazıldığında ispat görülmektedir. 

 
Sonuç 4.1.4. Eğer kଵሺsሻ= 1 alınırsa Teorem 4.1.3 den 

 〈T′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ 

ve 

 〈Bᇱᇱ
ଶሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ െ1 െ kଷ

ଶሺsሻ 

elde edilir. 
 
Teorem 4.1.5. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ bu eğrinin Frenet 

çatısı olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) = (s+d)T(s)െ ቀୱమ

ଶ
 sdቁN(s) 

dir. Burada d sıfırdan farklı bir sabittir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) 

olup ′(s) = T(s) için 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)N(s) + (s)ሾkଶሺsሻBଵሺsሻሿ 
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⟹T(s) = ′(s)T(s)ሾሺsሻ  ′ሺsሻሿN(s) + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ 

elde edilir. Böylece 

 ቐ
ᇱሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0
ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

,  

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözülürse ᇱሺsሻ ൌ 1 ise (s) = (s+d), (d ≠ 0 bir 

sabittir) ve 

   ሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0  (s+d) + ′(s) = 0  

ise 

 ሺsሻ ൌ െ ቀୱమ

ଶ
 sdቁ 

elde edilir. Böylece ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ alt uzayında yatan aradığımız eğri  

  (s) = (s+d)T(s)െ ቀୱమ

ଶ
 sdቁN(s) 

olarak bulunur. 

 
Teorem 4.1.6. IRଵ

ସ de , bir Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ  eğrinin Frenet 

çatısı olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) = (s+d)T(s)dଵBଵሺsሻ 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Bଵ(s) eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alındığında 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) 

elde edilir ve ′(s) = T(s) için 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)ሾkଷሺsሻNሺsሻ െ kଶሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)kଷሺsሻNሺsሻ - (s)kଶሺsሻBଶሺsሻ 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + ሾሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻሿN(s) + ′(s)Bଵ(s) - (s)kଶሺsሻBଶሺsሻ 

eşitliğinden elde edilen 

 

⎩
⎨

⎧
ᇱሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0,

െሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri çözüldüğünde (s) = (s+d), (d ≠ 0 bir sabit) ve ′ሺsሻ ൌ 0  (s) = dଵ  
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(dଵ ≠ 0 bir sabit) için  

ሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0 

ise 

(s+d) + dଵkଷሺsሻ = 0 

olup 

kଷሺsሻ = െ
ሺsdሻ

d1
, (dଵ ് 0ሻ 

bulunur. Böylece 

 -ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0 ise kଶሺsሻ ൌ 0  

elde edilir. O zaman 

(s) = (s+d)T(s)dଵBଵ(s) 

dir. 

 
Teorem 4.1.7. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ bu eğrinin Frenet 

çatısı ise bu çatının ሼTሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) = -Bଶ(s) 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Bଶ(s) eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alınırsa, 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere düzenlendiğinde 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)ሾെTሺsሻ െ kଷሺsሻBଵሺsሻሿ 

⟹T(s) = ሾ′ሺsሻ െ ሺsሻሿT(s) +(s)N(s) +′(s)Bଶ(s) - (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ 

den 

 

⎩
⎨

⎧
′ሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0,

െሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözülürse 

  ሺsሻ ൌ 0 ise ′ሺsሻ = 0  

dır ve 

   ′ሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1  (s) = -1  
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olup bu değerler denklemde yerine yazılırsa  

  kଷሺsሻ ൌ 0  

bulunur. Böylece aranılan eğri 

(s) = െBଶሺsሻ 

şeklindedir. 

 
Teorem 4.1.8. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ bu eğrinin Frenet 

çatısı olsun.  eğrisi bu çatının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻሽ tarafından gerdiği alt uzayda 

bulunmamaktadır. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଵ(s) olsun. Eşitliğin her iki tarafında s parametresine göre 

türevi 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) 

olarak elde edilir. Böylece ′(s) = T(s) için düzenlendiğinde 

T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ + ′(s)Bଵ(s) + (s)ሾkଷሺsሻNሺsሻ െ kଶሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ +′(s)Bଵ(s) + (s)kଷሺsሻNሺsሻ - (s)kଶሺsሻBଶሺsሻ  

olur. Eşitliğin sağ tarafında T(s) teğet vektörü olmadığından eşitlik gerçekleşmez ve 

böylece ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda bir eğri bulunamaz. 

 
Teorem 4.1.9. IRଵ

ସ deki   

(s) = (s+d)N(s)െBଶሺsሻ 

şartını sağlayan Pseudo null eğrisi ሼNሺsሻ, Bଶሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatar. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଶ(s) eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre türevi 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

olup ′(s) = T(s) için 

T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵ(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)ሾെTሺsሻ െ kଷሺsሻBଵሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵ(s) + ′(s)Bଶ(s) - (s)Tሺsሻ - (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ 

dir. Buradan 

 

⎩
⎨

⎧
െሺsሻ ൌ 1,
′ሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଶሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0
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denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ ൌ െ1 ise ′ሺsሻ ൌ 0 ve ′ሺsሻ ൌ 0 ise (s) = (s + d),  

(d ≠ 0 bir sabit) olup üçüncü denklem çözüldüğünde 

  ሺsሻkଶሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0 ise (s+d)kଶሺsሻ ൌ െ kଷሺsሻ  

olduğu görülür. Böylece ikinci Frenet eğriliği 

  kଶሺsሻ = െ
୩యሺୱሻ

ሺୱାୢሻ
 , (s  d ് 0ሻ 

şeklinde bulunur. O halde 

(s) = (s+d)N(s) െ Bଶ(s) 

elde edilir. 

 
Teorem 4.1.10. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ bu eğrinin Frenet 

çatısı olsun. Bu çatının ሼ Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan eğriler 

(s) = -Bଶ(s) 

veya 

(s) = d1Bଵ(s)െBଶ(s), (d1 ≠ 0 sabit) 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)Bଵ(s) + (s)Bଶ(s) eşitliğinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere 

T(s)=′(s) Bଵ(s)+(s)ሾkଷሺsሻNሺsሻ െ kଶሺsሻBଶሺsሻሿ+′(s)Bଶ(s)+(s)ሾെTሺsሻ െ kଷሺsሻBଵሺsሻሿ 

⟹T(s)=′(s)Bଵ(s)+(s)kଷሺsሻNሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻBଶሺsሻ ′(s)Bଶ(s)-(s)Tሺsሻ െ

ሺsሻkଷሺsሻ Bଵሺsሻ. 

Böylece 

 

⎩
⎨

⎧
െሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0
ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,

,

െሺsሻkଶሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözülürse ሺsሻ ൌ െ1 ise ′ሺsሻ ൌ 0 dır. Ayrıca 

ᇱሺsሻ ൌ െkଷሺsሻ olup ሺsሻ kଷሺsሻ ൌ 0 ve ሺsሻ kଶሺsሻ ൌ 0 bulunur. 

Eğer; 

i) ሺsሻ ൌ 0 olursa (s) = െ Bଶ(s) olur. 
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ii) kଷሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ ് 0 olduğu takdirde ᇱሺsሻ ൌ 0 olur, o zaman ሺsሻ ൌ dଵ, 

(d1 ≠ 0 sabit) ise kଶሺsሻ ൌ 0  olup 

(s) = dଵBଵ(s)െ Bଶ(s) 

elde edilir. 
 
Teorem 4.1.11. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğrisinin ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısının 

ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrileri 

(s) = (s+d)T(s) ቀെ ୱమ

ଶ
െ dଶ  dଵቁ N(s) 

veya 

(s) = (s+d)T(s)െ ቀെ ୱమ

ଶ
െ dଶ  dଵkଷሺsሻsቁ N(s) dଵBଵ(s) 

dır. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) + (s)Bଵ(s) eğrisinin her iki tarafında s parametresine 

göre türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) için 

T(s)=′(s)T(s)+(s)N(s)+′(s)N(s)+(s)kଶሺsሻBଵሺsሻ+′(s)Bଵ(s)+(s)ሾkଷሺsሻNሺsሻ െ

kଶሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s)=′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ + ′(s)Bଵ(s) + (s)kଷሺsሻNሺsሻ െ

ሺsሻkଶሺsሻBଶሺsሻ 

 

⎩
⎨

⎧
′ሺsሻ  ൌ 1,

ሺsሻ  ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଶሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0,

െሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözüldüğünde 

i) ሺsሻ ൌ 0 ise (s) = (s+d), ′(s) ൌ െ (s+d) ve ሺsሻ ൌ െ ቀୱమ

ଶ
െ dୱቁ+dଵ  

elde edilir. Böylece 

(s) = (s+d)T(s) ቀെ ୱమ

ଶ
െ dଶ  dଵቁ N(s) 

bulunur. Burada d, d1, d2 sıfırdan farklı sabitlerdir. 

ii) ሺsሻ ് 0 ve kଶሺsሻ ൌ 0 ise buradan ሺsሻ ൌ dଵ, ሺsሻ  ൌ (s+d), 

 ᇱሺsሻ ൌ െ(s+d)െ dଵkଷሺsሻ  
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elde edilir. Burada ሺsሻ ൌ െ ୱమ

ଶ
െ dଶ  dଵkଷሺsሻs olup 

(s) = (s+d)T(s) ቀെ ୱమ

ଶ
െ dଶ  dଵkଷሺsሻsቁ N(s) dଵBଵ(s) 

elde edilir. Burada d, d1, d2 sıfırdan farklı sabitlerdir. 

 
Teorem 4.1.12. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ bu eğrinin Frenet 

çatısı olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan eğri 

(s) = െ ୩యሺୱሻ 

୩మሺୱሻ
 T(s)

ሺୱାୢሻ ୩యሺୱሻ

୩మሺୱሻ
N(s)ሺs  dሻBଶ(s) 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) + (s)Bଶ(s) eğrisini alalım. Burada eşitliğin her iki 

tarafının s parametresine göre türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere T′(s), N′(s), Bଶ′(s) denklemleri yerlerine yazılırsa 

T(s) = ′(s)T(s) + ′(s)N(s) + ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ + ′(s)Bଶ(s) + (s)ሾെTሺsሻ െ

kଷሺsሻBଵሺsሻሿ  

ve elde edilen eşitlik düzenlendiğinde 

 

⎩
⎨

⎧
ᇱሺsሻ െ ሺsሻ  ൌ 1,
ሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଶሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri elde edilir. Bu denklemleri çözdüğümüzde 

 ሺsሻ ൌ ሺs  dሻ, ሺd ൌ sabitሻ 

ve 

  ሺsሻ ൌ
ሺୱାୢሻ ୩యሺୱሻ

୩మሺୱሻ
, ሺk2ሺsሻ ് 0) olmak üzere ᇱሺsሻ ൌ ୩యሺୱሻ 

୩మሺୱሻ
 ve ሺsሻ ൌ െ ୩యሺୱሻ 

୩మሺୱሻ
  

elde edilir. Bulunan bu denklemler  eğrisinin denkleminde yazıldığında 

(s) = െ
୩యሺୱሻ 

୩మሺୱሻ
T(s)

ሺୱାୢሻ୩యሺୱሻ

୩మሺୱሻ
N(s) ሺs  dሻBଶ(s) 

olur. 
 
Teorem 4.1.13. , IRଵ

ସ de Pseudo null eğri olsun. Frenet çatısının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt 

uzayında yatan eğrilerden biri 

(s) = dN(s)d ୩మሺୱሻ 

୩యሺୱሻ
Bଵሺsሻ  
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ve diğer eğri ise 

(s) = ቀ୩య
మሺୱሻ ୱమ

ଶ
െ dଵሺsሻቁ N(s) ሺെkଷሺsሻs  dଵሻBଵ(s) - Bଶ(s) 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଵ(s) + (s)Bଶ(s)  

eğrisinin s parametresine göre türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

 elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere Frenet vektör denklemleri yerine yazıldığında 

T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)ሾkଷሺsሻNሺsሻ െ kଶሺsሻBଶሺsሻሿ+ 

′(s)Bଶ(s) + (s)ሾെTሺsሻ െ kଷሺsሻBଵሺsሻሿ  

eşitlikleri bulunur. Elde edilen 

 

⎩
⎨

⎧
െሺsሻ  ൌ 1,

ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଶሺsሻ  ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0,

′ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri çözüldüğünde 

i) ሺsሻ ൌ 0 ve kଶሺsሻ ് 0  için (s) ൌ d, ሺd ൌ sabitሻ ve (s) = 
ୢ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
  

bulunur. 

ii) kଶሺsሻ ൌ 0 ve ᇱሺsሻ ് 0 ise ᇱሺsሻ ൌ െkଷሺsሻ ve ሺsሻ ൌ െkଷሺsሻs  dଵ olup  

ሺsሻ = 
୩య

మሺୱሻୱమ

ଶ
െ dଵሺsሻ 

bulunur. O zaman eğrimizin biri 

(s) = dN(s)d ୩మሺୱሻ 

୩యሺୱሻ
Bଵ(s) 

dir. Diğeri ise 

(s) = ቀ୩య
మሺୱሻୱమ

ଶ
െ dଵሺsሻቁ N(s) ሺെkଷሺsሻs  dଵሻBଵ(s) െ Bଶ(s) 

şeklinde elde edilir. 
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4.2 𝐈𝐑𝟏
𝟒  de Partially Null Eğri 

 
 ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısında   

  〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 1,  

  〈Bଵሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0,  

  〈Tሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0 

şartlarında 

 

⎣
⎢
⎢
⎡

T′ሺsሻ
N′ሺsሻ
Bᇱ

ଵሺsሻ
Bᇱ

ଶሺsሻ⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ ൦

0
െkଵሺsሻ

0
0

kଵሺsሻ
0
0

െkଶሺsሻ

0
kଶሺsሻ
kଷሺsሻ

0

0
0
0

െkଷሺsሻ

൪ ൦

Tሺsሻ
Nሺsሻ
Bଵሺsሻ
Bଶሺsሻ

൪ 

Frenet denklemlerini sağlayan eğriye Partially null eğri denir (Bonnor 1985 ve Walrave 

1995). 

 
Teorem 4.2.1. , IRଵ

ସ de bir Partially null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ  nın Frenet 

çatısı olmak üzere kଵሺsሻ ൌ 1 için Frenet denklemleri  

 T'(s) = N(s), 

 N'(s) = -T(s) + kଶሺsሻBଵሺsሻ, 

 Bଵ′(s)  = kଷሺsሻBଵሺsሻ, 

 Bଶ′(s)  = െkଶሺsሻNሺsሻ െ kଷሺsሻBଶሺsሻ 

şeklindedir. 

 
Teorem 4.2.2. ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısında ve IRଵ

ସ de bir Partially null eğri 

için aşağıdaki eşitlikler mevcuttur:  

 〈T′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 1, 

 〈T′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈T′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈T′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈N′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈Bଶ′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈N′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ = െ〈Bଶ′ሺsሻ, Nሺsሻ〉, 

 〈N′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ -1, 

 〈Bଵ′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ kଷሺsሻ ൌ െ〈Bଶ′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉. 

 
İspat: Teorem 4.2.1 deki Frenet denklemleri ispatı istenen denklemde yerlerine yazılır ve 

Partially null eğri tanımından da yararlanılarak ispat yapılır.  
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Teorem 4.2.3. i) Eğer kଷሺsሻ ൌ 0 ise 

 〈Bଵ′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈Bଶ′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0 

ve 

ii) kଶሺsሻ ൌ 0 için  

 〈N′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈Bଶ′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0 

dir. 

 
Teorem 4.2.4. IRଵ

ସ teki Partially null eğrisinin teğet, normal, birinci ve ikinci binormal 

vektörleri için  

 〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈Bଵ′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈T′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ, 

 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ െ1, 

 〈N′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ kଷሺsሻ, 

 〈Bଵ′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ kଷ
ଶሺsሻ, 

 〈Bଶ′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ െkଶ
ଶሺsሻ 

mevcuttur. 

 
İspat: Teorem 4.2.2 deki denklemlerin türevleri alınıp Frenet denklemleri yerlerine 

yazıldığında ispat tamamlanmış olur.  

 
Teorem 4.2.5. i) Eğer kଷሺsሻ ൌ 0 ise 

 〈N′′ሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0, 

 〈Bଵ′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0 

ve 

ii) kଶሺsሻ ൌ 0 ise 

  〈T′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 0  

  〈Nᇱᇱሺsሻ, Bሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0 

dir. 
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İspat: Teoremin ispatı aşikardır.  

 
Teorem 4.2.6. , IRଵ

ସ te bir Partially null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ eğrinin Frenet 

çatısı olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽnin gerdiği alt uzayında yatan  eğrisi 

(s) = (s+d)T(s) 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) eşitliğinde her iki tarafın s parametresine göre türevi 

alınırsa; 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) 

elde edilir. O zaman 

′(s) = T(s) olmak üzere Frenet vektörleri yerlerine yazılıp düzenlenirse 

 T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Nሺsሻ + (s)ሾെTሺsሻ  kଶሺsሻBଶሺsሻሿ 

 ⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Nሺsሻ െ (s)Tሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻBଶሺsሻ 

 ⟹T(s) = ሾ′ሺsሻ െ  ሺsሻሿT(s) +ሾሺsሻ  ′ሺsሻሿN(s) ሺsሻkଶሺsሻBଶሺsሻ 

 ቐ
′ሺsሻ െ ሺsሻ  ൌ 1,
ሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri bulunur. Elde edilen bu denklemler çözülürse ሺsሻ ൌ 0 ise ′ሺsሻ ൌ 0 ve 

′ሺsሻ  ൌ 0 ise (s) = (s+d), (d ≠ 0 bir sabit) dir. O zaman  

(s) = (s+d)T(s) 

dir. 

 
Teorem 4.2.7. IRଵ

ସ de  Partially null eğrisi ve eğrinin Frenet çatısı 

ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ olsun. Bu çatının ሼTሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğrisi 

yoktur. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Bଵሺsሻ eşitliğinde her iki tarafın s parametresine göre türevi 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ 

şeklindedir. ′(s) = T(s), T′(s) ve  Bଵ′ሺsሻ Frenet vektörleri için 

 T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ 

elde edilir. Buradan 
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  ቐ
′ሺsሻ  ൌ 1,
ሺsሻ ൌ 0,

ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0
  

denklemleri çözüldüğünde ′ሺsሻ  ൌ 1 ise ሺsሻ ൌ s  d olmalıdır. Fakat ሺsሻ ൌ 0 

olduğundan denklem sağlanmaz. Böylece Frenet çatısının ሼTሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında 

yatan bir eğrisi mevcut değildir. 

 
Teorem 4.2.8. , IRଵ

ସ de Partially null eğri olsun.  nın Frenet çatısı 

ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ olsun. Frenet çatısının ሼTሺsሻ, Bଶሺsሻሽ altuzayında yatan eğrisi 

(s) = (s+d)T(s)
ሺୱାୢሻ 

୩మሺୱሻ
B2ሺsሻ 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Bଶሺsሻ olsun. Eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre 

türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)Bଶ′ሺsሻ 

olup ′(s) = T(s) için T′(s) ve  Bଶ′ሺsሻ vektörleri yerlerine yazılırsa 

 T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻ െ kଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

 ⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ െ (s)kଶሺsሻNሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻ 

elde edilir. Buradan 

  ቐ
′ሺsሻ  ൌ 1,

ሺsሻ െ ሺsሻk2ሺsሻ ൌ 0
ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

, 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözüldüğünde 

′ሺsሻ  ൌ 1 ise ሺsሻ ൌ s  d, (d sıfırdan farklı sabit) değeri ikinci denklemde yerine 

yazılırsa 

 ሺsሻ ൌ ሺsdሻ 
k2ሺsሻ

, (kଶሺsሻ ് 0ሻ 

elde edilir. ሺsሻ değeri 3. denklemde yerine yazıldığında ise 

 ᇱሺsሻ ൌ kଷሺsሻ ሺୱାୢሻ

୩మሺୱሻ
   

 bulunur. O zaman ሼTሺsሻ, Bଶሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatan eğri 

(s) = (s+d)T(s)
ሺୱାୢሻ 

୩మሺୱሻ
B2ሺsሻ 

şeklindedir. 
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Teorem 4.2.9.  IRଵ

ସ de bir Partially null eğri  olsun. Eğrinin Frenet çatısı 

ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ için bu çatının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) =െN(s) ቀ୩మሺୱሻ 

୩యሺୱሻ
 ceି୩యሺୱሻୱቁ Bଵሺsሻ 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଵሺsሻ eğrisinin her iki tarafında s parametresine göre türevi 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ 

dir. ′(s) = T(s) şartında N′(s), Bଵ′ሺsሻ  Frenet vektörlerinin denklemleri yerlerine 

yazıldığında 

 T(s) = ′(s)N(s) + (s)ሾെTሺsሻ  kଶሺsሻBଵሺsሻሿ + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ 

 ⟹T(s) = ′(s)N(s) െ (s)Tሺsሻ + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ + ′(s)Bଵሺsሻ  (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ 

bulunup 

 ቐ
െሺsሻ  ൌ 1,
′ሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଶሺsሻ  ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0
 

denklemleri elde edilir. Burada ሺsሻ ൌ െ1 ve ′ሺsሻ ൌ 0 varolduğundan  

 ሺെ1ሻkଶሺsሻ  ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0  

⟹ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ kଶሺsሻ 

dir. Burada  

 e ୩యሺୱሻୢୱ ൌ e୩యሺୱሻୱ 

gözönüne alındığında 

 ሺsሻe୩యሺୱሻୱ= kଶሺsሻ e୩యሺୱሻୱ+c 

⟹ሺsሻ ൌ ቀ୩మሺୱሻ 

୩యሺୱሻ
e୩యሺୱሻୱ  cቁ eି୩యሺୱሻୱ 

⟹ሺsሻ ൌ ୩మሺୱሻ 

୩యሺୱሻ
 ceି୩యሺୱሻୱ, (c = sabit, kଷሺsሻ ് 0) 

elde edilir. Buradan bulunan değerler (s) = (s)N(s) + (s)Bଵሺsሻ eğrisinde yerine 

yazılırsa 

(s) =െN(s) ቀ୩మሺୱሻ 

୩యሺୱሻ
 ceି୩యሺୱሻ ୱቁ Bଵሺsሻ 

dir. 
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Teorem 4.2.10.  eğrisi  IRଵ
ସ de bir Partially null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ de 

eğrinin Frenet çatısı olsun. Frenet çatısının ሼNሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) =െN(s)൫ce୩యሺୱሻୢ൯Bଶሺsሻ 

dir. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଶሺsሻ olsun. Eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre 

türevi alındığında 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)Bଶ′ሺsሻ 

bulunur.  nın hız vektörü teğet vektörüne eşit olduğundan 

T(s) = ′(s)N(s) + (s)ሾെTሺsሻ  kଶሺsሻBଵሺsሻሿ + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻ െ

kଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s)=′(s)N(s)െሺsሻTሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻBଵሺsሻ  ′ሺsሻBଶሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻNሺsሻ െ

 ሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻ 

elde edilir. O zaman  

 

⎩
⎨

⎧
െሺsሻ  ൌ 1,

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,

′ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ ൌ െ1 ise ′ሺsሻ ൌ 0 ve kଶሺsሻ ൌ 0 dır. Üçüncü 

denklemden 

 ᇱሺsሻ ് 0 ise ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ  0  

olup 

 
ୢሺୱሻ 

ሺୱሻ
ൌ kଷሺsሻ d 

⟹lnሺsሻ ൌ kଷሺsሻ  lnc 

⟹ሺsሻ ൌ cek3ሺsሻs (c = sabit) 

elde edilir. Böylece 

(s) =െN(s)൫ce୩యሺୱሻୢ൯Bଶሺsሻ 

dir.  
 
Teorem 4.2.11.  IRଵ

ସ de  bir Partially null eğri olsun. ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet 

çatısının ሼBଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğrisi bulunmamaktadır. 

 
İspat: (s) = (s)Bଵሺsሻ + (s)Bଶሺsሻ eğrisinin s parametresine göre türevi alınırsa 
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′(s) = ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)Bଶ′ሺsሻ 

elde edilir. ′(s) = T(s) için  

T(s) = ′(s)Bଵሺsሻ + (s)ሾkଷሺsሻBଵሺsሻሿ + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻ െ kଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s)=′(s)Bଵሺsሻ  (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ ′(s)Bଶሺsሻ െ(s)kଶሺsሻNሺsሻ െ  ሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻ 

bulunur. Eşitliğin sağ tarafında T(s) ye karşılık gelen bir denklem bulunamadığından 

eşitlik gerçekleşemez. Dolayısıyla ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısının 

ሼBଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ nin alt uzayında yatan bir eğrisi bulunamaz. 

 
Teorem 4.2.12.   IRଵ

ସ te Partially null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ de  nın Frenet 

çatısı olsun. Frenet çatısının ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s)ൌ ሺdଵeୱ  cଶ eିୱሻT(s)ሺdଵeୱ െ dଶeିୱ െ 1ሻNሺsሻ  ቀെkଶሺsሻ ୢభ

ଵା୩యሺୱሻ
eୱ 

୩మሺୱሻୢమ

୩యሺୱሻିଵ
eିୱ  ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
 dଷe୩యሺୱሻୱቁ Bଵሺsሻ 

şeklindedir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) + (s)Bଵ(s)  

eğrisini alalım. Eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) 

elde edilir. T′(s), N′(s) ve Bଵ′ሺsሻ denklemleri yerlerine yazılırsa ve ′(s) = T(s) için 

T(s)=′(s)T(s)+(s)Nሺsሻ+′(s)Nሺsሻ-(s)T(s)+(s)kଶሺsሻBଵሺsሻ  ′ሺsሻB1ሺsሻ 

ሺsሻkଷሺsሻBଵሺsሻ 

eşitliğinden 

 ቐ
ᇱሺsሻ െ ሺsሻ  ൌ 1,
ሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଶሺsሻ  ′ሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0
 

denklemleri çözüldüğünde 

 ൜
′ᇱሺsሻ െ ′ሺsሻ  ൌ 0,
ሺsሻ ൌ െ′ሺsሻ

  

den 

 ′ᇱሺsሻ  ሺsሻ  ൌ 0 

için 

 ሺsሻ ൌ d1es  d2eെs 

ve 
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 ሺsሻ ൌ d1es െ d2ሺeെs െ 1ሻ 

olup 

 ᇱሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ ൌ  െkଶሺsሻሾdଵeୱ െ dଶሺeିୱ െ 1ሻሿ 

dir. e k3ሺsሻds ൌ ek3ሺsሻs olmak üzere 

 ሺsሻe୩యሺୱሻୱ ൌ െkଶሺsሻ  e୩యሺୱሻୱ ሺdଵeୱ െ dଶeିୱ െ 1ሻds  dଷ 

ൌ െkଶሺsሻ ൬dଵ
1

1  kଷሺsሻ
e൫ଵା୩యሺୱሻ൯ୱ െ dଶ

1
kଷሺsሻ െ 1

eሺ୩యሺୱሻିଵሻ ୱ െ
1

kଷሺsሻ
 e୩యሺୱሻୱ൰  dଷ 

ሺsሻ ൌ െkଶሺsሻ ୢభ

ଵା୩యሺୱሻ
 eୱ  ୩మሺୱሻୢమ

୩యሺୱሻିଵ
 eିୱ  ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
 dଷ e୩యሺୱሻୱ, (d1, d2, d3 birer sabittir) 

O zaman  eğrisi 

(s)ൌ ሺdଵeୱ  cଶeିୱሻTሺsሻ  ሺdଵeୱ െ dଶeିୱ െ 1ሻNሺsሻ  ቀെkଶሺsሻ ୢభ

ଵା୩యሺୱሻ
 eୱ 

୩మሺୱሻ ୢమ

୩యሺୱሻିଵ
eିୱ  ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
 dଷe୩యሺୱሻ ୱቁ Bଵሺsሻ, (d1, d2, d3 birer sabittir) 

dir. 

 
Teorem 4.2.13.  IRଵ

ସ te  Partially null eğri ve eğrinin Frenet çatısı 

ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ olsun. Frenet çatısının ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan 

eğrisi 

(s)ൌ ሺെcଶ cos s  cଵ sin sሻT(s)ሺcଶ sin s  cଵ cos s െ 1ሻNሺsሻ+൫cଷe୩యሺୱሻ ୱ൯Bଶሺsሻ 

veya 

(s)ൌ ሺെcଶ cos s  cଵ sin sሻT(s)ሺcଶ sin s  cଵ cos s െ 1ሻNሺsሻ+cଷBଶሺsሻ 

şeklindedir. Burada cଵ, cଶ,ve cଷ birer sabittir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)N(s) + (s)Bଶ(s) eğrisi alınsın. s parametresine göre her iki 

tarafın türevinden 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) ve T′ሺsሻ, N′ሺsሻ,  Bଶ′ሺsሻ için 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Nሺsሻ + (s)ሾെTሺsሻ  kଶሺsሻBଵሺsሻሿ  ′ሺsሻB2ሺsሻ 

ሺsሻሾെkଶሺsሻNሺsሻ െ kଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s) =ሾ′ሺsሻ െ  ሺsሻሿT(s) +ሾሺsሻ  ᇱሺsሻ െ ሺsሻ kଶሺsሻሿNሺsሻ + (s)kଶሺsሻBଵሺsሻ 

ൣ′ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ൧B2ሺsሻ 

ifadesinden 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ᇱሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1,
ሺsሻ  ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözüldüğünde 

i) kଶሺsሻ ൌ 0 kଷሺsሻ ് 0 ሺsሻ ് 0  olsun. O zaman 

 ሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0  

ve 

 ᇱሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1 

denklemlerinden 

 ሺsሻ ൌ cଶ sin s  cଵ cos s െ 1, 

 ሺsሻ ൌ െcଶ cos s  cଵ sin s 

elde edilir. Ayrıca 

 ᇱሺsሻ ൌ ሺsሻk3ሺsሻ 

denkleminden de  

 ሺsሻ ൌ cଷe୩యሺୱሻୱ, (cଵ, cଶ ve cଷ sbtሻ 

bulunur. Böylece 

(s)ൌ ሺെcଶ cos s  cଵ sin sሻT(s)ሺcଶ sin s  cଵ cos s െ 1ሻNሺsሻ+൫cଷe୩యሺୱሻ ୱ൯Bଶሺsሻ 

dir. 
 
ii) kଶሺsሻ ൌ 0, kଷሺsሻ ് 0 ve ሺsሻ ൌ 0  alınırsa, ᇱሺsሻ ൌ 1 ve ሺsሻ ൌ 0 olur bu bir 

çelişkidir.  

iii) kଶሺsሻ ് 0, kଷሺsሻ ൌ 0, ሺsሻ ൌ 0  olsun. O zaman 

 ᇱሺsሻ ൌ 1 ise ሺsሻ ൌ s  cଵ 

ve 

 ᇱሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ ൌ cଶ  

olur. O zaman 

 ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0 

denkleminde ሺsሻ ve ሺsሻ yerine yazılırsa s  cଵ െ cଶkଶሺsሻ ൌ 0 

olur. Bu da bir çelişkidir. 

iv) kଶሺsሻ ൌ 0, kଷሺsሻ ൌ 0 ve ሺsሻ ് 0  alınırsa, 

 ᇱሺsሻ െ ሺsሻ ൌ 1 

ve  
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  ሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0 

denklemlerinden 

 ሺsሻ ൌ െcଶ cos s  cଵ sin s, 

 ሺsሻ ൌ cଶ sin s  cଵ cos s െ 1, 

 ᇱሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ ൌ cଷ  

bulunur. Böylece  

(s)ൌ ሺെcଶ cos s  cଵ sin sሻT(s)ሺcଶ sin s  cଵ cos s െ 1ሻNሺsሻ+cଷBଶሺsሻ 

dir. 

v) kଶሺsሻ ് 0, kଷሺsሻ ് 0 ve ሺsሻ ൌ 0  alınırsa, 

 ᇱሺsሻ ൌ 1, 

 ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0, 

 ᇱሺsሻ െ ሺsሻk3ሺsሻ ൌ 0 

denklemlerinden 

 ሺsሻ ൌ s  cଵ 

ve 

 ሺsሻ ൌ ୱାୡభ

୩మሺୱሻ
 

olur. Fakat ሺsሻ üçüncü denklemi sağlamadığından çözümü yoktur. 

 
Teorem 4.2.14.  IRଵ

ସ te  bir Partially null eğri olsun. ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet 

çatısının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) = െ N(s) + cଷeି୩యሺୱሻୱBଵሺsሻ + cଶe୩యሺୱሻୱBଶ(s) 

veya 

(s) = െ N(s) + ሺ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
 cଵeି୩యሺୱሻୱሻBଵሺsሻ 

veya 

(s) = െ N(s) + ሺcଵeି୩యሺୱሻୱሻBଶሺsሻ 

şeklindedir. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଵሺsሻ + (s)Bଶ(s) eğrisinde s parametresine göre türev 

alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 
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elde edilir. ′(s) = T(s) ve N′(s),  Bଵ′ሺsሻ, Bଶ′(s) Frenet vektör denklemleri yerine 

yazıldığında 

T(s)=′(s)N(s)+(s)ሾെTሺsሻ  kଶሺsሻBଵሺsሻሿ+′(s) Bଵሺsሻ + (s)kଷሺsሻBଵሺsሻ  ′ሺsሻB2ሺsሻ െ

ሺsሻkଶሺsሻNሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻBଶ(s) 

⟹T(s)=െሺsሻT(s)+ሾ′ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻሿNሺsሻ+ሾሺsሻkଶሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻሿB1ሺsሻ 

ൣ′ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ൧B2ሺsሻ 

eşitliğinden aşağıdaki denklemler  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ െሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଶሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0,

′ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

 

elde edilir. Bu denklemler çözüldüğünde ሺsሻ ൌ െ1 ise ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0 dır. Bu 

denklemler kullanılarak 

 െkଶሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0  

ve 

 ᇱሺsሻ െ ሺsሻk3ሺsሻ ൌ 0 

deklemlerinde 

i) kଶሺsሻ ൌ 0 veya ሺsሻ ൌ 0 olur. Eğer kଶሺsሻ ൌ 0 ve ሺsሻ  ് 0 alırsak, 

 ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0, 

 ᇱሺsሻ െ ሺsሻk3ሺsሻ ൌ 0 

denklemleri çözülerek 

 ሺsሻ ൌ cଷeି୩యሺୱሻୱ,  

  ሺsሻ ൌ cଶe୩యሺୱሻୱ, 

  ሺsሻ ൌ െ1 

elde edilir. O halde (s) eğrisi 

(s) = െ N(s) + cଷeି୩యሺୱሻୱBଵሺsሻ + cଶe୩యሺୱሻୱBଶ(s) 

şeklindedir. 

 
ii) kଶሺsሻ ് 0 veya ሺsሻ  ൌ 0 alınırsa, 

 ሺsሻ ൌ െ1, 

 െkଶሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0 

denklemlerinden 
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 ሺsሻ ൌ ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
 cଵeି୩యሺୱሻୱ, 

 ሺsሻ ൌ 0, 

 ሺsሻ ൌ െ1 

bulunur. Böylece 

(s) = െ N(s) + ሺ୩మሺୱሻ

୩యሺୱሻ
 cଵeି୩యሺୱሻୱሻBଵሺsሻ 

dir. 

iii) ሺsሻ ൌ െ1, kଶሺsሻ ൌ 0 ve ሺsሻ  ൌ 0 alınırsa, 

  ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0 

denkleminden 

 ሺsሻ ൌ cଵeି୩యሺୱሻୱ, 

 ሺsሻ ൌ 0, 

 ሺsሻ ൌ െ1 

sonuçları elde edilir. O zaman 

(s) = െ N(s) + ሺcଵeି୩యሺୱሻୱሻBଶሺsሻ 

bulunur. 
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4.3 𝐈𝐑𝟏
𝟒  de Null Eğri 

 
 ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısında 

   〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 1, 

  〈Tሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Tሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈Nሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Nሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0 

 şartlarındaki Frenet denklemlerini 

 

⎣
⎢
⎢
⎡

T′ሺsሻ
N′ሺsሻ
Bᇱ

ଵሺsሻ
Bᇱ

ଶሺsሻ⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ ൦

0
kଶሺsሻ

0
െkଷሺsሻ

kଵሺsሻ
0

െkଶሺsሻ
0

0
െkଵሺsሻ

0
0

0
0

kଷሺsሻ
0

൪ ∙ ൦

Tሺsሻ
Nሺsሻ
Bଵሺsሻ
Bଶሺsሻ

൪ 

sağlayan eğriye Null eğri denir (Bonner1985 ve Walrave 1995). 

 
Teorem 4.3.1. , IRଵ

ସ de bir Null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ  nın Frenet çatısı 

olsun. kଵሺsሻ ൌ 1 için Frenet denklemleri  

 T'(s) = N(s), 

 N'(s) = െBଵሺsሻ  kଶሺsሻTሺsሻ, 

 Bଵ′(s) = െkଶሺsሻNሺsሻ+kଷሺsሻBଶሺsሻ, 

 Bଶ′(s) = െkଷሺsሻTሺsሻ 

şeklindedir. 
 
İspat: Frenet denklemleri Null eğri tanımından  

 T'(s) = kଵሺsሻN(s), 

 N'(s) = kଶሺsሻTሺsሻ െ kଵሺsሻBଵሺsሻ, 

 Bଵ′(s) = െkଶሺsሻNሺsሻ+kଷሺsሻBଶሺsሻ, 

 Bଶ′(s) = െkଷሺsሻTሺsሻ 

şeklindedir. kଵሺsሻ ൌ 1 için teorem elde edilmiş olur. 

 
Teorem 4.3.2. IRଵ

ସ te Null eğrisinin teğet, normal birinci ve ikinci binormal vektörleri 

arasında aşağıdaki eşitlikler mevcuttur.  

〈T′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈T′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈N′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈Bଵ′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈Bଶ′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 0, 

〈T′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ 〈Bଵ′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ kଶሺsሻ, 
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〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െkଵ
ଶሺsሻ, 

 〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 2 kଶሺsሻ kଵሺsሻ, 

 〈N′′ሺsሻ, Bଶሺsሻ〉 ൌ 〈Bଶ′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ െkଷሺsሻ, 

 〈Bଵ′′ሺsሻ, Bଵሺsሻ〉 ൌ െሺkଶ
ଶሺsሻ  kଷ

ଶሺsሻሻ 

dir. 
 
İspat : 〈T′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ 0  

her iki tarafın türevi alınırsa 

 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉  〈T′ሺsሻ, T′ሺsሻ〉 ൌ 0 

elde edilir. Frenet denklemleri yerine yazılırsa  

 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉  〈Nሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 0 

olup Null eğri tanımından 〈N′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 1 olduğundan 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1 olarak 

bulunur.  

Diğerlerinin ispatları da benzer şekilde görülür. 
 
Sonuç 4.3.3. kଵሺsሻ ൌ 1 için 

 〈T′′ሺsሻ, Tሺsሻ〉 ൌ െ1,  

 〈N′′ሺsሻ, Nሺsሻ〉 ൌ 2kଶሺsሻ 
dir. 

 
Teorem 4.3.4. , IRଵ

ସ de Null eğri olsun. ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ eğrinin Frenet 

çatısının ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽalt uzayında yatan bir eğrisi bulunmamaktadır. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Nሺsሻ olsun. Eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre 

türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Nሺsሻ + (s)N′ሺsሻ 

olur ve ′(s) = T(s) için  

T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Nሺsሻ + (s)ሾkଶሺsሻTሺsሻ െ  Bଵሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Nሺsሻ + (s)kଶሺsሻTሺsሻ െ(s)Bଵሺsሻ 

elde edilir. Buradan 

  ቐ
ᇱሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0,
െሺsሻ  ൌ 0

 

denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ  ൌ 0 ise ′ሺsሻ ൌ 0 ve ሺsሻ ൌ 0 bulunur. Bu da 
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 ᇱሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1 eşitliğini sağlamaz. O zaman ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet 

çatısının ሼTሺsሻ, Nሺsሻሽ alt uzayında yatan bir eğrisi yoktur. 

  
Teorem 4.3.5.  IRଵ

ସ te  bir Null eğri olsun Eğrinin ሼTሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayda yatan eğrisi 

(s)ൌ ሺs  dሻT(s)+dଵBଵሺsሻ 

dir. Burada d ve d1 sıfırdan farklı sabitlerdir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Bଵሺsሻ eğrisinde her iki tarafının s parametresine göre türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)N(s) + ′(s) Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ 

elde edilir. ′(s) = T(s) olmak üzere  

T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ  ′(s)Bଵሺsሻ + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻ  kଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s)=′ሺsሻT(s)+(s)Nሺsሻ  ᇱሺsሻBଵሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻNሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻ   

ve  

 

⎩
⎨

⎧
′ሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözüldüğünde 

′ሺsሻ ൌ 1 ise ሺsሻ ൌ s  d, (d ≠ 0 sabit) 

ve 

′ሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ ൌ dଵ, (d1 ≠ 0 sabit) 

dir. Bu elde edilenler ikinci denklemde yerine yazılırsa kଶሺsሻ ൌ
ሺୱାୢሻ

ୢభ
  

bulunur ve ሺsሻ ൌ dଵ için kଷሺsሻ ൌ 0 olduğu görülür. O zaman ሼTሺsሻ, Bଵሺsሻሽ nin gerdiği 

alt uzayda yatan eğri 

(s)ൌ ሺs  dሻT(s)+dଵBଵሺsሻ 

şeklindedir. 

 
Teorem 4.3.6.  IRଵ

ସ deki  null eğrisi ሼTሺsሻ, Bଶሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayda yatıyorsa o 

zaman eğri 

(s) = െ 1 
k3ሺsሻ

Bଶሺsሻ 

dir. 
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İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Bଶሺsሻ eğrisinde s parametresine göre her iki tarafın türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)Bଶ′ሺsሻ 

elde edilir. ′(s) = T(s) için T′(s) ve  Bଶ′ሺsሻ Frenet denklemleri yerlerine yazılırsa 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ - (s)kଷሺsሻTሺsሻ 

bulunur. Böylece 

  ቐ
′ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ ൌ 0,
ᇱሺsሻ ൌ 0

  

denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ ൌ െ 1 
k3ሺsሻ

 elde edilir. O zaman  eğrisi 

(s) = െ 1 
k3ሺsሻ

Bଶሺsሻ 

şeklindedir. 
 
Teorem 4.3.7. IRଵ

ସ de  Null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ  nın Frenet çatısı olsun. 

O zaman Frenet çatısının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi yoktur. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s) Bଵሺsሻ  

eğrisinde s parametresine göre türev alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ 

elde edilir. ′(s) = T(s) için N′(s) ve  Bଵ′ሺsሻ denklemleri ′(s) de yerlerine yazıldığında 

T(s)=′(s)N(s)+(s)ሾkଶሺsሻTሺsሻ െ Bଵሺsሻሿ+′(s)Bଵሺsሻ+(s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻ  kଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s)=′(s)N(s)+(s)kଶሺsሻTሺsሻ െ ሺsሻBଵሺsሻ  ′ሺsሻBଵሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻNሺsሻ 

ሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻ 

 ⟹

⎩
⎨

⎧
ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
െሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözüldüğünde kଶሺsሻ ് 0 için  ሺsሻ ൌ 1 
k2ሺsሻ

  

ise ′ሺsሻ ൌ 0 dır. Bunlar yardımıyla üçüncü denklemden  

 ′ሺsሻ ൌ  ଵ 

୩మሺୱሻ
 ve ሺsሻ ൌ  ଵ 

୩మሺୱሻ
 d 
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bulunur. Fakat ikinci denklemden kଶሺsሻ ൌ 0 bulunuyor. O zaman kଶሺsሻ ് 0 kabulumuz 

ile çelişiriz. 

Böylece Frenet çatısının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan  eğrisi bulunmamaktadır.  

 
Teorem 4.3.8. , IRଵ

ସ de bir Null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ de  nın Frenet çatısı 

olsun. Bu çatının ሼNሺsሻ, Bଶሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 

(s) =െ 1 
k3ሺsሻ

Bଶሺsሻ 

dir (kଷሺsሻ  ് 0ሻ. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଶሺsሻ olsun. Eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre 

türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)Bଶ′ሺsሻ 

bulunur. ′(s) = T(s) olmak üzere N′(s) ve  Bଶ′ሺsሻ Frenet denklemleri ′(s) de yerlerine 

yazıldığında 

T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻTሺsሻ െ (s)Bଵሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)ሾെkଷሺsሻTሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)N(s) + (s)kଶሺsሻTሺsሻ െ (s)Bଵሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ - (s)kଷሺsሻTሺsሻ 

elde edilir. Böylece 

  

⎩
⎨

⎧
ሺsሻkଶሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 1,

′ሺsሻ ൌ 0,
െሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ ൌ 0 ve ′ሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ  ൌ d, (d ≠ 0 sabit) bulunur. 

Bulunan  bu değerler ilk denklemde yerine yazıldığında 

ሺsሻ ൌ െ
1 

kଷሺsሻ
 

elde edilir. O zaman Null eğri 

(s) =െ ଵ 

୩యሺୱሻ
Bଶሺsሻ 

dir. 

 
Teorem 4.3.9.  IRଵ

ସ teki  Null eğrisinin ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısındaki 

ሼ Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ nin gerdiği alt uzayında yatan eğrisi 

(s) =dBଵሺsሻ െ ଵ 

୩యሺୱሻ
Bଶሺsሻ 
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veya 

(s) =െ 1 
k3ሺsሻ

Bଶሺsሻ 

dir (kଷሺsሻ  ് 0ሻ. 

 
İspat: (s) = (s)Bଵሺsሻ + (s)Bଶሺsሻ eğrisinin her iki tarafında s parametresine göre türevi 

alınırsa 

′(s) = ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ + (s)Bଶ′ሺsሻ 

olup ′(s) = T(s) için  Bଵ′ሺsሻ ve  Bଶ′ሺsሻ denklemleri yerlerine yazıldığında ve 

düzenlendiğinde 

T(s) = ′(s)Bଵሺsሻ + (s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻሿ+′(s)Bଶሺsሻ+(s)ሾെkଷሺsሻTሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)Bଵሺsሻ - (s)kଶሺsሻNሺsሻ  (s)kଷሺsሻBଶሺsሻ + ′(s)Bଶሺsሻ - (s)kଷሺsሻTሺsሻ 

elde edilir. Böylece; 

  

⎩
⎨

⎧
െሺsሻkଷሺsሻ ൌ 1,

′ሺsሻ ൌ 0,
െሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0

 

bu denklemler çözüldüğünde 

i) kଶሺsሻ ൌ 0 ise ሺsሻ ൌ d, (d ≠ 0 sabit) ve ሺsሻ ൌ െ 1 
k3ሺsሻ

  

dir. O zaman aranılan eğriden birisi 

(s) =dBଵሺsሻ െ 1 
k3ሺsሻ

Bଶሺsሻ 

olur. 

ii) kଶሺsሻ ് 0 ise ሺsሻ ൌ 0 ve ሺsሻ ൌ െ ଵ 

୩యሺୱሻ
, (kଷሺsሻ ് 0 sabit) bulunur. 

O zaman aranılan diğer eğri de 

(s) =െ ଵ 

୩యሺୱሻ
Bଶሺsሻ 

dir. 

 
Teorem 4.3.10.  IRଵ

ସ deki  eğrisinin ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ Frenet çatısının 

ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻሽ alt uzayında yatan eğrisi 
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ሺsሻ ൌ ቀ
s
2

 cଵ  cଶeඥଶ ୩మሺୱሻ ୱ  cଷeିඥଶ ୩మሺୱሻ ୱቁ Tሺsሻ

 ቈെ
1

2kଶሺsሻඥkଶሺsሻ
ቀെඥkଶሺsሻ  2√2cଶkଶሺsሻeඥଶ ୩మሺୱሻ ୱ

െ 2cଷeିඥଶ ୩మሺୱሻ ୱቁ Nሺsሻ  ቀ
s
2

 cଵ  cଶeඥଶ ୩మሺୱሻ ୱ  cଷeିඥଶ ୩మሺୱሻ ୱቁ Bଵሺsሻ 

dir. Burada cଵ, cଶ, cଷ sıfırdan farklı sabitlerdir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Nሺsሻ + (s)Bଵ(s) olsun. Eşitliğin her iki tarafının s 

parametresine göre türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Nሺsሻ + (s)N′ሺsሻ + ′(s)Bଵ(s) + (s)Bଵ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) ve T′ሺsሻ, N′ሺsሻ, Bଵ′ሺsሻ Frenet denklemleri ′(s) de yerlerine 

yazıldığında 

T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ   ′ሺsሻNሺsሻ + (s)ሾkଶሺsሻTሺsሻ െ  Bଵሺsሻሿ  ᇱሺsሻBଵሺsሻ 

ሺsሻሾെkଶሺsሻNሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻሿ 

⟹T(s) = ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ   ′ሺsሻNሺsሻ + (s)kଶሺsሻTሺsሻ െ ሺsሻBଵሺsሻ 

′ሺsሻB1ሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻNሺsሻ  ሺsሻkଷሺsሻB2ሺsሻ 

olup 

 

⎩
⎨

⎧
′ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1,

ሺsሻ  ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
െሺsሻ′ሺsሻ ൌ 0,
ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözüldüğünde 

i) ሺsሻ ൌ 0 ve kଷሺsሻ ് 0 ise ሺsሻ ൌ 0 ve (s) = 0 

olur bu değerler ile 

′ሺsሻ  ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1 

denklemi sağlanmaz. 

ii) ሺsሻ ് 0 ve kଷሺsሻ ൌ 0 ise o zaman  

 (s) = 
ୱ

ଶ
 cଵ  cଶeඥଶ ୩మሺୱሻ ୱ  cଷeିඥଶ ୩మሺୱሻ ୱ, 

  ሺsሻ ൌ െ ଵ

ଶ ୩మሺୱሻඥ୩మሺୱሻ
ቀെඥkଶሺsሻ  2√2cଶkଶሺsሻeඥଶ ୩మሺୱሻ ୱ െ

2√2cଷkଶሺsሻeିඥଶ ୩మሺୱሻ ୱቁ 

ve  
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  ሺsሻ ൌ െ 1
2 k2ሺsሻ

ቀെs െ 2c1  2c2eඥ2 k2ሺsሻ s െ 2c3eെඥ2 k2ሺsሻ sቁ 

olarak bulunur. Böylece aranılan ሺsሻ eğrisi  

ሺsሻ ൌ ቀ
s
2

 c1  c2eඥ2 k2ሺsሻ s  c3eെඥ2 k2ሺsሻ sቁ Tሺsሻ

 ቈെ
1

2k2ሺsሻඥk2ሺsሻ
ቀെඥk2ሺsሻ  2ඥ2c2k2ሺsሻeඥ2 k2ሺsሻ s

െ 2c3eെඥ2 k2ሺsሻ sቁ Nሺsሻ

 ቀ
s
2

 c1  c2eඥ2 k2ሺsሻ s  c3eെඥ2 k2ሺsሻ sቁ Bଵሺsሻ 

şeklindedir. 

 
Teorem 4.3.11.  IRଵ

ସ de bir Null eğri  olsun.  nın Frenet çatısının ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଶሺsሻሽ 

gerdiği alt uzayında yatan eğrisi 

(s) = dଵBଶሺsሻ 

dir. Burada d1 sıfırdan farklı bir sabittir. 

 
İspat: (s) = (s)T(s) + (s)Nሺsሻ + (s)Bଶ(s) olsun. Eşitliğin her iki tarafının s 

parametresine göre türevi alınırsa 

′(s) = ′(s)T(s) + (s)T′(s) + ′(s)Nሺsሻ + (s)N′ሺsሻ + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) ve N′ሺsሻ, Bଶ′ሺsሻ denklemleri ′(s) de yerine yazıldığında 

T(s)= ′ሺsሻTሺsሻ  ሺsሻNሺsሻ   ′ሺsሻNሺsሻ  ሺsሻሾkଶሺsሻTሺsሻ െ Bଵሺsሻሿ  ′ሺsሻB2ሺsሻ 

ሺsሻሾെkଷሺsሻTሺsሻሿ 

⟹T(s)= ′(s)T(s) + (s)Nሺsሻ   ᇱሺsሻNሺsሻ + (s)kଶሺsሻTሺsሻ െ ሺsሻBଵሺsሻ  ′ሺsሻB2ሺsሻ െ

ሺsሻkଷሺsሻTሺsሻ 

bulunur ve 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ   ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 1,
ሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻ ൌ 0,
′ሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri çözüldüğünde ሺsሻ ൌ 0 ise (s) = 0 olur ve dolayısıyla ᇱሺsሻ ൌ 0 dır. 

Birinci denklemden ሺsሻ ൌ െ 1 
k3ሺsሻ

, (kଷሺsሻ ് 0) elde edilir. O zaman  
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(s) =െ
ଵ 

୩యሺୱሻ
B2(s) 

dir. Böylece (s) Null eğrisi bulunur. 

 
Teorem 4.3.12. , IRଵ

ସ te bir Null eğri ve ሼTሺsሻ, Nሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ,  eğrisinin Frenet 

çatısı olsun. Frenet çatısının ሼNሺsሻ, Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻሽ gerdiği alt uzayında yatan eğri 

ሺsሻ ൌ ቀcଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ  cଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱቁ Nሺsሻ

 െ
kଶሺsሻඥkଶሺsሻ ቀcଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ െ cଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱቁ

kଷ
ଶሺsሻ

 Bଵሺsሻ

 ൭
kଶሺsሻcଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ  kଶሺsሻcଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱ

kଷሺsሻ
െ

1
kଷሺsሻ

൱ Bଶሺsሻ 

dir. Burada kଷሺsሻ sıfırdan farklı bir sabittir. 

 
İspat: (s) = (s)N(s) + (s)Bଵሺsሻ + (s)Bଶ(s) eğrisinde her iki tarafın s ye göre türevi 

alındığında 

′(s) = ′(s)N(s) + (s)N′(s) + ′(s)Bଵሺsሻ + (s)Bଵ′ሺsሻ + ′(s)Bଶ(s) + (s)Bଶ′(s) 

elde edilir. ′(s) = T(s) için N′ሺsሻ, Bଵ′ሺsሻ, Bଶ′ሺsሻ Frenet denklemleri ′(s) de yerine 

yazılıp düzenlendiğinde 

T(s)=′(s)N(s)+(s)ሾkଶሺsሻTሺsሻ െ Bଵሺsሻሿ  ᇱሺsሻBଵሺsሻ+(s)ሾെkଶሺsሻNሺsሻ 

kଷሺsሻB2ሺsሻሿ  ′ሺsሻB2ሺsሻ  ሺsሻሾെkଷሺsሻTሺsሻሿ 

⟹T(s)=′(s)N(s)+(s)kଶሺsሻTሺsሻ െ ሺsሻBଵሺsሻ  ᇱሺsሻBଵሺsሻ-(s)kଶሺsሻNሺsሻ െ

ሺsሻkଷሺsሻBଶሺsሻ  ′ሺsሻB2ሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻTሺsሻ 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ሺsሻkଶሺsሻ െ ሺsሻkଷሺsሻ ൌ 1,

ᇱሺsሻ െ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0,
െሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0,

ሺsሻkଷሺsሻ  ′ሺsሻ ൌ 0

 

denklemleri bulunur. Bu denklemler çözüldüğünde െሺsሻ  ᇱሺsሻ ൌ 0 ve ᇱሺsሻ ൌ ሺsሻ 

bulunur. Ayrıca 

İkinci denklemin her iki tarafının da s parametresine göre türevi alınırsa 

 ᇱᇱሺsሻ ൌ ሺsሻkଶሺsሻ ൌ 0  

elde edilir. Bu değerler diğer denklemlerde yerlerine yazılırsa 

 (s) = cଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ  cଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱ, 
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  ሺsሻ ൌ െ
୩మሺୱሻඥ୩మሺୱሻ ቀୡభୣඥౡమሺ౩ሻ ౩ିୡమୣషඥౡమሺ౩ሻ ౩ቁ

୩య
మሺୱሻ

  

ve 

 ሺsሻ ൌ ୩మሺୱሻୡభୣඥౡమሺ౩ሻ ౩ା୩మሺୱሻୡమୣషඥౡమሺ౩ሻ ౩

୩యሺୱሻ
െ ଵ

୩యሺୱሻ
 

bulunur. Böylece aranılan IRଵ
ସ deki Null eğri 

ሺsሻ ൌ ቀcଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ  cଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱቁ Nሺsሻ

 െ
kଶሺsሻඥkଶሺsሻ ቀcଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ െ cଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱቁ

kଷ
ଶሺsሻ

 Bଵሺsሻ

 ൭
kଶሺsሻcଵeඥ୩మሺୱሻ ୱ  kଶሺsሻcଶeିඥ୩మሺୱሻ ୱ

kଷሺsሻ
െ

1
kଷሺsሻ

൱ Bଶሺsሻ 

şeklindedir. 
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4.4 𝐈𝐑𝟏
𝟒  deki Eğrilerin Sınıflandırılması 

 
Bu kısımda IRଵ

ସ deki Pseudo null, Partially null ve Null eğrilerin bir sınıflandırılması 

aşağıdaki tabloda verilmiştir. 

 

Eğri Alt uzay 
Yatıp 

Yatmadığı 

Pseudo Null Eğri

{T(s), N(s)} Yatıyor 

{T(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), N(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), N(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ} Yatıyor 

Partially Null 
Eğri 

{T(s), N(s)} Yatıyor 

{T(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ} Yatmıyor 

{T(s), N(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), N(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ} Yatıyor 

Null Eğri 

{T(s), N(s)} Yatmıyor 

{T(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), N(s), Bଵሺsሻ} Yatıyor 

{T(s), N(s), Bଶሺsሻ} Yatıyor 

{N(s), Bଵሺsሻ, Bଶሺsሻ} Yatıyor 
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5. SONUÇ 
 
Bu yüksek lisans tezinde Null eğrileri çalışacak araştırmacılar için temel bilgiler düzenli 

ve ispatları ile birlikte verilmeye çalışılmıştır. Ayrıca bu konularla ilgili araştırmalar 

yoğun olarak devam etmektedir. İleriki çalışmalarda bu konuda katkı sağlayacak yeni 

buluşlarda bulunmak hedeflenmektedir. Şimdilik bu çalışma bu konu ile ilgili merak 

edilenlere temel oluşturacak bilgileri içermektedir. 

Bu tezin diğer tezlerden ayrılan en büyük özelliği eğrilerin Frenet çatısının alt uzaylarında 

yatıp yatmadığına göre sınıflandırılmasının yapılmasıdır. 
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