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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

JAKOBI VE SIMON OPERATÖRLERİ YARDIMIYLA YÜZEYLERİN BİR 

KARAKTERİZASYONU  

 

 

Merve HARMANLI 

 

Bursa Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 
 

Bu tezin amacı Öklid uzaylarında rotasyon yüzeylerini Jakobi ve Simon operatörleri 

yardımıyla karakterize etmektir. 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 

İlk bölüm giriş bölümüdür.  

İkinci bölümde sonraki bölüm için gerekli olan temel kavramlar verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ℝ𝑛 deki zayıf biharmonik altmanifoldlar ile ilgili şu ana kadar yapılan 

hesaplamalar verilmiş ve Jakobi ortalama eğrilikli altmanifoldlar irdelenmiştir. 

Dördüncü bölümde sırasıyla ℝ3 deki rotasyon yüzeyleri, Delaunay yüzeyleri,  ℝ4 deki 

genel rotasyon yüzeyleri, 1. tip rotasyon yüzeyleri ve 2. tip rotasyon yüzeyleri ele 

alınmıştır. Bu yüzeylerin Jakobi ve Simon operatörleri hesaplanmıştır. Belirtilen 

yüzeylerin zayıf biharmonik olma koşulları incelenmiş bazı orijinal sonuçlar elde 

edilmiştir. Ayrıca bu sonuçları destekleyici bazı örnekler verilmiştir. 

Beşinci bölümde diğer bölümlerde elde edilen sonuçlar tartışılmış, sonuç ve öneriler dile 

getirilmiştir.  
 

Anahtar Kelimeler: Biharmonik altmanifold, Delaunay yüzeyi, Rotasyon yüzeyi, Simon 

operatörü, Zayıf biharmonik altmanifold. 
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ABSTRACT 

 

MSc Thesis 

 

A CHARACTERIZATION OF SURFACES WITH THEIR JACOBI AND SIMON 

OPERATORS 

 

Merve HARMANLI  

 

 Bursa Uludağ University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 

The aim of this thesis is to characterize the Euclidean rotational surfaces with their Jacobi 

and Simon operators. 

This thesis consists of 5 chapters. 

The first section is the introduction. 

Second chapter consist of some basic definitions which will be use in the other chapters. 

In the third chapter, calculations related to weak biharmonic submanifolds in ℝ𝑛 are given 

and the Jacobian mean curvature submanifolds are discussed. 

In the fourth chapter, rotation surfaces and Delaunay surfaces in ℝ3 are considered. 

Further, general rotation surfaces and rotation surfaces of 1. type and 2. type in ℝ4 are 

discussed. The Jacobi and Simon operators of them were investigated. The conditions of 

the specified surfaces to be weak biharmonic have been examined and some original 

results have been obtained. In addition, some examples supporting these results are given. 

In the fifth section, the results obtained in other sections are discussed and the results and 

suggestions are expressed. 

Key Words: Biharmonic submanifold, Delaunay surface, Rotation surface, Simon 

operator, Weak biharmonic submanifold.  

2020, vi+50 pages. 
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1. GİRİŞ 

 

𝑀, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak üzere 𝑥 ∶   𝑀 ⟶ ℝ𝑚 bir izometrik 

daldırma olsun. 𝑀 nin Laplası ∆, pozisyon vektörü 𝑥 ve ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗�  için 

∆𝑥 = −𝑛�⃗⃗�  Beltrami formülü geçerlidir. Bu eşitlikten 𝑀 nin minimal (yani �⃗⃗� = 0) olması 

için gerek ve yeter koşul ∆𝑥 = 0 olmasıdır. Diğer bir deyişle 𝑀 nin harmonik olmasıdır. 

Takahashi 1966 yılında yaptığı çalışmasında ∆𝑥 = 𝜆𝑥, 𝜆𝜖ℝ şartını sağlayan Öklidyen 

altmanifoldları ele almıştır (Takahashi 1966). Bu çalışmanın ışığında 𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1 + ⋯+

𝑥𝑘; ∆𝑥𝑖 = 𝜆𝑥𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝜆𝑖 ler farklı olması durumunda k-tipinde, bazı 𝜆𝑖 = 0 olması 

durumunda null k-tipinde altmanifold tanımı verilmiş ve bunlarla ilgili sonuçlar elde 

edilmiştir (Chen 1983, 1984). 𝑀 nin pozisyon vektörü ∆2𝑥 = 0 şartını sağlar ise 𝑀 ye 

biharmonik altmanifold adı verilir (Chen 1991). Bu eşitlik Beltrami formülü kullanılarak  

∆�⃗⃗� = 0                                                                                                                               (1.1) 

biçimine indirgenir. Böylece 𝑀 nin biharmonik olma şartı (1.1) denklemini sağlamasına 

bağlı olacaktır (Chen 1991). Aşikar olarak tüm minimal altmanifoldlar biharmoniktir. 

Biharmonik altmanifoldlar 1980’li yılların ortalarına doğru araştırmacıların sonlu tip 

altmanifoldlar ile ilgili çalışmalara başladıkları döneme rastlar. Bu çalışmalardan 

bağımsız olarak Jiang 1986 yılında bienerji fonksiyonunun Euler-Lagrange denklemi 

yardımıyla biharmonik altmanifoldlara farklı bir bakış açısı katmıştır. Bu dönemde Chen 

ve Jiang birbirinden bağımsız olarak ℝ3 deki biharmonik yüzeylerin minimal olmaları 

gerektiğini ispatlamışlardır (Jiang 1986, Chen 1991). Daha sonraki yıllarda Dimitric ℝ𝑚 

deki biharmonik eğrilerin doğru parçası (yani; minimal) olduğunu göstermiştir (Dimitric 

1992). ℝ𝑚 nin 𝑆𝑚−1hiperküresinde yatan biharmonik altmanifoldların bulunmadığı Chen 

tarafından gösterilmiştir (Chen 1991, 2015). ℝ𝑚 deki sonlu tip biharmonik altmanifoldlar 

minimaldir (Chen 2014). Bu çalışmaların yanı sıra 1991 yılında B.Y. Chen aşağıdaki 

varsayımı ortaya atmıştır (Chen 1991,1996, 2014 ve Maeta 2014a).  

Chen’in Varsayımı (Chen’s Conjecture): Öklid uzayındaki biharmonik altmanifoldlar 

minimaldir.  
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Bu varsayım Hasanis ve Vlachos tarafından ℝ4 deki hiper yüzeyler için ispatlanmıştır 

(Hasanis ve Vlaschos 1995). Daha sonra Fu, ℝ𝑚 deki iki farklı asli eğrilikli hiperyüzeyler 

için Chen’in varsayımının geçerli olduğunu ispatlamıştır (Fu 2013). Bununla birlikte 

Montaldo, Oniciuc ve Ratto ℝ𝑚 deki G-invaryant hiperyüzler için bu varsayımın geçerli 

olduğunu göstermişlerdir (Montaldo ve ark. 2016). Günümüzde hala Chen’in varsayımı 

popülerliğini korumaktadır. ℝ𝑚 nin biharmonik proper gömülmüş altmanifoldlarının 

minimal olduklarını ispatlamıştır (Akutagava ve Maeta 2013). Chen’in varsayımı yarı-

Riemann uzayındaki altmanifoldlar için geçerli değildir. Bu durum Chen ve Ishikawa 

tarafından ele alınmıştır (Chen ve Ishikawa 1991,1998). Anti-invaryant biharmonik 

altmanifoldlar da Arslan ve ark. tarafından çalışılmıştır (Arslan ve ark 2007). 

İki Riemann manifoldu arasında bir 𝑥 biharmonik dönüşümü bienerji fonksiyonelin bir 

kritik noktası olarak tanımlanır. Jiang türevlenebilir bir 𝑥 dönüşümünün bigerilim 

(bitension) alanı 𝜏2(𝑥) = 0 olması için gerek ve yeter koşulun 𝑥 nin biharmonik olması 

gerektiğini ispatladı (Jiang 1986). Daha sonra 2002 yılında Caddeo ve ark.  𝑥 = 𝑀 ⟶

 ℝ𝑚 izometrik daldırması için ∆�⃗⃗� = 0 olması için gerek ve yeter koşulun 𝜏2(𝑥) = 0 

olması gerektiğini gösterdiler (Caddeo ve ark. 2002). Eğer �⃗⃗�  yönündeki bir 𝜉 =
�⃗⃗� 

‖�⃗⃗� ‖
 birim 

normal vektör alanı 𝑇⊥𝑀 normal demeti içinde paralel ise 𝑀 ⊂ ℝ𝑚 altmanifolduna 

paralel normalleştirilebilir ortalama vektör alanına sahiptir denir. Diğer bir ifade ile  

𝐷�⃗⃗� = 0 dır (Chen 1980). Minimal olmayan her bir hiperyüzey paralel normalleştirilebilir 

ortalama vektör alanına sahiptir. Yakın zamanda ℝ𝑚 de normalleştirilmiş paralel 

ortalama eğrilikli biminimal altmanifoldlarının olmadığı ispatlanmıştır (Chen 2019).  

𝑀 ⊂ ℝ𝑚 altmanifoldunun {𝑒 1, 𝑒 2, … , 𝑒 𝑛} lokal çatı alanları için �⃗⃗�  nın Laplası 

∆�⃗⃗� = −∑ (
~

𝑒 𝑖

~

𝑒 𝑖
�⃗⃗� − 

~
∇
�⃗⃗� 𝑖

�⃗⃗� 𝑖

�⃗⃗� )𝑛
𝑖=1            (1.2) 

dır. Böylece Gauss ve ortalama eğrilikler yardımıyla 
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dır. Burada 𝐷, 𝑀 nin normal koneksiyonudur (Barros ve Gray 1997). Böylece 𝑀 nin 

biharmonik olması için gerek ve yeter koşul H  nın teğet ve normal bileşenleri  

(∆�⃗⃗� )
𝑇

= )()(
111
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iiei

         (1.4) 

(∆�⃗⃗� )  = ),(
1

iH

n

i

i

D eAehH 


                         (1.5) 

her ikisinin birden sıfıra eşit olmasıdır (Chen 1983). Harmonik ortalama eğrilik vektörüne 

sahip altmanifoldlar, diğer bir ifade ile biharmonik altmanifoldların bir genellemesi 

 ∆�⃗⃗� = 𝜆�⃗⃗� , 𝜆 ∈ ℝ                                                                                                             (1.6) 

şartını sağlayan altmanifoldlardır. Bu durumda M  nin ortalama eğrilik vektörü Laplas ın 

bir öz vektörüdür. Burada 𝜆 = 0 olması durumunda biharmoniklik şartı sağlanır. Eğer  

𝜆 ≠ 0 ise ya altmanifold 1-tipinde ya da null 2-tipindedir (Chen ve Ishikawa 1991). B. Y. 

Chen (1.6) şartını sağlayan Öklidyen altmanifoldları sadece 1-tipinde, null 2-tipinde ya 

da biharmonik olanlardan ibaret olduğunu göstermiştir (Chen 1988). 

𝑀 nin normal demet içindeki Laplası  

∆𝐷�⃗⃗� = −∑ (𝑛
𝑖=1 𝐷𝑒 𝑖

𝐷𝑒 𝑖
𝐻 − 𝐷∇

�⃗⃗� 𝑖
�⃗⃗� 𝑖
𝐻)                                                                                 (1.7)    

biçiminde tanımlanır. Eğer ∆𝐷�⃗⃗� = 0 ise 𝑀 ⊂ ℝ𝑚 ye harmonik ortalama eğrilikli 

altmanifold adı verilir (Barros ve Gray 1995). Bu tür altmanifoldlar zayıf biharmonik 

(weak biharmonic) olarak da adlandırılır (Kılıç ve ark. 2003). Aynı çalışmada ℝ𝑚 deki 

birim hızlı biharmonik eğrilerin bir sınıflandırılması verilmiştir. Bu eğrilerin; doğru, 

çember, cornu spirali veya küresel cornu spirali olduğu gösterilmiştir. Barros ve Gray’in 

bu sonucu daha sonraki yıllarda Kılıç ve ark. tarafından genelleştirilmiş olup 𝑁𝑚(𝑐) uzay 
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formundaki regüler eğrilerin biharmonik olma şartını sağlaması için bu eğrilerin 2-paralel 

(yani ∇̅2ℎ = 0) olmaları gerektiği sonucu elde edilmiştir (Kılıç ve ark. 2003). Aynı 

çalışmada yazarlar 𝑚 > 1 için ℝ𝑚 deki tüm 2-boyutlu ve 3-boyutlu 2-paralel 

altmanifoldların zayıf biharmonik olduklarını ve normal olarak düz (normally flat) olan 

tüm 𝑚 > 1 altmanifoldlarının zayıf biharmonik oldukları ispatlamışlardır. Bununla 

birlikte 𝑀 ⊂ ℝ𝑚 lokal Öklidyen altmanifoldların zayıf biharmonik olmaları için gerek 

ve yeter koşulun 𝑀 nin 2-paralel olması gerektiği varsayımına varılmıştır. 

Zayıf biharmonik altmanifoldlarının bir genellemesi 

 ∆𝐷�⃗⃗� + 𝜆�⃗⃗� = 0, 𝜆 ∈ ℝ                                                                                                     (1.8)  

şartını sağlayan altmanifoldlardır. Bu şartı sağlayan altmanifoldlara harmonik 1- tipinde 

denir (Kılıç ve Arslan 2008). Tanımdan da anlaşıldığı üzere tüm minimal altmanifoldlar 

ve zayıf biharmonik altmanifoldlar harmonik 1-tipindedir.  

𝑀 ⊂ ℝ𝑚 altmanifoldunun Jakobi operatörü ∀𝜉 ∈ 𝑇⊥𝑀 için  

𝐽: 𝑇⊥𝑀 → 𝑇⊥𝑀;  𝐽𝜉 = (∆𝐷 − �̃�)𝜉                                                                                  (1.9) 

biçiminde tanımlanır. Burada �̃�, Simon operatörü olup 

 �̃�(𝜉) = ∑ ℎ(𝑒 𝑖, 𝐴𝜉𝑒 𝑖)
𝑛
𝑖=1                                                                                               (1.10) 

olarak ifade edilir (Simon 1968). Böylece 𝐽𝜉 = 0 şartı sağlanırsa 𝜉 ∈ 𝑇⊥𝑀 normal vektör 

alanına Jakobi alanı adı verilir. Buradan 𝑀 nin �⃗⃗�  ortalama eğrilik vektör alanı için 

 𝐽�⃗⃗� = ∆𝐷�⃗⃗� − ∑ ℎ(𝑒 𝑖, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 𝑖)
𝑛
𝑖=1                                                                                         (1.11) 

olacaktır. Böylece 𝐽�⃗⃗� = 0 eşitliği sağlanırsa 𝑀 altmanifoldu Jakobi ortalama eğrilik 

vektörüne sahiptir denir (Barros ve Gray 1997). 

Dönel yüzeylerin ℝ4 e genellemesi Cole tarafından 1890 yılında ele alınmıştır (Cole 

1890). Daha sonra Moore 1919 da ℝ4 de genel rotasyon yüzeylerini parametrik olarak  
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�̃�1(𝑢, 𝑣) = 𝑥1(𝑢) cos 𝑐𝑢 − 𝑥2(𝑢) sin 𝑐𝑣 

�̃�2(𝑢, 𝑣) = 𝑥1(𝑢) sin 𝑐𝑢 + 𝑥2(𝑢) cos 𝑐𝑣                     

�̃�3(𝑢, 𝑣) = 𝑥3(𝑢) cos 𝑑𝑢 − 𝑥4(𝑢) sin 𝑑𝑣                                                                       (1.12) 

�̃�4(𝑢, 𝑣) = 𝑥3(𝑢) sin 𝑑𝑢 + 𝑥4(𝑢) cos 𝑑𝑣 

biçiminde tanımlanmıştır (Moore 1919). Burada 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ ve 𝛾(𝑢) =

(𝑥1(𝑢), 𝑥2(𝑢), 𝑥3(𝑢), 𝑥4(𝑢)) rotasyon yüzeyinin meridyen eğrisidir (Dursun ve Turgay 

2012). Eğer 𝑐 ya da 𝑑 sıfıra eşit olursa (1.12) parametrizasyonu ile verilen yüzey (basit) 

rotasyon yüzeyi biçimini alır. Sabit eğrilikli rotasyon yüzeyleri de bazı geometriciler 

tarafından çalışılmıştır (Chen ve Ishikawa 1991, Fetcu ve ark. 2009). Rotasyon 

yüzeylerini aşağıdaki şekilde gruplandırmak mümkündür; 

I) Meridyen eğrisi 𝛾1(𝑢) = (𝑥1(𝑢), 0, 𝑥3(𝑢), 0) olarak seçilirse rotasyon yüzeyi 

𝑀1: 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑥1(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑎𝑣, 𝑥1(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑎𝑣, 𝑥3(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑏𝑣, 𝑥3(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑏𝑣)                         (1.13) 

parametrizasyonuna sahip olacaktır (Arslan ve ark. 2012). Bu yüzeyler ℝ4 de genel 

rotasyon yüzeyleri olarak bilinir.  

II) Meridyen eğrisi 𝛾2(𝑢) = (𝑥1(𝑢), 𝑥2(𝑢), 𝑥3(𝑢), 0) (yani 𝑥4(𝑢) = 0, 𝑐 = 0, 𝑑 = 1) 

alınırsa rotasyon yüzeyi, 

𝑀2  ∶ 𝑌(𝑢, 𝑣) = (𝑥1(𝑢), 𝑥2(𝑢), 𝑥3(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑥3(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑣)                                               (1.14) 

parametrizasyonuna sahip olacaktır. Bu yüzeyler ℝ4 de küresel çarpım yüzeyi olarak da 

bilinir ( Bulca ve ark. 2012). Bu yüzeylere 1. tip rotasyon yüzeyleri de denir ( Arslan ve 

ark. 2017).  

III) Meridyen eğrisi 𝛾3(𝑢) = (𝑥1(𝑢), 𝑥2(𝑢), 0,0) düzlemsel eğri alınırsa elde edilen 

rotasyon yüzeyi  

𝑀3: 𝑍(𝑢, 𝑣) = 𝑥1(𝑢)𝜌(𝑣) + 𝑥2(𝑢)�⃗� 4                                                                            (1.15) 

parametrizasyonuna sahip olacaktır. Burada 𝑢 ∈ 𝐼 ⊂ ℝ, 𝑣 ∈ (0,2𝜋), �⃗� 4 = (0,0,0,1) ve 

𝜌(𝑣) birim hızlı küresel eğridir. (1.15) parametrizasyonu ile verilen yüzeyler meridyen 
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yüzeyleri olarak bilinir (Arslan ve ark. 2014, Ganchev ve Milousheva 2015). Bu yüzeylere 

2. tip rotasyon yüzeyleri de denir (Arslan ve ark. 2017). ℝ4 deki Weingarten tipindeki 

meridyen yüzeyleri Öztürk ve arkadaşları tarafından çalışılmıştır (Öztürk ve ark. 2016). 

Bu çalışmada ℝ3 deki rotasyon yüzeyleri ile 𝑀1, 𝑀2 ve 𝑀3rotasyon yüzeylerinin 

minimal, sabit ortalama eğrilikli, biharmonik, zayıf biharmonik ve Jakobi ortalama 

eğrilikli olmaları durumları ele alınmıştır. Bazı orijinal sonuçlar elde edilmiş ve bu 

sonuçları destekleyici örnekler verilmiştir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem ve 

tanımlar verilmiştir. Özellikle diferansiyellenebilir dönüşümler, altmanifoldlar ve 

bunların birinci ve ikinci temel formları, Gauss ve Weingarten eşitlikleri, ortalama 

eğriliği ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. Bu bölümde ağırlıklı olarak Carmo ve 

Chen’in çalışmalarından yararlanılmıştır (Chen 1973 ve Do Carmo 1992). 

Tanım 2.1. 𝑀 kümesi ve 𝑈𝛼 ⊂ ℝ𝑛 açık alt kümesi için 𝑥𝛼: 𝑈𝛼 → 𝑀 dönüşümlerinin 

birebir (injective) bir ailesi tanımlansın. Aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝑀 ye n-boyutlu 

diferansiyellenebilir manifold adı verilir;                                                                                                     

i) 𝑥𝛼(𝑈𝛼) ların sonlu birleşimleri 𝑀 kümesini örtecektir.                                                                   

ii) 𝑥𝛼(𝑈𝛼) ∩ 𝑥𝛽(𝑈𝛽) = 𝑊 ≠ ∅ şartını sağlayan herhangi  ,  çifti için 𝑥𝛼
−1(𝑊) ve 

𝑥𝛽
−1(𝑊)  kümeleri ℝ𝑛 nin açık alt kümeleridir. Bununla birlikte  xx 1

 koordinat 

değişimi fonksiyonları türevlenebilirdir.                                                                                             

iii) (𝑈𝛼, 𝑥𝛼) ailesi (atlası) i) ve ii) şartlarıyla birlikte maksimaldir. 

(𝑈𝛼, 𝑥𝛼)çifti (ya da x dönüşümü) 𝑝 ∈ 𝑥𝛼(𝑈𝛼)için 𝑀nin p noktasındaki bir 

parametrizasyonu (yada koordinat sistemi) olarak bilinir. Burada 𝑥𝛼(𝑈𝛼) lara koordinat 

komşuluğu (ya da harita) adı verilir (Do Carmo 1992). 

Tanım 2.2. 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldları için 

𝜑:𝑀 → �̃�  dönüşümü verilsin. Bu takdirde )( p  noktasında tanımlanan 𝑦: 𝑉 ⊂ ℝ𝑛 →

�̃� parametrizasyonu için 𝜑(𝑥(𝑈)) ⊂ 𝑦(𝑉) ve 𝑦−1 ∘ 𝜑 ∘ 𝑥: 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ𝑚dönüşümü 

diferansiyellenebilir olacak şekilde p noktasında bir Ux : ℝ𝑛 → 𝑀 parametrizasyonu 

bulunabilirse 𝜑 ye diferansiyellenebilir dönüşüm adı verilir (Do Carmo 1992). 

Tanım 2.3. 𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold olsun. (−𝜀, 𝜀) ⊂ ℝ açık aralık olmak 

üzere 𝛾: (−𝜀, 𝜀) → 𝑀 türevlenebilir dönüşümüne 𝑀 de (türevlenebilir) bir eğri adı 

verilir. 𝛾(0) = 𝑝 noktadaki reel değerli türevlenebilir fonksiyonları kümesi 𝐷 olmak 

üzere 𝛾 eğrisinin 𝑡 = 0 noktasındaki teğet vektörü 𝛾′(0):𝐷 →  ℝ biçiminde tanımlı bir 

fonksiyonu olup 
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eşitliği sağlanır. Bu nedenle 𝑀 nin p noktasındaki bir tanjant vektörü 𝑀 üzerindeki bir 

𝛾: (−𝜀, 𝜀) → 𝑀 eğrisinin 𝛾(0) = 𝑝 noktasındaki hız vektörü ile özdeşleşir. 𝑀 nin p 

noktasındaki tanjant vektörleri kümesi 𝑇𝑝𝑀 ile gösterilir (Do Carmo 1992). 

Bir 𝑥: 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 → 𝑀 parametrizasyonu 𝑥(0) = 𝑝 noktasında verilsin. Böylece bir f 

fonksiyonu ve bir 𝛾 eğrisi bu parametrizasyon yardımıyla sırasıyla 

𝑓 ∘ 𝑥(𝑞) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑞 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑈 

𝑥−1 ∘ 𝛾(𝑡) = 𝑓(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡),… , 𝑥𝑛(𝑡)) 

şeklinde ifade edilir. Bu durumda 𝑓 fonksiyonunun 𝛾 ya kısıtlanışı 
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dir. Diğer bir değişle 𝛾′(0) vektörü x parametrizasyonu altında  
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n

i i

i
x

x             (2.1) 

şeklinde ifade edilir. Dikkat edilirse 

0














ix
vektörü 𝑥𝑖 → 𝑥(0, … ,0, 𝑥𝑖 , … ,0) koordinat 

eğrisinin 𝛾(0) = 𝑝 noktasındaki tanjant vektörüdür. Böylece (2.1) ifadesi 𝛾 eğrisinin p 

noktasındaki tanjant vektörünün bir koordinat sisteminin sadece 𝛾 nın türevine bağlı 

olduğunu gösterir. Bu nedenle (2.1) eşitliğinden yararlanarak fonksiyonların bilinen 

işlemleri ile birlikte 𝑇𝑝𝑀 vektör uzayına 𝑀 nin p noktasındaki tanjant uzayı adı verilir.  
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Tanım 2.4. 𝑀 n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak üzere 𝑀 üzerinde 

diferansiyellenebilir bir yapı (𝑈𝛼, 𝑥𝛼) biçiminde verilsin. Bu takdirde  

(*) “Her  ,  çifti için 𝑥𝛼(𝑈𝛼) ∩ 𝑥𝛽(𝑈𝛽) = 𝑊 ≠ ∅ olmak üzere  xx 1
 geçiş 

fonksiyonlarının diferansiyeli pozitif determinanta sahiptir”. 

şartı sağlanırsa 𝑀 ye yönlendirilebilir manifold adı verilir. (*) şartını sağlayan 

yönlendirilebilir 𝑀 manifoldunun (𝑈𝛼, 𝑥𝛼)  yapısına 𝑀 nin bir yönlendirmesi adı verilir.  

Tanım 2.5. 𝑀 n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun. Bu takdirde ∀𝑝 ∈ 𝑀 için  

𝑇𝑝𝑀 üzerinde 2-lineer, simetrik ve pozitif tanımlı formu 〈, 〉: 𝑇𝑝𝑀 × 𝑇𝑝𝑀 → ℝ iç çarpımı 

olmak üzere p noktasındaki Ux : ℝ𝑛 → 𝑀 koordinat sistemi için 𝑥(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =

𝑝 ∈ 𝑥(𝑈) ve 
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑞) = 𝜕𝑥𝑞(0, … ,1, … ,0) olsun. Bu takdirde  

〈
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑞),

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑞)〉𝑝 = 𝑔𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)                     (2.2) 

𝑈 üzerinde türevlenebilir bir fonksiyon oluyor ise bu iç çarpıma 𝑀  üzerinde bir Riemann 

metrik (yada Riemann yapı) adı verilir. Burada ijg  fonksiyonları x koordinat sistemindeki 

Riemann metriğinin lokal temsilcisidir. Bununla birlikte 𝑀 diferansiyellenebilir 

manifoldu (2.2) metriği ile birlikte bir Riemann manifoldunu oluşturur (Do Carmo 1992). 

𝑀 n-boyutlu bir Riemann manifold olmak üzere 𝑀 üzerindeki bir harita (𝑈, 𝑥) olsun. Bu 

takdirde 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑝𝑀 tanjant vektörleri 
i

n
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i
x
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 olarak alınırsa  
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elde edilir. 𝑀 üzerindeki tüm türevlenebilir vektör alanlarının kümesi 𝜒(𝑀) ve reel 

değerli türevlenebilir fonksiyonların kümesi 𝐷(𝑀) ile gösterilirsin. Aslında 𝐷(𝑀) bir 

halka oluşturur. Böylece aşağıdaki tanım verilebilir. 
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Tanım 2.6.  𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold olsun.  

∇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀); ∇(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋𝑌  

biçiminde tanımlı ∇ dönüşümü ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑀) için aşağıdaki şartlar 

sağlanırsa ∇ ya 𝑀 üzerinde bir afin koneksiyon denir (Do Carmo 1992); 

1) ∇𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓∇𝑋𝑍 + 𝑔∇𝑌𝑍   

2) ∇𝑋(𝑓𝑌 + 𝑍) = 𝑋(𝑓)𝑌 + 𝑓∇𝑋𝑍 + ∇𝑋𝑍. 

Önerme 2.7. 𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold, ∇ da 𝑀 üzerinde bir afin koneksiyon 

olsun. 𝑀 üzerinde bir 𝛾: (−𝜀, 𝜀) → 𝑀 regüler eğrisi boyunca tanımlanan bir 𝑉 vektör alanı 

için 
dt

DV
, 𝛾 eğrisi boyunca bir başka vektör alanı olup 

a)
dt

DW

dt

DV
WV

dt

D
 )(                                                                                                                                   

b) 
dt

DV
fV

dt

df
fV

dt

D
)(  

dir. Burada 𝑓, (−𝜀, 𝜀) üzerinde tanımlı türevlenebilir bir fonksiyon ve 𝑊 da 𝛾 eğrisi 

boyunca tanımlı bir vektör alanıdır.  

c) Eğer 𝑉 vektör alanı bir 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀)  vektör alanının 𝑉(𝑡) = 𝑌(𝛾(𝑡))  biçiminde bir 

indirgenmesi ise, 
𝐷𝑉

𝑑𝑡
= ∇𝛾′(𝑡)𝑌  dir. 

İspat. Detaylı ispat için bakınız (Do Carmo 1992). □ 

Bir 𝑝 ∈ 𝑀 noktasındaki koordinat sistemi (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) olmak üzere  
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vektör alanları tanımlansın. Böylece  
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bulunur. Ayrıca 
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1 1,

)(  

elde edilir. Burada 
k

ij  lar türevlenebilir fonksiyonlar olup ∇ koneksiyonunun Christoffel 

sembolleri olarak bilinir (Do Carmo 1992).  

Tanım 2.8. 𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold, ∇ da 𝑀 üzerinde bir afin koneksiyon 

olsun. 𝑀 üzerinde tanımlı bir 𝛾: (−𝜀, 𝜀) → 𝑀 regüler eğrisi boyunca tanımlı bir 𝑉 vektör 

alanı ∀𝑡 ∈ (−𝜀, 𝜀) için 
𝐷𝑉

𝑑𝑡
= 0 oluyorsa 𝑉 ye 𝛾 eğrisi boyunca paralel vektör alanı denir. 

Teorem 2.9. (Levi-Civita) Verilen bir 𝑀 Riemann manifold için 𝑀 üzerinde aşağıdaki 

şartları sağlayan bir tek ∇ afin koneksiyonu vardır: 

a) Her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için ∇𝑋𝑌 − ∇𝑋𝑌 = [𝑋, 𝑌] dir. Diğer bir değişle ∇ simetriktir. 

b) Her 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀)  için 𝑋〈𝑌, 𝑍〉 = 〈∇𝑋𝑌, 𝑍〉 + 〈𝑌, ∇𝑋𝑍〉 dir. Diğer bir değişle ∇ 

Riemann metriği ile uyumludur. 

Teorem 2.9. daki şartları sağlayan afin koneksiyona M üzerinde bir Levi-Civita 

koneksiyonu (ya da Riemann koneksiyonu) adı verilir (Do Carmo 1992).  

Tanım 2.10. 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldları için 

𝜑:𝑀 → �̃� diferansiyellenebilir dönüşümü olsun. Herhangi Mp ve her 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 

tanjant vektörü için bir 𝛾: (−𝜀, 𝜀) → 𝑀 eğrisi 𝛾(0) = 𝑝, 𝛾′(0) = 𝑝 olacak şekilde 

seçilsin. Böylece 𝛽 = 𝜑 ∘ 𝛾 eğrisi alındığında 𝑑𝜑𝑝: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝜑(𝑝)
�̃� dönüşümü  
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𝑑𝜑𝑝(𝑣) = 𝛽′(0) biçiminde tanımlı olan lineer bir dönüşüm olup 𝛾 eğrisi seçiminden 

bağımsızdır. Burada pd dönüşümüne 𝜑 nin türev dönüşümü olarak bilinir.  

Tanım 2.11. 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldları için 

𝜑:𝑀 → �̃� dönüşümü verilsin. Eğer 𝜑 dönüşümü diferansiyellenebilir, örten ve 𝜑−1 de 

diferansiyellenebilir ise 𝜑 dönüşümüne bir difeomorfizm adı verilir. Benzer şekilde 𝑝 ∈

𝑀 ve 𝜑(𝑝) ∈ �̃� noktalarının komşulukları sırasıyla 𝑈 ve 𝑉 olmak üzere bunlar arasındaki 

𝜑:𝑈 → 𝑉 dönüşümü bir difeomorfizm ise 𝜑 dönüşümüne bir lokal difeomorfizm adı 

verilir (Do Carmo 1992). 

Tanım 2.12. 𝑀 ve �̃� Riemann manifoldları için 𝜑:𝑀 → �̃� bir difeomorfizm olsun. Her 

 𝑝 ∈ 𝑀 ve 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑝𝑀 tanjant vektörleri için 

〈𝑋, 𝑌〉𝑝 = 〈𝑑𝜑𝑝(𝑋), 𝑑𝜑𝑝(𝑌)〉𝜑(𝑝)
                       (2.3) 

şartı sağlanırsa 𝜑 dönüşümüne bir izometri adı verilir (Do Carmo 1992). 

Tanım 2.13. 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldları için 

𝜑:𝑀 → �̃� dönüşümü verilsin. Bu takdirde 𝑑𝜑𝑝: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝜑(𝑝)
�̃� dönüşümü her  𝑝 ∈ 𝑀 

için injektif ise 𝜑 ye bir daldırma (immersion) adı verilir. Bununla birlikte )(M  alt uzayı 

M
~

 den indirgenen alt uzay topolojisi ile birlikte 𝜑 daldırması 𝜑(𝑀) ⊂ �̃� üzerinde bir 

homeomorfizm ise 𝜑 ye bir gömme (embedding) adı verilir (Do Carmo 1992). 

Tanım 2.14. (𝑀, 𝑔)ve (�̃�, �̃�) sırasıyla n ve m-boyutlu Riemann manifoldları için 𝑥:𝑀 →

�̃� izometrik daldırması verilsin. �̃� de Riemann koneksiyonu ∇̃ ile gösterilsin. Bu 

durumda ∀𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∈ 𝜒(𝑀) lokal vektör alanları için 𝑀 altmanifoldu �̃� dan indirgenmiş 

Riemann koneksiyonu   olmak üzere 𝑀 nin 2. temel form dönüşümü 

ℎ: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒⊥(𝑀); ℎ(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = ∇̃𝑋𝑖
𝑋𝑗 − ∇𝑋𝑖

𝑋𝑗                                           (2.4) 

biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.4) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 
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Tanım 2.15. 𝑀 nin normal vektörleri  𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑛−2 olmak üzere 𝑀 nin şekil operatörü 

dönüşümü  

𝐴: 𝜒⊥(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀); 𝐴𝑁𝛼
𝑋𝑖 = −∇̃𝑋𝑖

𝑁𝛼 + ∇⊥
𝑋𝑖

𝑁𝛼                                        (2.5) 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝐴𝑁𝛼
 lar 𝑁𝛼 ya karşılık gelen şekil operatörü ve ∇⊥ ise 

𝜒⊥(𝑀) normal demete ait normal koneksiyondur. (2.5) eşitliği Weingarten denklemi 

olarak bilinir (Chen 1973).  

Herhangi 𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∈ 𝑇𝑝(𝑀) için 

𝑔(𝐴𝑁𝛼
𝑋𝑖, 𝑋𝑗) = �̃�(ℎ(𝑋𝑖, 𝑋𝑗), 𝑁𝛼), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑚 − 𝑛                            (2.6) 

eşitliği sağlanır.  

𝑀 nin ortalama eğrilik vektör alanı 

�⃗⃗� =
1

𝑛
∑ ℎ(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

𝑛
𝑖=1                                                        (2.7) 

biçiminde tanımlanır. Bununla birlikte 𝑀 nin ortalama eğrilik fonksiyonu 𝛼 = ‖�⃗⃗� ‖ 

ile hesaplanır. Eğer 0  ise 𝑀 ye minimaldir denir  (Chen 1973). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   

 

14 

 

3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölüm iki alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde m-boyutlu Öklid uzayı ℝ𝑚 

deki zayıf biharmonik altmanifoldlar, ikinci alt bölümde ise Jakobi ortama eğrilikli 

altmanifoldlar ile ilgili bilinen bazı temel tanım ve sonuçlar verilmiştir. 

3.1. ℝ𝒎 deki Zayıf Biharmonik Altmanifoldlar 

m-boyutlu Öklid uzayı ℝ𝑚 nin, n-boyutlu altmanifoldu 𝑀 olsun. 𝑀 üzerinde ortonormal 

çatı alanı {𝑒 1, 𝑒 2, … , 𝑒 𝑛, 𝑒 𝑛+1, … , 𝑒 𝑚} olmak üzere ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗� = 𝛼𝑒 𝑛+1 

biçiminde tanımlansın. Burada 𝛼 = ‖�⃗⃗� ‖, 𝑀 nin ortalama eğriliğidir. Böylece �⃗⃗�  nın 

normal koneksiyon  𝐷 ye göre Laplası (1.7) eşitliği yardımıyla   

∆𝐷�⃗⃗� = ∑(𝐷∇
�⃗⃗� 𝑖

�⃗⃗� 𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝛼𝑒 𝑛+1) − 𝐷𝑒 𝑖
𝐷𝑒 𝑖

(𝛼𝑒 𝑛+1)) 

bulunur. Son eşitlik düzenlenirse 

∆𝐷�⃗⃗� = ∑ {(∆𝛼)𝑒 𝑛+1 + 𝛼 (𝐷∇
�⃗⃗� 𝑖

�⃗⃗� 𝑖
𝑒 𝑛+1) − 2𝑒 𝑖[𝛼]𝐷𝑒 𝑖

𝑒 𝑛+1 − 𝛼𝐷𝑒 𝑖
𝐷𝑒 𝑖

𝑒 𝑛+1}
𝑛
𝑖=1      (3.1)         

elde edilir. Böylece (3.1) eşitliğinin iki yanı 𝑒 𝑛+1 ile iç çarpılırsa  

〈 ∆𝐷�⃗⃗� , 𝑒 𝑛+1〉 =  ∆𝛼 + 𝛼‖𝐷𝑒 𝑛+1‖
2                                                                  (3.2)                          

bulunur. Şimdi, aşağıdaki iyi bilinen tanımı verelim. 

Tanım 3.1. 𝑀 ⊂ ℝ𝑚, n-boyutlu altmanifold olsun. 𝑀 nin ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗�  

olmak üzere 𝐷�⃗⃗� = 0 ise 𝑀 ye paralel ortalama eğrilikli altmanifold adı verilir (Chen 

2010). Bu tür altmanifoldlar �⃗⃗� -paralel altmanifoldlar olarak da adlandırılır. 

ℝ𝑚  deki ( m ≥ 4), �⃗⃗� -paralel yüzeylerin sınıflandırılması aşağıdaki teoremle verilmiştir 

(Chen 1973 ve Yau 1975). 

Teorem 3.2. m-boyutlu Öklid uzayı ℝ𝑚 deki 𝑀 yüzeyinin �⃗⃗� -paralel olması için gerek ve 

yeter şart aşağıdaki yüzeylerden biri olmasıdır; 
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i)  ℝ𝑚 de minimal bir yüzeydir. 

ii) ℝ𝑚 deki hiperküre üzerinde minimal bir yüzeydir. 

iii) ℝ3 de sabit ortalama eğriliğe sahip bir yüzeydir. 

iv) ℝ𝑚 nin 4-boyutlu afin alt uzayındaki hiperkürede yatan sabit ortalama eğrilikli bir 

yüzeydir. 

Tanım 3.3. 𝑀 ⊂ ℝ𝑚, n-boyutlu altmanifold olsun. 𝑀 nin ortalama eğriliği 𝛼 = ‖�⃗⃗� ‖ sabit 

ise 𝑀 ye sabit ortalama eğrilikli altmanifold, kısaca CMC-altmanifoldu adı verilir (Yau 

1975). 

Tanım 3.4. 𝑀 ⊂ ℝ𝑚, n-boyutlu altmanifold olsun. 𝑀 nin ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗�  

olmak üzere ∆𝐷�⃗⃗� = 0 ise 𝑀 ye harmonik ortalama eğrilikli altmanifold adı verilir 

(Barros ve Garay 1995). Bu tür altmanifoldlar zayıf biharmonik altmanifoldlar olarak da 

adlandırılır (Kılıç ve ark. 2003). 

Böylece aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 3.5. 𝑀 ⊂ ℝ𝑚, n-boyutlu CMC-altmanifold olsun. Eğer 𝑀 zayıf biharmonik ise 

bu taktirde 𝑀 altmanifoldu minimal ya da �⃗⃗� −paraleldir. 

İspat. 𝑀 zayıf biharmonik olsun. Bu taktirde (3.2) denkleminden 

∆𝛼 + 𝛼‖𝐷𝑒 𝑛+1‖
2=0                                                        (3.3)        

bulunur. Ayrıca 𝑀 altmanifoldu sabit ortalama eğrilikli olduğundan ∆𝛼 = 0 dır. Böylece 

𝛼‖𝐷𝑒 𝑛+1‖
2=0 elde edilir. Sonuç olarak 𝛼 = 0 veya ‖𝐷𝑒 𝑛+1‖ = 0 durumları söz 

konusudur. Birinci durumda 𝑀 altmanifoldu minimaldir. 𝑀 altmanifoldunun minimal 

olmadığı durumda ise 𝐷𝑒 𝑖
𝑒 𝑛+1 = 0, 𝛼 ≠ 0 ve (3.1) eşitliklerinden 𝐷𝑒 𝑖

�⃗⃗� = 0 elde edilir. 

Bu da bizi 𝑀 nin �⃗⃗� −paralel olduğu sonucuna götürür. □ 
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3.2. ℝ𝑚 deki Jakobi Ortalama Eğrilikli Altmanifoldlar

(𝑀, 𝑔) ve (�̃�, �̃�) sırasıyla n ve m-boyutlu Riemann manifoldları için 𝑥:𝑀 → �̃� bir 

daldırma olsun. Bununla birlikte ∇ ve ∇̃ sırasıyla 𝑀 ve �̃� üzerinde Levi-Civita 

koneksiyonları verilsin. Ayrıca 𝑇𝑀, 𝑇⊥𝑀 ve 𝑆𝑀 sırasıyla tanjant, normal ve simetrik 

operatörler uzayını belirtsin. Bu taktirde ikinci temel tensör operatörü 𝐴: 𝑇⊥𝑀 → 𝑆𝑀; 

𝜉 ⟼ 𝐴𝜉  yardımıyla �̃� = 𝐴𝑡 ∘ 𝐴 Simon operatörü tanımlanır (Simon 1968, Barros ve Gray 

1997). Burada 𝐴𝑡gösterim olarak 𝐴 nın adjointidir. Böylece ∀𝜁 ∈ 𝑆𝑀 için �̃�(𝐴𝑡(𝜁), 𝜉) =

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜁 ∘ 𝐴𝜉) dır. Böylece Simon operatörü 〈�̃�𝜉, 𝜁〉 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴𝜉 ∘ 𝐴𝜁) halini alır. �̃� nın 

eğrilik tensörü �̃� olmak üzere �̃� nın 𝑅∗ kısmi Ricci transformasyonu ∀𝜉 ⊂ 𝑇⊥𝑀  için 

𝑅∗𝜉 = ∑ (�̃�𝑒𝑖𝜉
𝑒𝑖)

⊥𝑛
𝑖=1              (3.4) 

biçiminde tanımlanır, burada {𝑒𝑖}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑇𝑀 üzerinde çatı alan ve (. )⊥ normal 

bileşeni belirtir. Eğer �̃� bir 𝑐 sabit eğrilikli uzay ise bu takdirde 𝑅∗ = −𝑛𝑐𝐼 biçiminde 

bir skaler dönüşümdür. Böylece (3.4) eşitliği yardımıyla Jakobi operatörü (𝑇⊥𝑀 üzerinde 

2. mertebeden diferansiyel operatörü)  

𝐽: 𝑇⊥𝑀 → 𝑇⊥𝑀; 𝐽𝜉 = (∆𝐷 − �̃� + 𝑅∗)𝜉 

eşitliği ile tanımlanır. Eğer 𝜉 ∈ MT   vektör alanı 𝐽𝜉 = 0 şartını sağlarsa 𝜉 ya Jakobi 

alanı adı verilir (Donnelly 1877 ve Simon 1968). Özel olarak  �̃� = ℝm alındığında 

𝑥:𝑀 → ℝm izometrik daldırması için Jakobi operatörü 

𝐽 = ∆𝐷 − �̃�             (3.5) 

şeklinde tanımlanır. Böylece herhangi bir 𝜉 ∈ MT  vektör alanın Laplası 

−∆𝜉 = ∑ (∇̃𝑒𝑖
∇̃𝑒𝑖

𝜉 − ∇̃∇
𝑒𝑖

𝑒𝑖
𝜉)𝑛

𝑖=1                 (3.6)            

eşitliği yardımıyla hesaplanır. Böylece (2.4) ve (2.5) eşitlikleri yardımıyla  
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∆𝜉 = ∑𝐷𝑒𝑖
𝐷𝑒𝑖

𝜉

𝑛

𝑖=1

+ ∑𝐷∇
𝑒𝑖

𝑒𝑖
𝜉

𝑛

𝑖=1

+ ∑ℎ(𝑒𝑖, A𝜉𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

        +∑∇𝑒𝑖
(A𝜉𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

+ ∑A𝐷𝑒𝑖
𝜉𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

− ∑A𝜉(∇𝑒𝑖
𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir. Böylece teğet ve normal bileşenler sırasıyla 

(∆𝜉)𝑇 = ∑ ∇𝑒𝑖
(A𝜉𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 + ∑ A𝐷𝑒𝑖

𝜉𝑒𝑖
𝑛
𝑖=1 − ∑ A𝜉(∇𝑒𝑖

𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1         (3.7) 

(∆𝜉)⊥ = ∆𝐷𝜉 + ∑ ℎ(𝑒𝑖, A𝜉𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1                         (3.8) 

dır. Bununla birlikte 𝑇⊥𝑀 nin {𝑒𝑛+1, 𝑒𝑛+2, … , 𝑒𝑛+𝑑} ortanormal çatı alanı için  

ℎ(𝑒𝑖, A𝜉𝑒𝑖) = ∑ 〈ℎ(𝑒𝑖 , A𝜉𝑒𝑖), 𝑒𝛼〉𝑒𝛼

𝑚

𝛼=𝑛+1

= ∑ 〈𝑒𝑖, A𝜉A𝑒𝛼
𝑒𝑖〉𝑒𝛼

𝑚

𝛼=𝑛+1

 

bulunur. Böylece Simon operatörü 

�̃�(𝜉) = ∑ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(A𝜉A𝑒𝛼
)𝑒𝛼

𝑚
𝛼=𝑛+1                            

          = ∑ (∑ 〈𝑒𝑖, A𝜉A𝑒𝛼
𝑒𝑖〉𝑒𝛼

𝑚
𝛼=𝑛+1 )𝑛

𝑖=1                      (3.9) 

         = ∑ ℎ(𝑒𝑖, A𝜉𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1  

olduğundan 

𝐽𝜉 = ∆𝐷𝜉 − ∑ ℎ(𝑒𝑖, A𝜉𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1                                                                                                   (3.10) 

elde edilir.  
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

Bu bölümünde rotasyon yüzeylerinin Jakobi ve Simon operatörleri hesaplanmıştır. Bu 

yüzeylerin zayıf biharmonik olmalarıyla ilgili sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca ortalama 

eğrilik vektörlerinin Jakobi alanı olması durumu ile ilgili sonuçlar verilmiştir.                                             

4.1. ℝ𝟑 deki Rotasyon Yüzeylerinin Jakobi ve Simon Operatörleri 

𝛾: 𝛪 ⊂ ℝ ⟶ ℝ2 , 𝛾(𝑢) = (𝑓(𝑢), 𝑔(𝑢)) regüler eğrisinin 𝜌(𝑣) = (𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑠𝑖𝑛 𝑣) birim 

çemberi etrafında döndürülmesiyle elde edilen yüzey                                               

𝑀: 𝑥 ∶  𝐷 ⊂  ℝ2  ⟶  ℝ3 , 𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢), 𝑔(𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑔(𝑢) 𝑠𝑖𝑛 𝑣)                  (4.1) 

parametrizasyonuna sahip olup buna ℝ3 te bir dönel yüzey denir (Gray 1993).  

M yüzeyi üzerindeki ortonormal çatı alanı olarak 

𝑒 1 =
1

𝜑(𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
                                                                                                                                                         

𝑒 2 =
1

𝑔(𝑢)

𝜕

𝜕𝑣
                          (4.2)                                                                                                                            

𝑒 3 =
1

𝜑(𝑢)
(𝑔′(𝑢),−𝑓′(𝑢) cos 𝑣,−𝑓′ (𝑢) sin 𝑣) 

alındığında Gauss ve Weingarten formülleri yardımıyla  

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 1= −
𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 3                                                                                                                                         

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 2= −
 𝑔′(𝑢)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
𝑒 1 +

 𝑓′(𝑢)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
𝑒 3                                                                                                                                                                                                                    

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 3=
𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 1                                                                                                             (4.3)                                     

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 3= −
 f′(u)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
𝑒 2                                        

elde edilir. Burada, 

𝜑2(𝑢) = 𝑓′(𝑢)2 + 𝑔′(𝑢)2              (4.4) 

𝜅(𝑢) =  𝑓′(𝑢) 𝑔′′(𝑢) −  𝑓′′(𝑢) 𝑔′(𝑢)          (4.5) 
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reel değerli türevlenebilir fonksiyondur. Böylece, (4.3) eşitlikleri yardımıyla M nin şekil 

operatörü matrisi 

𝐴𝑒 3 = (
−

𝜅

𝜑3(𝑢)
0

0
 𝑓′(𝑢)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)

)            (4.6) 

dir. Buradan 𝑀 nin Gauss eğriliği ve ortalama eğrilik vektörü  

𝐾 = det (𝐴𝑒 3) = −
𝜅(𝑢)𝑓′(𝑢)

𝜑4(𝑢)𝑔(𝑢)
                                                                    (4.7)     

�⃗⃗� =
1

2
{iz (𝐴𝑒 3)𝑒 3} =

1

2
(

 𝑓′(𝑢)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
−

𝜅

𝜑3(𝑢)
) 𝑒 3                                                                      (4.8) 

ortalama eğriliği ise 

𝛼 = ‖�⃗⃗� ‖ =
𝑓′(𝑢)𝜑2(𝑢)−𝜅(𝑢)𝑔(𝑢)

2𝜑4(𝑢)𝑔(𝑢)
                                                                            (4.9) 

olarak hesaplanır (Bulca ve ark. 2009). Buradan �⃗⃗� = 𝛼𝑒 3 ortalama eğrilik vektörünün 

𝑒 1 ve 𝑒 2 yönündeki kovaryant türevlerinden  

𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 =

𝛼′

𝜑(𝑢)
𝑒 3                                                                                                                                           

𝐷𝑒 2 �⃗⃗�
 = 0                                                                                                                                               

𝐷𝑒 1𝐷𝑒 1�⃗⃗�
 =

1

𝜑(𝑢)
(

𝛼′

𝜑(𝑢)
)
𝑢
𝑒 3   (4.10)                                                                                                         

𝐷𝑒 2𝐷𝑒 2�⃗⃗�
 = 0 

elde edilir. Bununla birlikte (4.3) eşitliklerinden 

∇
𝑒 1

�⃗⃗� 1= 0, ∇
𝑒 2

�⃗⃗� 2= −
 𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)𝜑(𝑢)
𝑒 1          (4.11) 

olduğundan 

𝐷∇
�⃗⃗� 1

�⃗⃗� 1
�⃗⃗� = 0,  𝐷∇

�⃗⃗� 2
�⃗⃗� 2

�⃗⃗� = −
𝛼′ 𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)𝜑2(𝑢)
𝑒 3 

bulunur. Bu eşitlikler 
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∆𝐷�⃗⃗� = 𝐷∇
�⃗⃗� 1

�⃗⃗� 1
�⃗⃗� + 𝐷∇

�⃗⃗� 2
�⃗⃗� 2

�⃗⃗� − 𝐷𝑒 1𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 − 𝐷𝑒 2𝐷𝑒 2 �⃗⃗�

           (4.12) 

denkleminde yerine yazılırsa 

∆𝐷�⃗⃗� =
−1

𝜑(𝑢)
(
𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)

𝛼′

𝜑(𝑢)
+ (

𝛼′

𝜑(𝑢)
)
𝑢
) 𝑒 3                                                                             (4.13)   

elde edilir (Harmanlı ve ark. 2019). Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir.  

Teorem 4.1. 𝑀 ⊂ ℝ3 yüzeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu takdirde 𝑀 yüzeyi zayıf biharmonik ise aşağıdaki eşitlik sağlanır;   

𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)

𝛼′

𝜑(𝑢)
= −(

𝛼′

𝜑(𝑢)
)

𝑢

. 

Burada 𝜑 ve 𝛼 fonksiyonları (4.4) ve (4.9) eşitliklerine verilmiştir. 

İspat. 𝑀 ⊂ ℝ3 rotasyon yüzeyi zayıf biharmonik olsun. Bu takdirde (4.13) yardımıyla  

𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)

𝛼′

𝜑(𝑢)
+ (

𝛼′

𝜑(𝑢)
)

𝑢

= 0 

olmalıdır. Bu da bize istenilen sonucu verir. □  

Sonuç 4.2. 𝑀 ⊂ ℝ3 yüzeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu takdirde 

i) 𝑔(𝑢) = 𝑎,  𝛾(𝑢) düz bir doğru olmak üzere, 𝑎 sabit ise M yüzeyi silindirdir. Bu yüzeyin 

zayıf biharmonik olması için 

(
𝑓′(𝑢)𝜑2(𝑢) − 𝑎𝜅(𝑢)

2𝑎𝜑4(𝑢)
)

𝑢

− 𝑐𝜑(𝑢) = 0 

eşitliği sağlanmalıdır. 

ii) 𝜅(𝑢) = 0 ise düz yüzeydir. Bu yüzeyin zayıf biharmonik olması için  
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1

2
(

𝑓′(𝑢)

𝜑2(𝑢)𝑔(𝑢)
)

𝑢

= 𝑐
𝜑(𝑢)

𝑔(𝑢)
 

eşitliği sağlanmalıdır. 

iii) 𝛼 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise M bir CMC-yüzeydir. Bu yüzey aynı zamanda zayıf biharmoniktir. 

Şimdi de M nin Simon operatörünü hesaplayalım. Bu nedenle (4.3) deki eşitlikler 

yardımıyla 

𝐴
𝑒 3

�⃗⃗� 1 = −
𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 1,  𝐴𝑒 3

�⃗⃗� 2 =
 f′(u)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
𝑒 2 

bulunur. Buradan (4.8) ve (4.9) eşitlikleri kullanılarak 

𝐴
�⃗⃗� �⃗⃗� 1

= −
𝛼𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 1,  𝐴�⃗⃗� �⃗⃗� 2

=
 𝛼𝑓′(𝑢)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
𝑒 2                                                                             (4.14)                                                                      

elde edilir. Böylece  

ℎ(𝑒 1, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 1) = −
𝛼𝜅

𝜑3(𝑢)
ℎ(𝑒 1, 𝑒 1),  ℎ(𝑒 2, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 2) =

 𝛼f′(u)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
ℎ(𝑒 2, 𝑒 2) 

bulunur. Benzer şekilde (4.3) deki eşitliklerden 

ℎ(𝑒 1, 𝑒 1) = −
𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 3,  ℎ(𝑒 2, 𝑒 2) =

 𝑓′(𝑢)

𝜑(𝑢)𝑔(𝑢)
𝑒 3, 

dir. M  yüzeyinin Simon operatörü   

�̃�(�⃗⃗� ) = ℎ(𝑒 1, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 1) + ℎ(𝑒 2, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 2)                     (4.15) 

olduğundan son eşitlikler yardımıyla 

�̃�(�⃗⃗� ) =
𝛼

𝜑2(𝑢)
(

𝜅2

𝜑4(𝑢)
+

( f′(𝑢))
2

𝑔2(𝑢)
)𝑒 3                     (4.16) 

bulunur  (Harmanlı ve ark. 2019). Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Y. Teorem 4.3. 𝑀 ⊂ ℝ3 yüzeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin ortalama eğriliğinin Jakobi operatörü altındaki görüntüsü 
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𝐽(�⃗⃗� ) =
−1

𝜑(𝑢)
{(

𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)

𝛼′

𝜑(𝑢)
+ (

𝛼′

𝜑(𝑢)
)

𝑢

) +
𝛼

𝜑(𝑢)
(

𝜅2

𝜑4(𝑢)
+

( f ′(𝑢))
2

𝑔2(𝑢)
)} 𝑒 3 

dir. 

Meridyen eğrisi 𝛾 nın birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.4.  𝑀 ⊂ ℝ3 meridyen eğrisi birim hızlı olan bir rotasyon yüzeyi olsun. Bu 

takdirde, �⃗⃗�  nin bir Jakobi alanı olması için gerek ve yeter koşul 

(
𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)
𝛼′ + 𝛼′′) + 𝛼 (𝜅2 +

( 𝑓′(𝑢))
2

𝑔2(𝑢)
) = 0 

eşitliği sağlanmasıdır. Burada 𝜅, 𝛼 ve  f ′(𝑢) fonksiyonları aşağıdaki tanımlandığı gibidir; 

𝜅 =
𝑔′′(𝑢)

√1−( 𝑔′(𝑢))2
,  𝛼 =

𝑓′(𝑢)−𝜅(𝑢)𝑔(𝑢)

2𝑔(𝑢)
,  𝑓′(𝑢) = √1 − ( 𝑔′(𝑢))2 ≠ 0. 

 

4.2. ℝ𝟑 deki Delaunay Yüzeyleri  

Düzlemsel bir eğri, diğer bir düzlemsel eğri üzerinde kaymadan yuvarlanırsa, hareketli 

eğri üzerindeki bir noktanın geometrik yeri rulet (roulette) eğrisini oluşturur. Koniklerin 

odak noktaları, bir doğru boyunca yuvarlandığında meydana gelen rulet eğrisi, bir dönel 

yüzeyin meridyen eğrisi olarak alındığında bu yüzey Delaunay yüzeyi olarak adlandırılır. 

Delaunay yüzeyleri sabit ortalama eğriliğe sahiptir. Burada dönel yüzeyin dönme ekseni, 

odak noktasının yuvarlandığı doğru olarak alınmıştır (Mladenov 2002). Koniklerin odak 

noktası olan 𝐹′ = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) izinin bir doğru boyunca yuvarlandığındaki 

parametrizasyonunu bulabiliriz. Böylece 𝑃 = (𝑝1, 𝑝2) konik üzerinde bir nokta olmak 

üzere 𝑃 den geçen teğet doğru T, koniğin odak noktası F olsun. T ye dik ve F den geçen 

bir normal doğru N olmak üzere T ile N nin arakesit noktası 𝑄 ile gösterilsin (Şekil 4.1). 

Amacımız hareket esnasında  𝐹′ = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) izinin oluşturduğu eğrinin parametrik 

denklemini bulmaktır. 
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Konik sırasıyla parabol, elips ve hiperbol olarak seçilirse elde edilen Delaunay yüzeyleri 

de sırasıyla katenoid, unduloid ve nudoid olarak adlandırılır (Cric 2008). 

I) Konik,  

𝛼(𝑢) = (2𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢), 𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝑢)) 

parametresi ile verilen parabol olsun 𝑢 ∈ [𝑢1, 𝑢2] ve 𝑢0 = 0 olup eğrinin yay uzunluğu  

𝑠(𝑢) = ∫‖𝛼′(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑢

𝑢0

= 𝑏(𝑢 + 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢) 𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑢)) 

dir (Şekil 4.1).  Böylece 𝑄 noktasının apsisi 𝑓1(𝑢) = 𝑠(𝑢) − |𝑃′𝑄′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = 𝑠(𝑢) − |𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗| 

olduğundan teğet doğru T nin denklemi   

𝑇: (2𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢), 𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝑢)) + 𝜆(2𝑏𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢), 2𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢)cosh (𝑢)) 

dir. Bu doğru parabolün 𝑃 = 𝛼(𝑢) noktasından geçer ve pozisyon vektörü de 𝛼′(𝑢) dir 

(Sintes 2018). Kesim noktası 𝑄 nun koordinatları, 𝑄 = (𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢), 0) dır. Böylece 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

(−𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢),−𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝑢)) olacaktır (Sintes 2018). Buradan ‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢)cosh (𝑢) 

bulunur. Böylece 𝑓1(𝑢) = 𝑠(𝑢) − |𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 𝑏𝑢 dir. Şimdi ise 𝑓2(𝑢) = ‖𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ yi 

hesaplayalım. 

 

a)                                                 b) 

Şekil 4.1. Koniğin ruletinin a) ilk hali, b) yuvarlandıktan sonraki hali  

R doğrusu 𝑄 dan geçen 𝛼′(𝑢) ya dik bir doğrudur. Bu nedenle  
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𝑅: (𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢), 0) + 𝜆(−2𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢) cosh(𝑢) , 2𝑏𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢)) 

dir. 𝐹 noktasının koordinatları 𝐹 = (0, 𝑏) dir. Böylece 𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢),−𝑏) bulunur. 

Buradan 𝑓2(𝑢) = ‖𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 𝑏𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢) dir. Buradan odak noktasının parametrizasyonu    

𝐴(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) = (𝑏𝑢, 𝑏𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢)) 

dir. Bu eğri katenary eğrisi olarak bilinir. Böylece Delaunay yüzeyi 

𝑋𝑝(𝑢, 𝑣) = (𝑏𝑢, 𝑏𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢)𝑐𝑜𝑠(𝑣), 𝑏𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢) sin(𝑣)) 

parametrizasyonuna sahip olacaktır. Bu yüzeye katenoid yüzeyi adı verilir (Şekil 4.2). 

Katenoid yüzeyi minimal olup bir tür CMC-yüzeyidir. Dolayısıyla bu yüzey aşikar zayıf 

biharmonik yüzeydir. 

      

Şekil 4.2. Katenary eğrisi ve katenoid yüzeyi 

II) Konik 

𝛽(𝑢) = (𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑢) , 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑢)) 

parametresi ile verilen elips olsun. 𝑏 < 𝑎, 𝑐 = √𝑎2 − 𝑏2 olmak üzere 𝑢 ∈ [𝑢1, 𝑢2] olsun.  

𝑢0 = 0 dan 𝑢 ya yay uzunluğu 

𝑠(𝑢) = ∫‖𝛽′(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑢

𝑢0

= ∫√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

𝑢

𝑢0

𝑑𝑡 

dir (Sintes 2018). Elipsin iki odağı olduğundan iki eğri üretilir (Şekil 4.3).  
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Şekil 4.3. Elips 

Teğet doğruya yakın olan odak 𝐹 olsun. Bu takdirde 

‖𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =
𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑢)(𝑎 − 𝑐 cos(𝑢))

√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑢)
 

dir. Böylece  

𝑓1(𝑢) = 𝑠(𝑢) − |𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗| = ∫√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

𝑢

𝑢0

𝑑𝑡 −
𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑢)(𝑎 − 𝑐 cos(𝑢))

√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑢)
 

𝑓2(𝑢) = ‖𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =
𝑏(𝑎 − 𝑐 cos(𝑢))

√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑢)
 

dir. Böylece elipsin odaklarının rulet parametrizasyonu 𝐵1(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) olur. 

Diğer odak 𝐹′ seçilirse 𝑃𝑄′̅̅ ̅̅ ̅ doğrusu boyunca ilk koordinat  

𝑓1(𝑢) = ( ∫√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

𝑢

𝑢0

𝑑𝑡 −
𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑢)(𝑎 + 𝑐 cos(𝑢))

√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑢)
) 

ve ikinci koordinat 

𝑓2(𝑢) =
𝑏(𝑎 + 𝑐 cos(𝑢))

√𝑎2 − 𝑐2𝑐𝑜𝑠2(𝑢)
 

olup elipsin diğer odağı 𝐹′ nün rulet parametrizasyonu 𝐵2(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) bulunur. 

Elipsin odaklarından geçen rulet eğrisi undulary olarak bilinir (Sintes 2018).  Dönel 

yüzey ise unduloid yüzeyidir. Bu yüzeyin ortalama eğriliği 𝐻 =
1

2𝛼
, 𝛼 > 0 dir. 
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III) Konik  

𝛾(𝑢) = (𝑎𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑢) , 𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢)) 

parametresi ile verilen hiperbol olsun. 𝑎, 𝑏 > 0, 𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2 olmak üzere ve 𝑢 ∈

[𝑢1, 𝑢2] olsun. Böylece 𝑢0 = 0 dan 𝑢 ya yay uzunluğu  

𝑠(𝑢) = ∫‖𝛾′(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑢

𝑢0

= ∫√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑡) − 𝑎2

𝑢

𝑢0

𝑑𝑡 

İlk olarak 𝐹, teğet doğrusunun kapalı odağı olsun. 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  doğru parçasının odak noktasının 

ilk koordinatının izi  

𝑓1(𝑢) = 𝑠(𝑢) − |𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗| = ∫√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑡) − 𝑎2

𝑢

𝑢0

𝑑𝑡 −
𝑐. 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢)(𝑐 cosh(𝑢) − 𝑎)

√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑢) − 𝑎2
 

dır. Böylece 𝐹𝑄̅̅ ̅̅  doğrusunun ikinci koordinatı için 

𝑓2(𝑢) = ‖𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =
𝑏(𝑐 cosh(𝑢) − 𝑎)

√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑢) − 𝑎2
 

bulunur (Sintes 2018). 

 

Şekil 4.4. Hiperbol 

𝐹 odaklı hiperbolün genel rulet parametrizasyonu 𝐶1(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) bulunur. Odak 

𝐹′ alınırsa 𝑃𝑄′̅̅ ̅̅ ̅ doğru parçasının odağının ilk koordinatları, 



   

 

27 

 

𝑓1(𝑢) = 𝑠(𝑢) − |𝑃𝑄′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| = ∫√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑡) − 𝑎2

𝑢

𝑢0

𝑑𝑡 −
𝑐𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑢)(𝑐 cosh(𝑢) + 𝑎)

√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑡) − 𝑎2
 

ve 𝐹′𝑄′̅̅ ̅̅ ̅̅  doğrusunun ikinci koordinatı 

𝐹2(𝑢) = ‖𝐹′𝑄′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ =
𝑏(𝑐 cosh(𝑢) + 𝑎)

√𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑡) − 𝑎2
 

bulunur. 𝐹′ odaklı hiperbolün genel rulet parametrizasyonu 𝐶2(𝑢) = (𝐹1(𝑢), 𝐹2(𝑢)) 

bulunur. Hiperbolün odağından geçen rulet eğrisi nodary olarak bilinir (Sintes 2018). 

Dönel yüzey ise nodoid yüzeyidir. Bu yüzeyin ortalama eğriliği 𝐻 = −
1

2𝛼
, 𝛼 > 0 dır. 

4.3. ℝ𝟒 deki Genel Rotasyon Yüzeylerinin Jakobi ve Simon Operatörleri 

4-boyutlu Öklit uzayı ℝ4 de genel rotasyon yüzeyi 

𝑀1: 𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢)cos𝑐𝑣, 𝑓(𝑢)sin𝑐𝑣, 𝑔(𝑢)cos𝑑𝑣, 𝑔(𝑢)sin𝑑𝑣)                               (4.17)    

parametizasyonu ile verilir ( Ganchev ve Milousheva 2008, Arslan ve ark. 2011, Arslan 

ve ark. 2017 ). Burada 𝛾(𝑢) = (𝑓(𝑢), 𝑔(𝑢)), rotasyonun meridyen eğrisi olarak bilinir. 

Böylece  𝑀1 in ortonormal çatı alanı  

𝑒 1 =
1

𝜑

𝜕

𝜕𝑢
,                                                                           

𝑒 2 =
1

𝜔

𝜕

𝜕𝑣
,                                                                                                                                           

𝑒 3 =
1

𝜑
(𝑔′(𝑢) cos 𝑐𝑣 , 𝑔′(𝑢) sin 𝑐𝑣 ,−𝑓′(𝑢) cos 𝑑𝑣,−𝑓′ (𝑢) sin 𝑑𝑣),                          (4.18)                      

𝑒 4 =
1

𝜔
(−𝑑𝑔(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑐𝑣, 𝑑𝑔(𝑢) cos 𝑐𝑣 , 𝑐𝑓(𝑢) sin 𝑑𝑣 ,−𝑐𝑓(𝑢) cos 𝑑𝑣)  

dir. Burada, 

𝜑(𝑢) = √(𝑓′(𝑢))2 + (𝑔′(𝑢))2                                                                                                          

𝜔(𝑢) = √𝑐2𝑓2(𝑢) + 𝑑2𝑔2(𝑢)                                                                                            (4.19)                

türevlenebilir fonksiyonlardır. Böylece Gauss ve Weingarten formülleri yardımıyla  



   

 

28 

 

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 1=
𝜅

𝜑3 𝑒 3                                                                                                                                                   

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 2=
𝜌

𝜑𝜔2
𝑒 4                                                                                                                                                                                                           

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 1=
𝜆

𝜑𝜔2
𝑒 2 +

𝜌

𝜑𝜔2
𝑒 4       (4.20)                                                                                                                           

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 2= −
𝜆

𝜑𝜔2
𝑒 1 +

𝛽

𝜑𝜔2
𝑒 3 

ve 

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 3=
𝜅

𝜑3
𝑒 1                                                                                                                                                   

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 4= −
𝜌

𝜑𝜔2 𝑒 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 3= −
𝛽

𝜑𝜔2 𝑒 2 +
𝛿

𝜑𝜔2 𝑒 4     (4.21)                                                                                                 

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 4= −
𝜌

𝜑𝜔2
𝑒 1 −

𝛿

𝜑𝜔2
𝑒 3 

elde edilir. Burada, 

𝜅 = 𝑓′′𝑔′ − 𝑓′𝑔′′,                                                                                                                                               

𝜆 = 𝑐2𝑓𝑓′ + 𝑑2𝑔𝑔′,                                                                                                                                          

𝛽 = 𝑐2𝑓′𝑔 − 𝑑2𝑓𝑔′                                                                             (4.22)                                                                     

𝜌 = 𝑐𝑑(𝑓′𝑔 − 𝑓𝑔′),                                                                                                                                          

𝛿 = 𝑐𝑑(𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔′)                                  

𝑀1 üzerinde türevlenebilir fonksiyonlardır. Böylece, (4.20)  deki eşitlikler kullanılırsa 

şekil operatörü matrisleri 

𝐴𝑒 3 = (

𝜅

𝜑3 0

0
𝛽

𝜑𝜔2

) ,  𝐴𝑒 4 = (
0

𝜌

𝜑𝜔2

𝜌

𝜑𝜔2 0
)                                                                        (4.23) 

elde edilir. Buradan 𝑀1 in Gauss eğriliği ve ortalama eğrilik vektörü sırasıyla 

𝐾 = 𝑑𝑒𝑡 (𝐴𝑒 3) + 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑒 4)                                                                                                                            

     =
1

𝜑2𝜔2
(𝜅𝛽 −

𝜌2

𝜔2
) ,                                                        (4.24)            
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�⃗⃗� =
1

2
{𝑖𝑧 (𝐴𝑒3

)𝑒 3 + 𝑖𝑧(𝐴𝑒4
)𝑒 4}                                                                                                                                              

     =
1

2𝜑 
{

𝜅

𝜑2 +
𝛽

𝜔2}𝑒 3                                                                                                      (4.25)            

dir. Böylece, 𝑀1 in ortalama eğriliği 

𝛼 = ‖�⃗⃗� ‖ =
𝜔2𝜅+𝜑2𝛽

2𝜑3𝜔2                                                                                        (4.26) 

olarak bulunur. Burada 𝜔, 𝜅, 𝜑 ve 𝛽 reel değerli türevlenebilir fonksiyonlar olup (4.19) 

ve (4.22) de tanımlanmıştır. 

Teorem 4.5. 𝑀1 yüzeyi (4.17) parametrizasyon ile verilen genel rotasyon yüzeyi olsun. 

Eğer 𝑀1 yüzeyi �⃗⃗� −paralel ise bu takdirde 𝑀1 minimal ya da                                            

𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑟0 𝑐𝑜𝑠 (
𝑢

𝑟0
) 𝑐𝑜𝑠𝑐𝑣, 𝑟0 𝑐𝑜𝑠 (

𝑢

𝑟0
) 𝑠𝑖𝑛𝑐𝑣, 𝑟0 𝑠𝑖𝑛 (

𝑢

𝑟0
) 𝑐𝑜𝑠𝑑𝑣, 𝑟0 𝑠𝑖𝑛 (

𝑢

𝑟0
) 𝑠𝑖𝑛𝑑𝑣)          (4.27)   

parametrizasyona sahip bir CMC-yüzeyidir. Aslında bu yüzey 𝐒3(𝑟0) ⊂ ℝ4 de yatan 

minimal bir yüzeydir. 

İspat. (4.21) eşitliğinin 𝑒1 ve 𝑒2 ye göre kovaryant türevi alınıp (4.21) eşitliği kullanılırsa  

𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 =

𝛼′

𝜑
𝑒 3                                                                                                                                               

𝐷𝑒 2 �⃗⃗�
 =

𝛼𝛿

𝜑𝜔2
𝑒 4                                                                                                                 (4.28) 

elde edilir. Böylece 𝑀1 yüzeyi �⃗⃗� −paralel olduğundan (4.28) yardımıyla 𝛼 = 0 yada  

𝛼′ = 0 ve 𝛿 = 0 dır. Birinci durumda 𝑀1 yüzeyi minimal olup 𝜔2𝜅 + 𝜑2𝛽 = 0 eşitliği 

sağlanır. Burada 𝜔, 𝜅, 𝜑 ve 𝛽 türevlenebilir fonksiyonlar olup (4.19) ve (4.22) da 

verilmiştir. İkinci durumda 𝑀1 bir CMC-yüzeyi olup 𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔′ = 0, şartı sağlanır. Yani, 

𝑓2 + 𝑔2 = 𝛼2, 𝑎 ∈ ℝ+ dır. Böylece 𝛾 meridyen eğrisi  

)(u (𝛼𝑐𝑜𝑠 (
𝑢

𝛼
) , 𝛼 𝑠𝑖𝑛 (

𝑢

𝛼
)) 

biçiminde bir çemberdir (Dursun ve Turgay 2012). Bu nedenle 𝑀1 yüzeyi (4.27) yaması 

ile verilen bir rotasyon yüzeyidir. □ 
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Benzer şekilde, (4.28) daki vektör alanlarının  𝑒 1, 𝑒 2 ye göre kovaryant türevlerinden 

𝐷𝑒 1𝐷𝑒 1�⃗⃗�
 =

1

𝜑
(
𝛼′

𝜑
)
′

𝑒 3                                                                                                                       

𝐷𝑒 2𝐷𝑒 2�⃗⃗�
 = −𝛼 (

𝛿

𝜑𝜔2)
2

𝑒 3                                                                                            (4.29) 

dir. Bununla birlikte (4.20) Gauss denklemlerinden 

∇
𝑒 1

�⃗⃗� 1= 0, ∇
𝑒 2

�⃗⃗� 2= −
𝜆

𝜑𝜔2 𝑒 1                                                                                           (4.30) 

bulunur. Böylece 

𝐷∇
�⃗⃗� 1

�⃗⃗� 1
�⃗⃗� = 0                                                                                                                    

𝐷∇
�⃗⃗� 2

�⃗⃗� 2
�⃗⃗� = −

λ

𝜑𝜔2 𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
                                                                                                      (4.31)                                                          

              = −
𝜆𝛼′

𝜑2𝜔2 𝑒 3 

elde edilir. Ayrıca ortalama eğrilik vektörünün Laplası 

∆𝐷�⃗⃗� = 𝐷∇
�⃗⃗� 1

�⃗⃗� 1
�⃗⃗� +𝐷∇

�⃗⃗� 2
�⃗⃗� 2

�⃗⃗� -𝐷𝑒 1𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 -𝐷𝑒 2𝐷𝑒 2�⃗⃗�

                                                               (4.32) 

olduğundan (4.30) ve (4.31), (4.32) de yerine yazılırsa  

∆𝐷�⃗⃗� =
1

𝜔4𝜑3
{𝛼𝜑𝛿2 + 𝜔4(𝜑′𝛼′ − 𝛼′′𝜑) − 𝜑𝜔2𝜆𝛼′}𝑒 3                            (4.33) 

bulunur (Harmanlı ve ark. 2019). Böylece, aşağıdaki sonuç ispatlanmış olur. 

Teorem 4.6. 𝑀1 yüzeyi (4.17) deki parametrizasyon ile verilen genel rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu taktirde 𝑀1 in zayıf biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝛼𝜑𝛿2 + 𝜔4(𝜑′𝛼′ − 𝛼′′𝜑) − 𝜑𝜔2𝜆𝛼′ = 0          (4.34) 

olmasıdır. Burada α ortalama eğrilik ve δ, 𝜑, 𝜆 fonksiyonları (4.19) ve (4.22) de 

tanımlanan 𝑀1 üzerinde türevlenebilen fonksiyonlarıdır. 
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Sonuç 4.7. 𝑀1 yüzeyi (4.17) deki parametrizasyon ile verilen sabit ortalama eğrilikli 

genel rotasyon yüzeyi olsun. Eğer 𝑀1 zayıf biharmonik ise bu taktirde 𝑀1 minimaldir ya 

da (4.27) deki parametrizasyona sahip bir CMC-yüzeyidir. 

İspat. 𝑀1sabit ortalama eğrilikli genel rotasyon yüzeyi olsun. Eğer 𝑀1 zayıf biharmonik 

ise (4.34) den 𝛼𝛿2=0 dır. Böylece α=0 ya da 𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔′=0 dır.  Buradan, 𝑓2 + 𝑔2 = 𝛼2,

𝑎 ∈ ℝ+ dır. Böylece γ meridyen eğrisi )(u (𝛼𝑐𝑜𝑠 (
𝑢

𝛼
) , 𝛼 𝑠𝑖𝑛 (

𝑢

𝛼
)) parametreli bir 

çember olup 𝑀1 rotasyon yüzeyi (4.27) yaması ile verilen bir CMC- yüzeyidir. □ 

Tanım 4.8. ℝ4 teki Vranceanu yüzeyi aşağıdaki parametrizasyon ile tanımlanır 

𝑓(𝑢) = 𝑟(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑔(𝑢) = 𝑟(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑎 = 𝑏 = 1,                                                     (4.35) 

burada 𝑟(𝑢)  reel değerli sıfırdan farklı bir fonksiyondur (Vranceanu 1977, Arslan ve ark. 

2011).  

Eğer 𝑟(𝑢) fonksiyonu reel sabit ise Vranceanu yüzeyi Clifford torus a dönüşür, diğer bir 

deyişle aynı yarıçaplı iki çemberin Riemann çarpımı elde edilir (Yoon 2003). Vranceanu 

yüzeyi için aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 4.9. 𝑀1 yüzeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde 𝑀1 nin Gauss 

eğriliği ve ortalama eğrilik vektörü sırasıyla 

𝐾 =
(𝑟′)2−𝑟𝑟′′

(𝑟2+(𝑟′)2)2
                                                                                                                 (4.36) 

�⃗⃗� =
𝑟𝑟′′−3(𝑟′)

2
−2𝑟2

2(𝑟2+(𝑟′)2)
3
2

𝑒 3                                                                                                     (4.37) 

dir. 

Önerme 4.10. 𝑀1 yüzeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. Ortalama eğrilik 

vektörünün Laplası  

∆𝐷�⃗⃗� = {𝜂²𝜃²𝛼 − 𝜂(𝜂′ + 𝜂𝜃)𝛼′ − 𝜂²𝛼′′}𝑒 3                                                                (4.38) 
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dır. Burada 𝜂 =
1

√𝑟2+(𝑟′)2
 ,   

𝑟′

𝑟
, 𝑀1 de türevlenebilir fonksiyonlardır. 

Teorem 4.6 nin bir sonucu aşağıda verilmiştir. 

Sonuç 4.11. 𝑀1 sabit ortalama eğrilikli minimal olmayan bir Vranceanu rotasyonel 

yüzeyi olsun. Eğer 𝑀1 yüzeyi zayıf biharmonik ise 𝑀1 yüzeyi ℝ𝟒 de bir Clifford torus 

dur. 

Şimdi de 𝑀1 rotasyon yüzeyinin Simon operatörünü hesaplayalım. (4.21) deki eşitlikler 

yardımıyla 

𝐴
𝑒 3

�⃗⃗� 1 = −
𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 1,  𝐴𝑒 3

�⃗⃗� 2 =
𝛽

𝜑(𝑢)𝑤2(𝑢)
𝑒 2                     (4.39) 

bulunur. Buradan, son eşitlikler ve (4.25) kullanılarak 

𝐴
�⃗⃗� �⃗⃗� 1

= −
𝛼𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 1,  𝐴�⃗⃗� �⃗⃗� 2

=
𝛼𝛽

𝜑(𝑢)𝑤2(𝑢)
𝑒 2                         (4.40)                                                                                                                               

elde edilir. Burada 𝛼 ortalama eğrilik olup (4.26) eşitliği ile verilmiştir. Benzer şekilde 

(4.21) deki eşitliklerden 

ℎ(𝑒 1, 𝑒 1) = −
𝜅

𝜑3(𝑢)
𝑒 3,  ℎ(𝑒 2, 𝑒 2) =

𝛽

𝜑(𝑢)𝑤2(𝑢)
𝑒 3, 

dir. Böylece  

ℎ(𝑒 1, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 1) = −
𝛼𝜅2

𝜑6(𝑢)
𝑒 3,  ℎ(𝑒 2, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 2) =

𝛼𝛽2

𝜑2(𝑢)𝑤4(𝑢)
𝑒 3       (4.41) 

bulunur. Buradan (3.9) ve  (4.41) eşitliklerinden 𝑀1  yüzeyinin Simon operatörü   

�̃�(�⃗⃗� ) =
𝛼

𝜑2(𝑢)
(

𝛽2

𝑤4(𝑢)
−

𝜅2

𝜑4(𝑢)
) 𝑒 3                     (4.42) 

dir. Böylece (3.5), (4.33) ve (4.42) yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Y. Teorem 4.12. 𝑀1 ⊂ ℝ4 yüzeyi (4.17) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon 

yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin ortalama eğriliğinin Jakobi operatörü altındaki görüntüsü 
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𝐽(�⃗⃗� ) =
1

𝜑4𝑤4
{𝛼𝜑2𝛿2 + 𝜑𝜔4(𝜑′𝛼′ − 𝛼′′𝜑) − 𝜑2𝜔2𝜆𝛼′ + 𝛼𝜅2𝑤4 − 𝛼𝛽2𝜑4}𝑒 3 

dir. Burada 𝛼, 𝛽, 𝜑, 𝛿 ve 𝜅 fonksiyonları (4.19) ve (4.22) de verildiği gibidir. 

Meridyen eğrisi 𝛾 nın birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.13.  𝑀1 ⊂ ℝ4 rotasyon yüzeyinin meridyen eğrisi birim hızlı olsun. Bu takdirde, 

M nin ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗�  nın bir Jakobi alanı olması için gerek ve yeter koşul 

𝛼(𝛿2 − 𝛽2 + 𝜅2) − 𝛼′λ𝜔2 − 𝛼′′𝜔4 = 0 

eşitliği sağlanmasıdır.  

4.4. ℝ𝟒 deki 1. Tip Rotasyon Yüzeylerinin Jakobi ve Simon Operatörleri 

Meridyen eğrisi 

𝛾: 𝛪 ⊂ ℝ ⟶ ℝ3 , 𝛾(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), 𝑓3(𝑢)) 

birim hızlı regüler bir eğri olsun. Bu taktirde 𝛾 nın 𝜌(𝑣) = (𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑠𝑖𝑛 𝑣) birim çemberi 

etrafında döndürülmesiyle elde edilen yüzey               

 𝑀2 ∶ 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), 𝑓3(𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑓3(𝑢) 𝑠𝑖𝑛 𝑣)                             (4.43) 

yamasına sahip olup bu yüzeye  ℝ4 te küresel çarpım yüzeyi adı verilir (Bayram ve ark. 

2017). Bu tür yüzeyler 1. tip rotasyon yüzeyleri olarak da bilinir (Arslan ve ark. 2017). 

𝑀2 nin ortonormal çatı alanı  

𝑒 1 =
𝜕

𝜕𝑢
,                                                                           

𝑒 2 =
1

𝑓3

𝜕

𝜕𝑣
,                                                                                                                                                        

𝑒 3 =
1

𝜅𝛾
( 𝑓1

′′(𝑢),  𝑓2
′′(𝑢),  𝑓3

′′(𝑢)𝑐𝑜𝑠 𝑣 ,  𝑓3
′′(𝑢) 𝑠𝑖𝑛 𝑣 ),                 (4.44) 

𝑒 4 =
1

𝜅𝛾
(𝑝23, 𝑝13, 𝑝12𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑝12𝑠𝑖𝑛𝑣 )                 

vektör alanları tarafından gerilir. Burada   
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𝜅𝛾 = √( 𝑓1
′′)2 + ( 𝑓2

′′)2 + ( 𝑓3
′′)2                              (4.45) 

𝛾 eğrisinin eğriliği ve 𝑝𝑖𝑗(𝑢) = 𝑓𝑖
′(𝑢)𝑓𝑗

′′(𝑢) − 𝑓𝑗
′(𝑢)𝑓𝑖

′′(𝑢) türevlenebilir 

fonksiyonlardır. Böylece Gauss ve Weingarten formülleri yardımıyla  

∇̃
e⃗ 1

e⃗⃗ 1= 𝜅𝛾𝑒 3                                                                                                                                                   

∇̃
e⃗ 1

e⃗⃗ 2= 0                                                                                                                                                                                                                    

∇̃
e⃗ 2

e⃗⃗ 1=
 𝑓3

′

𝑓3
𝑒 2                                                                                                                 (4.46)  

∇̃
e⃗ 2

e⃗⃗ 2= −
 𝑓3

′

𝑓3
𝑒 1 −

 𝑓3
′′

𝜅𝛾𝑓3
𝑒 3 −

𝜅

𝜅𝛾𝑓3
𝑒 4 

ve 

∇̃
e⃗ 1

e⃗⃗ 3= −𝜅𝛾𝑒 1 + 𝜏𝑒 4                                                                                                                                                   

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 3=
 𝑓3

′′

𝜅𝛾𝑓3
𝑒 3                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 4= −𝜏𝑒 3                   (4.47)                                                                                                 

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 4=
𝜅

𝜅𝛾𝑓3
𝑒 2 

elde edilir. Burada 𝜏, meridyen eğrisi 𝛾 nın burulması ve  

𝜅 = 𝑝12 = 𝑓1
′(𝑢)𝑓2

′′(𝑢) − 𝑓2
′(𝑢)𝑓1

′′(𝑢)                     (4.48) 

𝑀2 üzerinde türevlenebilir fonksiyonlardır. Böylece, (4.46) deki eşitlikler kullanılırsa 

şekil operatörü matrisleri 

𝐴𝑒 3 = (

𝜅𝛾 0

0
−𝑓3

′′

𝜅𝛾𝑓3

) ,  𝐴𝑒 4 = (
0 0

0 −
𝜅

𝜅𝛾𝑓3

)                                                                         (4.49) 

elde edilir. Buradan 𝑀2 nin Gauss eğriliği ve ortalama eğrilik vektörü sırasıyla 

𝐾 = −
 𝑓3

′′

 𝑓3
            (4.50) 
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�⃗⃗� =
1

2
{(𝜅𝛾 +

𝜅

𝜅𝛾
) 𝑒 3 −

𝜅

 𝑓3𝜅𝛾
𝑒 4}                                                                                        (4.51) 

dir. Böylece, basitliğin hatırına 𝑀2 nin ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗� = 𝐻1𝑒 3 + 𝐻2𝑒 4 olarak 

seçilirse 𝑀2 nin 1. ve 2. ortalama eğrilikleri sırasıyla 

𝐻1 =
1

2
(𝜅𝛾 +

𝜅

𝜅𝛾
), 𝐻2 =

−𝜅

 2𝑓3𝜅𝛾
                       (4.52)    

dir. Böylece aşağıdaki sonuç verilir.   

Teorem 4.14. 𝑀2 ⊂ ℝ4 yüzeyi (4.43) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu taktirde  𝑀2 nin minimal olması için gerek ve yeter şart 𝑀2 nin düz yüzey veya 

meridyen eğrisi  

𝑓1(𝑢) =
𝜆 √2𝑐2−𝑐1

2

√1+𝜆2
𝑙𝑛(√𝑢2 + 2𝑐1𝑢 + 2𝑐2 + 𝑢 + 𝑐1) + 𝑐3   

𝑓2(𝑢) =
 √2𝑐2−𝑐1

2

√1+𝜆2
𝑙𝑛(√𝑢2 + 2𝑐1𝑢 + 2𝑐2 + 𝑢 + 𝑐1) + 𝑐4      (4.53) 

𝑓3(𝑢) = ±√𝑢2 + 2𝑐1𝑢 + 2𝑐2   

olan bir yüzey olmasıdır. Burada 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 ve 𝜆 reel sabitlerdir. 

İspat. Bakınız (Arslan ve ark. 2017). □ 

𝑀2 yüzeyin �⃗⃗� −paralel olması durumunda aşağıdaki sonuç verilebilir.  

Teorem 4.15. 𝑀2 yüzeyi (4.43) daki parametrizasyon ile verilen 1. tip rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu takdirde 𝑀2 nin �⃗⃗� −paralel olması için gerek ve yeter şart  

(𝐻1)𝑢 − 𝜏𝐻2 = 0,   

(𝐻2)𝑢 + 𝜏𝐻1 = 0                                                                                                             (4.54) 

olmasıdır. Burada 𝐻1 ve 𝐻2 reel değerli fonksiyonlar olup (4.52) de verilmiştir.  

İspat. (⇒): �⃗⃗� = 𝐻1𝑒 3 + 𝐻2𝑒 4  eşitliğinin 𝑒1 ve 𝑒2 ye göre kovaryant türevi alınıp (4.47) 

eşitliği kullanılırsa  
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𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 = (𝐻1)𝑢𝑒 3 + (𝐻2)𝑢𝑒 4 + 𝐻1𝐷𝑒 1𝑒 3 + 𝐻2𝐷𝑒 1𝑒 4               

𝐷𝑒 2 �⃗⃗�
 = 0                      (4.55) 

elde edilir. Basitliğin hatırına 

𝐴 = (𝐻1)𝑢 − 𝜏𝐻2  ve  𝐵 = (𝐻2)𝑢 + 𝜏𝐻1                                          (4.56) 

alınırsa  

𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 = 𝐴(𝑢)𝑒 3 + 𝐵(𝑢)𝑒 4          (4.57) 

elde edilir. Böylece 𝑀2 yüzeyi �⃗⃗� −paralel ise (4.55) ve (4.56) yardımıyla 𝐴(𝑢) = 0 ve 

𝐵(𝑢) = 0 dır.  

(⇐): Aşikardır. Bu da bize istenilen sonucu verir. □ 

Bu teoremin bir sonucu aşağıda verilmiştir. 

Sonuç 4.16. 𝑀2 yüzeyi (4.43) daki parametrizasyon ile verilen 1. tip rotasyonel yüzeyi 

olsun. Bu takdirde 𝑀2 yüzeyi �⃗⃗� −paralel ise bu yüzey bir CMC-yüzeyidir. 

İspat. 𝑀2 yüzeyi �⃗⃗� −paralel olsun. Bu takdirde (4.55) ve (4.57) eşitliğinden  

(𝐻1)𝑢 − 𝜏𝐻2 = 0  ve  (𝐻2)𝑢 + 𝜏𝐻1 = 0 

bulunur. Her iki eşitlikde 𝜏 çekilip birbirine eşitlenirse  

𝐻1(𝐻1)𝑢 + 𝐻2(𝐻2)𝑢 = 0 

elde edilir. Böylece 1. ve 2. ortalama eğriliklerinin kareleri toplamı sabit olmalıdır. Diğer 

bir deyişle 𝐻1
2 + 𝐻2

2 = 𝑐2 dir.  Bu da bize istenilen sonucu verir. □ 

Benzer şekilde, (4.55) deki vektör alanlarının  𝑒1, 𝑒2 ye göre kovaryant türevlerinden; 

𝐷𝑒 1𝐷𝑒 1�⃗⃗�
 = (𝐴𝑢 − 𝜏𝐵)𝑒 3 + (𝐵𝑢 + 𝜏𝐴)𝑒 4                                                                                                         

𝐷𝑒 2𝐷𝑒 2�⃗⃗�
 = 0                                                                                                                (4.58) 
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elde edilir. Burada 𝐴 ve 𝐵 türevlenebilir fonksiyonlar olup (4.56) de tanımlanmıştır. 

Ayrıca (4.46) daki Gauss denklemlerinden 

∇
𝑒 1

�⃗⃗� 1= 0 

∇
𝑒 2

�⃗⃗� 2= −
𝑓3

′

𝑓3
𝑒 1                                                                                                              (4.59) 

bulunur. Böylece 

𝐷∇
�⃗⃗� 1

�⃗⃗� 1
�⃗⃗� = 0                                                                                         

𝐷∇
�⃗⃗� 2

�⃗⃗� 2
�⃗⃗� = −

𝑓3
′

𝑓3
(𝐴(𝑢)𝑒 3 + 𝐵(𝑢)𝑒 4)                                                                            (4.60)  

dir. Buradan (4.59) ve (4.60) eşitlikler yardımıyla ortalama eğrilik vektörünün Laplası 

−∆𝐷�⃗⃗� = (
𝑓3

′

𝑓3
𝐴 + 𝐴𝑢 − 𝜏𝐵) 𝑒 3 + (

𝑓3
′

𝑓3
𝐵 + 𝐵𝑢 + 𝜏𝐴) 𝑒 4                                              (4.61) 

bulunur  (Harmanlı ve ark. 2019). Eğer, 𝑀2 yüzeyi zayıf biharmonik ise ∆𝐷�⃗⃗� = 0 

olmalıdır.  Böylece (4.61) gereği 

𝑓3
′

𝑓3
𝐴 + 𝐴𝑢 − 𝜏𝐵 = 0,  

𝑓3
′

𝑓3
𝐵 + 𝐵𝑢 + 𝜏𝐴 = 0 

dir. Bunların ortak çözümünden 

𝑓3
′

𝑓3
(𝐴2 + 𝐵2) + 𝐴𝐴𝑢 + 𝐵𝐵𝑢 = 0                                                                                   (4.62) 

bulunur. Buradan  

(𝐴2 + 𝐵2) = (
𝑐

𝑓3
)
2

                                                                                                          (4.63) 

elde edilir.  Böylece, aşağıdaki sonuç ispatlanmış olur. 

Teorem 4.17. 𝑀2 yüzeyi (4.43) daki parametrizasyon ile verilen 1. tip rotasyon yüzey 

olsun. Bu taktirde 𝑀2 nin zayıf biharmonik olması için gerek ve yeter şart (4.63) 
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eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada 𝐴 ve 𝐵 türevlenebilir fonksiyonlar olup (4.56) de 

tanımlanmıştır. 

Örnek 4.18. 𝑀2 rotasyon yüzeyi 𝛾(𝑢) = (𝑐 ∫ 𝑐𝑜𝑠 (
𝑢

𝑐
) 𝑑𝑢, 𝑐 ∫ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑢

𝑐
) 𝑑𝑢, 𝑎𝑢 + 𝑏) 

meridyen eğrisi ile verilsin. Bu takdirde 𝛾 eğrisi birim hızlı olduğundan 𝑐2 = 1 − 𝑎2 > 0 

dır. Böylece (4.48) eşitliğinden 𝜅 = −𝑐 dir. Bu durumda (4.50) yardımıyla 𝐾 = 0 

olduğundan yüzey düzdür. Bununla birlikte (4.45) gereği 𝜅𝛾 = 1 bulunur. Sonuçta, 

 𝐻1 =
1

2
, 𝐻2 = 0 olup bir CMC-yüzeyidir.  

Bu yüzeyin meridyen eğrisinin 𝑎 = 2, 𝑏 = 5, 𝑐 = 3 için grafiği Şekil 4.5 de verilmiştir. 

 

Şekil 4.5. 𝑀2 Rotasyon yüzeyinin meridyen eğrisi 

Bu yüzeyin izdüşümlerinin grafikleri  

> plot3d([f,(2*t+5)*cos(v),(2*t+5)*sin(v)], t=-5..5, v=-2*Pi..2*Pi,grid=[40,40]); 

> plot3d([g,(2*t+5)*cos(v),(2*t+5)*sin(v)], t=-5..5, v=-2*Pi..2*Pi,grid=[40,40]); 

> plot3d([f+g,(2*t+5)*cos(v),(2*t+5)*sin(v)], t=-5..5, v=-2*Pi..2*Pi,grid=[40,40]); 

Maple komutları yardımıyla sırasıyla Şekil 4.6 de verilmiştir.  
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Şekil 4.6. 𝑀2 Rotasyon yüzeyinin bazı izdüşümleri 

Şimdi de 𝑀2 nin Simon operatörünü hesaplayalım. (4.47) deki eşitlikler yardımıyla 

𝐴
𝑒 3

�⃗⃗� 1 = 𝜅𝛾𝑒 1,  𝐴𝑒 4
�⃗⃗� 2 = 2𝐻2𝑒 2                                (4.64) 

bulunur. Buradan, son eşitlikler ve (4.51) kullanılarak 

𝐴
�⃗⃗� �⃗⃗� 1

= 𝜅𝛾𝐻1𝑒 1,  𝐴�⃗⃗� �⃗⃗� 2
= 2𝐻2

2𝑒 2                                                (4.65)                                                                                                                               

elde edilir. Benzer şekilde (4.46) deki eşitliklerden 

ℎ(𝑒 1, 𝑒 1) = 𝜅𝛾𝑒 3,  ℎ(𝑒 2, 𝑒 2) =
𝐾

𝜅𝛾
𝑒 3 + 2𝐻2𝑒 4, 

dir. Böylece  

ℎ(𝑒 1, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 1) = 𝜅𝛾
2𝐻1𝑒 3,  ℎ(𝑒 2, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 2) = 2𝐻2

2 𝐾

𝜅𝛾
𝑒 3 + 4𝐻2

3𝑒 4                 (4.66) 

bulunur. Buradan (4.15) ve  (4.66) eşitliklerinden M  yüzeyinin Simon operatörü   

�̃�(�⃗⃗� ) = (𝜅𝛾
2𝐻1 +

2𝐾𝐻2
2

𝜅𝛾
) 𝑒 3 + 4𝐻2

3𝑒 4                    (4.67) 

elde edilir. Böylece (3.5), (4.61) ve (4.67) eşitlikleri yardımıyla  

𝐽(�⃗⃗� ) = −(
𝑓3

′

𝑓3
𝐴 + 𝐴𝑢 − 𝜏𝐵 + 𝜅𝛾

2𝐻1 +
2𝐾𝐻2

2

𝜅𝛾
) 𝑒 3 − (

𝑓3
′

𝑓3
𝐵 + 𝐵𝑢 + 𝜏𝐴 + 4𝐻2

3) 𝑒 4      (4.68) 

dır. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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Teorem 4.19.   𝑀2 ⊂ ℝ4 yüzeyi (4.43) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu takdirde, 𝑀2 nin ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗�  nın bir Jakobi alanı olması için 

gerek ve yeter koşul 

𝑓3
′

𝑓3
𝐴 + 𝐴𝑢 − 𝜏𝐵 + 𝜅𝛾

2𝐻1 +
2𝐾𝐻2

2

𝜅𝛾
= 0,

𝑓3
′

𝑓3
𝐵 + 𝐵𝑢 + 𝜏𝐴 + 4𝐻2

3 = 0 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Burada K yüzeyin Gauss eğriliği ve 𝐴, 𝐵, 𝐻1, 𝐻2 ve 𝜅𝛾 

fonksiyonları (4.45), (4.52) ve (4.56) de verildiği gibidir. 

4.5. ℝ𝟒 deki 2. Tip Rotasyon Yüzeylerinin Jakobi ve Simon Operatörleri 

Meridyen eğrisi 𝛾: 𝛪 ⊂ ℝ ⟶ ℝ3 , 𝛾(𝑢) = (𝑓(𝑢), 0, 𝑔(𝑢)) birim hızlı regüler bir eğri 

olsun. Bu takdirde 𝛾 nın 𝜌(𝑣) birim küresel eğrisinin etrafında döndürülmesiyle elde 

edilen yüzey               

𝑀3 ∶ 𝑧(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢)𝜌(𝑣) + 𝑔(𝑢)𝐸1                                                    (4.69) 

yamasına sahip olup bu yüzeye ℝ4 te meridyen yüzeyi adı verilir ve burada �⃗� 4 =

(0,0,0,1) dir (Ganchev ve Milousheva 2015).  Meridyen yüzeyleri 2. tip rotasyon yüzeyi 

olarak da bilinir (Arslan ve ark. 2014, Arslan ve ark. 2017). 𝑀3 nin ortonormal çatı alanı  

 

𝑒 1 =
𝜕

𝜕𝑢
                                                                                                                

𝑒 2 =
1

𝑓

𝜕

𝜕𝑣
                                                                                                                                                              

𝑒 3 = 𝑛(𝑣)                                                                               (4.70) 

𝑒 4 = 𝑔′(𝑢)𝜌(𝑣) + 𝑓′(𝑢)𝐸1                 

vektör alanları tarafından gerilir. Böylece Gauss ve Weingarten formülleri yardımıyla  

∇̃
e⃗ 1

e⃗⃗ 1= 𝜅𝑚𝑒 4                                                                                                                                                  

∇̃
e⃗ 1

e⃗⃗ 2= 0                                                                                                                                                                                                                    

∇̃
e⃗ 2

e⃗⃗ 1=
𝑓′

𝑓
𝑒 2                                                                                                                   (4.71)                     

∇̃
e⃗ 2

e⃗⃗ 2= −
𝑓′

𝑓
𝑒 1 +

𝜅

𝑓
𝑒 3 +

𝑔′

𝑓
𝑒 4 
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ve 

∇̃
e⃗ 1

e⃗⃗ 3= 0                                                                                                                                                           

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 3= −
𝜅

𝑓
𝑒 2                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

∇̃
𝑒 1

�⃗⃗� 4= −𝜅𝑚𝑒 1                                                                                                             (4.72) 

∇̃
𝑒 2

�⃗⃗� 4= −
𝑔′

𝑓
𝑒 2 

elde edilir. Burada 𝜅 = 𝜅(𝑣), küresel eğri 𝜌 = 𝜌(𝑣) nin küresel eğriliğidir.  

𝜅𝑚 =  𝑓′(𝑢) 𝑔′′(𝑢) −  𝑓′′(𝑢) 𝑔′(𝑢)=−
𝑓′′

√(1−(𝑓′)2)
                            (4.73) 

meridyen eğrisinin eğriliğidir. Böylece, (4.71) deki eşitlikler kullanılırsa şekil operatörü 

matrisleri 

𝐴𝑒 3 = (
0 0

0
𝜅

𝑓
) ,  𝐴𝑒 4 = (

𝜅𝑚 0

0
𝑔′

𝑓

)                                                                                 (4.74) 

elde edilir. Buradan 𝑀3 nin Gauss eğriliği ve ortalama eğrilik vektörü sırasıyla 

𝐾 =
𝑔′𝜅𝑚

𝑓
= −

𝑓′′

𝑓
           (4.75) 

�⃗⃗� =
1

2𝑓
{𝜅𝑒 3 + (𝜅𝑚𝑓 + 𝑔′)𝑒 4}                                                                                       (4.76) 

dir. Böylece 𝑀3 yüzeyinin 1. ve 2. ortalama eğrilikleri  

𝐻1 =
𝜅(𝑣)

2𝑓(𝑢)
, 𝐻2 =

𝜅𝑚(𝑢)𝑓(𝑢)+𝑔′(𝑢)

2𝑓(𝑢)
                                                       (4.77)                                                                                                     

ve ortalama eğriliği  

𝛼 = √
𝜅2(𝑣)+(𝜅𝑚𝑓+𝑔′)2(𝑢)

4𝑓2(𝑢)
            (4.78) 

dir. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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Teorem 4.20. 𝑀3 ⊂ ℝ4 yüzeyi (4.69) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu taktirde  𝑀3 nin minimal olması için gerek ve yeter şart 𝑀3 yüzeyi  {𝑒1, 𝑒2, 𝑒4} 

vektörlerinin gerdiği ℝ3  ün alt uzayda yatan  

𝑓(𝑢) = √𝑢2 − 2𝑐𝑢 + 𝑑 , 𝑔(𝑢) = ∫√1 −  (𝑓′(𝑢))2𝑑𝑢 

meridyen eğrisine sahip bir yüzey olmasıdır.  

İspat. (4.78) denklemini irdelenirse 𝜅(𝑣) = 0 ve (𝜅𝑚(𝑢)𝑓(𝑢) + 𝑔′(𝑢)) = 0 elde edilir. 

Böylece 𝜅(𝑣) = 0 durumunda 𝑀3 nin {𝑒1, 𝑒2, 𝑒4} vektörlerinin gerdiği ℝ3  ün alt 

uzayında yatan bir yüzey olduğu gösterilmiştir (Ganchev ve Milousheva 2015). Bu 

yüzeyin meridyen eğrisi  

𝜅𝑚𝑓 + 𝑔′ = 0,  (𝑓′(𝑢))2 +  (𝑔′(𝑢))2 = 1 

denklemlerinin çözümünden elde edilir. Bununla birlikte (4.73) kullanılarak  

1 − (𝑓′(𝑢))
2
− 𝑓′′(𝑢)𝑓(𝑢) = 0, 

 𝑔′(𝑢) = √1 −  (𝑓′(𝑢))2                                                                                               (4.79) 

bulunur. Bu diferansiyel denkleminin çözümünden istenilen sonuç elde edilir. □ 

Ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗� = 𝐻1𝑒 3 + 𝐻2𝑒 4 ün 𝑒1 ve 𝑒2 ye göre kovaryant türevi alınıp 

(4.72) eşitliği kullanılırsa  

𝐷𝑒 1 �⃗⃗�
 = 𝑒 1(𝐻1)𝑒 3 + 𝑒 1(𝐻2)𝑒 4               

𝐷𝑒 2 �⃗⃗�
 = 𝑒 2(𝐻1)𝑒 3                                (4.80) 

elde edilir. Böylece yüzeyin �⃗⃗� −paralel olması durumunda aşağıdaki sonuç verilebilir.  

Teorem 4.21. 𝑀3 ⊂ ℝ4 yüzeyi (4.69) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yüzeyi 

olsun. Eğer 𝑀3, �⃗⃗� -paralel ise bu takdirde bu yüzey ℝ3 de yatan açılabilir bir regle 

yüzeyidir. 
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İspat. 𝑀3 yüzeyi  �⃗⃗� −paralel olsun (4.80) eşitliklerinden (𝐻1)𝑣 = (𝐻1)𝑢 = 0  ve 

(𝐻2)𝑢 = 0 bulunur. Böylece 1. ve 2. ortalama eğrilikleri sabit fonksiyonlardır. Bu 

nedenle 𝐻1 = 𝑐1, 𝐻2 = 𝑐2 alındığında (4.77) dan 𝜅(𝑣) = 2𝑐1𝑓(𝑢) bulunur. Buradan 

𝑓(𝑢) = 𝑎 sabit ve 𝜅(𝑣) = 2𝑎𝑐1 bulunur. Böylece (4.79) eşitliğinden 𝑔(𝑢) = 𝑢 + 𝑏 

olmalıdır. Meridyen eğrisi bir doğru olduğundan 𝜅𝑚(𝑢) = 0 dır. Ayrıca  𝜅(𝑣) sabit 

olduğundan  Ganchev ve Milousheva nın çalışması yardımıyla 𝑀3 nin ℝ3 de yatan 

açılabilir bir regle yüzeyi olduğu sonucuna varılır (Ganchev ve Milousheva 2015). □ 

Bu teoremin bir sonucu aşağıdaki gibidir. 

Sonuç 4.22. 𝑀3 yüzeyi (4.69) daki parametrizasyon ile verilen 2. tip rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu taktirde 𝑀3 yüzeyi �⃗⃗� −paralel ise bir CMC-yüzeyidir. 

Benzer şekilde, (4.80) deki vektör alanlarının  𝑒 1, 𝑒 2 ye göre kovaryant türevlerinden; 

𝐷𝑒 1𝐷𝑒 1�⃗⃗�
 = 𝑒 1

2(𝐻1)𝑒 3 + 𝑒 1
2(𝐻2)𝑒 4                                                                                                         

𝐷𝑒 2𝐷𝑒 2�⃗⃗�
 = 𝑒 2

2(𝐻1)𝑒 3                                                                                                   (4.81) 

elde edilir. Ayrıca (4.71) Gauss denklemlerinden 

∇
𝑒 1

�⃗⃗� 1= 0 

∇
𝑒 2

�⃗⃗� 2= −
𝑓′

𝑓
𝑒 1                                                                                                               (4.82) 

bulunur. Böylece 

𝐷∇
�⃗⃗� 1

�⃗⃗� 1
�⃗⃗� = 0                                                                                         

𝐷∇
�⃗⃗� 2

�⃗⃗� 2
�⃗⃗� = −

𝑓′

𝑓
(𝑒 1(𝐻1)𝑒 3 + 𝑒 1(𝐻2)𝑒 4)                                                                       (4.83)                                                                                                                 

dir. Son eşitlikler yardımıyla ortalama eğrilik vektörünün Laplası 

−∆𝐷�⃗⃗� = (
𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻1) + 𝑒 1

2(𝐻1) + 𝑒 2
2(𝐻1)) 𝑒 3 + (

𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻2) + 𝑒 1

2(𝐻2)) 𝑒 4                  (4.84) 

olarak hesaplanır.  
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Eğer, 𝑀3 yüzeyi zayıf biharmonik ise ∆𝐷�⃗⃗� = 0 olmalıdır.  Böylece (4.84) gereği 

𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻1) + 𝑒 1

2(𝐻1) + 𝑒 2
2(𝐻1) = 0 

𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻2) + 𝑒 1

2(𝐻2) = 0 

olmalıdır. Bu iki denklemin ortak çözümünden 

𝑒 1(𝐻1)𝑒 1
2(𝐻2) − 𝑒 1(𝐻2){𝑒 1

2(𝐻1) + 𝑒 2
2(𝐻1)} = 0 

bulunur. Böylece, aşağıdaki sonuç ispatlanmış olur. 

Teorem 4.23. 𝑀3 yüzeyi (4.69) daki parametrizasyon ile verilen 2. tip rotasyon yüzeyi 

olsun. Bu takdirde 𝑀3 nin zayıf biharmonik olması için gerek ve yeter şart  

𝑒 1(𝐻1)𝑒 1
2(𝐻2) − 𝑒 1(𝐻2){𝑒 1

2(𝐻1) + 𝑒 2
2(𝐻1)} = 0 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada 𝐻1 ve 𝐻2 sırasıyla 1. ve 2. ortalama eğrilik fonksiyonları 

olup (4.77) de tanımlanmıştır. 

Şimdi de 𝑀3 nin Simon operatörünü hesaplayalım. (4.72) deki Weingarten denklemleri 

yardımıyla 

𝐴
𝑒 3

�⃗⃗� 1 = 0,  

𝐴
𝑒 3

�⃗⃗� 2 =
𝜅(𝑣)

𝑓(𝑢)
𝑒 2                                                         

𝐴
𝑒 4

�⃗⃗� 1 = 𝜅𝑚(𝑢)𝑒 1,                                                                           (4.85) 

𝐴
𝑒 4

�⃗⃗� 2 =
𝑔′(𝑢)

𝑓(𝑢)
𝑒 2,

 

bulunur. Buradan, son eşitlikler ve (4.76) kullanılarak 

𝐴
�⃗⃗� �⃗⃗� 1

= 𝜅𝑚𝐻2𝑒 1,  𝐴�⃗⃗� �⃗⃗� 2
= (𝐻1

𝜅(𝑣)

𝑓(𝑢)
+ 𝐻2

𝑔′(𝑢)

𝑓(𝑢)
) 𝑒 2                                  (4.86)                                                                                                                               

elde edilir. Benzer şekilde (4.71) deki Gauss denklemlerinden 
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ℎ(𝑒 1, 𝑒 1) = 𝜅𝑚𝑒 4,  ℎ(𝑒 2, 𝑒 2) =
𝜅

𝑓
𝑒 3 +

𝑔′

𝑓
𝑒 4, 

dir. Böylece  

ℎ(𝑒 1, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 1) = 𝜅𝑚
2 𝐻2𝑒 4,  ℎ(𝑒 2, 𝐴�⃗⃗� 𝑒 2) = (𝐻1

𝜅(𝑣)

𝑓(𝑢)
+ 𝐻2

𝑔′(𝑢)

𝑓(𝑢)
) (

𝜅

𝑓
𝑒 3 +

𝑔′

𝑓
𝑒 4)    (4.87) 

elde edilir. Buradan (4.87) yardımıyla 𝑀3 yüzeyinin Simon operatörü   

�̃�(�⃗⃗� ) =
𝜅(𝑣)

𝑓2
(𝐻1𝜅(𝑣) + 𝐻2𝑔

′)𝑒 3 +
1

𝑓2
{𝑔′(𝐻1𝜅(𝑣) + 𝐻2𝑔

′) + 𝜅𝑚
2 𝐻2}𝑒 4                (4.88) 

elde edilir. Böylece (3.5), (4.84) ve (4.88) eşitlikleri yardımıyla  

−𝐽(�⃗⃗� ) = (
𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻1) + 𝑒 1

2(𝐻1) + 𝑒 2
2(𝐻1) +

𝜅(𝑣)

𝑓2
(𝐻1𝜅(𝑣) + 𝐻2𝑔

′)) 𝑒 3 

              + (
𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻2) + 𝑒 1

2(𝐻2) +
1

𝑓2
(𝐻1𝜅(𝑣)𝑔′ + 𝐻2(𝑔

′)2) + 𝜅𝑚
2 𝐻2) 𝑒 4                     (4.89) 

dır. Böylece aşağıdaki sonuç ispatlanmış olur. 

Teorem 4.24.   𝑀3 ⊂ ℝ4 yüzeyi (4.69) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon 

yüzeyi olsun. Bu takdirde, 𝑀3 nin ortalama eğrilik vektörü �⃗⃗�  nin bir Jakobi alanı olması 

için gerek ve yeter koşul 

𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻1) + 𝑒 1

2(𝐻1) + 𝑒 2
2(𝐻1) +

𝜅(𝑣)

𝑓2
(𝐻1𝜅(𝑣) + 𝐻2𝑔

′) = 0      (4.90) 

𝑓′

𝑓
𝑒 1(𝐻2) + 𝑒 1

2(𝐻2) +
1

𝑓2
(𝐻1𝜅(𝑣)𝑔′ + 𝐻2(𝑔

′)2) + 𝜅𝑚
2 𝐻2 = 0         (4.91) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Burada 𝜅𝑚 ve 𝐻1, 𝐻2 fonksiyonları (4.73) ve (4.77) de 

verildiği gibidir. 
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5. SONUÇLAR 

Rotasyon yüzeyleri diferansiyel geometrinin önemli konularından biridir. Özellikle 3-

boyutlu Öklid uzaylarında bilgisayar destekli geometrik tasarım ve yüzeylerin geometrik 

modellemelerinde oldukça önemlidir. Burada temel mantık düzlemsel bir eğrinin bir 

çember etrafında döndürülmesidir. Bu yüzeylerin 4-boyutlu Öklid uzaylarına genellemesi 

yapıldığında daha zengin bir yüzey sınıfı elde edilmektedir.  

Yüzeylerin ortalama eğrilik vektörü geometrik karakterizasyon için oldukça önem 

taşımaktadır. Bu bağlamda yüzeylerin minimal, biharmonik ve zayıf biharmonik olmaları 

tamamen yüzeylerin ortalama eğrilik vektörünün karakterine bağlıdır. Bu çalışmada 3 ve 

4-boyutlu Öklid uzayında rotasyon yüzeylerinin ortalama eğrilik vektörlerinin zayıf 

biharmonik olma koşulları ile Jakobi vektör alanı özelliğini sağlaması ile ilgili gerek ve 

yeter koşullar elde edilmiştir.  

Motivasyon olarak 3 ve 4-boyutlu Öklid uzaylarında farklı tipte yüzeyler alarak bunların 

bahsedilen özellikleri sağlayıp sağlamadıkları incelenebilir.  
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