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YEREL OLMAYAN ELASTİSİTE TEORİSİNE GÖRE SERBEST EKSENEL 

TİTREŞİM ANALİZİ 

 

Togay KÜPELİ 

 

Bursa Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

İnşaat Mühendisliği Anabilim Dalı 

 

Danışman: Doç. Dr. Mustafa Özgür YAYLI 

 

Bu tez çalışmasında, farklı mesnetlenme koşulları altında elastik ortam içindeki Rayleigh 

nanoçubuğunun eksenel titreşim analizi incelenmiştir. Bilindiği gibi rijit sınır koşulları 

sadece özel durumlar için geçerlidir. Bu çalışma kapsamında son yıllarda gelişme gösteren 

ve gelişmeyi sürdüren nanoteknoloji alanında, pratik uygulaması da yapılabilen sınır 

koşullarıyla ilgili bir analitik yöntem incelemesi gerçekleştirilmiştir. Bu çalışmada, Eringen 

tarafından önerilen, yerel olmayan elastisite teorisine göre eksenel lineer yüklenmiş kirişin 

eksenel statik analizi ve değiştirilmiş gerilme çifti teorisi ile bir mikrokirişin eğilme analizi 

yapılmıştır. Bu analizler sırasında ağırlıklı artık yöntemlerinden yararlanılmıştır. 

 

Bu incelemeler sağlanırken; analiz sonuçlarına etki edebileceği düşünülen parametrelerde, 

sınır koşullarında ve yükleme durumlarında birbirinden farklı değerler alınıp, oluşan analiz 

sonuçlarının farklılıkları ve yapılan değişikliklerin oluşturduğu etkiler gözlemlenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Rayleigh nanoçubuğu, yerel olmayan elastisite, eksenel titreşim, 

eksenel statik analiz, değiştirilmiş gerilme çifti teorisi,eğilme analizi 
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ABSTRACT 
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This thesis, examined the axial vibration analysis of the Rayleigh nanorods  in an elastic 

medium under different support conditions. As known, rigid boundary conditions are valid 

only for special cases. Within the scope of this study;  in the field of nanotechnology, 

which has developed and continues to develop in recent years, an analytical method 

analysis of boundary conditions,  which can also be practiced, has been carried out. This 

thesis study performed an axial static analysis of the axially linear loaded beam and a 

bending analysis of a microbeam, as recommended by Eringen, in accordance with the 

theory of the nonlocal elasticity. The weighted residual methods were utilized during these 

analyzes. 

In providing these reviews, the effects generated by the differences and changes of the 

analysis results are observed, by receiving different values in parameters, boundary 

conditions and loading states, which are considered to have an impact on the analysis 

results. 
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1.GİRİŞ 

 

1.1 Nanoteknoloji 

 

Nanoteknoloji, materyalleri ve cihazları maddeyi atomik seviyede kontrol ederek 

malzemelerin yeniden yapılandırılmasıdır. Tasarım dahil olmak üzere pek çok inşaat 

mühendisliği dalı ve inşaat süreçleri nanoteknolojiden faydalanıyor. Örnek vermek 

gerekirse, benzersiz özellikleri olan yeni yapı malzemeleri, daha hafif ve daha güçlü 

kompozitler, az bakım gerektiren kaplamalar, kendi kendini dezenfekte eden yüzeyler, nano 

boy sensörler örnek verilebilir. Bilim adamları ve mühendisler nanoteknoloji ve 

mikroteknolojideki gelişmelerle beraber her tür mikro/nanoyapıyı, atomik kuvvet 

mikroskobu, konsol uçları, nanoteller ve nanokapülatörler örnek olarak verilebilir. Euler-

Bernoulli kiriş teorisi ve Timoshenko kiriş teorisi bu küçük kiriş yapılarında 

uygulandıklarında, yetersiz oldukları görüldü. Ölçeksiz olması, bu klasik kiriş teorilerinin 

küçük ölçek etkilerini mekanik özelliklerde tam olarak sağlayamadı. Örnek olarak, Wang 

ve Hu (2005) bu konuyla ilgili yaptıkları çalışmada, klasik kiriş teorilerinin karbon 

nanotüpteki dalga yayılımlarının faz hızları azalımlarını tahmin etmekte yetersiz olduklarını 

ve dalga sayısı fazla olduğunda mikro yapının eğilme dalgası yayılımında önemli bir etkisi 

olduğunu göstermişlerdir. 

 

1.1.1 Nanoteknolojinin Amaçları 

 

Nanometre ölçekli yapıların analizinin yapılmasında ve nanometre boyutunda yapıların 

fiziksel özelliklerinin anlaşılmasını nanoteknolojinin amaçları arasındadır. Nano ölçekli 

cihazların geliştirilmesi ve alışılandan farklı üstün malzeme özelliklerinin geliştirilmesini 

bu amaçlar arasında gösterebiliriz. 

 

1.1.2 Nanoteknolojinin Yapı Sektöründeki Yeri 

 

Çok yüksek performanslı beton (UHPC) nanoteknolojinin yapı sektöründeki önemli 

çalışmalarından biri olarak örnek gösterilebilir. Ham madde kullanımını azaltıp daha hafif 
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yapılar üretilmesi ve bununla beraber yapıların dayanıklıklarının daha yüksek yüzdelere 

çıkabilmesi nanoteknolojinin yapı ve inşaat konusundaki önemli çalışma konularındandır. 

 

1.2 Mikro Kirişler 

 

Elektro statik olarak görev yapan ve bu doğrultuda çalıştırılan mikro-kirişler çoğunlukla 

Mikro elektro-mekanik sistemler (MEMS) olarak kullanılır. Mikro sistemlerin dinamik 

analizi, elektro statik sistemin içine giren kuvvetlerin dışarıya  dönük tepkisiyle ortaya 

çıkar. Dinamik mikro sistemlerin davranış biçimleri şimdiye kadar birkaç araştırmacı 

tarafından araştırılmıştır. Düzensiz döngüsel elektrostatik mikro kiriş dinamikleri Tow-

fighian tarafından çalışılmıştır. Çatallanma diyagramlarını ac voltaj ve genliklerini geniş 

kapsamlı olarak sundular. Xu ve Sun (2010), elektro-mekanik olan mikro plak sisteminin 

doğrusal olmayan serbest titreşimlerin incelenmesi ve sistemin doğrusal olmayan zorlamalı 

tepkisini araştırmışlardır. Mikro ve nano elektro mekanik rezonans sensörlerinin büyük 

genlikli doğrusal olmayan titreşimleri Kacem tarafından çalışılmıştır. 

 

1.3 Nanokirişler 

 

Esneklik destekli piezoelektrik nanokirişler konusunda çok çeşitli uygulamalar ve 

araştırmalar vardır. Özellikle otomobil, uçaklar, elektronik, biyomedikal sektörler ve çeşitli 

mühendislik yapılarında kullanılmaktadır. Nano yapıların eğilme, titreşim ve burkulma 

analizi (nano teller, nanoplakalar, nanohalkalar ve nanokirişler) çeşitli mühendislik 

uygulamalarında hayati rol oynamaktadır. Piezoelektrik nano yapılar araştırma toplulukları 

tarafından büyük dikkat çekmektedir. Piezoelektrik nanokirişlerin doğrusal ve doğrusal 

olmayan titreşimleri Timoshenko kiriş teoremi üzerine diferansiyel kuadratür yöntemi 

kullanılarak Ebrahimi tarafından araştırılmıştır. Kompozit lamine Timoshenko kirişi’nin 

(CLTB) mikro ölçekli serbest titreşim analizi yeni modlanmış çift gerilme teorisi Chen 

tarafından geliştirildi. Biosensör baz alınarak karbon nanotüp’ün titreşimi ve aynı şekilde 

biosensör baz alınarak karbon nanotüp Timoshenko kirişi gibi Shen tarafından 

modellenmiştir. 
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1.4 Karbon Nanotüpler 

 

Karbon nanotüpler grafenden oluşturulmuş çok küçük yapılardır. İsimlerini çaplarından 

alırlar çünkü  çapları yaklaşık olarak bir nanometre kalınlığındadır (Şekil 1.1). Karbon 

nanotüpler küçük boyutlarına rağmen oldukça dayanıklıdırlar. Nanoteknoloji kullanılarak 

imal edilen malzemelerin büyük bir çoğunluğunda karbon nanotüpler kullanılmıştır (Şekil 

1.2). Karbon nanotüplerin diğer malzemelere göre avantajları sağlamlıkları, ısı ve elektrik 

iletkenlikleridir. Çoğu zaman kimyasal madde kullanımları endüstri alanlarına yardımcı 

olmaktadır. Karbon nanotüp kullanımı malzemenin dayanıklılığı ve sağlamlığından dolayı 

yapı elemanlarının çatlamalarına önlem olarak ve dayanıklılığını arttırmak amacıyla 

kullanılmaktadır. Bağlayıcılık özelliği bakımından önemli bir yere sahiptir.  

                     

        Şekil 1.1 Çok duvarlı karbon nanotüp                   Şekil 1.2 Karbon nanotüp örneği 
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1.5 Karbon Nanotüplerin Mekanik Özellikleri 

 

Küçük çaplı karbon nanotüpler önemli özelliklere sahiplerdir. Bunların başlıcaları yüksek 

esneklik, yüksek dayanıklılık ve yüksek sertlik özelliklerin sahip olmalarıdır. Bu özellikler 

performans olarak daha yüksek kompozitler için olanak sağlamaktadır. Bu özelliklerle 

beraber hafif olması, yüksek elastik modülüne sahip olmasıda karbon nanotüplerin 

kullanımları sırasında büyük avantaj sağlamaktadır. Karbon nanotüpler aynı zamanda güçlü 

çekme dayanımına sahiplerdir. Bireysel MWCNT'ler için 1 TPa'ya yaklaşan bir elastik 

modül ve 100 GPa'lık bir gerilme kuvvetine ulaşabilirler. Karbon nanotüpler sıkıştırma 

altında güçlü değillerdir bu durumun sebebi ise içinin boş olması ve yüksek boy oranına 

sahip olmalarındandır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

5 
 

2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

2.1 Kuramsal Temeller 

 

2.1.1  Gerilme çifti teorisi 

 

1960'larda çift stres teorisi Mindlin ve Tiersten (1962), Mindlin (1964, 1965), Toupin 

(1962) ve Koiter (1964) tarafından önerildi. Bu teoride, İki Lame sabitine ek olarak iki 

yüksek dereceli malzeme uzunluk ölçeği parametresi sunuldu. Bu teorinin iyi yönlerinden 

biri, mikropolar teorideki dört ek parametrenin ve gerilme gradyan teorisindeki ek beş 

parametrelerin iki ek parametreye indirgenmiş olmasıdır. 

  

Bazı araştırmacılar dairesel silindirlerin davranışlarını çift gerilme teorisine dayandırarak  

araştırdılar. (Zhou ve Li, 2001; Anthoine, 2000). Yukarıda bahsedildiği gibi, bu teori diğer 

teorilerden farklı olarak en düşük ek parametrelere sahiptir. Ancak, yüksek dereceli 

malzemelerin yönetilmesindeki zorluklardan dolayı, deneyler ve malzemeler için malzeme 

uzunluğu ölçek parametreleri için, Yang, Chong, Lam ve Tong (2002) yeni bir ek denge 

denklemi kullanarak, çiftlerin moment dengesi, klasik denge denklemlerine ek olarak 

kuvvetler ve kuvvet momentleri, iki Lame sabitine ek olarak daha yüksek dereceli bir 

malzeme uzunluk ölçeği parametreleri içeren değiştirilmiş bir çift gerilme teorisi 

geliştirmiştir. Park ve Gao (2006) ve Kong, Zhou, Nie ve Wang (2008), modifiye çift stres 

teorisine dayanan Euler-Bernoulli kirişlerini inceledi ve Modifiye çift stres teorisine 

dayanan isteğe bağlı, şekilli doğrusal olmayan mikro plakalar Asghari (2012) tarafından 

geliştirilmiştir. 

 

Gerilme çifti teorisinin içeriğinde,şekil değiştirmiş lineer elastik bir materyal için şekil 

değiştirme enerjisini tanımlayan fonksiyon hem şekil değiştirmenin hem de eğriliğin bir 

fonksiyonu şeklinde tanımlanmaktadır. (Yang vd 2002): 

 

𝑈 =
1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑖𝑗 ∗ 𝜖𝑖𝑗 + 𝑚𝑖𝑗 ∗ 𝜒𝑖𝑗) ⅆ𝜈.

𝛺

                                                                                  (2.1) 
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Bu denklemde  𝑚ij gerilme çifti tensörüne bağlı deviatorik parçasını, 𝜎ij gerilme 

tensörünü, 𝜖ij şekil değiştirme tensörünü ve 𝜒ij eğrilik tensörünü ifade etmektedir. 

 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆 ∗ 𝜖𝑘𝑘 ∗ 𝛿𝑖𝑗 + 2 ∗ 𝜇 ∗ 𝜖𝑖𝑗                                                                                                 (2.2) 

𝜖𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)                                                                                                                       (2.3) 

𝑚𝑖𝑗 = 2 ∗ ℓ2
2 ∗ 𝜇 ∗ 𝜒𝑖𝑗                                                                                                                   (2.4) 

𝜒𝑖𝑗 =
1

2
(𝜃𝑖,𝑗 + 𝜃𝑗,𝑖)                                                                                                                       (2.5) 

 

Yukarıdaki denklemlerde, 𝑢 deplasman vektörünü,𝜃 dönme vektörünü, ℓ2 malzeme boyut 

ölçek parametresini,𝜆 ve 𝜇 Lame sabitlerini ifade eder. 

 
 

2.1.2 Gradyan elastisite teorisi 

 

Karbon nanotüplerdeki bükülme dalgalarının modellenmesi CNT’ler tarafından, diğer 

tartışmalara göre, ilgili moleküler dinamikler MD simülasyonlarına uygun olarak, kendi 

içsel nano ölçekli heterojenliklerinden kaynaklanmaktadır. 

 

Klasik elastisite teorisi, kiriş ve shell teorisi ile birlikte oldukça başarılı olmuştur ve aynı 

zamanda MD simülasyonları ile uyumludur. Aifantis'in çalışmaları ile başlayarak, üst 

düzey gradyan ve savunulan tipteki yerel olmayan elastikiyet teorileri Mindlin, Kröner ve 

Eringenhave tarafından tekrar revize edildi ve bu şekilde sınır değer problemlerini çözmek 

amacıyla daha basit ve daha güçlü formatlar ortaya çıkarılmak istendi. 

 

 

2.1.3 Yerel olmayan elastisite teorisi 

 

Nano-mekanik alanındaki yeniliklerle birlikte, nano boyutlardaki kirişler, sensörler ve 

aktüatörler gibi elemanlar nanoteknoloji alanında sürekli kullanılmaya başlanılan yapılar 

haline gelmişlerdir. Boyuta bağlı ortam sürekli ortam teorileri, yakın geçmişte nano ve 

mikro teknolojinin sürekli gelişmesi sayesinde çok küçük boyutlardaki mekanik yapıların 
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analiz ve tasarımında kullanılmaya başlanmıştır. Yerel olmayan elastisite teorisinin içeriği 

ilk olarak Eringen tarafından ileri sürülmüştür. Yerel olmayan elastisite teorisi çok küçük 

boyutlardaki nano elemanlara uygulanabilmesi nedeniyle nanoteknoloji komiteleri 

tarafından yoğun bir ilgiye maruz kalmıştır. 

 

Klasik elastisite teorisinde elemanın üzerindeki bir x noktasındaki gerilme yalnızca o x 

noktasının şekil değiştirme fonksiyonunu tanımlamaktadır. Eringen’in ileri sürdüğü yerel 

olmayan elastisite teorisine göre ise sürekli bir ortam içinde bulunan bir x noktasının 

gerilmesi, yalnızca x noktasının şekil değiştirmesinin değil ortamda bulunan tüm x 

noktalarının şekil değiştirmesinin bir fonksiyonudur. İleri sürülen bu teori bu özelliğinin 

sayesinde çok küçük boyutlardaki nano elemanları inceleyebilmektedir. Eringen’in yerel 

olmayan elastisite teorisini nanoteknoloji alanında kullanan ilk bilim insanı olan Peddieson 

ve diğerlerinin yaptığı çalışma bu alanda daha sonra yapılacak çalışmalara öncü olarak 

kabul edilmiştir. Bu çalışmadan sonraki çalışmaların birçoğunda araştırmacılar nano 

yapıları analiz ederken Eringen’in tasarladığı yerel olmayan modeli kullanmışlardır. 

  

Wang (2005) yerel olmayan elastisite teorisinden yaralanarak pek çok önemli araştırma 

yapmıştır. Bu araştırmalar; akışkan taşıyan mikro ve nano kirişlerin titreşim ve analizi, 

akışkan taşıyan ÇDKNT titreşim analizi, akışkan taşıyan nano tüpün serbest titreşimleri, 

akışkan taşıyan nano tüpün serbest titreşimleri, akışkan taşıyan nano tüpün titreşim ve 

kararlılık analizidir. Yerel olmayan elastisite teorisi, klasik elastisite teorisinin açıklamakta 

yetersiz kaldığı durumları ortadan kaldırmak için geliştirilen bir teori olmakla birlikte 

sürekli ortam mekaniğinde yeni kullanılmaya başlanmış bir yaklaşımdır. 

Elastik katılar için, Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisi aşağıdaki denklemler ile 

tanımlanmıştır. 

 

𝜎𝑘𝑙,𝑙 + 𝜌 (𝒻𝑙 −
𝜕2𝑢𝑙

𝜕𝑡2
) = 0                                                                                                             (2.6) 

𝜎𝑘𝑙(𝑥) = ∫𝛼(|𝑥 − 𝑥′|, 𝑋)𝑇𝑘𝑙(𝑥
′) ⅆ𝑉(𝑥′)

𝑉

                                                                                (2.7) 
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𝑇𝑘𝑙(𝑥
′) = 𝜆𝜖𝑚𝑚(𝑥′)𝛿𝑘𝑙 + 2𝜇𝜖𝑘𝑙(𝑥

′)                                                                                          (2.8) 

𝜖𝑘𝑙(𝑥
′) =

1

2
(
𝜕𝑢𝑘(𝑥

′)

𝜕𝑥𝑙
′ +

𝜕𝑢𝑙(𝑥
′)

𝜕𝑥𝑘
′ )                                                                                             (2.9) 

 

Denklemlerde tanımlanan ifadelerden 𝜌 kütle yoğunluğunu, 𝜎kl yerel olmayan gerilme 

tensörü, 𝑢𝑙 yer değiştirme vektörü, 𝛼|𝑥| doğrusal diferansiyel bir operatörü, 𝒻𝑙 uygulanmış 

kuvvet yoğunluğu, 𝑇kl(𝑥
′) herhangi bir 𝑥′ noktasındaki Cauchy gerilme tensörünü, ϵkl(𝑥

′) 

yük tensörünü, 𝑡 zamanı temsil eder ve 𝛼|𝑥 − 𝑥′| Öklid’in uzaklık formunu tanımlar. 

Aşağıda verilmiş olan bağıntı yerel olmayan elastisite teorisinde kullanılabilir: 

 

ℜ𝛼(|𝑥 − 𝑥′|) = 𝛿(|𝑥 − 𝑥′|)                                                                                                      (2.10) 

 

(2.2) numaralı eşitlikten aşağıdaki denklem  türetilmiştir: 

 

ℜ𝜎𝑘𝑙 = 𝑇𝑘𝑙                                                                                                                                      (2.11) 

 

Ayrıca (1) numaralı eşitlikten aşağıdaki denklem türetilebilir: 

 

𝑇𝑘𝑙,𝑙 + ℜ(𝒻𝑙 − 𝜌𝑢
..

𝑘) = 0                                                                                                             (2.12) 

 

Diferansiyel operatör aşağıdaki şekliyle ifade edilmiştir: 

 

ℜ = (1 − (𝑒0𝛼)2𝛻2) = 0                                                                                                           (2.13) 

 

Burada, 𝑒0𝛼 yerel olmayan parametre ve 𝛻2 Laplasyen’dir. O halde Eringen’in yerel 

olmayan elastisite teorisindeki kurucu eşitlik yerel olmayan parametre koşullarında ifade 

edilebilmektedir: 

 

[1 − (𝑒0𝛼)2𝛻2]𝜎𝑘𝑙 = 𝑇𝑘𝑙                                                                                                            (2.14) 
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2.2 Kaynak Araştırması 

 

Sitemlerin mikro ve nano boyuttaki modellerin mekanik etkiler altındaki davranışları 

incelenirken yerel olmayan elastisite teorisi ile çözüm yapılmak istenmektedir. Yapının 

boyuttan kaynaklı karakteristik özelliği büyük önem taşır. Elastisite teorisi ile ilgili birçok 

çalışma yapılmıştır. Örneklendirmek gerekirse; Berg (1958) elastik düzlemdeki kirişlerin 

rijitlik katsayı hesaplamak amacıyla bir yöntem üzerinde çalışmıştır. 

 

Chang(1965) elastik zemin üzerindeki  sonsuz uzunluktaki bir kirişin davranış şekillerini 

incelemiştir. Ray (1966), Carrol(1969) ve Meshgin’de (1974) aynı konu üzerine çalışmalar 

yapmışlardır. 

 

Alberti ve Tuma(1970) elastik zemine oturan kirişlerin davranışlarını incelemişlerdir ve 

statik değer hesaplamalarını yapmışlardır. Buldukları değerler kapsamında karşılaştırmalar 

bu çalışmada sunulmuştur. 

 

Nakamato (1976) elastik zemindeki kirişlerin yer değiştirme değerlerini incelemiş ve hangi 

koşullarda değerlerdeki değişiklerin yaşandığını gözlemlemiştir. 

 

Sujith (1997) farklı özelliklerdeki kirişlerin eksenel titreşim analizlerini hesaplamış ve 

mutlak hesap çözümlerini incelemiştir. 

 

Ren ve Truskinovsky (2000) sonlu ölçekli mikroyapıların yerel olmayan elastisite üzerine   

araştırmalarını yapmıştır. 

 

Yoon ve Ru (2005) Timoshenko Kirişleri olarak modellenen karbon nanotüplerin titreşim 

analizlerini incelemişlerdir. 

 

Tepe (2007) nano ölçekli yapıları Hooke Kanunu ve yerel olmayan elastisite teorisi 

kapsamında başlangıç değer yöntemi ile araştırmıştır. 
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Karbon nanotüplerde gradyan elastisite ve eğilme dalgası dispersiyonu araştırmaları ve 

incelenmesi Askes (2009) tarafından sunulmuştur. 

 

Aydoğdu (2009), Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisi ile nanokirişlerin eğilme ve 

serbest titreşimini incelemiştir. Bu çalışmasında Euler-Bernoulli, Timoshenko, Aydoğdu 

kiriş teorilerine ait sonuçları çeşitli parametre değerleri ile sunmuştur. 

 

Lim, Li ve Yun (2010) nanokirişlerin yerel olmayan elastisite teorisine dayalı olarak serbest 

titreşim analizlerini araştırmışlar ve sonuçlarını sunmuşlardır. 

 

Phadikar ve Pradhan (2010), yerel olmayan elastik nanokiriş ve nanoplakları sonlu 

elemanlar yöntemiyle analiz etmiş ve incelemiştir. 

 

Yerel olmayan elastisite teorisine göre nano ölçekteki kirişlerin doğrusal olmayan teoriye 

göre incelenmesi Yaylı (2010) tarafından sunulmuştur. 

 

Alshorbagy ve Eltaher (2011) tarafından sonlu elemanlar yöntemi ile fonksiyonel olarak 

derecelendirilmiş bir kirişin serbest titreşim özellikleri sunulmuştur. Bu çalışmada 

fonksiyonel dereceli kirişin kalınlık ve malzeme özellikleri baz alınarak dinamik 

özelliklerinin karşılaştırmaları yapılmıştır. 

 

Euler – Bernoulli ve Timoşenko kirişlerinin burkulma analizleri gerilme çifti teorisine ait 

çalışmalar ve sonuçları Abadi ve Daneshmehr (2013) tarafından yapılmıştır. 

 

Gül ve Aydoğlu (2015) çalışmalarında, kirişlerin Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiriş 

teorileri ile dalga sayısı yönünden titreşimlerini incelemiştir. 

 

Nejad ve Hadi (2016) çift yönlü fonksiyonel olarak derecelendirilmiş  Euler-Bernoulli 

nanokirişlerinin serbest titreşim analizlerini araştırmıştır. 
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Rakrak, Zidour, Heireche ve Chemi (2016) yerel olmayan elastisite teorisi kullanarak çift 

duvarlı karbon nanotüpün serbest titreşim analizini araştırmışlar ve hesaplamalarını 

sunmuşlardır. 

 

Yerel olmayan elastisite teorisine göre nanokirişlerin serbest titreşim analizleri Togun ve 

Bagdatlı (2016) tarafından sunulmuştur. 

 

Bir ve iki boyutlu mikro yapıların yüksek mertebeden elastisite teorileri ile analizleri Akgöz 

(2016) tarafından yapılmıştır. 

 

Demir(2016), nanokirişlerin yerel olmayan titreşim analizini yapmıştır. Çalışmada boyutsuz 

yerel olmayan parametre ve sınır şartlarının etkileri incelenmiştir. 

 

Hashemi ve Khaniki (2016), değişken kesitli yerel olmayan elastik nanokirişin serbest 

titreşimi için analitik çözümünü araştırmışlardır. 

 

Romano ve Baretta (2017) nanokirişlerdeki küçük ölçekli etkileri yerel olmayan elastisite 

teorisi ile araştırmışlardır. 

 

Ecsedi ve Baksa (2017)  nano kirişlerin serbest titreşim analizlerini incelemiş ve 

hesaplamalarını incelemişlerdir. 

 

Uzun (2019), fonksiyonel derecelendirilmiş bir nano ölçekteki kirişin farklı sınır 

koşullarında sonlu elemanlar yöntemiyle titreşim analizini sunmuştur. Çalışmada nano 

ölçek seviyesinde önemli hale gelen boyut etkisi, Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisi 

temelinde anlatılmıştır. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1 Mikrokirişin Eksenel Statik Analizi 

 

 
 

   
          Şekil 3.1  Eksenel lineer yük etkisindeki mikrokiriş  

                      

Bu bölümde Şekil 3.1’de verilmiş olan eksenel yüklenmiş konsol mikrokirişin statik analizi 

yapılmıştır. (2.14) numaralı denklemdeki ilişkiyi kullanarak,eksenel yer değiştirme 

koşulları için yönetici denklem aşağıdaki gibidir: 

     

   

𝐸𝐴
𝜕2𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝑞(𝑥) − 𝜇

𝜕2𝑞(𝑥)

𝜕𝑥2
 = 0,                                                                                          (3.1) 

(𝑒0𝛼)2 = 𝜇,                                                                                                                                       (3.2) 

                                                

Burada 𝑢(𝑥) eksenel sapmayı belirtir, E elastisite modülünü temsil eder, A ise kesit 

alanıdır. 

Denklem (3.1) nanoçubuğun statik sapma için geçerli olan diferansiyel denklemidir. 

Yukarıdaki denklemin x’e gore integralini alırsak: 
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𝐸𝐴
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥
+ ∫ 𝑞(𝑥)

𝐿

0

− 𝜇
𝜕𝑞(𝑥)

𝜕𝑥
 = 0,                                                                                         (3.3) 

bulunur. 

 

Bu çalışmada, yukarıda verilmiş olan şekildeki konsol nanoçubuk eksenel yük taşımaktadır: 

  

𝑞(𝑥) = 𝜂𝑥,                                                                                                                                         (3.4) 

Burada η, doğrusal yüklemenin eğimini temsil eden bir katsayıdır. 

 

 

3.2.Ağırlıklı Artıklar Yöntemleri  

 

Bu bölümde (3.3) numaralı denklemde verilen eksenel yüklenmiş bir nanoçubuğun ağırlıklı 

artıklar yöntemleriyle çözümleri incelenmiştir. Bu çalışmada kullanılacak yöntemler 

Galerkin, en küçük kareler, alt alan ve iki parametre yöntemleridir. Yöntemlerin temel 

esasları gözetilerek hesaplamalar yapılmıştır. 

 

 

3.2.1 En küçük kareler yöntemi 

 

En küçük kareler yöntemi, etki alanı artık işlevi üzerinde integrali bilinmeyen terimler 

açısından minimize edilmek zorunda olan, bir alan artık fonksiyonuna ihtiyaç duyar. 

 

𝜕

𝜕𝑐𝑖
(∫ 𝑅2 ⅆ𝑥

𝐿

0

) = 0,          𝑖 = 1,2, . . . . , 𝑁                                                                                  (3.5) 

 

Yukarıdaki denklem aşağıdaki gibi yazılabilir; 

 

𝜕

𝜕𝑐𝑖
(∫ 𝑅

𝜕𝑅

𝜕𝑐𝑖

𝐿

0

𝜕𝑥) = 0                                                                                                                   (3.6) 
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Denklem (3.6) kullanılarak aşağıdaki aşağıdaki denklem ilişkileri kurulabilir; 

 

∫ 𝐸𝐴(𝐸𝐴(3
𝐿

0

𝑐3(𝑥 − 𝐿)2 + 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) 𝜕𝑥 = 0 = 0 ,                       (3.7) 

∫ 𝐸𝐴2(𝑥 − 𝐿)(𝐸𝐴(3
𝐿

0

𝑐3(𝑥 − 𝐿)2 + 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) 𝜕𝑥 = 0 ,              (3.8) 

∫ 𝐸𝐴3(𝑥 − 𝐿)2(𝐸𝐴(3
𝐿

0

𝑐3(𝑥 − 𝐿)2 + 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) 𝜕𝑥 = 0              (3.9) 

 

  İntegraller alındıktan sonra, aşağıdaki doğrusal denklem sistemleri elde edilir; 

 

𝐴2𝑐3𝐸
2𝐿3 − 𝐴2𝑐2𝐸

2𝐿2 + 𝐴2𝑐1𝐸
2𝐿 +

5

3
 𝐴𝐸𝐿3 − 10𝐴𝐸𝜇𝐿 = 0 ,                                        (3.10) 

−
3

2
𝐴2𝑐3𝐸

2𝐿4 +
4

3
  𝐴2𝑐2𝐸

2𝐿3 − 𝐴2𝑐1𝐸
2𝐿2 −

5

6
 𝐴𝐸𝐿4 + 10𝐴𝐸𝜇𝐿2 = 0 ,                       (3.11) 

9

5
  𝐴2𝑐3𝐸

2𝐿5 − 
3

2
 𝐴2𝑐2𝐸

2𝐿4 + 𝐴2𝑐1𝐸
2𝐿3 +

1

2
 𝐴𝐸𝐿5 − 10𝐴𝐸𝜇𝐿3 = 0 .                          (3.12) 

 

 Yukarıdaki denklemleri çözerek, bilinmeyen katsayıları aşağıdaki gibi elde ederiz; 

𝑐1 = −
5(𝐿2 − 2𝜇)

EA
                                                                                                                       (3.13) 

𝑐2 = −
5𝐿

𝐸𝐴
,                                                                                                                                    (3.14) 

𝑐3 = −
5𝐿

3𝐸𝐴
,                                                                                                                                  (3.15) 

 

Yer değiştirme fonksiyonunda verilen katsayıların sembolik değerlerinin değiştirilmesi ile 

aşağıdaki denklem elde edilir: 
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  𝑈
_

𝐿𝑆𝑀 =
5(𝐿3 − 6𝜇𝐿 − 𝑥3 + 6𝜇𝑥)

3𝐸𝐴
.                                                                                         (3.16) 

 

 

 

3.2.2 Galerkin yöntemi 

 

Galerkin yöntemi, bir operatör denkleminin yaklaşık çözümünün, verilen doğrusal bağımsız 

sistemin elemanlarının doğrusal bileşimi biçiminde bulunma yöntemidir. Galerkin yöntemi 

temel olarak integral ifadesinin minimize edilmesine dayanır. 

 

(∫ 𝑅𝑊𝑖 ⅆ𝑥
𝐿

0

) = 0, 𝑖 = 1,2, . . . . . . 𝑁                                                                                  (3.17) 

 

Bu tezde, ağırlık fonksiyon formülleri yer değiştirme fonksiyonunun bir parçası olarak 

seçilmiştir. Buradaki amaç bilinmeyen üç katsayı olan (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) değerlerinin 

bulunmasıdır, bu sebeple üç ağırlık fonksiyonu seçilmiştir. 

 

𝑊1 = (𝑥 − 𝐿)                                                                                                                                 (3.18) 

𝑊2 = (𝑥 − 𝐿)2                                                                                                                               (3.19) 

𝑊3 = (𝑥 − 𝐿)3                                                                                                                               (3.20) 

 

Verilmiş olan yaklaşım fonksiyonları kullanılarak aşağıdaki ilişkiler elde edilmiştir: 

 

∫ 𝐸𝐴(𝐸𝐴(3𝑐3(𝑥 − 𝐿)2 + 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ∗ (𝑥 − 𝐿) ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0,            (3.21) 

∫ (𝐸𝐴(𝐸𝐴(3𝑐3(𝑥 − 𝐿)2 + 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ∗ (𝑥 − 𝐿)2 ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0,        (3.22) 

∫ (𝐸𝐴(𝐸𝐴(3𝑐3(𝑥 − 𝐿)2 + 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ∗ (𝑥 − 𝐿)3 ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0         (3.23) 
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Verilen integral ifadelerin hesaplanması ile aşağıdaki denklem sistemleri türetilir: 

−
3

4
∗ 𝐿4 ∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝑐3 +

2

3
∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝐿3 ∗ 𝑐2 −

1

2
∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝐿2 ∗ 𝑐1 −

5

12
∗ 𝐿4 + 5𝜇𝐿2 = 0          (3.24) 

3

5
∗ 𝐿5 ∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝑐3 −

1

2
∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝐿4 ∗ 𝑐2 +

1

3
∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝐿3 ∗ 𝑐1 −

𝐿5

6
−

10

3
𝜇𝐿3 = 0                    (3.25) 

−
1

2
∗ 𝐿6 ∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝑐3 +

2

5
∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝐿5 ∗ 𝑐2 −

1

4
∗ 𝐸𝐴 ∗ 𝐿4 ∗ 𝑐1 −

𝐿6

12
+

5

2
𝜇𝐿4 = 0                  (3.26) 

 

Bulduğumuz ifadeleri matris formu halinde yazacak olursak: 

[
𝑏11 𝑏12 𝑏13

𝑏21

𝑏31

𝑏22

𝑏32

𝑏23

𝑏33

] ∗ [
𝑐1
𝑐2

𝑐3

] =

[
 
 
 
 
 
 
5 ∗ 𝐿4

12
− 5𝜇𝐿2

−𝐿5

6
+

10

3
𝜇𝐿3

𝐿6

12
+

5

2
𝜇𝐿4

]
 
 
 
 
 
 

                                                                            (3.27) 

Yer değiştirme fonksiyonunda katsayılar için verilen değerleri yerine koyduğumuzda 3.28 

denklemi elde etmiş oluruz: 

 

𝑈
_

𝐺𝑀 =
5(𝐿3 − 6𝜇𝐿 − 𝑥3 + 6𝜇𝑥)

3𝐸𝐴
                                                                                               (3.28) 

 

3.2.3 Alt alan yöntemi 

 

Alt alan yöntemi sonlu farklar bağlamında Biezeno ve Koch'un (1923) çalışması ile ortaya 

çıkmıştır. Alt alan yöntemi örnekleri laminar sınır tabakalarını çözmek için Pallone (1961) , 

Bartlett ve Kendall (1968) yöntemlerinde bulunabilir. Alt alan yöntemi, bazı seçilen 

alanların üzerindeki integralin artık fonksiyonunun sıfır olarak alınmasını gerektirir. 
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∫ 𝑅 ⅆ𝑥
𝐿 3⁄

0

= ∫ 𝐸𝐴(3𝑐3(𝑥 − 𝐿)2
𝐿 3⁄

0

+ 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2 ⅆ𝑥 = 0,            (3.29) 

∫ 𝑅 ⅆ𝑥
2𝐿 3⁄

𝐿/3

= ∫ 𝐸𝐴(3𝑐3(𝑥 − 𝐿)2
2𝐿 3⁄

𝐿/3

+ 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2 ⅆ𝑥 = 0,        (3.30) 

∫ 𝑅 ⅆ𝑥
𝐿

2𝐿/3

= ∫ 𝐸𝐴(3𝑐3(𝑥 − 𝐿)2
𝐿

2𝐿/3

+ 2𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2 ⅆ𝑥 = 0,            (3.31) 

Yukarıdaki integrallerin hesaplanmasıyla aşağıdaki denklem sistemlerini elde ederiz; 
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27
𝐸𝐴𝑐3𝐿

3 −
5

9
𝐸𝐴𝑐2𝐿

2 +
1

3
𝐸𝐴𝑐1𝐿 +

5𝐿3

81
−

10𝜇𝐿

3
= 0,                                                      (3.32) 

7

27
𝐸𝐴𝑐3𝐿

3 −
1

3
𝐸𝐴𝑐2𝐿

2 +
1

3
𝐸𝐴𝑐1𝐿 +

35𝐿3

81
−

10𝜇𝐿

3
= 0,                                                    (3.33) 

1

27
𝐸𝐴𝑐3𝐿

3 −
1

9
𝐸𝐴𝑐2𝐿

2 +
1

3
𝐸𝐴𝑐1𝐿 +

95𝐿3

81
−

10𝜇𝐿

3
= 0,                                                    (3.34) 

Yukarıdaki bu üç denklemi bir sistem olarak birleştirerek, aşağıdaki matris formunda 

yazabiliriz: 

(

𝑎11

𝑎21

𝑎12 𝑎13

𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

)(
𝑐1
𝑐2

𝑐3

) =

(

 
 
 
 

−
5𝐿3

81
+

10𝜇𝐿3

3

−
35𝐿3

81
+

10𝜇𝐿3

3

−
95𝐿3

81
+

10𝜇𝐿3

3 )

 
 
 
 

                                                                  (3.35) 

Bu şekilde bulmuş olduğumuz (3.13), (3.14) ve (3.15) denklemlerindeki aynı bilinmeyen 

katsayı ifadelerini elde ettik. Bu katsayıların yer değiştirme fonksiyonuna 

yerleştirilmesinden sonra (3.16) denklemindeki ilişkinin aynısı elde edilir. 

 
3.2.4 İki parametre çözümü 

 

Bu çözümde, tüm artık yönteminin etkilerini incelemek ve değerlendirmek için 

uygulanmıştır. 

Aşağıdaki denklemler alt alan yönteminden elde edilmiştir. 
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∫ (𝐸𝐴 ∗ (2𝑐2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2 ⅆ𝑥

𝐿
2

0

= 0,                                                          (3.36) 

∫ (𝐸𝐴 ∗ (2𝑐2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2 ⅆ𝑥
𝐿

𝐿
2

= 0,                                                           (3.37) 

 

Yukarıdaki denklemlerden 𝑐1 ve 𝑐2 katsayıları aşağıdaki gibi bulunur: 

𝑐1 = −
5(5𝐿2 − 12𝜇)

6𝐸𝐴
,                                                                                                                 (3.38) 

𝑐2 = −
5𝐿

2𝐸𝐴
.                                                                                                                                  (3.39) 

 

Yer değiştirme fonksiyonu aşağıdaki gibi türetilir: 

𝑈
_

𝑆𝐷𝑀 = −
5(𝐿 − 𝑥)(−12𝜇 + 2𝐿2 + 3𝐿𝑥)

3𝐸𝐴
.                                                                             (3.40) 

 

Ağırlıklı artık yöntemlerinden, artığı minimize eden Galerkin yöntemi, sınır koşullarıyla 

birlikte aşağıdaki iki terim için belirli integralleri tanımlar: 

 

∫ 𝐸𝐴 ∗ (𝐸𝐴(2 ∗ 𝑐2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ∗ (𝑥 − 𝐿) ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0,                             (3.41) 

∫ (𝐸𝐴 ∗ 2 ∗ (𝑥 − 𝐿) ∗ (𝐸𝐴(2 ∗ 𝑐2(𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ∗ (𝑥 − 𝐿)2 ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0.    (3.42) 

  

Verilen denklemler çözülüp bilinmeyen katsayılar 𝑐1 ve 𝑐2 denklem 3.43 ve 3.44’deki gibi 

bulunur. 

𝑐1 = −
7𝐿2 − 20𝜇

2𝐸𝐴
,                                                                                                                       (3.43) 

𝑐2 = −
2𝐿

𝐸𝐴
,                                                                                                                                     (3.44) 

Bulunan denklemler kullanılarak denklem 3.45’de yer değiştirme fonksiyonu yazılır: 
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𝑈
_

𝐺𝑀 = −
(𝐿 − 𝑥)(−20𝜇 + 3𝐿2 + 4𝐿𝑥)

2𝐸𝐴
.                                                                                 (3.45) 

 

En küçük kareler yönteminde ise yaklaşık fonksiyon kullanılarak denklem 3.46 ve 3.47’de  

yazılır: 

 

∫ 𝐸𝐴(𝐸𝐴 ∗ (2 ∗ 𝑐2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0,                                               (3.46) 

∫ 𝐸𝐴 ∗ 2 ∗ (𝑥 − 𝐿) ∗ (𝐸𝐴 ∗ (2 ∗ 𝑐2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 𝑐1) − 10𝜇 + 5𝑥2) ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0,                  (3.47) 

 

Yukarıdaki denklemlerin çözümü yapıldığında (3.38), (3.39) ve (3.40) denklemleri ile 

bulunan sonuçlar elde edilir. 

 

  

3.3 Elastik Ortamda Rayleigh Modelindeki Nanoçubuğun Serbest Titreşim Analizi 

 

3.3.1 Mekanik model 

 

                    

Şekil 3.2 İki ucu yayla sabitlenmiş elastik ortamdaki nanoçubuk 

 

Nanoçubuğun boyu L ve çapı d olarak tanımlanır (Şekil 3.2). Çubuğun eksenel hareketi için 

yerel olmayan yapısal denklem şu şekilde formüle edilir: 
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𝜎𝑧 − (𝑒0𝛼)2
𝜕2𝜎𝑧

𝜕𝑧2
= 𝐸𝜀𝑧 ,                                                                                                            (3.48) 

 

Formüle edilmiş olan denklemde E elastisite modülünü,  𝜎𝑧 yerel olmayan normal 

gerilmeyi, ε𝑧 normal gerilmeyi, 𝛼 karakteristik uzunluğu, 𝑒0 malzemenin deneyler 

yardımıyla belirlenmiş bir sabitini ve z ise eksenel koordinatı temsil etmektedir. 

 𝜇 = (𝑒0𝛼)2 parametresi yerel olmayan parametre olarak tanımlanır ve karbon nanotüpler 

için 𝜇 < 2 nm2’dir. Ana denklemler kartezyen koordinat sisteminde  Oxyz (0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿),  z 

ekseni karbon nanotüpün merkezinde olacak şekilde formüle edilir. Rayleigh modelinde 

x,y,z yönlerindeki yer değişimleri u, v ve w olarak ifade edilir. 

 

𝑢 = −𝓋
𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑥, 𝑣 = −𝓋

𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑦, 𝑤 = 𝑤(𝑧, 𝑡),                                                            (3.49) 

 

3.50’deki denklemde t zaman koordinatı  𝓋  ise Poisson oranıdır. Nanoçubuğun kinetik 

enerjisi şu şekilde elde edilir: 

 

𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌[(

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)2 + (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
)2 + (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)2] ⅆ𝐴 ⅆ𝑧

𝐴

𝐿

0

= 

=
1

2
𝜌 ∫ [𝐴 (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

+ 𝓋2𝐼 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑡
)

2

] ⅆ𝑧

𝐿

0

                                                                               (3.50) 

 

Denklem 3.50’de A enine kesit,  𝜌 kütle yoğunluğu, I ise kesitin enine göre polar atalet 

momentidir. Tanımlamaları ise eşitlik 3.51’de verilmiştir: 

 

𝐼 = ∫(𝑥2 + 𝑦2) ⅆ𝐴
𝐴

                                                                                                                     (3.51) 

 

Eksenel yük N hesaplaması ise eşitlik 3.52’deki gibi yapılır: 
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𝑁 = ∫𝜎𝑧 ⅆ𝐴                                                                                                                                  (3.52)
𝐴

 

Verilmiş olan (3.48) ve (3.52) denklemleri birlikte çözülürse: 

 

𝜀𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
                                                                                                                                          (3.53) 

 

Oluşan bu eşitlik bize eşitlik 3.54’ü  verir: 

 

𝑁 − 𝜇
𝜕2𝑁

𝜕𝑧2
= 𝐸𝐴

𝜕𝑤

𝜕𝑧
,                                                                                                                  (3.54) 

 

Mevcut olan problemin hareket denklemi ise eşitlik 3.55’deki gibi yazılır: 

𝜕𝑁

𝜕𝑧
= 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
                                                                                                                               (3.55) 

 

Burada, elastik ortama bağlı eksenel kuvvet tanıtılmıştır. Denklemde verilen k nanoçubuğu 

çevreleyen elastik ortamın sertliği olarak tanımlanır. 

 

(3.54) ve (3.55) denklemleri yardımıyla: 

 

𝑁 = 𝐸𝐴
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝜇𝑘

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 𝜇𝜌𝐴

𝜕3𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑡2
                                                                                             (3.56) 

 

 

elde edilir. Hareket denklemi ve sınır koşulları Hamilton prensibi ile eşitlik 3.57’deki gibi 

yazılır: 

 

∫ ∫ (𝛿𝑇 − 𝑁𝛿𝜀𝑧 − 𝑘𝑤𝛿𝑤 ) ⅆ𝑧 ⅆ𝑡
𝐿

0

𝑡2

𝑡1

= 0,                                                                       (3.57) 
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Bu denklem t1 ve t2 anlık değerlerine karşılık gelen tüm olası değişken yollar için 

yazılmıştır. (𝑡1 < 𝑡2). (3.57) denklemi için detaylı bir hesaplama bize 3.58 denklemini 

oluşturur: 

 

𝑚
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2)

𝜕4𝑤

𝜕𝑧2𝜕𝑡2
− (𝐸𝐴)

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
+ 𝑘𝑤 = 0     0 < 𝑧 < 𝐿,                        (3.58) 

[𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2)
𝜕3𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑡2
+ (𝐸𝐴 + 𝜇𝑘)

𝜕𝑤

𝜕𝑧
] 𝛿𝑤 = 0,   𝑧 = 0   𝑣𝑒     𝑧 = 𝐿   𝑖ç𝑖𝑛              (3.59) 

 

Değerleri tanımlarsak: 

𝑚 = ρA,        𝑅2 =
𝐼

𝐴
,                                                                                                                  (3.60) 

 

(3.59) denklemindeki sabit uç mesnet koşullarından: 

 

𝑤 = 0,                                                                                                                                             (3.61) 

 

(3.59) denklemindeki serbest uç mesnet koşullarından ise: 

 

𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2)
𝜕3𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑡2
+ (𝐸𝐴 + 𝜇𝑘)

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0.                                                                        (3.62) 

 

Burada, Hamilton prensibinde 𝓋 = 0 değeri baz alınarak oluşturulan denklemle aynı 

hareket denkleminin oluşturulduğu belirtilmiştir. Elastik ortamda bulunan yerel olmayan 

kirişin eksenel rijitliği denklem 3.63’de verilmiştir: 

 

                   S=EA+k.                                                                                                     (3.63) 
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3.3.2 Serbest titreşim 

 

Serbest titreşim için w(z,t) fonksiyonu denklem 3.64’deki gibi ifade edilebilir: 

𝑤(𝑧, 𝑡) = 𝑊(𝑧)Cosωt,                                                                                                                (3.64) 

 

Denklemde verilen 𝜔 dairesel frekansı ifade eder. (3.64)’deki denklemi (3.58), (3.61) ve 

(3.62) denklemler için kullanırsak (Ecsedi 2017): 

[𝜔2𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2) − (𝐸𝐴 + 𝜇𝑘)]
ⅆ2𝑊

ⅆ𝑧2
− (𝑘 − 𝜔2𝑚)𝑊 = 0    0 < 𝑧 < 𝐿                    (3.65) 

-Sabit uç için: 

 

𝑊 = 0,                                                                                                                                             (3.66) 

 

-Serbest uç için: 

 

[−𝜔2𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2) + (𝐸𝐴 + 𝜇𝑘)]
ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
= 0,                                                                          (3.67)

  

Denklem takımları oluşturulur. 

 

(3.65)’deki denklemin şu şekilde tekrar yazılabilir: 

 

ⅆ2𝑊

ⅆ𝑧2
+ 𝛼2𝑊 = 0  0 < 𝑧 < 𝐿                                                                                                    (3.68) 

 

Denklemdeki 𝛼 şu şekilde ifade edilir: 

 

𝛼2 =
𝜔2𝑚 − 𝑘

𝐸𝐴 + 𝜇𝑘 − 𝜔2𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2)
,                                                                                       (3.69) 
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Burada, boyutsuz frekans parametresi 𝛺 ve boyutsuz sertlik parametresi K, (3.69) nolu 

denklemde yerine koyulursa: 

 

𝛼2 =
𝛺2 − 𝐾2

1 + (
𝜇
𝐿2 𝐾) − 𝛺2(𝜇 +

(𝓋𝑅)2

𝐿2 )
                                                                                        (3.70) 

bulunur. 

 

Boyutsuz frekans parametresi ve boyutsuz sertlik parametresi şu şekilde tanımlanmıştır: 

 

 𝛺2 =
𝑚𝜔2𝐿2

𝐸𝐴
,𝐾 =

𝑘𝐿2

𝐸𝐴
                                                                                                             (3.71) 

  

Diferansiyel denklemin (3.68) genel çözümü aşağıdaki gibidir (Ecsedi 2017): 

 

𝑊(𝑧) = 𝐶1𝐶𝑜𝑠𝛼𝑧 + 𝐶2𝑆𝑖𝑛𝛼𝑧,                                                                                                  (3.72) 

 

Her iki ucu sabit mesnetlenmiş sınır koşulları için (3.66), (3.70) ve (3.72) denklemleri 

kullanılarak şu tanımı yapabiliriz: 

 

𝛺𝑖 = √
(𝑖𝜋)2 [1 +

𝐾𝜇
𝐿2 ] + 𝐾

(𝑖𝜋)2((𝜇 + (𝓋𝑅)2) 𝐿2⁄ ) + 1
      𝑖 = (1,2,3…… )                                                   (3.73) 

 

Sabit sınır koşulları söz konusu olduğunda: 

 

𝑊(0) = 0,                                                                                                                                     (3.74) 

(
ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
)𝑧=𝐿 = 0 𝑦𝑎 ⅆ𝑎  − 𝜔2𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2) + 𝐸𝐴 + 𝜇𝑘 = 0                                             (3.75) 
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(3.74) ve (3.75) denklemlerinden boyutsuz öz frekans için aşağıdaki sonuç çıkarılabilir: 

 

𝛺𝑖 = √
[(2𝑖 − 1)(𝜋 2⁄ )]2 + 𝐾[(2𝑖 − 1)(𝜋 2⁄ )]2

𝜇
𝐿2 + 𝐾

(𝜇 + (𝓋𝑅)2 𝐿2⁄ )[(2𝑖 − 1)(𝜋 2⁄ )]2 + 1
      𝑖 = (1,2,3. . . . . . )               (3.76) 

 

(3.74) ve (3.75) denklemleri kullanılarak yeni öz frekans parametresi elde edilmiştir: 

 

𝛺0 = √
1

(𝜇 + (𝓋𝑅)2) 𝐿2⁄
,                                                                                                           (3.77) 

Yanal hareketin eylemsizliği gözardı edildiğinde (𝓋 = 0), boyutsuz titreşimin 1. mod 

değeri 𝛺
_

𝑖 olarak kabul edilir. Enine kesitin yanal hareketinin boyutsuz titreşimin 1. mod 

değerine etkisi bir sonraki denklemde verilmiştir. 

 

• iki ucu sabit mesnet durumu için 

 

𝛺𝑖

𝛺
_

𝑖

= √
1 + (iπ 𝐿⁄ )2𝜇

1 + (iπ 𝐿⁄ )2(𝜇 + (𝓋R)2)
        𝑖 = (1,2,3. . . . . . ),                                                      (3.78) 

 

3.3.3 Harmonik Titreşim Analizi 

 

Nanoçubuğun harmonik titreşim analizi için w(z,t) fonksiyonu şu şekilde tanımlanmıştır: 

 

𝑤(𝑧, 𝑡) = 𝑊(𝑧)Cosωt                                                                                                                 (3.79) 

 

 

(3.58) ve (3.79) denklemleri arasındaki ilişki kullanılarak, yerel olmayan elastisite teorisi 

genelinde eksenel sapma denklemi şu şekilde ifade edilir: 
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[ω2m(μ + (𝓋R)2) − (EA + μk)]
ⅆ2W

ⅆz2
− (k − ω2m)W = 0    0 < z < L                      (3.80) 

 

Burada 𝑊 eksenel sapma fonksiyonunu temsil eder. Benzer şekilde (3.59) denkleminden 

aşağıda verilen sınır koşulları ilişkileri türetilir: 

 

−𝜔2𝑚[𝜇 + (𝓋𝑅)2]
ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
+ [EA + μk𝑤]

ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
= 𝑆0, 𝑧 = 0                                                    (3.81) 

−𝜔2𝑚[𝜇 + (𝓋𝑅)2]
ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
+ [EA + μk𝑤]

ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
= 𝑆𝐿 , 𝑧 = 𝐿                                                    (3.82) 

 

S0 ve  SL  sınır kuvvetlerini ifade etmektedir. Yukarıda verilmiş olan ilişkiler eksenel yay 

katsayıları ve uçlardaki eksenel yer değiştirmeler ile temsil edilebilir.   

 

𝑠0𝑊0 = −𝜔2𝑚[𝜇 + (𝓋𝑅)2]
ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
+ [EA + μk𝑤]

ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
, 𝑧 = 0                                              (3.83) 

𝑠𝐿𝑊𝐿 = −𝜔2𝑚[𝜇 + (𝓋𝑅)2]
ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
+ [EA + μk𝑤]

ⅆ𝑊

ⅆ𝑧
, 𝑧 = 𝐿                                              (3.84) 

 

s0 ve  sL   ifadeleri ise uçlardaki yay katsayılarını ifade eder. 𝑊0  ve  𝑊L sınır noktalarındaki 

eksenel sapmaları temsil eder. 

 

3.3.4 Eksenel Sınırlar Altındaki Nanokiriş 

 

Nano boyutlu sensörler Fe (III)  iyonlarının ve hidrojen gazını algılama konusunda 

yararlıdır. Nanokirişler kullanışlı olması açısından deforme olabilen sınır koşulları altında 

modellenmiştir. Rayleigh nanokirişlerinin yansıtıcılık özellikleri eksenel sınırlamalarla 

değiştirilebilir, nanokirişin yöneliminin elektrik alanıyla değiştirilmesi halinde mükemmel 

görüntüler elde edilebilir. Bu bölümde iki ucu yaylar ile tutulu nanokirişin eksenel titreşim 
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analizi Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisi ve Rayleigh modeli baz alınarak 

yapılmıştır. Önerilen analitik yöntemin ana fikri, burulma yayı katsayıları dahil olmak 

üzere bir özdeğer problemi ortaya çıkarmaktır.  

3.3.5 Çözüm Yöntemi 

Eksenel yer değiştirme fonksiyonu (3.80) numaralı denklemde aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

𝑊(𝑥) =

[
 
 
 
 
  𝑊0                                        𝑧 = 0
  𝑊𝐿                                        𝑧 = 𝐿

 ∑ 𝐴𝑁 sin(𝛽𝑁𝑧)

∞

𝑁=1

     0 < 𝑧 < 𝐿
]
 
 
 
 

                                                                           (3.85) 

 

Burada; 

𝛽𝑁 =
Nπ

𝐿
                                                                                                                                         (3.86) 

 

3.3.6 Stokes Dönüşümü 

 

Bu çalışmada Stoke dönüşümünden yararlanılmıştır. (Yayli 2016,Yayli ve ark. 2015). 

(3.85)’da verilmiş olan AN katsayısı şu şekilde ifade edilir: 

 

𝐴𝑁 =
2

𝐿
∫ 𝑊(𝑧)sin(𝛽𝑁𝑧) ⅆ𝑧                                                                                                    

𝐿

0

(3.87) 

 

(3.85)’deki ifadenin  z’ye göre türevini alırsak: 

 

W′(x) = ∑ βNANcos(βNz)

∞

N=1

                                                                                                     (3.88) 

bulunur. 
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Denklem (3.88) Fourier kosinüs serisi ile temsil edilirse: 

 

𝑊′(𝑥) =
𝒻0

𝐿
+ ∑ 𝒻𝑁 cos(𝛽𝑁𝑧)

∞

𝑁=1

                                                                                               (3.89) 

elde edilir. 

 

Burada; 

𝒻0 =
2

L
∫ W′(z) ⅆz

L

0

=
2

L
[W(L) − W(0)]                                                                               (3.90) 

𝒻𝑁 =
2

𝐿
∫ 𝑊′(𝑧)cos(𝛽𝑁𝑧) ⅆ𝑥(𝑁 = 1,2. . . )

𝐿

0

                                                                           (3.91) 

 

Bulmuş olduğumuz denklemin integralini alıp denklem (3.91) ‘de yerine yazarsak: 

 

𝒻𝑁 =
2

𝐿
[𝑊(𝑥)cos(𝛽𝑁𝑧)]0

𝐿 +
2

𝐿
[𝛽𝑁 ∫ 𝑊(𝑧)sin(𝛽𝑁𝑧) ⅆ𝑧

𝐿

0

]                                                  (3.92) 

𝒻𝑁 =
2

𝐿
[(−1)𝑁𝑊(𝐿) − 𝑊(0)] + 𝛽𝑁𝐴𝑁                                                                                  (3.93) 

 

denklemleri elde edilmiş olur. 

 

Benzer şekilde yüksek mertebeden türevler aşağıdaki gibi bulunabilir: 

 

ⅆ𝑊(𝑧)

ⅆ𝑧
=

𝑊𝐿 − 𝑊0

𝐿
+ ∑cos(𝛽𝑁𝑧)(

2((−1)𝑁𝑊𝐿 − 𝑊0)

𝐿
+ 𝛽𝑁𝐴𝑁)

∞

𝑁=1

                             (3.94) 
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ⅆ2𝑊(𝑧)

ⅆ𝑧2
= −∑𝛽𝑁sin(𝛽𝑁𝑥)(

2((−1)𝑁𝑊𝐿 − 𝑊0)

𝐿
+ 𝛽𝑁𝐴𝑁)

∞

𝑁=1

                                        (3.95) 

 

(3.85) ve (3.95) denklemlerini (3.80) denkleminde yerine yazacak olursak, AN katsayısı ve 

açısal dönme fonksiyonu w(x,t) 𝑊0  ve  𝑊L cinsinden şu şekilde yazılabilir: 

 

𝐴𝑁 =
2𝛽𝑁((−1)𝑛+1𝑊𝐿 + 𝑊0)𝜓𝑁

𝐿(𝛽𝑁
2𝜓𝑁 + 𝑘𝑊 − 𝜔2𝑚)

                                                                                            (3.96) 

 

Burada, 

𝜓𝑁 = (AE + 𝑘𝑊𝜇 − 𝜔2𝑚(𝜇 + (𝓋𝑅)2))                                                                                (3.97) 

 

Yukarıda verilen iki denklemdeki ilişkiyi kullanarak, eksenel sapma fonksiyonu şu şekilde 

ifade edilebilir: 

  

𝑊(𝑧) = ∑
2𝛽𝑁((−1)𝑛+1𝑊𝐿 + 𝑊0)𝜓𝑁

𝐿(𝛽𝑁
2𝜓𝑁 + 𝑘𝑊 − 𝜔2𝑚)

sin(𝛽𝑁𝑧)

∞

𝑁=1

                                                           (3.98) 

 

 

3.3.6 Elastik Ortam Altındaki Rayleigh Nanoçubuk İçin Özdeğer Problemi 

 

(3.94) ve (3.96) denklemleri (3.83) ve (3.84) denklemlerinde yerine yazılırsa aşağıdaki 

eşitlikler elde edilir: 
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(𝑆1(𝛺
2 − 𝐾) +

𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
− 𝑆0 − 1

+ ∑(

∞

𝑁=1

2(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
)𝑊0(𝑆1(𝐾 − 𝛺2)

−
𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
+ 1

− ∑(

∞

𝑁=1

2(−1)𝑛(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
) 𝑊𝐿

= 0                                                                                                                        (3.99) 

 

(𝑆1(𝐾 − 𝛺2) −
𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
+ 1

− ∑(

∞

𝑁=1

2(−1)𝑛(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
)𝑊0 + (𝑆1(𝛺

2

− 𝐾) +
𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
− 𝑆𝐿 − 1

+ ∑(

∞

𝑁=1

2(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛

) 𝑊𝐿

= 0                                                                                                                      (3.100) 

 

Burada; 

𝑆1 =
𝜇

𝐿2
                                                                                                                                         (3.101) 

𝑆2 = 𝐿 + 𝓋RΩ                                                                                                                             (3.102) 

𝑆𝑛 = 𝐿2 + 𝜋2𝓋2𝑛2𝑅2                                                                                                               (3.103) 

𝐾 =
𝑘𝑊𝐿

EA
                                                                                                                                      (3.104) 

𝛺2 =
mΩ2𝐿2

EA
                                                                                                                               (3.105) 

𝑆0 =
𝑠0𝐿

EA
                                                                                                                                      (3.106) 
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𝑆𝐿 =
𝑠𝐿𝐿

EA
                                                                                                                                      (3.107) 

 

(3.99) ve (3.100) numaralı denklemler matris formunda yazılacak olursa: 

 

[
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22
][

𝑊0

𝑊𝐿
] = 0                                                                                                                   (3.108) 

 

Buradan; 

𝑐11 = (𝑆1(𝛺
2 − 𝐾) +

𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
− 𝑆0 − 1

+ ∑(

∞

𝑁=1

2(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
)                            (3.109) 

 

𝑐12 = (𝑆1(𝐾 − 𝛺2) −
𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
+ 1

− ∑(

∞

𝑁=1

2(−1)𝑛(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
)              (3.110) 

 

𝑐21 = (𝑆1(𝐾 − 𝛺2) −
𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
+ 1

− ∑(

∞

𝑁=1

2(−1)𝑛(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
)                (3.111) 

 

𝑐22 = (𝑆1(𝛺
2 − 𝐾) +

𝓋2𝑅2𝛺2

𝐿2
− 𝑆𝐿 − 1

+ ∑(

∞

𝑁=1

2(𝐾 − 𝛺2)(𝑆1𝐿
2(𝐾 − 𝛺2) + 𝑆2(𝐿 − 𝓋RΩ))

𝐿2(𝜋2𝑆1𝑛2(𝐾 − 𝛺2) + 𝐾 + 𝜋2𝑛2) − 𝛺2𝑆𝑛
)                          (3.112) 
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Rayleigh nanoçubuğun eksenel titreşim frekans değerleri katsayı matrisinin sıfıra 

eşitlenmesi ile hesaplanabilir. 

 

|cij| = 0, (𝑖, 𝑗 = 1,2)                                                                                                              (3.113) 

 

 

 

 

3.4. Bir Mikrokirişin Eğilme Analizi 

 

 

Şekil 3.3. Düzgün  yayılı yüklenmiş konsol bir mikrokiriş 

 

Bu bölümde Şekil 3.3’te görülen düzgün yayılı yüklenmiş konsol mikrokirişin eğilme 

analizi yapılmıştır. Bu analizler yapılırken ağırlıklı artık fonksiyon yöntemleri 

kullanılmıştır. Bernouilli-Euler kirişinin yer değiştirmesi için bileşenleri şu şekilde 

tanımlayabiliriz: 

 

𝑢 = −𝑧𝜓(𝑥), 𝑣 = 0, 𝑤 = 𝑤(𝑥)                                                                              (3.114) 

 

u,v,w sırasıyla x,y,z’nin yer değiştirme vektörlerinin u bileşenleri ve ψ merkez ekseninin 

dönme açısıdır. 
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𝜓 ≈
ⅆ𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥
                                                                                                                                 (3.115) 

 

(3.114) ve (3.115) denklemlerini kullanarak: 

 

𝜀𝑥𝑥 =
ⅆ𝑢

ⅆ𝑥
= −𝑧

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
, 𝜀𝑦𝑦 = 𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑥𝑦 = 𝜀𝑦𝑧 = 𝜀𝑧𝑥 = 0                                   (3.116) 

 

elde edilir. (Akgöz,2010): 

 

Yukarıda verilmiş olan (3.114) ve (3.115) denklemlerinden: 

 

𝜃𝑦 =
ⅆ𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥
, 𝜃𝑥 = 𝜃𝑧 = 0                                                                                               (3.117) 

 

elde edilmiştir. (Akgöz,2010) 

 

Yukarıda verilmiş olan (3.117) denkleminden aşağıdaki bağıntı elde edilmiştir: 

 

𝜒𝑥𝑦 = −
1

2

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
, 𝜒𝑥𝑥 = 𝜒𝑦𝑦 = 𝜒𝑧𝑧 = 𝜒𝑦𝑧 = 𝜒𝑧𝑥 = 0                                          (3.118) 

 

Yukarıda elde edilmiş olan denklemler kullanılarak: 

 

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸(1 − 𝓋)

(1 + 𝓋)(1 − 2𝓋)
(−𝑧

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
) , 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑧𝑧 =

𝐸𝓋

(1 + 𝓋)(1 − 2𝓋)
(−𝑧

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
) 

  

          𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝑦𝑧 = 𝜎𝑧𝑥 = 0                                                                                                       (3.119) 

 

elde edilmiştir 
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Yukarıda elde edilen denklemde E Young modülünü, 𝓋 Poisson oranını temsil eder. E ve 𝓋 

lame sabitleri olan 𝜆 ve 𝜇 ile ilişkilidir. 

𝜆 =
𝐸𝓋

(1 + 𝓋)(1 − 2𝓋)
                                                                                                              (3.120) 

 

𝜇 =
𝐸

2(1 + 𝓋)
                                                                                                                             (3.121) 

 

Denklem (3.121)’da tanımlanmış olan 𝜇 malzeme sabiti olarak bilinir. Bu ifade aynı 

zamanda kayma modülü (G) olarak da bilinir. En/boy oranı açısından yüksek bir kirişte 

Poisson etkisi basit kiriş teorisi formülasyonunu daha kolay şekilde ifade edebilmek için 

ihmal edilebilir. Ve bu şekilde oluşturulan denklem şu şekildedir: 

 

𝜎𝑥𝑥 = −𝐸𝑧
ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
, 𝜎𝑖𝑗 = 0                                                                                           (3.122) 

 

(3.83) denklemi ilgili bağıntılarda yerine yazılırsa: 

 

𝑚𝑥𝑦 = 𝜇𝔩2
2
ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
, 𝑚𝑥𝑥 = 𝑚𝑦𝑦 = 𝑚𝑧𝑧 = 𝑚𝑦𝑧 = 𝑚𝑧𝑥 = 0                                           (3.123) 

 

elde edilir. (Akgöz,2010) 

 

(3.116), (3.119), (3.122) ve (3.123) numaralı denklemler kullanılarak aşağıdaki denklem 

elde edilir: 

𝑈 = −
1

2
∫ 𝑀𝑥

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
ⅆ𝑥

𝐿

𝑥=0

−
1

2
∫ 𝑌𝑥𝑦

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
ⅆ𝑥

𝐿

𝑥=0

                                                      (3.124) 

 

Bileşke moment olarak ifade edilen 𝑀𝑥 ve çift moment olan 𝑌xy aşağıdaki şekilde 

yazılabilir: 
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𝑀𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑧 ⅆ𝐴
𝐴

                                                                                                                        (3.125) 

𝑌𝑥𝑦 = ∫𝑚𝑥𝑦 ⅆ𝐴
𝐴

                                                                                                                        (3.126) 

 

Dış kuvvetlerin yaptığı iş q(x) formunda (yüzey çifti olmadığı durumda) cisim çifti ve 

cisim kuvveti göz ardı edilerek şu şekilde bir denklem oluşturulabilir: 

 

𝑊 = ∫ 𝑞(𝑥)𝑤(𝑥) ⅆ𝑥
𝐿

𝑥=0

                                                                                                            (3.127) 

 

Denklem (3.124) ve (3.127) denklemleri yardımıyla düzgün yayılı yüklü bir kirişteki 

potansiyel enerji 𝛱 şu şekilde ifade edilir: 

 

𝛱 = 𝑈 − 𝑊 = −
1

2
∫ (𝑀𝑥 + 𝑌𝑥𝑦)

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
ⅆ𝑥

𝐿

𝑥=0

− ∫ 𝑞(𝑥)𝑤(𝑥) ⅆ𝑥
𝐿

𝑥=0

                          (3.128) 

 

𝛱’nın birinci varyasyonu alınırsa aşağıdaki denklem elde edilir: 

 

𝛿𝛱 = −(𝑀𝑥 + 𝑌𝑥𝑦)𝛿𝑤′(𝑥)|0
𝐿 + (

ⅆ𝑀𝑥

ⅆ𝑥
+

ⅆ𝑌𝑥𝑦

ⅆ𝑥
)𝛿𝑤(𝑥)|0

𝐿

− ∫ (
ⅆ2𝑀𝑥

ⅆ𝑥2
+

ⅆ2𝑌𝑥𝑦

ⅆ𝑥2
+ 𝑞)𝛿𝑤(𝑥) ⅆ𝑥

𝐿

0

                                                      (3.129) 

 

 

Minimum toplam potansiyel enerji prensibi kullanılarak kararlı denge durumu için δΠ=0 ve 

varyasyon hesaplanması amacı ile kullanılmış olan yardımcı teoremler ile denklem (3.129) 

ile denge denklemi şu şekilde elde edilmiştir: 
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ⅆ2𝑀𝑥

ⅆ𝑥2
+

ⅆ2𝑌𝑥𝑦

ⅆ𝑥2
+ 𝑞(𝑥) = 0                                                                                                      (3.130) 

 

(3.122), (3.123), (3.125) ve (3.126) numaralı denklemlerden aşağıdaki bağıntılar elde edilir: 

 

𝑀𝑥 = −𝐸𝐼
ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
                                                                                                                    (3.131) 

𝑌𝑥𝑦 = −𝜇𝐴𝔩2
2
ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
                                                                                                                (3.132) 

 

I en kesit alanının atalet momentini ifade eder. Ve şu şekilde ifade edilmiştir: 

 

𝐼 = ∫𝑧2 ⅆ𝐴
𝐴

                                                                                                                                (3.133) 

 

(3.131) ve (3.132) numaralı denklemler (3.133) numaralı denklemde yerine yazıldığında şu 

bağıntı elde edilmiş olur: 

 

(𝐸𝐼 + 𝜇𝐴𝔩2
2)

ⅆ4𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥4
= 𝑞(𝑥)                                                                                                   (3.134) 

 

Bulunmuş olan bu denklem mikrokirişin 𝑤(𝑥) cinsinden eğilme denklemidir. (3.132) ve 

(3.133) denklemleri toplanırsa aşağıdaki denklem elde edilmiş olur: 

 

𝑀𝑥 + 𝑌𝑥𝑦 = −(𝐸𝐼 + 𝜇𝐴𝔩2
2)

ⅆ2𝑤(𝑥)

ⅆ𝑥2
                                                                                       (3.135) 

 

Yukarıda (3.134) denklemine bakıldığında kirişin eğilme denkleminde iki önemli faktörün 

olduğu görülmektedir. Bu etkenlerden ilk olan normal gerilme bileşeni olan 𝜎xx,diğer etken 

ise gerilme çifti bileşeni 𝑚xy  ile bağlantılıdır. Yukarıda verilmiş bu denklem ayrıca 
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mikrokirişin eğilme rijitliğinin (EI + μA𝔩2
2) açıkça 𝔩2 bağlı olduğunu göstermektedir. 𝔩2 

değeri mikrokiriş yapısıyla ilgilidir. 

 

Şekil 3.3’te verilmiş olan mikrokirişin eğilme denklemi, yukarıda ifade edilmiş olan 

(3.134) denkleminin dört kez integralinin alınmasıyla denklem 3.136’daki gibi elde edilir: 

 

𝑤(𝑥) =
1

(𝐸𝐼 + 𝜇𝐴𝔩2
2)

[−
𝑞𝑥4

72
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2]                                                                            (3.136) 

 

3.4.1. Mikrokirişin Eğilme Analizinin Alt Alan yöntemiyle çözümü 

 

Bu yöntemin uygulaması, seçilen alanların üzerindeki integralin artık fonksiyonunun sıfır 

olarak alınması ile sağlanır. 

 

Ağırlıklı artık yöntemlerininde kullanılacak olan artık fonksiyonu aşağıda verilmiştir: 

 

𝑅 = (𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+

𝑞 ∗ 𝑥2

2
= 0                                                                         (3.137) 

 

𝑊 fonksiyonunun iki kez türevi alındıktan sonra denklemde yerine yazıldığında elde edilen 

denklem 3.138’deki gibidir: 

 

𝑊 = 𝑎1 ∗ (𝑥 − 𝐿)2 + 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿)3 + 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)4                                                        (3.138) 

 

R = (EI + μ ∗ A ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ a1 + 6 ∗ a2 ∗ (x − L) + 12 ∗ a3 ∗ (x − L)2)

+
q ∗ x2

2
                                                                                                            (3.139) 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
) ⅆ𝑥

𝐿
3

0

= 0                                                                                                                                                (3.140) 
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∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
) ⅆ𝑥

2𝐿
3

𝐿
3

= 0                                                                                                                                                 (3.141) 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
) ⅆ𝑥

𝐿

2𝐿
3

= 0                                                                                                                                                (3.142) 

 

İntegraller alındığında aşağıdaki denklemler elde edilir: 

 

1

162
𝐿 (𝐿2𝑞 + 6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(18𝑎1 + 𝐿(−45𝑎2 + 76𝐿𝑎3))) = 0                          (3.143) 

1

162
𝐿 (7𝐿2𝑞 + 6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(18𝑎1 + 𝐿(−27𝑎2 + 28𝐿𝑎3))) = 0                       (3.144) 

1

162
𝐿 (19𝐿2𝑞 + 6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(18𝑎1 + 𝐿(−9𝑎2 + 4𝐿𝑎3))) = 0                          (3.145) 

 

Bu denklem sistemi çözüldüğünde bilinmeyen katsayılar şu şekilde bulunur: 

 

𝑎1 = −
𝐿2𝑞

4(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                       (3.146) 

𝑎2 = −
𝐿𝑞

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                       (3.147) 

𝑎3 = −
𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                    (3.148) 

 

Bulunan bu katsayılar denklemde yerlerine yazıldığında oluşan W fonksiyonu eşitlik 

3.149’daki gibi olur: 
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𝑊 = −
𝐿2𝑞

4(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)2 −
𝐿𝑞

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)3

−
𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)4                                                                                                         (3.149) 

 

 

3.4.2. En küçük kareler yöntemiyle çözüm 

 

En küçük kareler yöntemi uygulanırken yöntemin temelini aşağıdaki eşitlik 

oluşturmaktadır. 

 

𝜕

𝜕𝑎𝑖
(∫ 𝑅2 ⅆ𝑥

𝐿

0

) = 0,          𝑖 = 1,2, . . . . , 𝑁                                                                            (3.150) 

 

Bu denklemi 3.151 denklemindeki haliyle tekrar yazabiliriz: 

 

(∫ 𝑅
𝜕𝑅

𝜕𝑎𝑖
ⅆ𝑥

𝐿

0

) = 0.                                                                                                                   (3.151) 

 

(3.151) numaralı denklem kullanılarak aşağı verilen bağıntıları elde ederiz: 

 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
) ∗ 2

𝐿

0

∗ (𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ⅆ𝑥 = 0                                                                            (3.152) 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
) ∗ 6

𝐿

0

∗ (𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (𝑥 − 𝐿) ⅆ𝑥 = 0                                                         (3.153) 
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∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

6
) ∗ 12

𝐿

0

∗ (𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (𝑥 − 𝐿)2 ⅆ𝑥 = 0                                                       (3.154) 

 

Yukarıdaki bağıntıların integralleri alınırsa aşağıdaki denklem takımı elde edilir: 

 

2(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) (

𝐿3𝑞

6
+ 𝐿(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(2𝑎1 + 𝐿(−3𝑎2 + 4𝐿𝑎3))) = 0          (3.155) 

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) (−

𝐿4𝑞

24
− 𝐿2(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(𝑎1 + 𝐿(−2𝑎2 + 3𝐿𝑎3))) = 0      (3.156) 

1

5
𝐿(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2) (𝐿4𝑞 + 6𝐿2(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)(20𝑎1 + 9𝐿(−5𝑎2 + 8𝐿𝑎3)))

= 0                                                                                                                                                  (3.157) 

 

Yukarıda verilmiş olan denklem takımı çözüldüğünde bilinmeyen katsayılar şu şekilde 

bulunur: 

 

𝑎1 = −
𝐿2𝑞

4(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                       (3.158) 

𝑎2 = −
𝐿𝑞

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                       (3.159) 

𝑎3 = −
𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                    (3.160) 

 

Bulunan bilinmeyen katsayı değerleri ilgili denklemde yerine yazıldığında ise aşağıdaki 

denklem oluşur: 
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𝑊 = −
𝐿2𝑞

4(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)2 −
𝐿𝑞

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)3

−
𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)4                                                                                                          (3.161) 

 

3.4.3. Galerkin yöntemiyle çözüm 

 

Galerkin metoduyla çözüm yaparken üç bilinmeyen katsayı için üç sınır koşulu bağıntısı 

seçilir: 

∫ 𝑅 ∗ 𝑊𝑖 ⅆ𝑥
𝐿

0

= 0𝑖 = 0,1,2. . . . 𝑁                                                                                            (3.162) 

 

𝑊1 = (𝑥 − 𝐿)                                                                                                                              (3.163) 

𝑊2 = (𝑥 − 𝐿)2                                                                                                                            (3.164) 

𝑊3 = (𝑥 − 𝐿)3                                                                                                                            (3.165) 

 

 

Yukarıda verilmiş olan yaklaşım fonksiyonlarını kullanarak (3.162) denkleminde sırasıyla 

yerine yazıldığında aşağıdaki bağıntılar elde edilir: 

 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
)          

𝐿

0

∗ (𝑥 − 𝐿) ⅆ𝑥

= 0                                                                                                                                                 (3.166) 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
)

𝐿

0

∗ (𝑥 − 𝐿)2 ⅆ𝑥

= 0                                                                                                                                                  (3.167) 
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∫ ((EI + 𝜇 ∗ A ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿) + 12 ∗ 𝑎3 ∗ (𝑥 − 𝐿)2) +

𝑞 ∗ 𝑥2

2
)

𝐿

0

∗ (𝑥 − 𝐿)3 ⅆ𝑥

= 0                                                                                                                                               (3.168) 

Yukarıda vermiş olan integraller hesaplanıldığında aşağıdaki denklem sistemi oluşur: 

 

−
𝐿4𝑞

24
− 𝐿2(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(𝑎1 + 𝐿(−2𝑎2 + 3𝐿𝑎3))

= 0                                                                                                                                               (3.169) 

1

60
𝐿 (𝐿4𝑞 + 6𝐿2(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(20𝑎1 + 9𝐿(−5𝑎2 + 8𝐿𝑎3)))

= 0                                                                                                                                               (3.170) 

1

120
𝐿4 (−𝐿2𝑞 − 36(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2

2)(5𝑎1 + 4𝐿(−3𝑎2 + 5𝐿𝑎3)))

= 0                                                                                                                                               (3.171) 

 

 

 

Denklem sistemi çözüldüğünde ise 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 bilinmeyenleri şu şekilde bulunur: 

 

𝑎1 = −
𝐿2𝑞

4(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                      (3.172) 

𝑎2 = −
𝐿𝑞

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                       (3.173) 

𝑎3 = −
𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                    (3.174) 

 

Bulunan bilinmeyen katsayılar W fonksiyonunda yerine yazıldığında oluşacak denklem şu 

şekildedir: 
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𝑊 = −
𝐿2𝑞

4(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)2 −
𝐿𝑞

6(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)3

−
𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)4                                                                                                         (3.175) 

 

3.4.4. İki parametre çözümü 

 

İki parametre çözümünün amacı önceki yöntemlerde bulmuş olduğumuz bilinmeyen 

denklem katsayılarının kontrolünü sağlamak olacaktır. 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿)) +

𝑞 ∗ 𝑥2

6
) ⅆ𝑥

𝐿
2

0

= 0                         (3.176) 

∫ ((𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2) ∗ (2 ∗ 𝑎1 + 6 ∗ 𝑎2 ∗ (𝑥 − 𝐿)) +

𝑞 ∗ 𝑥2

6
) ⅆ𝑥

𝐿

𝐿
2

= 0                         (3.177) 

 

 

Yukarıda verilen integraller hesaplandığında ise: 

 

𝐿3𝑞

48
+ 𝐸𝐼𝐿𝑎1 + 𝐴𝐿𝜇𝔩2

2𝑎1 −
9

4
𝐸𝐼𝐿2𝑎2 −

9

4
𝐴𝐿2𝜇𝔩2

2𝑎2 = 0                                                  (3.178) 

7𝐿3𝑞

48
+ 𝐸𝐼𝐿𝑎1 + 𝐴𝐿𝜇𝔩2

2𝑎1 −
3

4
𝐸𝐼𝐿2𝑎2 −

3

4
𝐴𝐿2𝜇𝔩2

2𝑎2 = 0                                                (3.179) 

 

denklemleri oluşur. 

 

 

Bulmuş olduğumuz denklemler çözüldüğünde bilinmeyen katsayılar şu şekilde hesaplanır: 

 

𝑎1 = −
5𝐿2𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                     (3.180) 
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𝑎2 = −
𝐿𝑞

12(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

                                                                                                    (3.181) 

 

Bulduğumuz katsayılar W fonksiyonunda yerine konulduğunda ise: 

 

𝑊 = −
5𝐿2𝑞

24(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)2 −
𝐿𝑞

12(𝐸𝐼 + 𝜇 ∗ 𝐴 ∗ 𝔩2
2)

∗ (𝑥 − 𝐿)3                   (3.182) 

 

elde ederiz. 
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4. BULGULAR 

 

Bu bölümde Çizelge 4.1’de mekanik özellikleri verilmiş olan Rayleigh Modeli’ndeki bir 

nanoçubuğun elastik ortamda ve farklı koşullar altındaki eksenel hareketi incelenmiştir. Bu 

çalışmada nanoçubuğun farklı mesnetlenme koşulları, L, r, ,  değerlerinin değişimi 

sırasında eksenel hareketin mod değerlerine olan etkileri incelenmiştir. Analizler 

oluşturulurken Mathematica programı kullanılmış olup grafik haline getirilmiştir. Bu 

sonuçlar Eringen’in Yerel Olmayan Elastisite teorisini ve Rayleigh Modeli’ni baz alarak 

oluşturulmuştur. Bulgular bölümünde yapılmış olan çalışmalarda S0 ve SL ifadeleri yay 

kuvvetlerini temsil etmektedir. Alınan değerlerin birimleri nanonewton/nanometre’dir. 

 

 

Çizelge 4.1 Çalışmada kullanmış olan karbon nanotüpün mekanik özellikleri  

 

 

ρ (Yoğunluk)  

 

 

0,8 Mg.m-3 

 
                               

                             μ (Lame Sabiti) 

                      

 

1,2  

 

 

  (Poisson Oranı) 

 

 

0,3 

 

A (Enkesit Alanı) 

 

  

3 nm2 

 

 

E (Elastisite Modülü) 

 

 

1 GPa 
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Elastik ortam altındaki nanoçubuğun frekans değerlerinin verilmiş olduğu Çizelge 4.2’de 

bir mesnet koşulu (S0=1) değeri olarak sabit tutulurken, diğer mesnet koşulu olan SL  değeri 

1 ile 10 değerleri arasında değiştirilmiş ve oluşan değerlerin farklılığı gözlemlenmiştir. 

Aşağıda verilen Çizelge 4.2 ve Şekil 4.1 oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1,  µ = 1,2, L = 10 

nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.2 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=1) 

  

    λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,343 3,485 5,435 6,710 

SL = 2 1,538 3,661 5,536 6,770 

SL = 3 1,649 3,790 5,619 6,821 

SL = 4 1,720 3,885 5,685 6,861 

SL = 5 1,768 3,957 5,736 6,892 

SL = 6 1,804 4,012 5,777 6,917 

SL = 7 1,831 4,055 5,809 6,937 

SL = 8 1,852 4,089 5,835 6,954 

SL = 9 1,869 4,117 5,857 6,967 

SL = 10 1,882 4,141 5,875 6,978 

 

Aşağıdaki Şekil 4.1’de yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

         

Şekil 4.1 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=1) 
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Aşağıda oluşturulmuş olan Çizelge 4.3’de bir mesnet koşulu (S0=2) değeri olarak sabit 

tutulurken, diğer mesnet koşulu olan SL  değeri 1 ile 10 değerleri arasında değiştirilmiş ve 

oluşan değerlerin farklılığı gözlemlenmiştir. Aşağıda verilen Çizelge 4.3 ve Şekil 4.2 

oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.3 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=2) 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,538 3,661 5,536 6,770 

SL = 2 1,742 3,825 5,634 6,829 

SL = 3 1,860 3,948 5,714 6,878 

SL = 4 1,937 4,040 5,777 6,917 

SL = 5 1,990 4,109 5,827 6,948 

SL = 6 2,028 4,163 5,866 6,972 

SL = 7 2,058 4,205 5,897 6,992 

SL = 8 2,081 4,239 5,923 7,007 

SL = 9 2,099 4,266 5,944 7,020 

SL = 10 2,114 4,289 5,961 7,031 

 

Aşağıdaki Şekil 4.2’de yukarıdaki tabloda  verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 

Şekil 4.2  Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=2) 
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Çizelge 4.4’de nanoçubuğun bir mesnet koşulu (S0=3) değeri olarak sabit tutulurken, diğer 

mesnet koşulu olan SL  değeri 1 ile 10 değerleri arasında değiştirilmiş ve oluşan değerlerin 

farklılığı gözlemlenmiştir. Aşağıda verilen Çizelge 4.4 ve Şekil 4.3 oluşturulurken  r = 1 

nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.4 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=3) 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,649 3,790 5,619 6,821 

SL = 2 1,860 3,948 5,714 6,878 

SL = 3 1,985 4,068 5,791 6,926 

SL = 4 2,066 4,158 5,853 6,964 

SL = 5 2,122 4,226 5,901 6,994 

SL = 6 2,164 4,279 5,940 7,018 

SL = 7 2,195 4,320 5,970 7,036 

SL = 8 2,220 4,353 5,995 7,052 

SL = 9 2,239 4,381 6,016 7,064 

SL = 10 2,256 4,403 6,033 7,074 

 

Aşağıdaki Şekil 4.3’de yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 

Şekil 4.3 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=3) 
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Aşağıda verilmiş olan Çizelge 4.5’deki değerler nanoçubuğun bir mesnet koşulunu (S0=4) 

sabit tutulup diğer mesnet koşulunu ise 1 ile 10 değerleri verilerek oluşturulan değerlerdir. 

Yapılan bu işlemde r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.5 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=4) 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,720 3,885 5,685 6,861 

SL = 2 1,937 4,040 5,777 6,917 

SL = 3 2,066 4,158 5,853 6,964 

SL = 4 2,151 4,247 5,913 7,001 

SL = 5 2,209 4,314 5,960 7,031 

SL = 6 2,253 4,366 5,998 7,054 

SL = 7 2,286 4,407 6,028 7,072 

SL = 8 2,312 4,441 6,053 7,087 

SL = 9 2,332 4,468 6,073 7,099 

SL = 10 2,349 4,490 6,089 7,109 
 

Aşağıdaki Şekil 4.4’de yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

      
                          

 Şekil 4.4 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=4) 
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Nanoçubuğun bir mesnet koşulunu (S0=5) sabit tutup diğer mesnet koşulunu 1 ile 10 

arasındaki değerler vererek oluşturulmuş Çizelge 4.6 aşağıdaki gibidir. Çizelge 4.6 

oluşturulurken r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.6 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=5) 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,768 3,957 5,736 6,892 

SL = 2 1,990 4,109 5,827 6,948 

SL = 3 2,122 4,226 5,901 6,994 

SL = 4 2,209 4,314 5,960 7,031 

SL = 5 2,270 4,381 6,007 7,059 

SL = 6 2,315 4,433 6,044 7,082 

SL = 7 2,349 4,474 6,074 7,100 

SL = 8 2,376 4,507 6,098 7,115 

SL = 9 2,398 4,534 6,118 7,127 

SL = 10 2,415 4,557 6,134 7,137 
 

Aşağıdaki Şekil 4.5’de yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 ,  
 

Şekil 4.5 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=2) 
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Aşağıda oluşturulmuş olan Çizelge 4.7’de bir mesnet koşulu (S0=6) değeri olarak sabit 

tutulurken, diğer mesnet koşulu olan SL  değeri 1 ile 10 değerleri arasında değiştirilmiş ve 

oluşan değerlerin farklılığı gözlemlenmiştir. Aşağıda verilen Çizelge 4.7 ve Şekil 4.6 

oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.7 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=6) 
 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,804 4,012 5,777 6,917 

SL = 2 2,028 4,163 5,866 6,972 

SL = 3 2,164 4,279 5,940 7,018 

SL = 4 2,253 4,366 5,998 7,054 

SL = 5 2,315 4,433 6,044 7,082 

SL = 6 2,361 4,485 6,081 7,104 

SL = 7 2,396 4,526 6,110 7,122 

SL = 8 2,424 4,559 6,134 7,137 

SL = 9 2,446 4,586 6,153 7,148 

SL = 10 2,464 4,608 6,169 7,158 
 

Aşağıdaki Şekil 4.6’da yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 ,  
 
  Şekil 4.6  Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=6) 
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Nanoçubuğun bir mesnet koşulunu (S0=7) sabit tutup diğer mesnet koşulunu 1 ile 10 

arasındaki değerler vererek oluşturulmuş Çizelge 4.8 aşağıdaki gibidir. Çizelge 4.8 

oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.8 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=7) 

 
   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,831 4,055 5,809 6,937 

SL = 2 2,058 4,205 5,897 6,992 

SL = 3 2,195 4,320 5,970 7,036 

SL = 4 2,286 4,407 6,028 7,072 

SL = 5 2,349 4,474 6,074 7,100 

SL = 6 2,396 4,526 6,110 7,122 

SL = 7 2,432 4,567 6,139 7,140 

SL = 8 2,460 4,600 6,162 7,154 

SL = 9 2,483 4,627 6,182 7,166 

SL = 10 2,501 4,649 6,198 7,175 

 
 
Aşağıdaki Şekil 4.7’de yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 ,  
 
   Şekil 4.7 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=7) 
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Aşağıda verilmiş olan Çizelge 4.9’da bir mesnet koşulu (S0=8) değeri olarak sabit 

tutulurken, diğer mesnet koşulu olan SL  değeri 1 ile 10 değerleri arasında değiştirilmiş ve 

oluşan değerlerin farklılığı gözlemlenmiştir. Aşağıda verilen Çizelge 4.9 ve Şekil 4.8 

oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.9 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=8) 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,852 4,089 5,835 6,954 

SL = 2 2,081 4,239 5,923 7,007 

SL = 3 2,220 4,353 5,995 7,052 

SL = 4 2,312 4,441 6,053 7,087 

SL = 5 2,376 4,507 6,098 7,115 

SL = 6 2,424 4,559 6,134 7,137 

SL = 7 2,460 4,600 6,162 7,154 

SL = 8 2,489 4,633 6,186 7,168 

SL = 9 2,512 4,660 6,205 7,180 

SL = 10 2,531 4,682 6,221 7,189 

 
Aşağıdaki Şekil 4.8’de yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 ,  
 
 Şekil 4.8 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=8) 
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Nanoçubuğun bir mesnet koşulunu (S0=9) sabit tutup diğer mesnet koşulunu 1 ile 10 

arasındaki değerler vererek oluşturulmuş Çizelge 4.10 aşağıdaki gibidir. Çizelge 4.10 

oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.10 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=9) 

 
   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,869 4,117 5,857 6,967 

SL = 2 2,099 4,266 5,944 7,020 

SL = 3 2,239 4,381 6,016 7,064 

SL = 4 2,332 4,468 6,073 7,099 

SL = 5 2,398 4,534 6,118 7,127 

SL = 6 2,446 4,586 6,153 7,148 

SL = 7 2,483 4,627 6,182 7,166 

SL = 8 2,512 4,660 6,205 7,180 

SL = 9 2,535 4,686 6,224 7,191 

SL = 10 2,554 4,709 6,240 7,201 

 

Aşağıdaki Şekil 4.9’da yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 ,  
 
Şekil 4.9  Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=9) 
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Aşağıda oluşturulmuş olan Çizelge 4.11’de bir mesnet koşulu (S0=10) değeri olarak sabit 

tutulurken, diğer mesnet koşulu olan SL  değeri 1 ile 10 değerleri arasında değiştirilmiş ve 

oluşan değerlerin farklılığı gözlemlenmiştir. Aşağıda verilen Çizelge 4.11 ve Şekil 4.10 

oluşturulurken  r = 1 nm, K=0,1, µ = 1,2, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.11 Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=10) 

 
   λ1   λ2   λ3   λ4 

SL = 1 1,882 4,141 5,875 6,978 

SL = 2 2,114 4,289 5,961 7,031 

SL = 3 2,256 4,403 6,033 7,074 

SL = 4 2,349 4,490 6,089 7,109 

SL = 5 2,415 4,557 6,134 7,137 

SL = 6 2,464 4,608 6,169 7,158 

SL = 7 2,501 4,649 6,198 7,175 

SL = 8 2,531 4,682 6,221 7,189 

SL = 9 2,554 4,709 6,240 7,201 

SL = 10 2,574 4,731 6,255 7,210 

 
Aşağıdaki Şekil 4.10 yukarıdaki tabloda verilen mod değerlerinin karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

 ,  
 
Şekil 4.10  Mesnet koşullarının titreşim frekansına etkisi (S0=10)  
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Çizelge 4.12’de verilmiş olan tablo değerleri nanoçubuğun mesnet koşullarını (S0=1) ve 

(SL =1) kabul edilerek hesaplanmıştır. Bu çalışmada µ parametresi belirli aralıklarla 

değiştirilmiş ve bu değişimin eksenel hareketin mod değerlerine etkisi Çizelge 4.12 ve 

Şekil 4.11’deki değerlere olan etkisi gözlemlenmiştir. Bu değerler oluşturulurken  r = 1 nm, 

K=0,1, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.12  Yerel olmayan parametre değişiminin titreşim frekansına olan etkisi (S0=1 ve 

SL =1) 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

µ=0.0 1,345 3,693 6,605 9,652 

µ=0.2 1,345 3,656 6,357 8,892 

µ=0.4 1,344 3,620 6,135 8,288 

µ=0.6 1,344 3,585 5,935 7,792 

µ=0.8 1,344 3,551 5,753 7,375 

µ=1.0 1,343 3,518 5,587 7,019 

µ=1.2 1,343 3,485 5,435 6,710 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma şekli aşağıdaki gibidir. 

 

       

Şekil 4.11  Yerel olmayan parametrenin titreşim frekansına etkisi  
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Çizelge 4.13 ve Şekil 4.12’de verilmiş olan çalışmanın yerel olmayan elastitise parametresi 

ile klasik elastisite parametresi oranlaması sonucu ortaya çıkan değerleri aşağıdaki Çizelge 

4.13 ve Şekil 4.12’de verilmiştir. µ parametresi belirli aralıklarla değiştirilmiştir.Yerel 

olmayan elastisite teorisi kullanıldığında yüksek modlarda düşük frekans değerleri elde 

edilmektedir. 

𝜆(𝑛𝑜𝑛 − 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)

𝜆(𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)
 

Çizelge 4.13  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi (S0= SL=1) 

 

 

 λ1 λ2 λ3 λ4 

µ = 0 1 1 1 1 

µ = 0,2 1 0,989 0,962 0,921 

µ = 0,4 0,999 0,980 0,928 0,858 

µ = 0,6 0,999 0,970 0,898 0,807 

µ = 0,8 0,999 0,961 0,871 0,764 

µ = 1 0,998 0,952 0,845 0,727 

µ = 1,2 0,998 0,943 0,822 0,695 

 

Hesaplanan değerler için oluşturulan grafik şu şekildedir: 

 

 

Şekil 4.12  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi 
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Aşağıda verilmiş olan Çizelge 4.14 ve Şekil 4.13’deki değerler hesaplanırken nanoçubuğun 

mesnet koşulları sırasıyla (S0 = 5),  ( SL = 5) olarak alınmıştır. µ parametresi belirli aralıklarla 

değiştirilmiş ve değişim gözlemlenilmiştir. Bu değerler oluşturulurken  r = 1 nm,K=0,1,    

L = 10 nm ve  = 0,3  değerleri alınmıştır. 

 

Çizelge 4.14  Yerel olmayan parametre değişiminin titreşim frekansına olan etkisi (S0=5 ve 

SL =5) 

 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

µ=0,0 2,306 4,775 7,478 10,343 

µ=0,2 2,300 4,705 7,170 9,501 

µ=0,4 2,294 4,637 6,892 8,828 

µ=0,6 2,288 4,571 6,641 8,274 

µ=0,8 2,282 4,506 6,411 7,807 

µ=1,0 2,276 4,443 6,201 7,407 

µ=1,2 2,270 4,381 6,007 7,059 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

 Şekil 4.13  Yerel olmayan parametrenin titreşim frekansına etkisi 
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Çizelge 4.15 ve Şekil 4.14’de verilmiş olan çalışmanın yerel olmayan elastisite parametresi 

ile klasik elastisite parametresi oranlaması sonucu ortaya çıkan değerler aşağıdaki Çizelge 

4.15 ve Şekil 4.14’de verilmiştir. µ parametresi belirli aralıklarla değiştirilmiş oluşan 

değerlerin farklılığı gözlemlenilmiştir. 

 

𝜆(𝑛𝑜𝑛 − 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)

𝜆(𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)
 

Çizelge 4.15  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi (S0= SL=5) 

 

 

 λ1 λ2 λ3 λ4 

µ = 0 1 1 1 1 

µ = 0,2 0,997 0,985 0,958 0,918 

µ = 0,4 0,994 0,971 0,921 0,853 

µ = 0,6 0,992 0,957 0,880 0,799 

µ = 0,8 0,989 0,943 0,857 0,754 

µ = 1 0,986 0,930 0,829 0,716 

µ = 1,2 0,984 0,917 0,803 0,682 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

 Şekil 4.14  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi 
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Aşağıdaki Çizelge 4.16 ve Şekil 4.15’de değerleri oluşturulurken nanoçubuğun mesnet 

koşulları (S0 = 8) ve   (SL = 8) olarak kabul edilmiştir. Verilerin hesaplanması sırasında r = 1 

nm , K=0,1, L = 10 nm ve  = 0,3  değerleri baz alınmıştır. µ parametresi belirli sabit 

aralıklarla değiştirilmiştir. 

 

 Çizelge 4.16  Yerel olmayan parametre değişiminin titreşim frekansına olan etkisi (S0=8 

ve SL =8) 

 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

µ=0,0 2,549 5,152 7,882 10,720 

µ=0,2 2,539 5,059 7,523 9,806 

µ=0,4 2,529 4,968 7,200 9,075 

µ=0,6 2,519 4,880 6,909 8,474 

µ=0,8 2,508 4,795 6,645 7,969 

µ=1,0 2,498 4,712 6,405 7,539 

µ=1,2 2,489 4,633 6,186 7,168 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

  Şekil 4.15  Yerel olmayan parametrenin titreşim frekansına etkisi 



 

61 
 

Aşağıda verilen Çizelge 4.17 ve Şekil 4.16 yerel olmayan elastisite teorisi ve klasik 

elastisite teorisi kullanılarak oluşturulmuştur. Yapılan bu çalışmada µ parametresi belirli 

sabit aralıklarla değiştirilmiş olup oluşan değerlerin farklılığı gözlemlenilmiştir. 

 

𝜆(𝑛𝑜𝑛 − 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)

𝜆(𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)
 

Çizelge 4.17  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi (S0= SL=8) 

 

 

 λ1 λ2 λ3 λ4 

µ = 0 1 1 1 1 

µ = 0,2 0,996 0,981 0,954 0,914 

µ = 0,4 0,992 0,964 0,913 0,846 

µ = 0,6 0,988 0,947 0,876 0,790 

µ = 0,8 0,983 0,930 0,843 0,743 

µ = 1 0,979 0,914 0,812 0,703 

µ = 1,2 0,976 0,889 0,784 0,668 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

        

Şekil 4.16  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi 
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µ parametresinin belirli sabit aralıklarla değişimi kullanılarak yapılan bu çalışmada ise 

nanoçubuğun mesnet koşulları (S0 = 10) ve   (SL = 10) olarak kabul edilmiştir. Ortaya çıkan 

bu değerlerin hesaplanmasında  r = 1 nm, K=0,1, L = 10 nm ve  = 0,3 değerleri kabul 

olarak alınmıştır. 

 

Çizelge 4.18  Yerel olmayan parametre değişiminin titreşim frekansına olan etkisi  (S0=10 

ve SL =10) 

 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

µ=0,0 2,646 5,318 8,077 10,918 

µ=0,2 2,634 5,211 7,687 9,956 

µ=0,4 2,622 5,107 7,338 9,189 

µ=0,6 2,610 5,008 7,025 8,561 

µ=0,8 2,598 4,912 6,742 8,037 

µ=1,0 2,586 4,820 6,487 7,592 

µ=1,2 2,574 4,731 6,255 7,210 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

Şekil 4.17  Yerel olmayan parametrenin titreşim frekansına etkisi 
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Çizelge 4.19 ve Şekil 4.18  klasik elastisite ve yerel olmayan elastisite oranlaması sonucu 

ortaya çıkan değerleri aşağıdaki Çizelge 4.19’daki gibidir. µ parametresinin değişimi sabit 

tutulup belirli aralıklarla yapılmıştır. Önceki çalışmalarda da görüleceği üzere yüksek mod 

değerlerinde düşük frekans değerleri elde edilmiştir. 

 

𝜆(𝑛𝑜𝑛 − 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)

𝜆(𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)
 

Çizelge 4.19  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi (S0= SL=10) 

 

 λ1 λ2 λ3 λ4 

µ = 0 1 1 1 1 

µ = 0,2 0,995 0,979 0,951 0,911 

µ = 0,4 0,990 0,960 0,908 0,841 

µ = 0,6 0,986 0,941 0,869 0,784 

µ = 0,8 0,981 0,923 0,834 0,736 

µ = 1 0,977  0,906 0,803 0,695 

µ = 1,2 0,972 0,889 0,774 0,660 

 

Hesaplanmış olan değerler için karşılaştırma grafiği aşağıdaki gibidir. 

 

 

  Şekil 4.18  Yerel olmayan elastisitenin titreşim frekansına etkisi 
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Aşağıda Çizelge 4.20 ve Şekil 4.19’da verilmiş olan bu çalışma esnasında elastik ortamdaki 

nanoçubuğun boyu (L) belirli sabit aralıklarla değiştirilmiş ve bu değişim sonuçları, mod 

değerlerine olan etkisi gözlemlenilmiştir. Yapılan bu çalışma esnasında mesnet koşulları   

(S0 = 1)  ve   (SL = 10) olarak, µ = 1,2 , 𝓋 = 0,3,  K=0,1 parametreleri kabul edilmiştir. 

 

Çizelge 4.20 Mikrokiriş uzunluk değişiminin titreşim frekansına olan etkisi 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

L=6 nm 1.847 3.625 4.526 4.930 

L=8 nm 1.871 3.958 5.333 6.085 

L=10 nm 1,882 4,141 5,875 6,978 

L=12 nm 1.889 4.249 6.242 7.655 

 

Çizelgede oluşturulan değerlerin grafiği şu şekildedir: 

 

 

    Şekil 4.19  Mikrokirişin uzunluk değişiminin titreşim frekansına etkisi 
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Çizelge 4.21’de verilmiş olan değerler nanoçubuğun mesnet koşullarını (S0 = 1000000000) 

ve  (SL = 0,000000001) kabul edilerek hesaplamalar yapılmıştır. Diğer parametre değerleri 

L=10 nm,  𝓋 = 0,3  K=0,1 olarak alınmıştır. µ parametresi belirli aralıklarla değiştirilmiş 

olup oluşan değerler Çizelge 4.20  ve Şekil 4.19’da gösterilmiştir. 

 

Çizelge 4.21 Yerel olmayan parametrenin ve mesnet koşullarının değişiminin titreşim 

frekansına etkisi 

(S0 = 1000000000 ve SL = 0,000000001) 

 
  

   λ1   λ2   λ3   λ4 

µ=0,0 1,604 4,727 7,866 11,003 

µ=0,2 1,600 4,626 7,421 9,874 

µ=0,4 1,596 4,531 7,045 9,034 

µ=0,6 1,592 4,442 6,720 8,378 

µ=0,8 1,589 4,357 6,437 7,847 

µ=1,0 1,585 4,278 6,187 7,405 

µ=1,2 1,581 4,202 5,964 7,031 

 
 
 

  
 

Şekil 4.20  Yerel olmayan parametrenin ve mesnet koşullarının değişiminin titreşim 

frekansına etkisi 
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Çizelge 4.22’de verilmiş olan değerler nanoçubuğun elastik ortam parametresini belirli 

aralıklarla değiştirilmesiyle ortaya çıkan değerlerdir. Bu çalışmada S0 = 1, SL = 10  µ = 1,2   

L = 10 nm   𝓋 = 0,3 değerleri kabul edilmiştir. Elastik ortam parametresi arttıkça titreşim 

frekansının arttığı gözlemlenmiştir. 

 

Çizelge 4.22  Elastik ortam parametresinin değişiminin titreşim frekansına olan etkisi 

 

   λ1   λ2   λ3   λ4 

K=0,0 1,856 4,129 5,867 6,971 

K=0,1 1,882 4,141 5,875 6,978 

K=0,5 1,986 4,189 5,909 7,006 

K=0,8 2,060 4,224 5,934 7,028 

K=1,0 2,108 4,248 5,951 7,042 

 

 

 

Şekil 4.21  Elastik ortam parametre değişiminin titreşim frekansına etkisi 
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Çizelge 4.23 ve Şekil 4.22’de verilmiş olan çalışmada oluşturulan değerler elastik ortam 

parametresinin belirli aralıklarla değişimi ile hesaplanılmıştır. Elastik ortam parametresinin 

artışının titreşim frekans değerlerini arttırdığı gözlemlenilmiştir. Yüksek modlarda titreşim 

frekansı değerleri daha düşük olarak gözlemlenmiştir. Yerel olmayan elastisite teorisi 

kullanıldığında hesaplanan değerlerin klasik elastisite teorisine oranla daha yüksek olduğu 

gözlemlenilmiştir. 

 

𝐾(𝑛𝑜𝑛 − 𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)

𝐾(𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙)
 

Çizelge 4.23  Elastik ortam parametresinin değişiminin titreşim frekansına olan etkisi 

 

 
 λ1 λ2 λ3 λ4 

K = 0,0 1 1 1 1 

K = 0,1 1,014 1,002 1,001 1,001 

K=  0,5 1,070 1,014 1,007 1,005 

K = 0,8 1,109 1,023 1,011 1,008 

K = 1,0 1,135 1,028 1,014 1,010 

 

 

 

Şekil 4.22  Elastik ortam parametre değişiminin yerel olmayan elastisite teorisi 

kullanıldığında titreşim frekansına etkisi 
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Çizelge 4.24  Çalışmada kullanmış olduğumuz üç parametreli çözümün ağırlıklı artık 

yöntemleri ile  hesaplanmış değerlerin karşılaştırılması 

 

   x=0   x=2   x=4   x=6   x=8 x=10 

W Subdomain -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

WGalerkin -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

W Least Sq -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

WTwo Paramater -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

W Kapalı -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

 

Çizelge 4.24’de verilen farklı ağırlıklı artık yöntemleri kullanılarak eksenel yüklenmiş bir 

nanoçubuğun yer değiştirme değerleri verilmiştir. Farklı çözüm yöntemleri uygulanarak 

hesaplanan değerlerin ve aynı zamanda hesaplanan kapalı çözüm değerinin aynı olduğu 

gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 4.23  Üç parametreli çözümün ağırlıklı artık fonksiyon çözüm yöntemleri ile 

karşılaştırılması 
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Çizelge 4.25 İki parametreli çözümün ağırlıklı artık yöntemleri ile  hesaplanmış 

değerlerinin karşılaştırılması 

 

   x=0   x=2   x=4   x=6   x=8 x=10 

W Subdomain -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

WGalerkin -1080,09 -776,33 -484,546 -236,623 -64,473 0 

W Least Sq -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

WTwo Paramater -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

W Kapalı -1246,26 -914,59 -592,223 -303,091 -87,0721 0 

 

Çizelge 4.25’de verilen farklı ağırlıklı artık yöntemleri kullanılarak eksenel yüklenmiş bir 

nanoçubuğun yer değiştirme değerleri verilmiştir. Önceki çalışmada, üç parametreli çözüm 

hesaplamasında tüm değerler aynı çıkarken iki parametreli çözümde tüm değerlerin aynı 

çıkmadığı gözlemlenmiştir. 

 

 

 Şekil 4.24  İki parametreli çözümün ağırlıklı artık fonksiyon çözüm yöntemleri ile 

karşılaştırılması 
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Şekil 4.25 Eksenel yaylarla tutulmuş bir nanokirişin titreşim grafiği. Analizde kullanılmış 

olan parametreler: L=6 nm, 𝓋 = 0,3,  K=0,1, µ = 1,2. (Yay kuvvetleri sonsuz büyüklükte 

kabul edilmiştir.) 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

Bu çalışma kapsamında; mikrokirişin eksenel statik analizi, eğilme analizi ve yerel olmayan 

elastisite teorisi kullanılarak elastik ortam altında Rayleigh modeli ile tanımlanmış bir 

nanoçubuğun genel elastik sınır koşullarındaki serbest titreşim hareketi incelenmiştir. 

Çalışmanın ilk bölümünde Eringen tarafından önerilen yerel olmayan elastisite teorisine 

göre, eksenel lineer yüklenmiş bir kirişin eksenel statik analizi ağırlıklı artıklar 

yöntemleriyle incelenmiştir. Bilindiği üzere literatürde birçok ağırlıklı artık yöntemi 

bulunmaktadır. Bu çalışma kapsamında En Küçük Kareler, Alt Alan, Galerkin ve İki 

Parametre çözüm yöntemleri kullanılmıştır ve bu yöntemler kullanılırken iki parametreli ve 

üç parametreli polinomlar şeklinde alınmış olup kapalı çözüme yakınsaklığı bir problem 

üzerinde tartışılmıştır. Kullanılan tüm ağırlıklı artık yöntemlerinde, üç parametreli çözümde 

bulunan sonuçlar kapalı çözümle eşit sonuçlar vermiştir. İki parametreli çözümde ise bazı 

yöntemlerin kapalı çözüme yakın fakat eşit olmayan sonuçlar verdiği görülmüştür. Bunun 

nedeni olarak her yöntemin kendi içinde ağırlıklı artığı problem içinde bulundurma şekli 

farklıdır. 

    

Çalışmanın ikinci bölümünde ise elastik ortam altında Rayleigh modeli ile tanımlanmış 

nanoçubuğun hareketi incelenirken ilk olarak yerel olmayan elastisite teorisinin 

diferansiyele dönüştürülmüş denklemi, gerilme için literatürde bulunduğu şekliyle 

yazılmıştır. Bu gerilme denklemi kullanılarak Rayleigh modelindeki nanoçubuğun hareket 

denklemi oluşturulmuştur. Bu çalışma kapsamında oluşturulan model her bir sınır koşulu 

için deforme olabilen veya rijit olan herhangi bir sınır koşulu için çözüm yapılabilmektedir. 

Sınır koşulları deforme olabilir olduğundan bu diferansiyel denklemin kapalı çözümünün 

yapılabilmesi ayrı ayrı mümkündür ancak Stoke Dönüşümü kullanılarak genel bir öz değer 

problemi oluşturulması amaçlanmıştır ve bu elastik sınır koşullarına çok küçük değerler 

verilerek serbest uçlu bir nanoçubuğun titreşim frekansları bulunabilmektedir. Buna benzer 

olarak yay sabitlerinin büyükleri değiştirilerek, ankastre mesnetlenmiş çubuğun titreşim 

frekansları da bulunmuştur. 
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Titreşim frekansları incelenmesinde çalışma kapsamında belirli parametrelerin değerlerinde 

değişiklikler yapılmış ve bu değişiklerin frekans değerlerini ne şekilde etkilediği tablo ve 

grafikler halinde sunulmuştur. Değiştirilen parametreler ve değiştirildiğinde oluşturulan 

etkiler şu şekildedir: 

 

• Mesnet koşullarının değişiminin (S0  ve SL) titreşim frekanslarına etkisi incelenmiştir. Bu 

inceleme sırasında  yay sabiti değerlerinin artması ile birlikte titreşim frekans değerlerinin 

de arttığı gözlemlenmiştir. Bu gözlemlemeler ilk dört mod değeri üzerinden yapılmıştır. 

 

• Yerel olmayan parametre (µ) değişiminin titreşim frekans değerlerine olan etkisi 

incelenmiştir. Bu incelemede ise yerel olmayan parametre (µ) değeri arttıkça titreşim 

frekans değerlerinin azaldığı ilk dört mod değeri üzerinde gözlemlenmiştir. Yerel olmayan 

parametre değeri belirli aralıklarla değiştirilmiştir. 

 

• Nanoçubuğun titreşim frekans değerlerinin elastik ortam parametresi (K) değişimi ile ne 

şekilde değişim göstereceği incelenmiştir. Bu incelemede ise elastik ortam parametresi (K) 

arttıkça ilk dört mod değeri için titreşim frekans değerlerinin arttığı gözlemlenmiştir. Bu 

incelemede nanoçubuğun mesnet koşulları (S0 =1 ve SL =10) şeklinde alınmıştır. 

 

• Nanoçubuğun uzunluğunun belirli aralıklarla değişiminin titreşim frekans değerlerine olan 

etkisi ilk dört mod değeri için gözlemlenmiştir. Bu gözlemleme de ise uzunluk artışı 

olduğunda titreşim frekans değerlerinin de arttığı gözlemlenmiştir. 

 

• Titreşim frekans değerlerine etkisi olabilecek diğer koşul olarak ise yay sabitlerine sonsuz 

büyüklükte ve sonsuz küçüklükte değerler verilerek ve bu değerler verildiğinde yerel 

olmayan parametreyi belirli aralıklarla değiştirerek oluşacak titreşim frekans değerleri 

gözlemlenilmiştir. Bu incelemede nanoçubuğun mesnet koşulları  (S0 = 1000000000 ve     

SL = 0,000000001) olarak alınmış olup yerel olmayan parametre değeri arttıkça titreşim 

frekans değerlerinin azaldığı gözlemlenmiştir. 
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Çalışmanın son bölümünde ise bir mikrokirişin eğilme analizi (Akgöz,2010) tarafından 

önerilen değiştirilmiş gerilme çifti teorisi ile eğilme analizi gerçekleştirilmiştir. Analiz 

yapılırken bir önceki kısımda tanımları verilmiş olan ağırlıklı artıklar yöntemleri ile 

çözümler yapılmıştır. İlk olarak değiştirilmiş gerilme çifti teorisine göre artık fonksiyon 

tanımlanmıştır. Diferansiyel denklemin derecesine uygun olarak üç bilinmeyenli ve 

dördüncü dereceden bir yer değiştirme fonksiyonu önerilmiş olup sınır koşullarının 

sağlanmasına dikkat edilmiştir. Önerilen yer değiştirme fonksiyonu kullanılıp artık 

fonksiyon elde edilmiştir. Her bir yöntemin artık fonksiyon hesaplamaları için yapılan 

kabuller dikkate alınarak problemin çözümü gerçekleştirilmiştir. Bu yöntemlerin 

tamamında kapalı çözümü olan yer değiştirme fonksiyonları elde edilmiştir. 

 

Bulgular bölümünde yapılmış olan çalışmalar kapsamında: 

Nanoçubuğun iki ucunda bulunan yay kuvvet değerleri (mesnet koşulları) arttıkça titreşim 

frekans değerinin arttığı, yerel olmayan parametrenin artması ile titreşim frekans 

değerlerinin azaldığı, elastik ortam parametresinin değeri arttıkça titreşim frekans değerinin 

arttığı ve dolayısıyla rijitliğinde arttığı gözlemlenilmiştir ve bulunan bu sonuçların 

literatürle uyumlu olduğu görülmüştür. Çalışmada nanoçubuğun boyutunun küçük değerler 

ile arttırılması ile frekans değerinde artış gözlemlenilmiştir bunun nedeni olarak ise 

çalışmada kullanılmış olan yerel olmayan parametrenin etkide bulunduğu düşünülmektedir. 
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