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Möbius Dönüşümleri 

Hasan Basri ÖZDEMİR • 

ÖZET 

Bu çalışmada PSL (2, C), PSL (2, IR) gruplan ve bunlann bazı alt gruplan 

hakkında yeni tanım ve teoremler verildi. 

SUMMARY 

Möbius Transformations 

In this study, some definitions and theorems about the groups of PSL (2, 
([), PSL (2, R) and some subgroups of this groups have been given. 

1. Tanım: 
a d 

C oo = <I: U { oo } , g ( oo) = -- , g (- --) = oo ve a, b, c, d e <I:, 
c c 

ad-be ;e O olmak üzere, 

az+ b 
g: <I:oo- Coo, g(z) = -­

ez+ d 

şeklindeki dönüşümlere doğrusal kesirli dönüşümler veya sadece doğrusal ~ö­
nüşümler denir. 

• Yard. Doç. Dr.; Necatibey Eğitim Fakültesi, Balıkesir. 
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Bu dönüşümler Coo kümesinin otomorfizmalandır. Bu nedenle bu dö­

nüşümlerin kümesi Aut (C co) ile gösterilir. Bu dönüşümlere Möbius dönüşüm­
leri de denir. 

az+b 
g(z) = --dönüşümünü sadece a, b, c, d katsayıları belirlemez. 

cz+d 

A E <C- {O} olmak üzere Aa, Ab, AC, Ad Sayılan da aynı g dönüşümünü belirler1. 

Doğrusal dönüşümler kümesi, dönüşümlerin bileşkesi işlemiyle bir grup 
olur. Grup aksiyomlarmın sağlandığını görmek kolaydır10. 

Doğrusal dönüşümlerin Aut (<C co ) grubu ile singüler olmayan 2x2 matris­
lerinin GL(2, <ı:) ile gösterilen kümesi arasında çok önemli bir ilişki vardır. 

GL(2, <C) kümesinin çarpma işlemi ile bir grup oldu!,'Unu biliyoruz. 

A --(ac bd) e GL (2, CC) ve 

az+b 
g(z) =--E Aut (<J:co) 

cz+d 

olmak üzere bir 

f: GL (2, <r:)-+ Aut (<r:co) 

dönüşümü, f(A) = g biçiminde tanımlıyalım. 

B~ (: :) 

az+ b 
e GL (2, <C), h E Aut (C co), h(z) = -­

"fZ + & 
olmak üzere f(B) = h olur. 

az+(3 
a.--+b 

"fZ + & 
gh(z) = -----

a (3 + b&) 
c(3 + d& 

(aa + ~)z + (a(3 + b&) 

az + 13 (ca + d-y)z + (c(3 + d&) 
c. +d 

"fZ + & 
olduğundan, 
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f(AB) = f(A) o f(B) = goh = gb 

bulunur. O halde bu f dönüşümü bir grup homomorfızmasıdır. Bu homomorfiz­

manın K ile gösterilen çekirdeği, 

K = ker (f) = {A e GL (2, C) ı f(A) = g, g(z) = z} 

olduğundan, K kümesi, a = d ;o! O, b = c = O olmak üzere, 

= >..I, (>.. e C- {O} ) 

şeklindeki A matrislerinden oluşur. (z = O, z = oo, z = ı kanarak b = c = O, 
a = d elde edilir. Burada >.. = a dır.) 

İki A, B e GL (2, <C) matrisinin, C oo kümesinin aynı bir otomorfizmasım 

belirlemesi için gerek ve yeter koşul, 

B-1 A e K, yani A = AB 

olmasıdır. Böylece, 

Aut <I:oo :ı GL (2, <I:) 1 K = GL (2, <I:) 1 {>J ı >.. ;o! O} 

elde edilir. Çünkü, 

GL (2, <I:) 1 K = {kA ı k e K = { >J ı >.. ;o! O} } 

olur. Bu GL (2, <I:) /K bölüm grubuna projektif Genel Lineer Grup (Projective 
Generallinear group) denir ve PGL (2, <r) ile gösterilir10

. 

Her A, B e GL (2, <I:) için det (AB) = det A . detB olduğundan, 

det: GL (2, <I:)-+ <I:- {O} 

dönüşümü yine bir grup bomomorfizmasıdır. Bunun çekirdeği GL (2, <I:)'nin bir 
normal alt grubudur. Bunu SL (2, <I:) ile gösterelim. Yani SL (2, <r), GL 
(2,C):nin determinantı ı olan elemanlarının kümesidir. 

B e GL (2, <I:) için detB = >..2 

ve A e SL (2, <I:) olmak üzere B = AA yazılabilir. Böylece f(B) = f(A) bulunur. 

YaniAile B'nin belirlediği otomorfızma aynı olur. Bu ise Coo kümesinin bütün 
otomorfızmalarının, 
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az+ b 
g(z) = --, ad- be = 1 

ez + d 

şeklinde olduğunu gösterir. O halde, 

Aut (<I: oo) ~ PGL (2, <C) ~ PSL (2, <C) 

elde edilir. 

2. Tamm: 

az+b 
PSL (2, IR) = { T ı T(z) = ---; a, b, c, d E IR, ad- be= 1} ve 

cz+d 

cıZ+b 

G' = {u ı u(z) = ---; a, b, c, d E IR, ad- be =- 1} 
cz+d 

olmak üzere, 

G = PSL (2, IR) UG' 

olsun. G nin öğeleri <I:oo kümesini kendi üzerine 1-1 resmeden dönüşümlerdir. 

3. Teorem: Bir T E PSL (2, <C) = dönüşümünün D = { z E <I: 1 im z > 
O} yarı düztemini D ye resmetınesi için gerek ve yeter koşul T E G olmasıdır. 

ispat: Her z E D için T(z) E D olduğunu varsayalım. 

az+b 
T(z) = --- ; a, b, c, d E C, ad- be = 1 dönüşümünde c ~ O olsun. 

cz+d 

a b d 
T(oo) = - , T(O) = - , 1\oo) = --

c d c 

a b d 
olur. Bu-, -,- -değerleri gerçel sayılar olduğundan, 

c d c 
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a b 
- z +-
c c 

T(z) =----
d 

z+-­
c 

dönüşümü gerçel katsayılıdır. 

ı d 
im T(z) = - İm (z) ı z + - ı -2 

c2 c 
d ı 

bulunur. İm(z) >O, İm T(z) > O, ı z + - ı 2 >O olduğundan-> O, yani 
c cı 

a d b 
C E IR olmalıdır. O halde, - , - E IR oldu~dan a, d E IR ve - E IR 

c c d 

olduğundan b E IR elde edilir. Böylece TE PSL (2, IR), yani TE G bulunur. 

b 
Eğer C = O ise 1 1 (O) = -­

a 

olur ve benzer olarak TE PSL (2, IR) bulunur. 

Aynı düşünce ile, 

aZ+b 
U(z) = --; a, b, c, d E <ı:: ve ad- be = - ı içinde, Z E D iken U(z) E D ise 

<:Z+d 

U E G' olduğu görülür. 

Şimdi de T E G olsun. TE PSL (2, IR) alalım. 

az + b 
T(z) = --; a, b, c, d E IR, ad - be= 1 denirse, 

cz+ d 

im(z) 
im T(z) = ---olur. im (z) > O iken 

ıcz+ d l 2 

im T(z) > O bulunur. Bu da, z E D iken T(z) E D demektir. U E G' içinde ay­
nı sonuç elde ~· 
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Uyan: G kümesinin öğeleri IR kümesini kendisi üzerine resmederler. Çün­
kü TE G için, 

İm(z) 
İmT(z) = --­

lcz+dl2 

elde etmiştik. z E IR için İnı z = O olduğundan im T(z) = O bulunurı. 

S. Teoı-em: G = PSL (2, IR) UG' kümesi, bileşke işlemi ile bir gruptur1. 

ispat: Tı, Tı E PSL {2, IR) ise Tı.Tı E PSL (2, IR) olduğu açıktır. Eğer T 
~ PSL {2, IR) U E G' ise 

aız +bı 
T(z) = ---- ; aı, bı, cı, dı E IR, aıdı - bıcı = ı, 

cız +dı 

aız +bı 
U(z) = ----; aı, bı, cı, dı E IR, aıdı- bıcı =-ı 

cız +dı 

olmak üzere, 

(aıaı + bıcı)z+ (aıbı + bıdı) 
UT (z) = E G' 

(aıcı + cıdı)z+ (bı cı+ dı dı) 

olur. Çünkü, katsayılarm gerçel olduğu görülüyor ve diskiriminantı da, 

a = (aıaı + bıcı) (bı cı + dıdı)- (aıbı + bıdı) (aıcı + cı dı) 

= aıaıbıcı + aıaıdıdı + bıbıcıcı + bıcıdıdı 

- aıaıbıcı- aıbıcıdı- aıcıbıdı- cıdıbıdı 

= (aıdı- bıcı) (aıdı- bı cı) = -ı 

olur. Eğer uı, uı E G' ise uıuı E PSL {2, IR) olacağı da kolayca görülür. 
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Gı) I E G olduğu ise açıktır. 

at+b 
G3) g E G, g(z) = . için 

ci+d . 



mıştır. 

--<li + b 
g-1(z) = ----olduğundan g-1 

E G dir. 
ci-a 

Not: i değeri, g E PSL (2, lR) iken z, g E G' iken Z, olarak tanımlan-

G4) Birleşme özelliği de sağlanır. 

Uyan: PSL (2, IR) kümesi, G nin bir alt giubu olur. Fakat G' kümesi alt 
grup olmaz. Çünkü uı, uı E G' için uıuı E PSL (2, R) fakat uıuı f1. G' olur. 

4. Sonuç: G grubu, A = PSL (2, IR) U {U ı U(z) = - z} kümesi tarafm­
dan doğurulur1. 

ispat: Tı, Tı E PSL (2, IR) için, TıTı E PSL (2, IR) olduğunu biliyoruz. 
T E PSL (2, IR), U(z) = - z olsun. 

az+b 
T(z) =---olarak alınırsa, 

cz+d 

a(-z) +b -ııZ+ b 
TU (z) = ----

c(-z)+d -ci+d 

olur. Burada, A. = -ad + be = -(ad- be) = -ı olduğundan TU E G' olur. 

6. Teorem: 

ıT'(z)ı i 
T E PSL (2, IR) için, ---

İmT(z) İm(z) 

az+b ı 

ispat: T(z) = , T'(z) = 
(cz+d)2 cz+d 

ı 

IT' (z) ı = (1) 
ı cz+dı 2 

az+b (az+b)(<:Z+d) 
T(z) =--

cz+d ıcz+dl 2 
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a 1 z 12 + adz +bez+ bd 
-------, (z = x + iy) 

lcz+dl2 

a 1 z 12 + adx +ad yi+ bcx-bciy +bd 

lcz+dl2 

{ad-bc)iy alzl 2+adx+bcx+bd 
+ 

lcz+dl2 lq+dl2 

alzl 2+ (ad+bc)x+bd y 
=--------

olduğundan, 

y 
İmT(z) = -­

lcz+dl2 

elde edilir. ı ve 2 sonuçlan taraf tarafa bölünerek, 

IT'{z)l ı 

İmT(z) İm(z) 

elde edilir. 

7. Tanım: 

( 
ac bd\ B = (: ~ \ A, B e GL (2,C), A = ) 

1 

u ) 

(
a li) ı 

B• = (B)
1 = :y ~ olmak üzere, 

[A,B) = İz {AB•) = aa + b]I + c:y + do 

değerine A ile B nin skaler çarpımı denir 4• 

8. Teorem: [A,B) bir karmaşık iç çarpımdır4• 

ispat: GL (2, <C) nin bir vektör uzayı olduğu açıktır. O halde; 
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1) [A, A] ~ O. Gerçekten, 

[A,A] = lal
2 

+ lbl
2 

+ lcl
2 

+ ldl
2 ~ O 

(
o .o) 

[A,A] = O - A = O = O O 

2) [aıAı + aıAı, B) = aı [Aı, B] + aı [Aı, B] olacağından kolayca gö­
rülür {aı, aı skale'rler) 

3) [A,B] = [B;A]. Çünkü, 

[A,B] = aii + blJ + c:y + do 

[B,A] = aa. + öf3" + e-y + m> 

(B;.Zt] = aii + blJ + c:y + dO. 

Bu iç çarpımdan elde edilen normu yazalım. 

9. Tanım: 

A • GL ('2, cr), A ~ ( : :) içôn, A mani, inin nonnu diye, 

değerine denir4. 

10. Tanım: 

g E Aut (cı: a:ı) için g dönüşümünün normu, 
A ~ (: :) 

az+b 
g(z) = olmak üzere 

cz + d 

IIAII2 

ll g 11
2 = --ile tanımlanan ll g ll değerine denir. 

d etA 

A E PSL {2, <I:) için ise detA = 1 olacağı için Ilgli = IlA ll olur4. 
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ll. Tanım: 

GL (2, <C) kümesindeki metriği, bu küme üzerindeki norma bağlı olarak, 

d(A,B) = [A-B, A-B]112 = ll A-B ll 

biçiminde tanımlıyacağız. 

U. Sonuç: 

GL (2, <C) kümes~ yukanda tanımladığımız iççarpım, . norm ve metrik ile 
bir iççarpım uzayı, bir normlu uzay, b~ metrik uzay ve dolayısiyle bir topolajik 

uzaydır. 

13. Tanım: 

G kümesi bir grup ve bir Hausdorff Uzay olsun. ~daki birinci koşul 
gerçeklenirse G bir yan topolajik gruptur, her iki koşul birden gerçeklenirse G 

bir topolajik gruptur denir. 

1) F: G x G- G, F(g, h) = gxh = gh üzerine dönüşümü sürekli (•, G 
grubunun grup işlemi). 

2) f: G- G, f(g) = g-1 üzerine dönüşümü sürekli1. 

14. Tamm: 

G bir topolajik grup, a E G belli bir öğe olsun. Bu durumda, 

Ta, la, t, k : G - G, 

ra: g- ga, la: g- ag, t: g-+ g-1, k: g-+ aga-1 dönüşümleri birer topolojik e§ya­

pı dönüşümü (Homeomorfızma) olur. Bunlara sırasıyla~ kayma, sol kayma, 

tersinir ve öz eş yapı dönüşümleri denir1. 

ıs. Tanım: 

X bir topolajik uzay olsun. Her xı, xı E X için f(xı) = xı olacak §ekilde 

bir f: x -+ x topolajik eş yapı dönüşümü varsa bu x topolajik uzayına homogen 

uzay denir1. 
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