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Mobius Donagumleri
Hasan Basri OZDEMIR’

OZET

Bu cahsmada PSL (2, C), PSL (2, R) gruplan ve bunlann bazi alt gruplan
hakkanda yeni tanim ve teoremler verildi.

SUMMARY

Mobius Transformations

In this study, some definitions and theorems about the groups of PSL (2,
C), PSL (2, R) and some subgroups of this groups have been given.

1. Tanim:
a d

Co = ([:U{ao}, g(‘”) =_'_!g("_) = mVCa,b,C,dE([:,
c c

ad-bc = 0 olmak iizere,

az+b

g Ceo — Coo, g(z) =
cz+d

seklindeki doniigiimlere dogrusal kesirli doniigiimler veya sadece dogrusal do-
niigiimler denir.

* Yard. Dog. Dr.; Necatibey Egitim Fakiiltesi, Balikesir.
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Bu doniisiimler Coo kilmesinin otomorfizmalanidir. Bu nedenle bu do-
niigiimlerin kiimesi Aut (Coo) ile gosterilir. Bu doniigiimlere Mobius doniigiim-
leri de denir.

az+b
déniigiimiinii sadece a, b, c, d katsayilar: belirlemez.

g@) =
cz+d

A e C - {0} olmak iizere Aa, Ab, Ac, Ad $ayilar1 da aym g doniisiimiinii belirler’.

Dogrusal doniigiimler kiimesi, doniigimlerin bilegkesi iglemiyle bir grup
oiur. Grup aksiyomlarinin saglandigimi gérmek kolaydlrw.

Dogrusal doniigiimlerin Aut (C ) grubu ile singiiler olmayan 2x2 matris-
lerinin GL(2, C) ile gosterilen kiimesi arasinda gok nemli bir iliski vardir.
GL(2, €) kiimesinin ¢arpma iglemi ile bir grup olduirunu biliyoruz.

a b
A= e GL (2,C) ve
[
az+b
g(z) = e Aut (Cow)
cz+d

olmak iizere bir
f£GL(12,0C)— Aut(Cw)

doniigiimil, f(A) = g bigiminde tamimliyalim,

» B az+ b
B = eGL(2,C),h e Aut (Cw), h(z) =
5 vz + B

5
olmak tizere f(B) = h olur.

a b a B ae + by ap + bd
AB=
c d vy & ca +dy cp+ds

az+B
a. +b

¥z + & (aa + by)z + (ap + bs)

gh(z) = =

oz + B (ca + dy)z + (cp + db)
C: +d

¥z + &

oldugundan,
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f(AB) = f(A) o f(B) = goh = gh

bulunur. O halde bu f déniisiimii bir grup homomorfizmasidir, Bu homomorfiz-
mamnn K ile gosterilen gekirdegi,

K=ker(f) ={AeGL(2C) | f(A) =g g2 =z}
oldugundan, K kiimesi,a = d = 0, b = ¢ = 0 olmak iizere,
A 0
A= =\, Ae C-{0})
0 A

seklindeki A matrislerinden olugur. (z = 0,z = «,z = 1 konarakb = ¢ = 0,
a = d elde edilir. Burada A = a dir))

iki A, B € GL (2, €) matrisinin, C oo kiimesinin aym bir otomorfizmasim
belirlemesi igin gerek ve yeter kogul,

B1A €K yaniA = AB
olmasidir. Boylece,

AutCew = GL(2,€)/K = GL(2,€) / {M | A = 0}
elde edilir. Ciinki,

GL(2,C)/K={kA |keK={N|x=0}}

olur. Bu GL (2, €) /K béliim grubuna projektif Genel Lineer Grup (Projective
General linear group) denir ve PGL (2, C) ile gosterilir'®,

Her A, B € GL (2, €) igin det (AB) = det A . detB oldugundan,
det: GL (2, €C) —» C - {0}

doniigiimii yine bir grup homomorfizmasidir. Bunun ¢ekirdegi GL (2, €)’nin bir
normal alt grubudur. Bunu SL (2, €) ile gosterelim. Yani SL (2, C), GL
(2,C)’nin determinant: 1 olan elemanlarimin kiimesidir.

B e GL (2, C) icin detB = \?

ve A e SL (2, C) olmak iizere B = \A yazilabilir. Boylece f(B) = f(A) bulunur.
Yani A ile B’nin belirledigi otomorfizma ayn1 olur. Bu ise C o kiimesinin biitiin
otomorfizmalarinin,
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az +b
,ad-bc =1

g(z) =
cz+d

seklinde oldugunu gosterir. O halde,

Aut (Cw) = PGL (2, €) = PSL (2, €)

elde edilir.
2. Tamm:
az+b
PSL(2,IR) = {T| T(z) = ——— a,b,c,d e IR,ad—bc = 1} ve
cz+d
az+b
G = {u]u(@) = ;a,b,c,d e IR, ad -bec = - 1}
cz+d
olmak iizere,

G = PSL (2, IR) UG’
olsun. G nin dgeleri Coo kiimesini kendi iizerine 1-1 resmeden doniisiimlerdir.

3. Teorem: Bir T e PSL (2, €)= doniigimiminD = {ze C | imz >
0} yari diizlemini D ye resmetmesi icin gerek ve yeter kosul T € G olmasidir.

Ispat: Her z € D igin T(z) e D oldugunu varsayalim.

az+b
T(z) = ;a,b,¢c,d e C, ad - bc = 1 doniigiimiinde ¢ = 0 olsun.
cz+d
a b d
T(w) = —, T(0) = —, T (=) = -—
c d c
a b d
olur. Bu —, , — — degerleri gergel sayilar oldugundan,
c d (v



a b

—_—Z 4+ —
Cc c
T(z) =
d
z+ —
Cc

doniigiimii gergel katsayihidir.

1 d
im T(2) =—21m(z);z+_|-2
C (¥
d 1
bulunur. im(z) > 0,ImT(z) >0, |z + — |> >0 oidugundang > 0, yani
C
a d b
C e IR olmalidir. O halde, —, — € IR oldufundan a,d € IR ve — e IR
c c d

oldugundan b € IR elde edilir. Boylece T € PSL (2, IR), yani T € G bulunur.
b

Eger C = 0ise T (0) = - —
a

olur ve benzer olarak T e PSL (2, IR) bulunur.
Aym diigiince ile,
az+b

U(z) = ——a,b,c,d e Cvead-bc = - 1iginde, Z € D iken U(z) e D ise
cz+d

U e G’ oldugu goriliir.

Simdide T € G olsun. T e PSL (2, IR) alalim.

az+b -
T(z) = ;a,b,c,d e IR, ad — bc = 1 denirse,
cz+d
im(z) '
im T(z) = —— olur. Im (z) > 0 iken
lcz+d|?

Im T(z) > 0 bulunur. Bu da, z € D iken T(z) e D demektir. U e G’ icinde ay-
1 sonug elde edilir.
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Uyan: G kiimesinin 6geleri IR kiimesini kendisi iizerine resmederler. Ciin-
kii T € G igin,

Im(z)
ImT(z) =
lcz+d|?

elde etmistik. z e IR igin Im z = 0 oldugundan im T(z) = 0 bulunur',

5. Teorem: G = PSL (2, IR) UG’ kiimesi, bilegke islemi ile bir grupturl.

. Ispat: T1, T2 e PSL (2, IR) ise T1.T2 e PSL (2, IR) oldugu agiktir. Eger T
e PSL (2, IR) U € G ise

aiz + by

T(z) = ——— a1, by, c1,d1 e IR, a1d1 - bicy = 1,
ciz + dp
azZ + b

U@) = —a,bye,de R ad-be = -1
cZ + d2

olmak fizere,

(a1a2 + bac1)Z + (azb1 + badi)

UT (z) = e G

(a1c2+ c1d2)Z + (bicz + didz)

olur. Ciinkii, katsayilarin gergel oldugu goriliiyor ve diskiriminant1 da,
A = (a1az + bzci) (bicz + didz) - (azb1 + badi) (aic2 + cid?)
= ajazbicz + ajazdidz + bibzcicz + becididz
- ajazbicz — azbic1dz - arcobadi - cidobads
= (azd2 - bzc2) (a1d1 - baer) = -1

olur. Eger u1, w2 € G’ ise utuz e PSL (2, IR) olacag da kolayca gorilliir.

G2) I e G oldugu ise agiktir.

aZ+b
G3) g e G, g(z) = ——igin
cZ'+d




-4z + b
g‘l(z) =—— oldugundan g™ e G dir.
cZ-a
Not: 7 degeri, g € PSL (2, IR) iken z, g € G’ iken Z, olarak tanimlan-
mustir.
G4) Birlesme 6zelligi de saglanir.,

Uyan: PSL (2, IR) kiimesi, G nin bir alt grubu olur. Fakat G’ kiimesi alt
grup olmaz. Ciinkii u1, u2 e G’ igin ujuz € PSL (2, R) fakat uju2 ¢ G’ olur.

4. Sonug: G grubu, A = PSL (2,IR) U {U | U(z) = -z} kiimesi tarafin-
dan dogurulurl.

Ispat: T1, T2 € PSL (2, IR) igin, T1T2 € PSL (2, IR) oldugunu biliyoruz.
T e PSL (2, IR), U(z) = — Z olsun.

az+b
T(z) = olarak alinirsa,
cz+d
a(-Z)+b  -az+b
TU (Z) = =

c(-2)+d —z+d

olur. Burada, A = —ad + bec = - (ad —bc) = — 1 oldugundan T U e G’ olur.

6. Teorem:

T'(2)| 1
T e PSL (2, IR) igin, =

imT@)  im()

az+b 1
, T'(2) =
cz+d (cz+ d)2

Ispat: T(z) =

1
T ()| =

|cz+d]|

- @

az+b (az+b)(cz+d)
T(z) = = 5
cz+d |cz+d|
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a|z|?+adz+bcz+bd
= ,(Z=x+1iy)
lez+d|?

a|z|%+adx+ adyi + bex-beiy + bd

lez+d|?

(ad-bc)iy a|z|?+adx+bex+bd

= -
lcz+d|? lcz+d|?
a|z|®+ (ad +bc)x+bd y

= + i

|c:z+r:i|2 lez+d|?
oldugundan,
im T(z) =
lez+d|?

elde edilir. 1 ve 2 sonuglan taraf tarafa bolinerek,

IT(2)] 1

ImT(z) im(z)

elde edilir.
7. Tamim :
ab a B
A, B e GL(20), A = B=
c d vy &
: & B\
B = (B)t = olmak uzere,

v )
[AB] = iz (AB") = ag + bp + ¢y + d5

degerine A ile B nin skaler garpimi denir®,

8. Teorem: [A,B] bir karmagik i¢ garp1md1r4.

Ispat: GL (2, €) nin bir vektor uzayr oldugu agiktir. O halde;
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1)[AA]l = 0. Gergekten,

[AA] = |a]® + |b|*> + [c|® + |d|* =0
0 0
0 0

2) [m1A1 + a2A2, B] = a1 [A1, B] + a2 [A2, B] olacagindan kolayca go-
riiliir (a1, oz skalerler)

3) [A,B] = [BA]. Ciink,

[AB] = ag + bf + ¢y + dF

[BA] =2z + BB + Ty + T

[BAA] = a@ + b + ¢y + d&.

Bu i¢ carpimdan elde edilen normu yazahm.

9. Tamim:

ab

AeGL((2,0C),A = ( ) igin, A matrisinin normu diye,

c d

[1A]] = [A/A]"% = (Ja]? + |b2 + |c|? + |a2)!?
degerine denir®,

10. Tanim:

fa b
g € Aut (Ce) icin g donilgiimiiniin normu, A = L )
¢ d

az+b
g(z) = olmak iizere
cz+d
, Al
llgll* = ile tamimlanan | |g| | degerine denir.
detA
A e PSL (2, €) igin ise detA = 1 olacagicin [|g|| = |]|A|| olur®.
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11. Tanim:

GL (2, €) kiimesindeki metrigi, bu kiime iizerindeki norma bagh olarak,
d(A,B) = [A-B, A-B]'? = | |A-B||

bigiminde tammliyacagz.

12. Sonug:

GL (2, €) kiimesi, yukarida tanimladifimiz i¢carpim, norm ve metrik ile
bir iggarpim uzayi, bir normlu uzay, bir metrik uzay ve dolayisiyle bir topolojik
uzaydur. .

13. Tanim:

G kiimesi bir grup ve bir Hausdorff Uzay olsun. Asagidaki birinci kosul
gergeklenirse G bir yan topolojik gruptur, her iki kogul birden gergeklenirse G
bir topolojik gruptur denir.

1) F: GxG — G, F(g, h) = gxh = gh iizerine doniisiimii sirekli (*, G
grubunun grup iglemi).

) G- G, f(g) = g_1 izerine doniigiimil siirekli.

14. Tanim:

G bir topolojik grup, a e G belli bir 6ge olsun. Bu durumda,
ra,la,t,le-—iG,

Taig—> ga, laig—>ag tig— ghkg— aga™! doniisiimleri birer topolojik esya-
p1 doniisiimii (Homeomorfizma) olur. Bunlara sirasiyla sag kayma, sol kayma,
tersinir ve 0z eg yap1 doniigiimleri denir’.

15. Tamm:

X bir topolojik uzay olsun. Her x1, %2 e X i¢in f(x1) = x2 olacak sekilde
bir f: x — x topolojik es yap1 doniigiimii varsa bu x topolojik uzayma homogen
uzay denir.
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