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e Sistemleri 

ÖZET 

lbrahlm AKYOz• 

Bu çalqnuula TensiJr Analiz de lauşılaşılan kontravaryanı ve 1covaryant e 
sistemleri n boyutlu uzayda incelendi. 6nce tanımlar veril~k e sistemleri yardımıy­
la leroneeker deltanın tanımı yapıldı. Kronecker deltanın iJzellilinden yararlanarak 
e;1 ... ~N i ı ···1N çmpimının terim sayısı fonniJII~Itiri_ldi ve detemıinantlarrı uygula­
nıp gijsteriJdi. Bu uygulamadan faydalanarak, e' ı ···'N sembolanan + 1 ajrlıRında, 
'' ı ·· ·'N sembolanan -1 ajrlıRında relatif tensiJrler olduklan, pemıatasyonlann 
&elliklerinden yanu/anarak farklı iki yol izlen~k verildi. 

SUMMARY , 
1be e-Systems 

In this study, contnwariant and covariant e-systems wliich an met in tensor 
analysis an investigated in the n dimentional space. Firstly, kronocker delta is defi­
ned by the help of e-systems which an found ~ by previous dejinitions. The num­
ber oftenns appearing in the sum of e;ı ···IN · e'ı ··· 'N_ multiplication is fomıalated 
by taking into consideration the charecteristics of kronocker delta. Later on, il is 
shown the applications of it to the determinants. lt is known that the permotations 
symbols i ı · · ·1 N and e i ı .. .1 N are relative tensors of weights + I and -1, respective/y-: · 
It has been given to be the same tensors fo//owing, different ways by use particularly 
of permutations. · · 
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GIRiş 

Kontravaryanı ve kovaryant e sembollerinin relatif tensör oldu~u göste­
ren ba~tılar indisierin permütasyonlan özelliklerinden yararlanarak gerçeklene­
bilir. 

e Sistemleri 

N indisine ba~ Atı ··.IN veya Aı1 •• .iN kemiyetlerinin kümeleri iki indis çif­
tine göre simetrik veya ters simetrik oldu~ gibi .ikiden fazla indisiere göre de si­
metrik veya ters simetrik olabilir. Bu ned~nle aşa~daki tanımlar verilebilir. 

TANIM 1 . 

N indisierine ba~ A1ı ··.IN (veya Aı 1 •• .iN) kemiyetler siste~, indisierin 
bir permütasyonu ile A sembolünün de~eri de~şmiyorsa tamamen simetrikdir 
denir. 

TANIM2 · 

N indisierine ba~ Aı1 •• .iN (veya Ai ı .. .IN) kemiyetler sistemi, indisierin 
tek permütasyonundan soıirıi !i.. sadece işaret de~ştirir ve indisierin çift permü­
tasyonu ile A sembolünün de~eri de~mezse tamamen ters simetrikdir denir. 

Ters simetrik bir sistemde, sistem iki benzer indis içeriyorsa Tanım 2 den 
de~eri sıfır olması gerekir. 

Sembol olar~ Aiı· . .iN (veya Aiı ... iN) yerine i!i
1 

• ..iN (veya ei ı ... iN) kulla­
nıldı~da e sistemleri olarak adlandırılır ve relatif tensörlerdir. 

TANIM3 

eı 1 •• .iN' (veya ei ı .. .iN) sembolü, herhangi iki indis birbirine eşitse O, 
(iı ... iN) dizisi (ı, 2 ... N) dizisinin çift permütasyonuna karşı gelii-se +ı, tek per­
mütasyonuna karşı gelirse -ı de~erini alır. 

e sistemi yardımıyla kronecker delta tanımlanabilir. Bu da ei;.:.f~- ve 
e1• i sistemlerinin çarpımından ve Tanım 3 den 

1·" N 

e. i lı ... N 
= l) it ... jN 

l ı .. .İN 
(1) 

olarak tanımlanır. e sistemin aldı~ de~erler hesaba katıldı~da kronocker delta 
aşa~daki de~erleri alır. 

TANIM4 

l)iı ... jN (' . • ) G . ) h h . 'iki . d' . b' b' . . . 1 , ıı ... ıN veya ı ... JN nın er . angı ın ısı ır ınne eşıt veya-
1t · ·· N 

hut, (iı ... iN) sayılar dizisi Gı ... jN) sayılar dizisinden farklı ise O; (iı ... iN) veya 
Gı ... jN) dizisi (l...N) sırasından seçilmiş farklı tamsayılar ve (iı ... iN) dizisi Gı ... jN) 
dizisinin çift permütasynu ise + 1, tek permütasyonu ise -1 de~erlerini alır. 
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Bu tanım gere~çe e sistemleri kronecker delta ile tanımlanabilir. Bu da 

ve e - . = 
Jı ···JN 

şeklinde yazılabilir. Böylece Tanım 3 ve 4 gerçeklenir. 

ei ı .. .iN ve el ı .. .iN sembollerinin çarpımından elde edilen terinılerio sayısı 
formül olarak, 

şe~de verilir. Bunu gösterebilmemiz için, 

{) i ı İz =(N- 1) {)lı 
cd2 a: 

ve {) i ı iz =N (N - 1) 
lı iz 

terim sayılarından 

{jiıiz .. . ir 

iılz ... Ir 

N! 
=N(N -1) (N- 2) ... (N -r +1) =-­

(N- r)! 

bulunur. (1) ve (3) ba~tılarından (2) elde edilir. 

(2) 

(3) 

e sistemleri dete~tlara uygulanabilir. Elemanları a/ (i satır, j sütun) 
olan N ci mertebeden ı a/ ı determinantı 

şeklinde yazılabilir. Bura~a (iı, iı .... iN) dizisi (1,2 ... N) dizisinin permütasyonu­
dur, (+)ve (-) işareti aı1ı aı12 ••• aN1N nin çift veya tek permütasyonundan birini 
verir. e sistemleri lmllanılarak 

ı l N 
&ıı &ı ... ei Z , N 

lı il iN = eı · · aı a a ıız ... IN l ••• N 

yazılır. jı jı ... jN ye göre ters simetrik olan 

· toplamı düşünüldüğünde iı iı ... iN s~ssiz (dummy) indis oldu~ndan ve jıjı yer 
de~tirdi~de işaret de~ece@nden · 
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bulunur. Buradan 

iı i2 iN i 
a
1
·
1 

a1·~ ... a
1
.N = la1. 1 e1· 1· 1. 4 ı 2 ••• N 

(4) 

olur. Benzer olarak 
iı h jN i · · · 

a. a
1
• • •• a, =la· 1 elıh ··· JN 

lı 2 ıN J 
(5) 

yazılır ve determ.inantlann özelliklerini de sağlar. 

(4) ve (5) bağıntıları kullanılarak aşağıdaki teorem ispatlanır. 

TEOREM ı: Kontravaryanı e sistemi ağırlığı ı olan relatif tensördür. 

İSPAT: Elemanları a/ olan a determ.inantı x1, Xl, ... , ~ değişkenlerinin 
fonksiyonları olsunlar. Koordinat dönüşümler~ 

- L-i( ı 2 N) x - x x,x, ... , x 
ax . 

olduğıı gözönüne alınırsa fonksiyonel determ.inant J = ı -- ı ve a/ elemanları 
. ax . a;} 

. ı dır 
ıse aj = --.- . 

a~ 

ax ı 
ı --- ı = -olduğundan bu değerler (5) bağıntısında ye-

ax J 

rine yazıldığında, 

veya 

bulunur. 

Benzer şekilde kovaryant ei i sembolü de 
ı··· N 

e·ı ı· = IJI-ı .ea .;.ea 
ı· · · N ı N 

(6) 

(7) 

şeklinde -ı ağırlığında relatif tensör olduğıı ispatlanır. Ancak (7) bağlotısı aşağı­
daki şekilde de ispatlanabilir . Bunun için (7) bağıntısının sağ tarafı IJ ı-1 <l>iı ... iN 

ile ifade edilirse bu durumda 
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eşitli~ sa~ tarafı ı J ı determinantının açılımıdır. Benzer şekilde <lıiı .. .iN nin 
her bir bileşeninin determinanta eşit oldu~ görülür. Buradan şu sonuç çıkar. 
İki indis aynı ise: <lıiı .. .iN = O, (iı .. .iN) dizisi (1 ... N) dizisinin çift permütasyonu 
ise; <lıiı .. .iN = ı J ı tek permütasyonu ise; c1>iı • .iN = - 1 J ı dir. 

Bu nedenle 

4>. . = IJI e·1 ••• ei 
lı ••• IN ı N 

oldu~ görülür. Bu sonuç (7) ba~tısını gerçekler. 
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