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e Sistemleri

fbrahim AKYUZ'
OZET

Bu ¢aligmada Tensor Analiz de karsilasilan kontravaryant ve kovaryant e
sisterleri n boyutlu uzayda incelendi. Once tarumlar verilerek e sistemleri yardimiy-
la kronecker deltarun tamimu yapudi. Kronecker deltamin ozelliginden yararlanarak
e, -ine Iy carpimimin terim sayist Jormilllegtinildi ve determinantlara uygula-
gt gosterildi. Bu uygulamadan faydalanarak, 1N sembolinin + 1 agriiginda,
¢i,...Iy semboliniin —1 afrifinda relatif tensorler olduklan, permiitasyonlann
ozelliklerinden yararlanarak farkh iki yol izlenerek verildi.

SUMMARY
The e-Systems

In this study, contravariant and covariant e-systems which are met in tensor
analysis are investigated in the n dimentional space. Firstly, kronocker delta is defi-
ned by the help of e-systems which are found out by previous definitions. The num-
ber of terms appearing in the sum of i, ...iy - e'1-IN multiplication is formillated
by taking into consideration the charecteristics of kronocker delta. Later on, it is
shown the applications of it to the determinants. It is known that the permotations
symbols e'1--IN and ®i,...iy are relative tensors of weights + 1 and -1, respectively.: -
It has been given to be the same tensors following, different ways by use particularly

of permutations.
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GIRlS

Kontravaryant ve kovaryant e sembollerinin relatif tensor oldugunu goste-
ren bagntilar indislerin permiitasyonlar1 zelliklerinden yararlanarak gerceklene-
e Sistemleri

N indisine bagh Al1IN veya Aj i kemiyetlerinin kiimeleri iki indis Gif-
tine gore simetrik veya ters simetrik oldugu gibi ikiden fazla indislere gore de si-
metrik veya ters simetrik olabilir. Bu nedcnle agafdaki tanimlar verilebilir.

TANIM 1

N indislerine bagh Al (veya Aj,..iy) kemiyetler sisteﬁ:i indislerin
bir permiitasyonu ile A semboliiniin degeri degismiyorsa tamamen simetrikdir
denir.

TANIM 2

N indislerine bagh Aj ..iy (veya Alr- ~IN) kemiyetler sistemi, indislerin
tek permiitasyonundan sonra A sadece isaret degistirir ve indislerin ¢ift permii-
tasyonu ile A semboliiniin degeri degismezse tamamen ters simetrikdir denir.

Ters simetrik bir sistemde, sistem iki benzer indis igeriyorsa Tanim 2 den
degeri sifir olmas: gerekir.

Sembol olarak, Ajq..iN (veya Ail-iN) yerine 8.0y (veya el1-IN) kulla-
nildiginda e sistemleri olarak adlandinilir ve relatif tcusorlerdlr

TANIM 3

e, ..y (veya eli-+iN) semboli, herhangi iki indis birbirine esitse 0,
(i1...iN) dma (1, 2..N) dizisinin gift permiitasyonuna kars: gelirse +1, tek per-
miitasyonuna kars: gelirse —1 degerini alr.

¢ sistemi yardimiyla kronecker delta tanimlanabilir. Bu da e[ j =~ ve

...i
1 N

1 --.iN

®,.iy  eltvin = a::’i: )

olarak tammlanir. e sistemin aldifz degerler hesaba katildifinda kronocker delta
agagidaki degerleri alir.
TANIM 4

8!1 ..._|
ij...ipy
hut, (i1..iN) saylar dizisi (j1..jN) saylar dizisinden farkh ise 0; (i1..iN) veya
(j1.-jN) dizisi (1...N) sirasindan segilmis farkli tamsayilar ve (i1...iN) dizisi (j1...jN)
dizisinin gift permiitasynu ise + 1, tek permiitasyonu ise -1 degerlerini alir.

y (11 JAN) veya (j1..jN) nin herhangi iki indisi birbirine esit veya-
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Bu tamim geregince e sistemleri kronecker delta ile tanumlanabilir. Bu da

elidn = glidn . 1..N
1..N . ® 1 iy 51'1---1N

seklinde yazilabilir. Béylece Tanim 3 ve 4 gergeklenir,

ei-iNveey ;
formiil olarak,

y sembollerinin ¢arpimindan elde edilen terimlerin sayisi

iy _
ol 8 g, ~N : @

seklinde verilir. Bunu gosterebilmemiz igin,

ai1i2 =(N—1)5i’ ve 6:1‘i2 =N(N—1)
o

ai2 112
terim sayilarindan
& ; N!
szl SNIN—1)(N—2)..(N—r+1)= (3)
% - (N—r1)!

bulunur. (1) ve (3) bagintilarindan (2) elde edilir.
e sistemleri determinantlara uygulanabilir. Elemanlar a;' (i satir, j siitun)
olan N ci mertebeden |aj'| determinant:

i iy IN
la|=lajl= E+811 a22 - aN

seklinde yazilabilir. Burada (i, i2 ... iN) dizisi (1,2...N) dizisinin permiitasyonu-
dur, (+) ve (-) isareti a1'1 a2'2 ... aN'N nin gift veya tek permiitasyonundan birini
verir. e sistemleri kullamilarak

N

i is .. 1 2
lal = lajl =g il’l In a,il ﬂiz .‘.. eiN

I'l i i
. 2
=€ : : a; a..aN

ill‘;’""N 1 2 N

yazhr. j1 j2 ... jN ye gore ters simetrik olan
iy i iy
ell iz aas iN ajl a]g °.“ ajN

toplamu digiiniildiigiinde i1 i2 ... iN sessiz (dummy) indis oldugundan ve jij2 yer
degistirdiginde igaret degiseceginden



Booe o a.l]‘ .2 a.iN =—g. . a:. a. a.
bl iy % % Y bida iy Pl M5 Ny
N

bulunur. Buradan

iy iy N o
%t M e Y0 (4)
olur. Benzer olarak
—_— % B 3 i .
hilgedy 270 g N a (elilze] ; 5
e Noay gy . % Ia] le N (5)

yazihr ve determinantlarin 6zelliklerini de saglar.
(4) ve (5) bagintilant kullanilarak agagadaki teorem ispatlanir.

TEOREM 1: Kontravaryant e sistemi agirhigi 1 olan relatif tensordiir.

ISPAT: Elemanlar: aji olan a determinant1 x\, %2, ..., X degiskenlerinin
fonksiyonlar olsunlar. Koordinat doniigiimleri,

ii=§i(x1,x2,...,xN) _
oldugu gozoniine alimirsa fonksiyonel determinant J = | —— | ve aj' elemanlan
S ax 1
ise 3 = ——— dir. | — | = — oldugundan bu degerler (5) bagntisinda ye-
ax ax J
rine yazildiginda,
- £l i
ety | ox | =% Oy 0% 0x'N
% ax™ ax*n
veya _ 6)
oi =
eil"'iN =|J| eal'”aN ox’! . OXN
ox%1 0x%N
bulunur.
Benzer gekilde kovaryant &, iy sembolii de
-1 axal axaN {7)
eil'"iN = |Jl . eal s eaN aii, vin aiiN

seklinde -1 agirhifinda relatif tensor oldugu ispatlanir, Ancak (7) bagintisi agagi-
daki sekilde de ispatlanabilir. Bunun igin (7) bagintisimin sag tarafi |J |’"1 diy..iN
ile ifade edilirse bu durumda
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ax® axN

®.NT ax 7 asN ay..

esitlifinin sag tarafi |J| determinantimin agihmudir. Benzer sekilde ®jp..iN nin
her bir bilegeninin determinanta esit oldugu goriilir. Buradan su sonug gikar.
Iki indis aym ise: ®iy...ix = 0, (i1...iN) dizisi (1..N) dizisinin gift permiitasyonu
ise; ®j;...iy = |J| tek permiitasyonu ise; ®j; iy = — |J| dir.

Bu nedenle

oldugu goriiliir. Bu sonug (7) bafintisii gergekler.
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