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BOOTSTRAP YONTEMININ RIDGE REGRESYONDA
UYGULANMASI
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Ozet

Istatistiksel analizlerde, en yaygin olarak kullanilan yéntemlerden biri
regresyon analizidir. Gauss-Markov varsayimlari altinda en kuguk kareler yontemi
ile, en iyi takdir ediciler elde edilmesine gmen, bgimsiz dgiskenler arasinda
iliski olmasi durumunda, en Kki¢ik ryansa sahip takdir edici Ozefini
kaybetmektedir. Bu durumaénilen ¢6ziim ydntemlerinden biri ridge regresyondur.
Ridge regresyon ile elde edilen takdiri@@rin varyansi en kiicik kareler yéntemi
ile bulunan varyanslara gore daha kuguktir.

Bu calsmada ridge regresyonda parametrelerin tahmin edilmesinde
Efron(1979) tarafindan 6nerilen ve bir 6rneklemden tekrarli 6rneklemlerin secilmesi
esasina dayanan Bootstrap yontemi kullanilarak takdir edicilergnlaalari ortaya
konulmaya calilmistir. Coklu balanti olan veri setinde ridge regresyon yontemi
kullanilarak elde edilecek olan hata tergnihden tekrarli drneklemler secilerek en
iyi parametre takdir edicileri elde edilmive uygulama sonucunda elde edilen
sonuglar kagilastiriimistir.

Anahtar Kelimeler: Ridge Regresyon, Bootstrap.

Abstract

Regression analysis is the most frequently used tool in statistics. Under the
Gauss Markov assumption maximum likelihood estimators are the best estimator.
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However, these estimators do not have thinimum variance if the independent
variables have multicollinearity. The remedy for this problem is the Ridge
regression. The estimators obtained by Ridge regression have less variance
compare to the maximum likelihood estimation. In this study ridge regression
estimator are going to be estimated by bootstrap techniques. At the end of the study
the distribution of the estimators are going to be shown.

Keywords: Ridge Regression, Bootstrap.

1. GIRIS

Degiskenler arasindaki iliskiyi arastiran en 6énemli istatistiksel yon-
temlerden biri regresyon anaizidir. Regresyon analizinin hayatimizin bir ¢cok
adaninda kullanilmasi mumkindir: mihendidlik, fizik, iktisat, biyolgji,
sosyal hilimler bunlardan sadece bir kagidir. Regresyon analizinin amaci
bilinmeyen model parametreleri hakkinda takdirde bulunmaktir. Model
kurulduktan sonra modelin dogrulugunun test edilmesi gerekmektedir. Unu-
tulmamasli gereken en dnemli konu ise regresyon analizi sebep-sonug iliski-
sini incelemez, sadece degiskenler arasinda var olan iligkinin modellenme-
sini ortaya koyar. Modelin olusturula bilmesi igin Gauss-Markov varsayim-
larinin gergeklesmesi gerekmektedir. Varsayimlardan herhangi birinin ger-
ceklesmemesi durumunda gecerli sonuclara ulasmak mimkin olmaz. Boyle
bir durumla karsilasildiginda her bir durum icin farkli ¢dziim yolari mevcut-
tur.

Ornekden elde edilen takdir degerlerinin anakiitle gercek degerle-
rine, a ve 3, yakin olabilmesi icin bazi varsayimlarin, Gauss-Markov varsa
yimlari, yapilmasi gerekmektedir. Berry (1993:12) bu varsayimlar sbyle
siralamaktadir:

1. Bagimsiz degiskenlerin hepsi nicel veya nitel olarak ol¢ilmus ol-
masl, bagimli degisken Y’ nin ise nicel ve siirekli olmasi gerek-
mektedir. X ve 'Y degiskenleri dogru olarak olctimelidir.

2. Butun bagimsiz degiskenlerin varyansinin sifirdan farkli olmasi
gerekmektedir.

3. Bagimsiz degiskenler arasinda dogrusal bir iliskinin olmamasi
gerekmektedir.

4. Hataterimleri ortalamasi sifirdir: E(g;) = 0.

5. Bagimsiz degiskenler ve hata terimi arasinda korelasyon olma
malidir.

6. E(siX;) =0.

7. Hata terimlerinin varyansl sabit olmalidir, Homoskedasticity:
E(e?) = 0>
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8. Hataterimleri arasinda korelasyon olmamalidir E(g;€;)=0(i #j).
9. Hataterimleri €;, normal dagilmalidir.

Gauss-Markov varsayimlarinin gerceklesmes durumunda maksi-
mum benzerlik yéntemine goére takdir edilen degerler: yansizlik, yeterlilik
gibi 6zelliklere sahip olmakta ve igtatistiksel testlerin yapiimasi given
araiklarinin olusturulmasini mimkin olamamaktadir. Bu ¢alismanin amaci
varsayimlardan UglincUsl olan, bagimsiz degiskenler arasinda dogrusal bir
baglanti olmamalidir (coklu baglanti), sorunuyla karsilasilirsa nasil ¢oziimle-
necegini gostermektir. Coklu baglanti oldugunda onerilen ¢ozim yollarindan
ilki arasinda coklu baglanti olan bagimsiz degiskenlerden sadece bir tane-
sinin ainmasi iken, ikinci yéntem Ridge regresyonudur. Eger coklu baglanti
var ise takdir edicilerin varyandari bilytmektedir buda takdir edicilerin yanl
olmasina ve tutarli olmamasina sebep olmaktadir. Ridge regresyonun kulla-
nilmasl sonucunda elde edilen takdir ediciler en kicik kareler yonteminde
elde edilen takdir edicilere gore daha kiiguk varyansa sahip olmaktadir.

Bu c¢alismanin ikinci kissmda ¢oklu baglanti kavrami agiklanirken,
Uglincti bélimde ridge regresyon yontemi anlatilacak, dordinci bolimde
bootstrap teknigi anlatilacak, besinci bdlimde ise uygulama ve sonuclari
verilecek ve sonug bdlimi ile ¢alisma sonuclandirilacaktir.

2. COKLU BAGLANTI KAVRAMI
Coklu regresyon modelini
y=Xp+¢ @
seklinde yazdigimizda

y' nin bagimli degiskeni nx1,

X bagimsiz degiskenleri nxp,

[ bilinmeyen parametrelerin px1,

eisenxllik artiklarin
matrisini olusturmaktadir.

X bagimsiz degiskenlerinin herhangi bir situnu diger sttunlarin
dogrusal bir bileseni olarak ifade edilebilirse (X'X) matrisinin ranki
bagimsiz degisken sayisindan az olacak ve (X'X)™ degeri hesaplanama-
yacaktir. Eger bagimsiz degiskenler arasinda dogrusala yakin bir iligski var
ise (X'X) matrisinde problemler olusacaktir. Bagimsiz degiskenler arasinda

tam yada yuksek derecede iliskilerin bulunmasi durumu coklu baglant
kavrami ile agiklanmaktadir.
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(Montgomery ve Peck,1992: 305-324) coklu dogrusal baglantiyl tespit
etmenin yontemini su sekilde aciklamaktadirlar.

* Bagimsiz degiskenler arasindaki korelasyonun incelenmes,

» Genel modelde yiksek F degerine ragmen katsayi testlerindeki t
degerinin kiguk ¢gikmasi.

* VIF (Varyans Buyutme Faktorl) bakilarak anlasilabilir. VIF
degeri bagimsiz degiskenler arasinda yapilan regresyon sonu-
cunda bulunan bir katsayidir. Her bir bagimsiz degisken bagimli
degiskenmis gibi dusUnulir diger degiskenler kullanilarak
regresyon modeli kurulup belirlilik katsayisi (determination of
coefficient) bulunur. VIF= 1/(1- R?%) degeri hesaplanir. Bu dege-
rin 10'dan blyUk olmasi durumunda coklu baglantidan siphe
edilebilir.

» Ozdegerlerin terderinin toplami bagimsiz degisken sayisindan
buyUk oldugunda.

 Ozdegerlerin en buytginun en kiicligiine oraninin 100’ den blyuk
olmasi durumunda.

Coklu baglantinin oldugu durumlarda modelin takdir degerlerinin
dogru sonuc vermesi icin kullanilabilecek bazi yontemler su sekilde sirala
nabilir.

« Dahafazlaveri toplamak

* Olusturulan modelden kaynaklanan problemlerde modelin degis-
tirilmesi s6z konusu olabilir. Mesela x3,Xp,X3 degiskenleri ara
sinda gucli bir korelasyon var ise yeni bir degisken tanimla-
nabilir Xx=(X1+X,)/X3 Veya X=x1*X,* X3 olarak tanimlanip modele x
degiskeni konur.

» Ridge regresyonu kullanilarak model parametrelerinin yanli tahin
edilmesi saglanabilir.

Bu calismada Ucilinct ¢6zUm yontemi olan ridge regresyonu kulani-

lacaktir.

2.1. Coklu Bgslantinin Etkileri

En kiclk kareler takdir edicilerinin varyans kovaryans matrisi
o?(X'X)™ olarak tanimlanmaktadir. Diagonal elemanlarinin toplanmasi
ise agirhiklandirnimamis ortalama hata karelerinin  toplamini (OHK)
vermektedir.

OHK (b)= *Tr(X' X)™ 2
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X' X matrisinin 6zdegerleri tiriinden yazarsak

OHK (b)= azzp:/rl >’ Q) (3)
i=1
olacaktir.
Coklu baglantinin etkileri su sekilde siralanabilir:
e Db/lerin varyandarinin yiksek olmasi.
o katsayilarin isaretlerinin ters olmasi.
» regresyon katsaylilari duragan, kararli olmamasl.
* belirlilik katsayisinin yorumlanmasinda hatal1 sonuglar vermesi.

3. RIDGE REGRESYON

Coklu baglant! olan veri setine en kigik kareler yontemi uygulan-
diginda takdir edilen degerler sismektedir. Bunun anlami ise takdir edilen
degerlerin mutlak degerlerinin biyUklik ve isaret olarak farkli érnekler icin
farkl sonuglar bulunmasi olacaktir. Buda en kiigik kareler yontemi ile takdir
edilen degerlerin en kigik varyansa sahip oldugu yolundaki sonucun ihlal
edilmesi anlamina gelmektedir. Hoerl ve Kennard, (1970a,b: 55-66; 69-82)
yaptiklar calismada takdir edicilerin asagidaki sekilde bulunmasini Oner-
mektedirler.

A

ﬁR = (XX + kl)_lxy (4)

Ridge takdir edicileri asinda en kiicik kareler yontemine gore elde
edilen takdir edicilerin dogrusal bir kombinasyonudur.

B = (XX +KI)'XY
=(X'X +kI) (X' X)3
=78 (5)

[;’R beklenen degeri E(,éR) =E(Z, A) =Z. B, Bnin yanh takdir
edicisi 3" dr.

k degerinin secilmesinde kullanilan yontemler:

1. Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975: 105-123) tarafindan onerilen
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pa
(6)
BB
2. McDonad ve Galarneau (1975: s.16) tarafindan 6nerilen
PN
IBRIBR IBRIBR - z /]_ (7
i=1\

3.1 Ridgeizi

Coklubaglanti oldugunda katsayilarin secilen 6rnege gore farkli
takdir degerlerinin bulunacagl daha 6nceden belirtilmisti. Bu takdir deger-
lerinin karasiz oldugu bu ytizden de k gibi sayinin eklenerek takdir edicilerin
bulunacag! belirtilmisti. Ridge izi yatay eksende k degerlerinin, diigey eksen-
deise her bir k degeri icin takdir edilen katsayilarin oldugu grafige denir. Bu
grafik sayesinde hangi takdir degerlerinin duyarli oldugunun bulunmasi i¢gin
arastirmaciya yardimei olur. Bu grafik sayesinde de, zor olmasina ragmen, k
parametresinin ne olmasl gerektigine karar verilebilir. Takdir degerlerinin
kararli oldugu k degeri ridge parametresi olacaktir. Sekil 1 bu calisma igin
risgeizi grafigini gostermektedir.

4. BOOTSTRAP YONTEMI

Efron (1979:1-26) yeniden orneklemeyi, anakiitieden elde edilen
orneklemden alt drneklemlerin secilmes olarak tanimlamaktadir. Regresyon
analizinde hata terimleri ve bagimsiz degiskenlerle ilgili varsayimlarin
gerceklesmemesi durumunda bir dizeltme islemi amaciyla da kullanilan
bootstrap yontemi, daha kicik tahmin hatalarinin elde edilmesi, standart
sapmalarin kiictlmesi ve buna bagli olarak da daha glvenilir parametre tah-
mincilerinin elde edilmesi ve given araiklarinin olusturulmasi amaciyla
gelistirilmistir. (Efron ve Tibshirani, 1993: 45) Bootstrap yontemi ile elde
edilen tahmincilerin etkinlikleri varsayimdan sapmalardan etkilenmemek-
tedir. (Shou ve Tu, 1995:292)

Calismada regresyon analizinde hata terimlerinin yeniden trnekle-
mesine dayanan bootstrap yaklasimi kullanilmistir.

Y=Xp+e dogrusal regresyon modelinde, hata terimlerinin dagilimi
(Fe), e-€ degerlerine 1/n olasiligl verilerek, (Shou ve Tu, 1995:289)
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A A2
F:(X) :#{ei < x}/ n (8)

A
seklinde ifade edilen deneysel dagilim(F.(x)) ile tahmin edilir (Stine,
1985: 1027).

n

Yoo,

=L dir. F,’den hata

A —
Burada e=Y;-Y; i. hata terimidir ve e =

A
terimlerinin bootstrap ornekleri (¢, € ,) elde edilerek, Y;'=X B+¢’;
olmak {izere bootstrap Y degerleri hesaplanir. Y™ ve X’den hareketle p’nin
bootstrap tahmini, en kuicuk kareler yontemi ile,

/\*
B =(XX)XY’ )
seklinde elde edilir. (Liu, 1988:1706)
Bootstrap yonteminin bu uygulamasinda hata terimlerinden tekrarl

A
orneklemler secilerek, tahmin degerlering(Y ;) eklendigi icin hata terim-
lerinin normal dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir (Fox, 1997: 506).

E-(¢'; )=0 oldugu igin, (10)

E(B )= XXX E(Y)= B
olmaktadir.

5. UYGULAMA

Uygulama icin Matlab programinda aralarinda yiiksek korelasyona
sahip olan bir veri seti yaratilmistir. Dort adet bagimsiz degisken yaratilarak
100 adet veri elde edilmistir. Veri seti standardize edildikten sonra ridge
regresyon uygulanmistir.

5.1 Yeniden Ornekleme Ydnteminin Kullaniimasi

Calismada yeniden ¢rnekleme yontemi iki sekilde kullaniimistir.
Oncelikle standardize edilmis veri setine ridge regresyon uygulanarak ve k
parametresi bulunmustur. Bu islemden sonra elde edilecek olan hata
terimleri (11) modeli kullanilarak elde edilecek olan yeni y degerleri
sayesinde 3 takdir edicileri hesaplanmistir.
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Y =xB+€ (12)

Burada < yeniden érneklemeile elde edilecek olan hata terimleri, Y
yeniden drnekleme sonucu elde edilen hata terimlerinin eklenmesi sonucu
elde edilen bagimli degiskeni gostermektedir.

Coklu baglantinin tespiti icin bir cok yontem oldugu daha 6nceden
aciklanmisti. Bagimsiz degiskenler arasindaki korelasyon matrisi Tablo-1'de
verilmistir.

Tablo 1. Bagimsiz D&iskenler Arasindaki Korelasyon

x1 X2 x3 x4
X1 1.000
X2 0.997 1.000
X3 0.992 0.996 1.000
X4 0.991 0.995 0.998 1.000

Tablodan da gorulecegi Uizere bagimsiz degiskenler arasinda yiksek
bir korelasyon vardir.

Tablo 2. Varyans Biyutme Faktoéri

x1 X2 X3 x4
VBF 146,25 317,88 349,25 231,41

Tablodan da gorilecegi tzere VBF 10 sayisindan oldukca biyuktir.
Bu da bagimsiz degiskenler arasinda coklu baglanti oldugunu gostermek-
tedir. Coklu baglantinin varligini géstermemenin bir baska yolu da 6zdeger-
lerin en biytniin en kictigiine bolinmesi sonucunda 100’ den daha biytik bir
rakam bulmak olarak belirtilmisti. En buyik 6zdegerin, 654,15, en kigik
Ozdegere, 0,2316, orani ise 2824,48' dir. Bu oranda ¢coklu baglanti kavramini
dogrulamaktadir.

Ridge izinin grafigini gizecek olursak 0,0033 degerinin optimum
deger oldugu hesaplanmis grafikten de bu degerden sonra katsayilarin tutarli
kaldigl gozlemlenmektedir.
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k parametresinin bulunmasi hata terimlerinin bu degeri kullanarak
hesaplanmasini saglamis ve hesaplanan hata terimlerini kullanarak bagimli
degiskeni yeniden bularak (3 takdir degerleri yeniden bulunmustur. Asagi-
daki tabloda en kuctik kareler yontemi, ridge regresyonu ve 250, 1000, 2000
kere yapilan yeniden ¢rnekleme ile elde edilen B degerleri, ve standart
hatalar1 verilmistir. 1000 kere yapilan yeniden drnekleme sonucu elde edilen
[ degerlerinin histogramlar da agagida verilmistir.

Tablo 3. Takdir Degerleri ve Standart Hatalar

En kiigiik Ridge Bootstrap Bootstrap Bootstrap
Kareler Regresyon Yontemi Sonuglar Ydntemi Sonuglar Yontemi Sonuglar
Yontemi Yontemi N=250 N=1000 N=2000
Std. Std Std Std Ortalama Std.
B Hata B Hata B Hata B Hata B Hata
(Sabit) | 0.065 019 0.0243 | 0.0016 | 0.9997 0.0011 1.0001 0.0005 0.9996 0.0004
X1 0532 226 0.0473 | 0.0058 | 1.0036 0.0144 1.0008 0.0069 0.9940 0.0049
X2 -0.091 276 0.1506 | 0.1038 0.999 0.0209 1.0030 0.01 1.0122 0.0071
X3 0.073 305 02286 | 0.2472 | 1.0141 0.0193 0.9868 0.0107 0.998 0.0075
X4 0.286 167 04394 | 0.2481 | 0.9831 0.0164 1.01 0.0084 0.9973 0.0062
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A A

[Bo takdir degerlerinin dagilimi (3, takdir degerlerinin dagilimi
3, takdir degerlerinin dagilimi 35 takdir degerlerinin dagilimi
i

B34 takdir degerlerinin dagilimi
Sekil 2. Yeniden Ornekleme Sonucu Elde Edilen TakdifeBlerinin Dagihmi
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Sonuglara bakildiginda en kicuk kareler yontemi ile bulunan
katsayilarin standart hatalarinin ridge yontemine goére takdir edilen deger-
lerin standart hatalarindan daha biyik oldugu goértlmektedir. Yeniden
ornekleme yontemi ile elde edilen takdir edicilerin standart hatalarinin ise
her iki yontem ile elde edilen standart hatalardan daha kiicik oldugunu
gostermektedir. Yeniden Ornekleme yonteminin sagladigl fayda bir ornek
yerine binlerce drnek varmis gibi davranarak takdir degerlerinin dagilim-
larini gérmemizi saglamaktir.

Asagidaki grafikler her bir takdir degerinin drneklem dagilimini gos-
termektedir.

6. SONUC

Uygulamada kullanilan veri setinde bagimsiz degiskenler arasindaki
korelasyon katsayilarinin yuksek oldugu gorilmektedir. Bagimli degisken
ise B katsayilari bir olacak sekilde turetilmistir. En kicik kareler yontemi,
ridge regresyonu ve 250, 1000, 2000 kere yapilan yeniden érneklemeile elde
edilen 3 degerleri ve standart hatalar Tablo 3'te verilmistir. 12000 kere yapi-
lan yeniden drnekleme sonucu elde edilen B degerlerinin histogramlari da
uygulama bél imiinde sunulmustur. En kiictik kareler yontemine gore yapilan
tahmin degerlerinin parametre degerlerinden cok farkli oldugu ve standart
hatalarin ise ridge regresyon andlizi ile elde edilen sonuclara gore yiksek
oldugu gorilmektedir. Ridge regresyon anadlizi ile elde edilen degerler para-
metre degerlerinden farkli olmasina ragmen standart hatalarinin kigik ol-
dugu gorulmektedir. Bootstrap teknigi ile elde edilen degerlerde ise paramet-
re degerlerine daha yakin sonuglar elde edildigi belirlenmistir. Bu dayeniden
ornekleme tekniginin diger yontemlere gére tstiinl iglni gostermektedir.

KAYNAKLAR
Berry W. D. (1993), Understanding Regression Assumptions, Sage publications.

Efron B. (1979), “Bootstrap Methods: Another Look at the Jackknife; Annals of
Statistics;7.

Efron B., Tibshirani, R. (1993), “An Introduction to the Bootstrap; Chapman& Hall;
New York.

Fox, J. (1997), Applied Regression Analysis Linear Models and Related Methods,
Sage Publication, USA.

Hoerl, A.E., Kennard RW., (1970a), “Ridge Regression: Biased Estimation for
Nonorthogonal Problems’, Technometricsyol: 12-No:1.



292 U.U. Iktisadi veldari Bilimler Fakiiltesi Dergisi Cilt XXII, Sayi 1

Hoerl, A.E., Kennard RW., (1970b), “Ridge Regression: Applications to
Nonorthogonal Problems’, Technometricsyol: 12-1.

Hoerl, A.E., Kennard R.W., Badwin K.F., (1975), “Ridge Regression: Some
Simulation”, Communications in Statistic4,

Liu, Y. R, (1988), “Bootstrap Procedures Under Some Non-I1.I.D. Models’ Annals
of Statistics, Vol. 16, No.4.

McDonald G.C., Galarneau D. 1. (1975), “A Monte Carlo Evaluation of some Ridge
Type Estimators’, Journal of American Statistical Associatiaif-407.

Montgomery D.C., Peck E., (1992), Introduction to Linear Regression Analysis,
John Wiley & Sons, s. 305-324.

Shao, J., Tu, D. (1995), The Jackknife and Bootstrap, Springer-Veriag; New Y ork.

Stine, Robert, (1985), Bootstrap Prediction Intervals For Regression, Journal of
American Statistical Associatiodol. 80, No: 392.

Vinod H.D., Ullah A. (1981), Recent advances in regression methods, Marcel
Dekker.



