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OZET

Yiksek Lisans
SONLU KLINGENBERG DUZLEMLERI UZERINE
Elif DEMIRCI

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Basri CELIK

Bu yiksek lisans tezinde projektif diizlemlerin bir genellemesi olan Projektif Klingen-
berg diizlemleri tanitilmis ve bu diizlemlerin cebirdeki karsiliklar1 olarak goriilebilecek
lokal halkalar hakkinda temel bilgiler verilmistir. Ozel olarak Z, halkas1 yardimiyla insa
edilen Z, + Z,¢& dual lokal halkasi ile koordinatlanan Projektif Klingenberg diizleminin
nokta ve dogrulari lizerinde ¢alisilmistir. Bu diizlemin ayn1 komsulukta olan ve olmayan
dogrularinin arakesit noktalar1 ayri1 ayri incelenmistir. Bu inceleme sonucunda farkl
tiplerden dogrularin ve ayni tipten olup farkli komsulukta olan dogrularin arakesit nok-
talarinin bir tek noktadan olusacagi cebirsel olarak gosterilmistir. Ayni tipten ve ayni
komsulukta olan dogrularin arakesit noktalar1 ise ¢izelgeler yardimi ile belirlenmistir.
Boylece Z, + Z,¢ dual lokal halkasi yardimiyla koordinatlanan Projektif Klingenberg
duzleminin karakteristik 6zellikleri temel olarak elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Projektif dizlem; Projektif Klingenberg Diizlem; Lokal Halka;
Dual Lokal Halka.
2019, vii+105 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
ON FINITE KLINGENBERG PLANES
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In this Master Thesis, Projective Klingenberg planes which are generalizations of the
projective planes are introduced and also fundamental information about local rings
which are regarded as the algebraic correspondences of the Projective Klingenberg
planes. In particular, points and lines of the Projective Klingenberg plane Z, + Z,¢
which has been coordinatized by the dual local ring Z,. The intersection points of the
lines which are or not in the same neighborhood are studied separately. As the result,
the fact that the intersection of the lines of different types will be a unique point is ob-
tained algebraically. The intersection points of the same type lines were investigated by
constructing some tables. Hence the characteristic properties of the Projective Klingen-
berg plane coordinatized by the dual local ring Z, + Z,¢ are obtained.
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2019, vii+105 pages.



TESEKKUR

Bu tezin olusma siirecinde kiymetli zamanindan ¢ok biiyiik fedakarlik yapan ve her za-
man hosgoril ve sabirla yol gosteren sayimn danigman hocam Basri Celik ve yine hayati-
min her aninda varligin1 her zaman hissetigim ,moral buldugum ¢ok sevgili Nisa Celik
hocama tesekkiir ediyor ve saygilarimi sunuyorum.

Bu siirecte her yardima ihtiyag duydugumda geri gevirmeksizin yol gdstermek icin bu-
yiik bir samimiyetle destek olan sevgili Fatma Ozen Erdogan ve Abdurrahman Dayioglu
hocalarima ve bastan beri destegini hissetigim Siileyman Cift¢i hocama tesekkiirlerimi
sunuyorum.

Aldigim her kararda arkamda desteklerini hissetigim lizerimden dualarini hi¢ eksik et-
meyen sevgili aileme ¢ok tesekkiir ediyorum.

Son olarak bugiine kadar aldigim egitim igerisinde Uzerimde emegi olan tiim hocalari-
ma tesekkiir ederim.

Elif DEMIRCI

..... Y -



ICINDEKILER

AB ST RACT ...t e e e b e e sbe e s e e e erraean
TESEKKUR ..ottt see et sae et n sttt s s saeaesas
TCINDEKILER........eeoeeteeeeeeeeeeeeee ettt
SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINT.........c.coooooiiiiiiiieeeeeeeee e
SEKILLER DIZINT....cooiiiiiiieieeeee ettt
CIZELGELER DIZINI.......ccoiiiiiiiiieieeeecee et
L2128 1 J T
2. TEMEL KAVRAMLAR. ...ttt vt
2 2.1. Cebirsel KavramIar.........c.cooiiiiiiiiiiiic e
2 2.2. GEoMEtrik KaVIamMIAr.........coovcuviiiiiiiiie et e e
3. PK DUZLEMLERININ LOKAL HALKA ILE KOORDINATLANMASI...
3.1. Noktalarin Koordinatlanmasi..............ccoovveeviviiieeiiiiiiiiiiiiien e sseisreee e e
3.2. Dogrularin Koordinatlanmasi............cccecueeeeiieeiiiiiniiiiiiiie e

4.7, + Z,c DUAL LOKAL HALKASI ILE KOORDINATLANAN PK-

DUZLEM.....ooiitiiciiieetete ettt ettt bbb
4.1. Zy + Z4€ Dual Lokal HalKast ........ccccueieiiiieiiieciiieiie e
4.2. 7, (¢) ile Koordinatlanan PK-dUZIEM..........cccceiiiiiiiinienienic e
4.3. PK,(Z,4(¢)) Diizleminde Dogrularin Arakesitleri............cceevvevierivrenvnennene
4.3.1. Farkli Tipten Dogrularin Arakesitleri ..........ccooeovvveiiniiieniicecece
4.3.1.1. Birinci ve ikinci tip dogrularinin arakesit.........cccecveeveieeiiieniiienninnnnnn
4.3.1.2. Birinci ve Uglncu tip dogrularinin arakesit. ... ....c.ceoevvereereneneseninnnnns
4.3.1.3. Ikinci ve iigiincii tip dogrularimin arakesit............occoeeeerereveereeeenes oone.
4.3.2. Ayn1 Tipten Dogrularin AraKesitleri..........cooiririiniiniiciiiieccceee
4.3.2.1. Ikinci tipten doZrularinin arakesit............coceeeveeeens cevererereeeeeeeeseesenennn,
4.3.2.2. Birinci tipten dogrularinin arakesit............ccoceerveiiiiiiieniiicieesee,
4.3.2.3. Ugiincii tipten dogrularinin AraKesit......... coeveeeveeeeeeeeeeeeeseeeeens

103
104
105



SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

A Afin Dlzlem

~ Komsudur.

P Projektif Duzlem

S Projektif-Klingenberg dizlemi
€ Uzerinde olma

Kisaltmalar Aciklama

PK-Duzlem Projektif Klingenberg Duzlemi
Z4(€) Z, uzerinde kurulan dual halka



SEKILLER DIiZiNi

Sayfa
1SS 70 DRSPS 7
SEKIL 3.2, 1ottt ettt b et b ettt 8
SEKIL 3.3, ettt ettt 8
SEKIL 3.4, oottt b et a ettt s 9
SEKIL 3.5, oottt te et ettt e et rns 9
SEKIL 3.6, 1.ttt bttt 10
SEKIL 3.7, oottt bbb ne et e s 11
SEKIL 3.8, oottt ettt 11

Vi



CIZELGELER DiZzZiNi

CIZEIGE 4.1 s
CUZEIGE 4.2, oottt ns
CIZEIGE 4.3, s
CUZEIGE 4.4 ot aenres
CIZEIGE 4.5, e
CIZEIGE 4.6, oottt et eeaennes
CIZEIGE 4.7, s
CIZEIGE 4.8, oottt et eeaenres
CIZEIGE 4.9, s
CIZEIGE 4. 10, oot nennes
CIZEIGE 4. 11, o
CIZEIGE 4. 12, .ot et aennes
CIZEIGE 4. 13, s
O8] [ L= B TSR
CIZEIGE 415, e
(011741 [0 B SRR SSSSS
CIZEIGE 4. 17, o
CIZEIGE 4. 18, ..ottt eareenreeae e
CIZEIGE 4.19. e
CIZEIGE 4.20. .ottt na e nnennes

Vil

Sayfa

15
17
19
20
20
39
43
47
o1
55
64
68
71
75
79
84
88
91
95
99



1. GIRIS

Cebir ve geometri arasindaki iliskilerin arastirilmasi, Oklid' ten (M.O. 330-270 ) beri
matematikgiler igin temel arastirma konularindan biri olmustur. Oklid'in, daha sonra
Isko¢ matematik¢i John Playfair (1748-1819) tarafindan paralellik aksiyomu olarak da-
ha basit formda sundugu, besinci postiilat1 yerine zaman igerisinde farkli ifadeler konu-
larak degisik geometrilerin ortaya ¢ikmasi saglanmustir. Oklid'in besinci postiilati John
Playfair'in ifade ettigi haliyle “ Bir dogruya disindaki bir noktadan gegen bir tek paralel
dogru cizilebilir." anlamima gelmektedir. Ilk olarak Nicolai Lobachevsky ve Janos Bol-

n

yai tarafindan besinci postiilat yerine " Bir dogruya disindaki bir noktadan gegen iki
paralel dogru ¢izilebilir." ifadesini koymuslar ve elde edilen aksiyom sisteminin tutarli
ve bagimsiz oldugunu gdstermislerdir. Boylece Oklid dis1 geometrilerin temeli atilmis-
tir. Projektif diizlemler ise tiim dogrularin kesistigi yani kesismeyen (paralel) dogrularin
var olmadig1 geometrik yapilar olup Oklid'in besinci postiilat1 buna gére diizenlenmistir.
Bu tezde iizerinde ¢alisilacak konu olan Projektif Klingenberg diizlemlerin fikri ise Pro-
jektif diizlemlerden esinlenerek elde edilmis bir genelleme olup ilk defa Klingenberg

tarafindan (1954), (1955), (1956) makalelerinde ortaya atilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tez konusunun daha iyi anlagilmasini saglayacak temel kavramlar literattr-
den yapilan bir derleme ile "Cebirsel Kavramlar" ve "Geometrik Kavramlar" olmak

tizere iki alt baslik altinda verilecektir.

2.1. Cebirsel Kavramlar

Tez iginde kullanilacak cebirsel kavramlar: grup kavraminin ve grupla ilgili temel bilgi-
lerin bilindigini varsayilarak verilecektir. Grup kavramini bilmeyenler (Bayraktar 1997)

kaynagina ya da herhangi bir soyut cebir kitabina bakabilirler.

Tamim 2.1.1. H herhangi bir kime + ve - da bu kiime iizerinde herhangi iki ikili iglem

olsun. Eger,
H1) (H,+) bir degismeli gruptur.
H2) - islemi birlesimlidir.
H3) Her x,y,z € H i¢in dagilma kurallart denilen (y + z).x = y.x + z.X Ve

X.(y+z) = x.y + x.z esitlikleri gegerli ise (H, +,") cebirsel yapisina bir halka denir
(Kaya 2005).

Bir (H, +,") cebirsel yapisinda (+) toplama islemine goére etkisiz eleman varsa 0, (-)
carpma islemine gore etkisiz eleman varsa 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz
elemana ézdeslik eleman denir. Ozdeslik elemanma sahip halkalara birimli halka ad:
verilir. Carpma islemine gore degismeli olan (yani her a,b € H igin a.b = b.a olan)

halkaya degismeli halka denir.

(Z,+,),(Q,+,), (R, +,”) ve (C,+,") cebirsel yapilar1 birer halkadir. n € Z* belli bir
say1 @ ve © n modilune gore sirasiyla toplama ve ¢arpma islemlerini gostermek ve
Z, =1{0,1,....n — 1} olmak uUzere (Z,,@,©) cebirsel yapida bir halkadir (Ciftci
2005). (Z,,®, ®) halkas1 kisaca Z,, halkas: olarak isimlendirilir. Bu ¢alismada ¢ogun-
lukla Z,, halkalarinin n = 4 6zel hali olan Z, halkasi lizerinde durulacaktir. Z,, halkala-

rindaki @ ve ® gosterimleri yerine modiiler islem yapildigi unutulmamak sartiyla ali-



silmig + ve - gosterimleri kullanilir. Hatta bazi durumlarda ¢arpma islemi yan yana

yazma ile de gosterilir.

Tanim 2.1.2. Bir halkanin, kendisine kisitlanmis halka islemleri altinda, halka olan bir

alt kiimesine o halka icin bir alt halka denir (Ciftci 2005).

Tamm 2.1.3. H’, H halkasimin bos olmayan bir altkiimesi olsun. H" niin H nin bir alt

halkas1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her a,b € H' igin
1)a—b€eH,
2)a-beH

olmasidir (Bayraktar 1997).

Teorem 2.1.4. H birimli bir halka olsun. H de bir elemaninin ¢carpmaya gore tersi varsa
bu elemana bir birim denir. Eger H nin sifirdan farkli her elemani bir birim ise H ye bir
aykurt cisim veya bolumli halka denir. Degismeli bir boliimli halkaya bir cisim denir
(Ciftci 2005).

Tamm 2.1.5. (H, +,-) bir halka ve I € H olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa I ya

H nin ideali denir:
1) (I, +), (H, +) nin alt grubudur.
2)Herxelveherr e Higin xr,rx € L.
Bu tanimda yer alan ikinci sart "Her r € H igin rI c I ve Ir c I " anlamina gelir.

Tamim 2.1.6. (H, +,) 6zdeslikli halkasinin ¢arpma islemine gore tersi olmayan eleman-

lariin kiimesi | ile gosterilsin. Eger |, H nin bir ideali ise H ya lokal halka denir.

Simdi W. K. CLIFFORD tarafindan R reel sayilar kiimesi yardimiyla olusturulan dual

say1 kavrami tanitilacaktir.
R reel sayilar kiimesi olmak Uzere,

R(¢) ={a+belab € R, ¢ =0}



bigiminde tanimlanan kiime Uzerinde alinan keyfi A = a + be, B = c + de elemanlari

icin esitlik ile toplama, carpma iglemleri sirasiyla
A=Be a+be=c+dee (a=cAb=4d)

A+B=(G@+bg)+(c+de)=(@ + c)+ (b + d)e
A-B = (a+ bg)-(c + de¢) = (a.c) + (a.d + b.c)e

bigiminde tanimlansin. Bu durumda

(R(g),+, -) cebirsel yapisinin bir degismeli halka oldugu (Hacisalihoglu 2000) de gos-

terilmistir.

(R(¢),+, -) halkasinda ¢arpma isleminin 6zdeslik elemaninin 1 = 1 + 0Og oldugu ko-
layca gorulebilir. Bu nedenle (R(€), +, -) halkas1 birimli ve degismeli halkadir.

Tamim 2.1.7. Yukaridaki gibi tanimlanan (R(g),+,") halkasina R Uzerinde kurulan

dual halka denir ve bu halkanin elemanlarina reel dual sayilar ach verilir (Hacisalihog-
lu 2000).

Bu tez boyunca (R(¢), +,") dual halkasi kisaca R(¢) ile gosterilecektir.

2.2. Geometrik Kavramlar

Bu kisimda tez i¢inde kullanilacak geometrik kavramlarin anlasilmasi i¢in gerekli temel
kavramlar kisa kisa tanitilacaktir. Bu kisimda kaynak gosterilmeden verilen kavramlar

Dembowski ve Klingenbergden (1956) alinmustir.

Tamim 2.2.1. N ve D elemanlarina sirasiyla noktalar ve dogrular adi verilen iki kiime
olsun. Eger NN D =@ ve € c NxD ise (N,D,€) sistemine bir geometrik yap:1 ve
€ bagintisina geometrik yapinin iizerinde olma bagintist denir. Eger N ve D kiimeleri-
nin her ikisi de sonlu ise bu geometrik yapiya sonlu geometrik yapi adi verilir. N € d

"

ifadesi "N noktast d dogrusunun iizerindedir.” veya "d dogrusu N noktasindan geger."
biciminde okunur. Benzer bicimde N & d ifadesi "N noktas: d dogrusu iizerinde degil-

dir. " veya "d dogrusu N noktasindan ge¢mez." biciminde okunur.

Tamm 2.2.2. (N, D, €) ve (N, D', €") herhangi iki geometrik yap1 olsun. Eger



f:NUD - N uD fonksiyonu
DN N,
2) f(D) c D,
3)Her N e N,d e DicinN € d = f(N) € f(d),
kosullarini da sagliyorsa f ye (N, D, €) dan (N, D', €") ye bir homomorfizm denir.

Tamm 2.2.3. Bir (N, D, €) geometrik yapisindad,d € D icind nd=@ yadad =d

ise bu dogrular birbirine paraleldir denir ve d'//d ile gosterilir.

Tamim 2.2.4. Asagida verilen Al, A2, A3 aksiyomlar1 gergcekleyen A = (N, D, €) sis-

temine afin dizlem denir.

A1) Her M\Ne N, M # N, noktalar1 icin M € d ve N € d olacak sekilde bir tek
d€D dogrusu vardir.

A2) N ¢ d olmak Uzere her N e Nve herd e Dicin N € cve d // c olacak se-
kilde bir tek ¢ € D dogrusu vardir.

A3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir (Kaya 2005).

Tamm 2.2.5. Asagidaki P1,P2, P3 aksiyomlarin1 gergekleyen bir P=(N,D,€) geometrik

yapisina projektif diizlem denir.

P1) Her M,N eN, M # N icin M € d ve N € d olacak sekilde bir tek d € D dog-

rusu vardir.

P2) Her c,d € D igin N € c ve N € d olacak sekilde en az bir N € N noktasi

vardir.
P3) Herhangi tigli dogrudas olmayan dort nokta vardir (Kaya 2005).

P2 aksiyomunda "herhangi iki dogrunun en az bir arakesit noktasinin olacag: " ifade
edilmekte olup, dogrularin farkli olmast durumunda asagidaki teoremin gegerli oldugu,

P1 yardimiyla, kolayca goriilecektir.



Teorem 2.2.6. Bir P = (N, D, €) projektif diizleminde farkli iki dogru bir tek noktada
kesisir (Kaya 2005).

Tamim 2.2.7. (N, D, €) bir geometrik yap1 ve ~, N ve D kumeleri tizerinde komsuluk
bagintis1  olarak isimlendirilen bir denklik bagmtis1 olsun. Bu durumda
S = (N, D, €, ~) sistemi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa S ye Projektif-Klingenberg

duzlemi (PK-duzlemi) denir.
PK1) Aym1 komsulukta olmayan herhangi iki noktadan bir tek dogru geger.

PK2) Ayni1 komsulukta olmayan herhangi iki dogrunun bir tek arakesit noktasi

vardir.

PK3) $* = (N*, D* €) bir projektif diizlem olmak (izere, iizerinde olmay1 koru-

yan bir @: S = S* drten homomorfizmi

9:S—>S P~Qe ¢P)=0¢@Q) vel~me @) = (m).
sartin1 saglayacak bi¢imde vardir. (Klingenberg)

A,B € Nicin A~B ifadesi; " A ve B noktalari komsu noktalardw." biciminde, d,1 € D
icin d~ 1 ifadesi "d ve | dogrulart komsu dogrulardwr." bigciminde okunur. Benzer bigim-
de A ~ B ifadesi; "A ve B noktalar: komsu degildir." biciminde, d ~ I ifadesi "d ve |

dogrulart komsu degildir." bigiminde okunur.

Tamm 2.2.8. Eger AL BEN icin A~B ve B € d olacak sekilde bir B € N varsa A

noktasina d degrusunun yakinindadir denir ve bu A~ d bigiminde gosterilir.

Tamm 2.2.9. Bir PK-dlizlemde herhangi Ucl ayn1 komsuluktaki dogrular {izerinde bu-
lunmayan ve ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan dort noktaya dortgen denir (Ciftci
ve ark. 2007).

A,B,C,D noktalar1 bir dortgen olusturuluyor ise bu {A,B,C,D} dortgeni olarak gosterilir,

eger noktalarin siras1 6nemli ise (A,B,C,D) gdsterimi kullanilir.



3. PK DUZLEMLERININ LOKAL HALKA iLE KOORDINATLANMASI

Bu kisimda ayrintilart Baker ve ark. (1991), Dugas (1978) ve Keppens (1988) de bulu-
nabilecek olan PK- dlzlemlerin lokal halkalar ile koordinatlanmasi 6zet olarak verile-
cektir. S bir PK-duzlem ve (O,E,U,V) bu diizlemde bir dortgen olsun. OE dogrusu d ile,
UV dogrusu d, ile ve d N UV noktas1 W ile gosterilsin.

H={NeNINed,N+ W}, I={NeHIN~0} olsun ve 6zel olarak 0:=0,1:=
E olarak alinsin (Sekil 3.1). Bu durumda noktalarin ve dogrularin nasil koordinatlanaca-

g1 agagida iki baslik altinda verilmistir.

do

Sekil 3.1: d=OE dogrusu iizerindeki noktalarla H nin elemanlarinin eslemesi

3.1. Noktalarin Koordinatlanmasi

d dogrusunun Uzerindeki, d,, dogrusuna yakin olmayan (yani W nin komsulugunda ol-
mayan) noktalara x € H olmak Uzere (x,x, 1) koordinat1 karsilik tutulsun. Bu durumda
0zel olarak 0 € H noktasina (0,0,1) ve 1 € H noktasina (1,1,1) koordinatlarinin karsi-
lik gelecegi asikardir (Sekil 3.2). d Uzerinde W nin komsulugunda olmayan bu noktalara
karsilik tutulan koordinatlar yardimiyla diizlemin tiim noktalarina, o noktanin d,, dogru-
suna ve V noktasina gore konumu dikkate alinarak, ii¢ baglik altinda koordinat tayin

edilecektir.
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Sekil 3.2. Koordinatlamaya hazirlik

1.durum N ~+ d, ise:

(x,x,1) =NVnd, (y,y,1) = NUN d olacak bigimde belirlenen H nin x ve y eleman-
lar1 yardimiyla N noktasina (x,y,1) koordinatlar1 karsilik tutulur (Sekil 3.2). Yani
N = (x,y,1) olur. Ozel olarak d iizerindeki E ve O noktalarmin koordinatlarmin yine
E=(1,1,1)ve O = (0,0,1) oldugu goriiliir.

Sekil 3.3. UV=d,, dogrusuna yakin olmayan noktalarin koordinatlar1

2.durum N~d. , N = Vise:

Bu durumda (1,z,1) = (NV n UE)ONEV, (1,y,1) = ONNEV



olacak bicimde belirlenen H nin y ve I nin z elemanlari1 yardimiyla N noktasina (1,y, z)

koordinatlari karsilik tutulur. Yani N = (1,y, z) olur (Sekil 3.3).

= N

Sekil 3.4. UV = d,, dogrusuna yakin fakat V ye yakin olmayan noktalarin koordinati
3.durum N~V ise:

Bu durumda (1,1,z) = NUNd, (w,1,1) = ONNUE olacak bicimdeki I nin z ve w
elemanlar1 yardimiyla N noktasina (w, 1,z) koordinatlar1 karsilik tutulur ve dolayisiyla

N = (w, 1,2) olur (Sekil 3.4).

Sekil 3.5. V ye komsu noktalarin koordinatlari



3.2. Dogrularin Koordinatlanmasi

Diizlemin herhangi bir ¢ dogrusu, noktalarda oldugu gibi, ii¢ farkli duruma ayrilarak

koordinatlanir.
1.durum: c ~ Vise:

Bu durumda cnd,=(1,m,0) ve cnNnOV=(0k1) iken c=[m,1,Kk]olarak
koordinatlanir (Sekil 3.6).

Sekil 3.6. V ye yakin olmayan dogrularin koordinatlari
2.durum: c~V, c+ d, ise:
Bu durumda c~V oldugundan c N d,, arakesiti V nin komsulugundadir ve bu nedenle
koordinatlar1 n € I olmak lzere c N d,, = (n,1,0) bicimindedir. Ayn1 zamanda ¢+ d.,
oldugundan ¢ N OU arakesiti d,, dogrusuna yakin degildir. Bu nedenle p € H olmak
uzere ¢ N OU noktasinin koordinatlar1 ¢ N OU = (p, 0,1) bicimindedir. Burada belirle-

nen n € I ve p € H elemanlar1 yardimiyla ¢ dogrusunun koordinatlart ¢ = [1, n, p] ola-
rak almir (Sekil 3.7).
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(n,1,0)

C= [1!n!p]

o (p.0.1) U

d,
Sekil 3.7. V ye yakin fakat UV=d,, dogrusuna komsu olmayan dogrularin koordinatlar1

3.durum: c~d,, ise:
Bu durumda c n OU noktasi d,, dogrusuna yakin ve ¢ N OV noktast V noktasina komsu
olacagindan c N OU = (1,0,q) olacak bicimde q €I ve ¢n OV = (0,1,n) olacak bi-

cimde n € I elemanlari vardir ve bu elemanlar yardimiyla ¢ dogrusu ¢ = [q, n, 1] olarak

koordinatlanir (Sekil 3.8).

C =[Q-"l"\

[=] (1.0.9)

Sekil 3 .8. UV=d,, dogrusuna komsu dogrularin koordinatlar

Asagidaki teorem, verilen bir lokal halka yardimiyla bir PK diizlemin nasil elde edilebi-
lecegine dair bir yontemi de i¢inde bulundurmaktadir. Bu teoremin ayrintili ispat1 (Ba-

ker 1991) de yer almaktadir.

Teorem 3.2.1. H bir lokal halka ve I tersi olmayan elemanlarinin olusturdugu ideal

olsun. Noktalar ve dogrular kiimesi sirasiyla,
N={&xyDixyeHlu{(l,y,2)lyeHzeBU{(w,1,2)w,z€I}

D={m,1,k]imkeH}uU{[l,npllpeHnel}uU{[qn1]ignel}
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olarak tanimlansin. Uzerinde olma bagintisi €;
xy,1) €[m 1kl ®y=xm+k
xy,1) €[l,npl] & x=yn+p

(xy 1) € [qn1]

(1,y,z) € [m,1,k] ® y =m+zk
(1,y,z) €[q,n, 1] & z=q+yn

(Ly,2z) & [1,n,p]

(w,1,2) €[g,n 1] ®z=wq+n
(w,1,z) €[1,n,p] ®w=n+7zp
(w,1,z) € [m, 1,k]
biciminde ve ~ komsuluk bagintisi;
(L,x,x3)~(Lyzy3) ©xi—yi €1,i=23
(x1, Lxz)~(y, Lys) @ x—yi€1,i=13
X1, X2, D~y ) & x—yi €1,i=1.2
olarak tanimlanir. Benzer bicimde,
[1,a5,a3]~[1,by,bs] & a; —b; €1,i=1,2,3
[a;,1,a3]~[by,1,b3] © a;—b; €1,i=1,2,3
[a;,a5,1]~[by, by, 1] © a;—b; €1,i=1,2,3
olarak tanimlanir.

Bu durumda S=( N, D, €, ~) geometrik yapis1 bir Projektif-Klingenberg diizlemdir./ /1]
(Yukaridaki teoremin ifadesinde gegcen komsuluk bagintisinin daha akilda kalic1 olmasi
i¢in, daha kisa bir form olarak

(X1, X2, X3)~(Y1, Y2, ¥3) @ x—yi €1,i =123
[al, az, a3]~[b1, bz, b3] (=4 al - bl € I,l = 1,2,3

bicimindeki gosterim kullanilir.).
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PK- duzlemde dogrular ve noktalar, yukarida ifade edildigi gibi, bilesenlerinden en az
biri 1 olmak zere sirali tgliilerle gosterilir. Bu gosterimdeki 1 rakaminin bulundugu
bilesen yardimiyla nokta ve dogrulara tiplere ayrilir ve [m, 1, k] bigimindeki dogrulara
2. tipten, [1, n, p] bi¢imindeki dogrulara 1.tipten, [g,n, 1] bicimindeki dogrulara 3. tip-
ten dogrular, (x,y,1) bicimindeki noktalara 3. tipten, (1,y,z) bicimindeki noktalara 1.
tipten, (w, 1,z) bigimindeki noktalara 2. tipten noktalar denir. Burada q,n,w,z € I ve
m, Kk, x,y € H oldugu unutulmamalidir. Teorem 3.2.1. de verilen iizerinde olma bagmnti-

siin tanimi geregi ayni tip nokta ve dogrunun birbiri lizerinde olamayacagi asikardir.

13



4,74 + Z,¢ DUAL LOKAL HALKASI iLE KOORDINATLANAN PK-DUZLEM

Bu bolimde Tanim 2.1.7. de verilen R(g) reel dual sayilar halkasindan esinlenerek R
yerine Z, halkasi alinarak elde edilecek Z,(€) cebirsel yapisinin bir lokal halka oldugu
gosterilecek ve bu lokal halka yardimiyla koordinatlanan PK-diizlemin bazi sayisal

Ozellikleri incelenecektir.

4.1. Z4 + Z4€ Dual Lokal Halkasi

Bu kisimda Z, halkas1 iizerine kurulan dual lokal halka tanitilacaktir.

7.,={0,1,2,3} halkas1 yardimiyla tanimlanan

Zy(e) =7y +Zye ={a+begla,b € Z,}
={0,1,2,3,52¢35,1+¢1+4+2¢,1+3¢,2+¢2+ 26,2+ 35,3 +¢3+ 2¢,3 + 3¢}

klimesinin asagida tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte bir lokal halka

oldugu gosterilecektir.
a+ bevec+ de € Z,(¢) igin toplama iglemi,
(@+be)+(c+de)=(@@+c)+ (b+d)e
biciminde, ¢carpma islemi ise
(a+be) - (c+de) = (ac) + (ad + bo)e
biciminde tanimlanur.
a+ be € Z,(¢) elemani igin a ya gercek kisum, b ye ise sanal kisim denir.
(Z4(¢), +) yapisinin bir birimli halka oldugu asagida ayrintili olarak verilmistir.
[k olarak (Z, (), +) cebirsel yapisinin degismeli grup oldugu gosterilecektir.

i) (Z4(e),+) cebirsel yapisinin kapalilik 6zelligini saglandig agsagidaki Cizelge 4.1 den

goraldr.
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Cizelge 4.1. (Z4(g),+) cebirsel yapisinin kapalilik 6zelligi

+ 0 1 2 3 £ 2t 3t 1+g 1+2¢ 143 2+g 2+2¢ 243 3+g 3+2¢ 3+3¢
0 0 1 2 3 € 2e 3e 1+e 1+2¢ 1+3e 2+¢ 2+2¢ 2+3¢ 3+e 3+2e 3+3¢
1 1 2 3 0 1+e 1+2¢ 1+3¢e 2+e 2+2¢ 2+3¢ 3+e 3+2¢ 3+3¢ € 2e 3e

2 2 3 0 1 2+¢ 2+2¢ 2+3¢ 3+e 3+2¢ 3+3¢ € 2e 3e 1+e 1+2¢ 1+3e
3 3 0 1 2 3+e 3+2¢ 3+3¢ € 2¢ 3e I+e 1+2¢ 1+3e 2+¢ 2+2¢ 2+3e
€ € 1+e 2+g 3+e 2¢ 3e 0 142¢ 143¢ 1 2+2¢ 2+3¢ 2 3+2¢ 3+3e 3

2t 2e 1+2e 2+2e 3+2¢ 3e 0 € 1+3¢ 1 1+e 2+3e 2 2+¢ 3+3¢ 3 3+e
3e 3e 1+3e 2+3¢ 3+3¢ 0 € 2¢ 1 l+e 1+2e 2 2+e 2+2e 3 3+e 3+2¢
l+e 1+e 2+e 3+e € 1+2e 1+3e 1 2+2¢ 2+3e 2 3+2¢ 3+3¢ 3 2e 3e 0
1+2¢ 1+2¢ 2+2¢ 3+2¢ 2¢ 1+3¢ 1 1+e 2+3¢ 2 2+e 3+3¢ 3 3+e 3e 0 €
1+3e 1+3e 2+3e 343¢ 3+e 1 l+e 1+2e 2 2+e 2+2¢ 3 3+e 3+2¢ 0 € 2¢
2+ 2+ 3+e € 3e 2+2¢ 2+3¢ 2 3+2¢ 3+3e 3 2 3e 0 2+2¢ 1+3¢ 2
2+2¢ || 2+2¢ 3+2e 2¢ 1+2¢ 2+3e 2 2+e 3+3¢ 3 3+e 3e 0 € 1+3¢ 1 1+e
2+3e || 2+3¢ 3+3e 3¢ 1+3e 2 2+e 2+2e 3 3+e 3+2¢ 0 € 2¢ 1 1+e 1+2e
3+e 3+e € I+e 2+e 3+2¢ 3+3e 3 2¢ 3e 0 2+2¢ 1+3¢ 1 2+2¢ 2+3¢ 2
3+2e || 3+2¢ 2e 1+2e 2+2¢ 3+3¢ 3 3+e 3e 0 € 1+3¢ 1 l+e 2+3e 2 2+¢
3+3¢ || 3+3¢ 3e 1+3e 2+3e 8] 3+e 3+2e 0 € 2¢ 2 1+e 1+2e 2 2+e 2+2¢

Z4(€) kiimesinde toplama islemi tablosu gosterilmistir.

i) a;,a,, by, b, € Z, olmak lzere,

((a; + bye) + (ay + bye)) + (az + bze)

olur. Z, iin birlesme 6zelligi kullanilarak

((ay +az) +a3) + ((by + by) + by)e = (a; + (a; +as) + (by + (by + b3))e

yazilir. Z4(¢) daki toplama islemi geregince son esitligin sag tarafinin

(a; + bse) + ((az +az) + (by + bs)e)

((a1 +a,) + (b, + bz)s) + (a3 + bse)

((a1 +a,) + ag) + ((b; + by) + b3)e

oldugu elde edilir. Tekrar Z,(g) daki toplama islemi tanimi parantez igine uygulandi-

ginda yukaridaki ifadenin
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(ay + bye) + ((az + bye) + (az + bse))
oldugu elde edilir ki bu
((a1 + bie) + (a, + bzs)) + (a3 + bse) = (a; + bye) + ((ay + bye) + (a3 + bse))
esitliginin gegerli oldugunu, yani Z,(€) da + isleminin birlesmeli oldugunu gosterir.

i) Z, halkasinin etkisiz elemani olan 0 elemani yardimiyla bulunan Z,(g) un
0 + Og eleman: kisaca 0 ile gosterilir. 0 elemaninin Z,(€) un etkisiz eleman oldugu

asagidaki islemlerde gosterilmistir:
0+(a+be)=(0+0e)+(a+be)=(0+a)+(0+b)e=a+be
(a+bg)+0=(a+be)+(0+0s) =(@a+0)+(b+0)e=a+be
iV) Z,(€) un tanimi ve Z, lin halka oldugu kullanilarak
(a+Dbe) € Zy(c) = a,b € Z,
= —a,—b € Z,
= —a—be € Z,(¢)
oldugu bulunur. Bu durumda
(a+bg)+(—a—bg)=(@a—a)+(b—b)e=0+0e=0
(—a—bg)+(@a+bg)=(—-a+a)+(-b+b)e=0+0e=0

esitliklerinin gegerli oldugu asikardir. Bu Z,(g) kiimesindeki her a + bg elemanin tersi-
nin yine Z,(¢) kiimesindeki —a — be eleman oldugunu gosterir. Dolayisiyla Z, (&)

kiimesindeki her elemanin toplama iglemine gore tersi vardir.

V) (a+ beg),(c+de) € Z,(¢) olmak lizere
(a+bg)+(c+de)=(a+c)+ (b+d)e

olur, Z, halkasinda + isleminin degisme 6zelligi kullanilarak,

(@+c)+(b+de=(c+a)+ (d+b)
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oldugu elde edilir. Z,(g) daki toplama islemi tanim1 geregince son esitligin sag tarafi-

nim

(c+de) + (a+be)

oldugu elde edilir. Bu nedenle Z,(¢) da + islemi degisme 6zelligini saglar. Dolayisiyla

(Z4(g), +) degismeli gruptur.

Z,(¢) da - ile gosterilen ¢arpma isleminin 6zelliklerini incelemek i¢in 6ncelikle - igin

islem ¢izelgesini olusturalim.

Cizelge 4.2. (Z4(g),”) cebirsel yapisinin kapalilik 6zelligi

0 1 2 3 € 2¢ 3e l+e 1+2¢ 1+3e 2+e 2+2¢ 2+3e 3+e 3+2¢e 3+3e
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 € 2¢ 3¢ 1+e 1+2¢ 1+3¢ 2+g 2+2¢ 2+3¢ 3+e 3+2¢ 3+3¢
2 0 2 0 2 2e 0 2e 2+2¢ | 2 2+2¢ 2e 0 2e 2+2e | 2 2+2¢
3 0 3 2 1 3e 2¢ € 3+3e | 3+2¢ 3+e 243e | 2+2¢ 2+e 1+43e | 1+2¢ l+e
€ 0 € 2¢ 3e 0 0 0 € € € 2¢ 2¢ 2¢ 3e 3e 3e
2e 0 2e 0 2e 0 0 0 2e 2e 2e 0 0 0 2e 2e 2e
3e 0 3e 2¢ € 0 0 0 3¢ 3e 3e 2¢ 2e 2¢ € € €
l+e 0 l+e 242¢ | 3+3e | € 2e 3e 1+2e | 1+3¢ 1 2+3e | 2 2+¢ 3 3+e 3+2¢
1+2e || O 1+2¢ 2 3+2e | € 2e 3 1+3e | 1 1+e 2+e 2+2¢ 2+3¢ 3+3e | 3 3+e
1+3e || O 1+3¢ 2+2¢ | 3+¢ € 2¢ 3¢ 1 l+e 1+2¢ 2+3e | 2 2+¢ 3+2e | 3+3e 3
2+e 0 2+e 2e 2+3e | 2¢ 0 2e 2+3e | 2+e 2+3¢ 0 2e 0 2+e 2+3¢ 2+e
2+2e || O 2+2e 0 2+2¢ | 2¢ 0 2e 2 2+2e 2 2e 0 2e 2 2+2¢ 2
2+3e || O 2+3¢ 2e 2+e 2e 0 2e 2+g 2+3¢ 2+e 0 2¢ 0 2+3e | 2+e 2+3¢
3+e 0 3+e 2+2e | 1+3e | 3¢ 2e € 3 3+3e 3+2¢ 2+e 2 2+3¢ 1+2e | 1+e 1
3+2e || O 3+2¢ 2 1+2e | 3e 2¢ € 3+e 3 3+3e 2+3e | 2+2e 2+e l+e 1 1+3¢
3+3e || O 3+3e 2+2e | 1l+e 3e 2e € 3+2e | 3+¢ 3 2+¢ 2 2+3¢ 1 1+3¢ 1+2¢

Z,(€) kiimesinde ¢arpma isleminin tablosu gosterilmistir.

Simdi Z, (&) kiimesi izerinde - islemi i¢in birlesme 6zelliginin ve

Uzerine ve dagilma ozelliklerinin saglandig1 gosterilecektir:

- isleminin + islemi

Her (a; + by€), (a;, + bye), (a3 + bze) € Z,(€) elemani igin aq,by,a,,b,,a35,bs € Zy

olup Z, iin halka olmasindan faydanilarak;
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(a; +bye) - ((az + bye) - (az + bze) )
= (a; +bie) - (ay.a3 + (az.bz +by.a3)e)
= (al(az.a3)) + (a;(ay.bz + by.az ) + by(ay.a3))e

(a1(az-a3)) + ((a;(az-bs) + a;(bz.a3)) + by(az.a3))e

= ((a;.az)az) + ((as-az)bs + (a;-by)az + (by.az)as)e
= ((ar-az)az) + (((ay.by + by.ay)az) + (ag.az)bs)e

= ((aj.ay) + (a;.b, + by.ay)e) - (a3 + bse)

((@y + byg) - (az + bye)) - (a3 + bse)

oldugu elde edilir. Bu Z, (&) da ¢arpma isleminin birlesme 6zelligini sagladigini goste-

rir. Benzer diislince ile Z, in halka 6zelliklerini sagladigi kullanilarak,
her (a; + by€), (a, + b,¢€), (a3 + bse) € Z,(€) elemant igin;
(a; + bye). ((a2 + b,e) + (a3 + b38))

= (a; + by¢).((ay + a3) + (b; + b3)e)

= (al. (a, + a3)) + (a;.(by + bg) + by(a, +a3))e

= (a;.a, +a;.a3) + (a;.b, + a;.bs + by a, + by.az)e

= (aj.a, + (a;.by, + bj.a3)e) + (a;.a3 + (a;.bsz + by.a3)e)

oldugu, yani ¢arpma isleminin toplama islemi iizerine sag dagilma 6zelliginin saglandi-

g1 goruldr.

Z, Un 6zdeslik elemani olan 1 ve etkisiz elemant olan 0 elemanlar1 yardimiyla bulunan

Z4(g) icin 1 4 Og elemani kisaca 1 ile gosterilir ve her a + be € Z,(¢) igin
(1+0e)-(a+bg)=1l.a+1-be=a+be

(a+be)-(1+0e)=a.1+be-1=a+be
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oldugundan 1 + Og = 1 eleman1 Z,(¢) icin 6zdeslik elemandir.

Birimli halka sartlarinin tiimiiniin saglandig1 yukarida gosterildiginden (Z,(¢), +,") ya-

pis1 birimli halkadir. Ustelik,

(a+be)-(c+de)

oldugundan Z,(¢) da -

=ac+ (ad + bo)e

ca+ (da+ cb)e

ca+ (cb + da)e

= (c+de) - (a+ be)

islemi degismelidir.

Simdi Z, (&) birimli halkasinin tersi olmayan elemanlarini bulup, bu elemanlarin olus-

turdugu kiimenin ideal oldugu gosterilecektir:

Cizelge 4.2. den Z,(¢) da tersi olmayan elemanlarinin kiimesinin I = {0, 2, ¢, 2¢, 3¢, 2 +

g 2+ 2¢,2 + 3¢} oldugu gorilir. Yani I, gergek kismi 0 ya da 2 olan Z,(g) un tim

elemanlarinin kiimesidir. Z,(e) lizerinden indirgenmis islemlerle birlikte I nin bir ideal

oldugunu gostermek i¢in 6ncelikle (I, +,7) cebirsel yapisinin halka oldugu gosterilecek-

tir.

Cizelge 4.3. (I, +) cebirsel yapisinin kapalilik 6zelligi

+ 0 2 € 2e 3¢ 2+€ 2+2¢ 2+3¢
0 0 2 € 2¢ 3¢ 2+ ¢ 2+2¢ 2+3¢
2 2 0 2+ ¢ 2+2¢ 2+3¢ € 2¢ 3¢
£ € 2+ ¢ 2¢ 3¢ 0 2+2¢ 2+3¢ 2
2g 2¢ 2+2¢ 3¢ 0 € 2+3¢ 2 2+ ¢
3¢ 3¢ 2+3¢ 0 € 2¢ 2 2+ ¢ 2+2¢
2+ ¢ 2+e € 2+2¢ 2+3¢ 2 2¢ 3¢ 0
2+2¢€ || 2+2¢ 2¢ 2+3¢ 2 2+ ¢ 3¢ 0 €
2+3¢€ || 2+3¢ 3¢ 2 2+¢ 2+2¢ 0 € 2¢

Kapalilik 6zelliginin saglandig1 yukaridaki gizelgede agik bir sekilde goriilmektedir.
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Birlesme 6zelligi, etkisiz eleman ozelligi ve dagilma ozelligi, Z,(€) icin saglandigindan

Z,(e) kimesinin alt kiimesi olan T igin de saglanacaktir.

I nin Z,(e) halkasinin bir alt halkasi oldugunu gostermek i¢in Tanim 2.1.3 geregi, her
x,y Eligcinx —y € I ve x-y € I oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun i¢in asa-

gidaki cizelgeler kullanilacaktir.

Cizelge 4.4. T halkasindan alinan herhangi iki elemaninin farkinin I nin elamani olmast

— |0 2 € 2¢€ 3e 2+g | 2+2g | 2+3¢

0 0 2 3 |2¢ e 2+3¢ | 2+2¢ | 2+¢
2 2 0 2+3e | 2+2¢ | 2+¢ | 3¢ 2¢ €

€ € 2+ |0 3e |2e |2 2+3¢ | 2+2¢
2e |2 | 2+2¢ | ¢ 0 38 | 2+¢g |2 2+e
3e | 3¢ 2+3e | 2¢ | ¢ 0 242 | 2+e |2
2+e | 2+e | ¢ 2 2+3e | 2+2e | 0 3¢ 2¢
2+2¢ || 2+2¢ | 2¢ 2+g | 2 2+3¢ | € 0 3¢
2+3e || 2+3¢ | 3¢ 2+2¢ | 2+e | 2 2¢ € 0

Cizelge 4.5. T halkasindan alinan herhangi iki elemaninin ¢arpiminin I nin elamani ol-
masl

0 2 € 2e | 3e | 2+g | 2+2e | 2+3¢
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 2¢ |0 2¢ |2 |0 2¢
€ 0 2e |0 0 0 2e | 2¢ | 2¢
2e |0 0 0 0 0 0 0 0
3 | O 2¢e |0 0 0 2¢e | 2e | 2¢
2+e || O 2¢e |2¢ |0 2¢ |0 2¢ |0
2+2e | O 0 2¢ |0 2¢ |2¢ |0 2¢
2+3¢| 0 2¢ |2¢ |0 2¢ |0 2¢ |0

Cizelge 4.4 ve Cizelge 4.5, — ve - islemlerinin I da kapali oldugunu, yani her x,y € I

icin x —y € [ ve x-y € I oldugunu, gosterir. Bu nedenle, Tanim 2.1.3 geregi [, Z,(¢)
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halkasinin bir alt halkasidir. I nin ideal oldugunu gostermek icin geriye her a + be €

Z4(€) icin
(a+be)lcl ve I(a+be) cl

oldugu gostermek kalir. Fakat, Z,(¢) da carpma islemi degismeli oldugundan sadece

(a+be)l c I oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
(a+be){0,¢,2¢,3¢,2,2+ 6,2 + 25,2 + 3¢}

= {0, ag, 2a¢, 3ag, 2a + 2bg,2a + (2b + a)g, 2a+ (2a+ 2b)g,2a+ (3a+ 2b)e} c 1

olup ve
0, a= 0iken
2, a=1liken
2a=140, a=2iken
2, a = 3iken

\

oldugu goz 6ntine alindiginda (a + be)l nin elemanlarinin gergek kismimin O ya da 2
olacag elde edilir. Gergek kismi 0 ya da 2 olan tim elemanlar I nin elaman1 oldugun-

dan her a + be € Z,(¢) icin (a + be)I c I oldugu sonucuna ulasilir.

Boylelikle T nin Z,(€) nin bir ideali oldugu gosterilmis olur. Bu tez boyunca I ile Z, ()
nun ideali olan {0,¢, 2¢,3¢,2,2 +¢,2 + 2¢,2 + 3¢} kiimesi gosterilecektir. I bir ideal
oldugundan, (Z,(€),+,") bir lokal halkadir ve bu lokal halka tez boyunca Z4 Uzerinde

kurulan dual lokal halka olarak isimlendirilecektir.

Asagida verilecek yardimci teoremde ilerideki pek ¢ok islemde kullanilacak bir 6zellik

yer almaktadir.

Yardimci Teorem 4.1.1 7Z,(¢€) lokal halkasi ve onun I ideali icin
XEl=1—-x¢I

ozelligi gecerlidir.

Ispat. x = a + be € I ise a + be nun gercek kismi, yani a, 0 veya 2 olmak zorundadur.

Bu nedenle
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xEl=x=0+be= bgveya x=2+be
olmas1 gerektigi bulunur. Bu durumda x= be iken
1-x=1—(0+be)=1—-bee¢l
vex = 2 + beiken
1-x=1—(2+bg)=—-1—be=3—-be¢l
oldugundan ispat tamamlanmis olur.
Sonuc 4.1.2. Farkli tipten noktalar ve farkli tipten dogrular ayn1 komsulukta olamaz.

Ispat. Nokta ve dogrularin gosterimleri ve komsuluk baginti tanimlar1 benzer oldugun-

dan ispat sadece noktalar igin yapilacaktir.

(1,x,,X3) noktasi i¢in x5 € I ve (y;,1,y3) noktasi i¢in y4,y5; € I olacagi goz oniine

alindiginda
1 —y; & I oldugundan (1, x5, X3) ile (y;, 1,y3) aym1 komsulukta degildir.
x3 — 1 € I oldugundan (1, x,, X3) ile (ty, t,, 1) aym komsulukta degildir.
y; — 1 & I oldugundan (y4, 1,y3) ile (1, x,, x3) ayn1 komsulukta degildir.
ys — 1 & I oldugundan (y;, 1,y3) ile (t4, t,, 1) aym komsulukta degildir.
1 — x5 € I oldugundan (t,t,, 1) ile (1,X,, X3) ayn1 komsulukta degildir.
1 —y; € I oldugundan (t,t,, 1) ile (y4, 1, y3) aym komsulukta degildir.

Boylece farkl: tipten noktalarin ayn1 komsulukta olamayacagi gosterilmis olur.

4.2.74(¢) ile Koordinatlanan PK-duzlem.

Bu kisimda kisaca Z, (¢) ile gosterilen Z, + Z,¢ dual lokal halkasi yardimi ile koordi-
natlanan PK-diizlemin noktalari, dogrulari, noktanin dogru tizerinde olmasi ve komsu-

luk bagintis1 Teorem 3.2.1 yardimiyla belirlenecek ve bunlar hakkinda bazi 6zellikler
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verilecektir. Z,(e) ile koordinatlanan (N,D,€, ~) PK diizlemi kisaca PK;(Z,(¢)) bici-

minde gosterilecektir.

Teorem 3.2.1 de kullanilan H lokal halkasi yerine Z,(€) lokal halkasi alindiginda elde

edilen PK-duizlemin noktalar kiimesi;

N={xy,DIxy€Zy(e)}U {{(1,y, z2)ly € Zy(¢),z € ]I}} U {{(W, 1,z)lw,z € ]I}}
dogrular kiimesi,

D={[m,1,Kk]lmkeZ,(e) }U{[1,n,p]lp €Zy(¢),n€T}U{[q,n,1]lg,n €T}

olur. Uzerinde olma ve komsuluk bagmntilar1 da Teorem 3.2.1 deki gibi tanimlanir ve

boylece PK, (Z4(8)) = (N, D, €, ~) PK diizlemi belirlenmis olur.

|Z,4(€)| =16, || =8 oldugu kullanilarak

INI = {Gxy, DIxy € Zy()} + {1, y,2)ly € Zy(e),z € I}| + [{(w, 1,2) w,z € T}
=16%+16-8 + 8% = 448

ve

ID| = [{[m, 1,k[Im,k € Zy ()} + [{[L,n, p] Ip € Zy(¢) ,n € I}| + [{[q,n, 1]l g,n € T}
=162+ 16-8 + 82 = 448

oldugu, yani Z,(¢) ile koordinatlanan projektif diizlemde 448 noktanin ve 448 dogrunun
var oldugu bulunur. 448 noktanin tiimii ve 448 dogrunun tiimii i¢in Gzerinde olma ve
komsuluk bagintisimi tek tek incelemek zaman alicidir. Bu nedenle asagida sirasiyla
(¢,0,1) noktasinin komsulugundaki tiim noktalarin, [0,1,0] dogrusunun komsulugunda-
ki tiim dogrularin, (0, ¢, 1), (1,0,0,), (0,1,2¢) noktalarinin her birinden gegen tim dog-
rular ve [1+¢,1,2 4+ 3¢], [1,0,0], [0,0,1] dogrularinin her biri Gzerindeki noktalarin
belirlendigi 6rnekler verilmistir. Boylelikle tiim nokta ve dogru tipleri igin birer 6rnek

incelenmistir.

Ornek 4.2.1. (g, 0,1) noktasiin komsulugundaki noktalar1 arastiralim. Sonug 4.1.2 ge-

regi bu noktalarmin komsulugundaki tiim noktalar 3. tipten olacaktir.
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(,0,1)~(a,b,1)) ®c—a € 1,0—Db €1
olmalidir.
€—a € & a=a; +ayg,a; €{0,2},a, €EZ,
oldugundan a nin alabilecegi degerler {0, €, 2¢, 3¢, 2,2 + ¢, 2 + 2¢,2 + 3€} olur.
0O—-belebel

oldugundan b nin alabilecegi degerlerin de I daki tiim degerler oldugu elde edilir. Bu
bilgiler 1s18inda (g, 0,1) noktasinin komsulugundaki noktalarin asagidaki noktalar oldu-

gu belirlenir:

(0,0,1), (0,¢,1), (0,2¢,1), (0,3¢,1), (0,2,1), (0,2 +¢,1), (0,2 + 2¢,1), (0,2 + 3¢,1),
(,0,1), (g6 1), (g2¢1), (53¢,1), (52,1), (5,2 +¢1), (52 + 2¢,1), (5,2 + 3¢, 1),
(26,0,1), (2¢,¢,1), (2¢,2¢,1), (2¢,3¢,1), (25,2,1), (2¢,2+¢,1), (252 + 2¢,1),
(2¢,2 +3¢,1), (35,0,1), (3g,¢,1), (3¢,2¢,1), (35,3¢,1), (3¢,2,1), (35,2 +¢,1),
(3g,2+ 2¢,1), (35,2 +3¢,1), (2,0,1), (2,51), (2,2¢,1), (2,35,1), (2,2,1), (2,2 +
§1),(2,2+2¢1),(2,2+3¢,1),(2+5¢,0,1), (2+¢5¢1),(2+¢2¢1),(2+5¢3¢,1),
2+¢21), 2+4+¢2+4+¢1), 2+4+¢2+4+2¢1), (24+¢2+3g1), (24 2¢0,1),
(24 2¢,¢1), (24 2¢2¢1), (24 2¢,3¢,1), (24+2¢2,1), (2+2¢2+¢1), 2+
2,2+ 2¢,1), (24 2¢,2+4+3¢,1), (2+43¢0,1), (24 3¢,¢1), (2+3¢2¢1),(2+
3¢,3¢,1), (2+3¢,2,1),(2+3¢,24+¢,1), (2+3¢,2 +2¢,1), (24 35,2+ 3¢5,1)

Bu bolimde verilecek olan Teorem 4.2.9 dan sonra (g,0,1) noktasinin komsulugunda
yukarida verilenlerden baska bir nokta olmadig1 dolayisiyla komsulugunun sadece yu-

karida verilen 64 noktadan ibaret oldugu ispatlanacaktir.

Ornek 4.2.2. [0,1,0] dogrusunun komsulugundaki dogrulari arastiralim. [0,1,0] dogru-
su 2. tipten oldugundan Sonug 4.1.2 geregi bu dogrunun komsulugundaki dogrular 2.

tiptendir. Bu durumda
[0,1,0]~[a,1,c] @ 0—a € 1,0—c €I

< a€l,cel
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oldugu bulunur. |I| = 8 oldugundan a ve ¢ nin sekizer farkli deger alabilecegi ve bu
nedenle [0,1,0] dogrusunun komsulugundaki [a, 1,c] dogrularinin 8.8 = 64 farkli dog-

ru olabilecegi belirlenir. Bu 64 dogrunun tiimii asagida verilmistir.

[0,1,0], [0,1,¢], [0,1,2¢], [0,1,3¢], [0,1,2], [0,1,2 + €], [0,1,2+ 2 €], [0,1,2 + 3¢],
[€,1,0], [, 1,¢], [e 1,2¢], [e,1,3¢],[&,1,2], [&, 1,2+ €],[€ 1,2 + 2¢], [€1,2 + 3¢],
[2¢,1,0], [2¢,1,¢], [2¢,1,2¢], [2¢,1,3¢], [2¢1,2], [2¢ 1,2+ €], [2¢1,2 + 2¢],
[2€1,2+3¢], [351,0], [35,1,e], [3¢1,2¢], [3¢,1,3¢], [3¢,1,2], [3¢ 1,2+ €],
[3¢,1,2 + 2¢], [3¢,1,2 + 3¢],[2,1,0], [2,1,¢], [2,1,2¢], [2,1,3¢],[2,1,2], [ 2,1,2 + €],
[2,1,2 + 2¢], [2,1,2+3¢], [2+4+¢1,0], [2+¢1,e], [2+¢12¢], [2+¢1,3¢],
[24+¢€12], [24+¢1,2+4+¢€], [2+¢1,2+4+2¢], [2+¢&12+3¢], [2+ 2¢1,0],
[2+4+2¢1,e], [2+2¢1,2¢], [2+42¢1,3¢], [2+2¢12], [2+2¢1,2+¢],
[24+2¢1,2+2¢], [2+2¢1,2+3¢], [2+31,0], [2+3¢,1,e], [2+ 3¢ 1,2¢],
[2+4+3¢1,3¢],[2+3¢,1,2],[2+ 3¢, 1,2+ €], [2 + 3¢, 1,2 + 2¢], [2 + 3¢, 1,2 + 3¢]

Teorem 4.2.9 dan sonra genel bir PK-dlizlemde bir dogrunun komsulugundaki dogrula-
rin sayisi ile bir noktanin komsulugundaki noktalarin sayisinin birbirine esit oldugu is-
patlanacak ve bu nedenle bu 6rnekte ki [0,1,0] dogrusunun komsulugundaki dogrularin
sayisinin 64 olmasi gerektigi bir kez daha vurgulanacaktir. Dolayisiyla [0,1,0] dogrusu-
nun komsulugunda yukarida verilen 64 dogrudan baska hi¢bir dogru bulunmamaktadir.

Bundan sonraki ii¢ 6rnekte noktalardan gecen dogrularin bulunmasi ile ilgili her {i¢ tip

nokta icin 6rnekler verilecektir.

Ornek 4.2.3. (0,5, 1) noktasindan gegen dogrular1 arastiralim. Ayni tip noktanin ayni

tip dogru iizerinde olmayacagi Teorem3.2.1 den dolay1 asikardir.
(0,,1) €E[m, 1L,k =k

oldugundan (0, €, 1) noktasindan gegen 2. tip dogrular i¢in 3. bilesen € olmalidir. Yani
(0, & 1) noktasindan gegen dogrular m € Z,(€) olmak lzere [m, 1, €] bi¢cimindedir. Bu

nedenle m yerine Z,(€) halkasinin 16 elemanin her biri yazilarak bulunan,

[0,1,€], [e,1,¢], [2¢,1,¢€], [3¢,1,¢€], [2,1,¢], [2+¢1,¢€], [2+ 2¢,1,¢€], [2+ 3¢,1,¢],
[1,1,€], [3,1,¢€], [1+¢1,€], [1+2¢1,¢], [1+3¢1,¢], [3+¢1,¢], [3+2¢1,¢],
[3+3¢,1,¢€]
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dogrular1 (0, €, 1) noktasindan gegen 2. tip dogrularin tiimiidiir.
(0,,1) € [1,n,p] & ne=p

oldugu kullanilarak (0,€,1) noktasindan gecen 1. tip dogrularin n € I olmak Uzere
[1,n,ne] bigiminde oldugu elde edilir. Bu nedenle (0,¢,1) noktasindan gegen 1. tip

dogrularin tiimii
[1,0,0],[1,¢,0],[1,2¢,0],[1,3¢,0],[1,2,2¢], [1,2 + &, 2¢], [ 1,2 + 2¢, 2¢], [1,2 + 3¢, 2¢]

olarak bulunur. O halde (0,e, 1) dan gecen 2. tipten 16, birinci tipten 8 olmak iizere,

toplam 24 dogru vardir.

Ornek 4.2.4. (1,0,0) noktasindan gegen dogrulari arastiralim. (1,0,0) noktas: 1.tip nok-

ta oldugundan bu nokta iizerinden 1.tipten bir dogru gecemez.
(1,0,0) € [m,1,k] & 0=m

oldugundan (1,0,0) noktasindan gegen 2. tip dogrularin tumi k € Z,(g) olmak izere
[0,1, k] formundadir. Bu nedenle

[0,1,0],[0,1,1],[0,1,2],[0,1,3],[0,1, ], [0,1,2¢], [0,1,3¢], [0,1,1 + €], [0,1,1 + 2],
[0,1,1 + 3 €],[0,1,2 + €], [0,1,2 + 2¢],[0,1,2 + 3¢],[0,1,3 + €], [0,1,3 + 2 ¢],
[0,1,3 + 3¢]

dogrular (1,0,0) noktasindan gegen tiim 2. tip dogrular olup, bunlar 16 tanedir.
(1,0,0) noktasindan gegen 3. tipten dogrular igin
(1,00) € [gqn1l] = 0=q

oldugu g6z oniine alinarak (1,0,0) noktasindan gegen 3. tip dogrularin n € 1 olmak Uze-
re [0, n, 1] formundan oldugu bulunur. Bu nedenle (1,0,0) noktasindan gegen 3. tip tiim

dogrular,
[0,0,1],]0,¢,1],[0,2¢,1],[0,3¢,1],[0,2,1],[0,2 + ¢,1],[0,2 + 2¢,1],[0,2 + 3 1]

oldugu bulunur. (1,0,0) noktasindan gegen dogrular da (0, €, 1) noktasindan gegenler
gibi 24 tanedir.
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Ornek 4.2.5. (0,1,2¢) noktasindan gegen dogrulari aragtiralim.
(0,1,2¢) € [q,n,1] & 2e =n

oldugundan (0,1,2¢) noktasindan gegen 3. tip dogrular i¢in 2. bilesen 2¢& olmalidir. Yani
(0,1,2¢) noktasindan gegen dogrular q € I olmak Uzere [q, 2¢, 1] bi¢cimindedir. Bu ne-

denle g yerine I nin elemanlar1 yazilarak bulunan,

[0,25,1], [g 2¢,1], [2g,2¢,1], [3g2¢,1], [2,261], [2+ ¢ 2¢,1], [2 + 2¢,2¢,1],
[2 + 3¢, 2¢, 1],

dogrulari (0,1,2¢) noktasindan gegen 3. tip dogrular
(0,1,2¢) € [1,n,p] & 0 =n+ 2pe

oldugu kullanilarak (0,1,2¢) noktasindan gegen 1. tip dogrularin p € Z,(¢) olmak (izere
[1,2pe, p] formunda oldugu bulunur. Bu nedenle (0,1,2¢) noktasindan gegen 1. tip dog-
rular agagidaki gibidir:

[1,0,0], [1,2¢, 1], [1,0,2], [1,2¢, 3], [1,0, €], [1,0,2¢], [1,0,3¢], [1,2¢, 1 + €],
[1,2¢,1 + 2¢],[1,25, 1 + 3¢, [1,0,2 + €], [1,0,2 + 2¢], [1,0,2 + 3¢],
[1,2¢,3 + €],[1,2¢, 3 + 2¢],[1,2¢, 3 + 3¢]

O halde (0,1,2¢) noktasindan gecgen birinci tipten 16, Ucunci tipten 8 olmak Uzere, top-

lam 24 dogru vardir.

Bundan sonraki ii¢ 6rnek ise dogrular tizerindeki noktalarin belirlenmesi ile ilgili ola-

caktir.

Ornek 4.26. [1+¢1,2+ 3¢] dogrusunun (zerinde olan noktalar1 arastiralim.
[1+ ¢ 1,2 + 3¢] dogrusu 2.tip bir dogru oldugundan bu dogru lizerinde 2.tipten bir

nokta, tanim1 geregi, olamaz. Bu nedenle 1.ve 3. tip noktalari arastiralim.

xyDE[1+¢e12+3e] y=x(1+¢)+2+ 3¢
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oldugundan [1 + ¢, 1,2 + 3¢]dogrusunun iizerinde olan 3. tip noktalar x € Z, (&) olmak
Uzere (x,(x + 2) + (x + 3)¢, 1) bigimindedir. x yerine Z, (&) halkasinin elemanlar ya-

zilarak;

(0,2+3¢,1),(1,3,1),(2,¢,1),(3,1 + 25,1),(¢,2,1), (25,2 + &,1), (35,2 + 2¢, 1),
1+ &3+¢1), (1+2¢3+4+2¢1),(14+3¢3+3¢1),(24+¢2¢1),
(2+2¢3¢1),(2+3¢0,1),(3+ &1+3¢1),(3+25,1+¢,1),(3+3¢,1,1)

noktalarmin [1 + €, 1,2 + 3¢] dogrusunun iizerindeki 3. tipten tiim noktalar oldugu elde

edilir.
(Ly,z)eE[1+g12+3e]l y=(1+2z)+ (1+32)¢

oldugundan [1 + ¢, 1,2 + 3¢] dogrusu iizerinde olan 1. tip noktalar z € T olmak lizere
(1,(1 + 2z) + (1 + 3z)g,z) bicimindedir. Bu nedenle z yerine I nin elemanlar1 yazila-

rak bulunan,

(1, 14+¢,0),(1,1+3¢,¢),(1,1 +¢2¢),(1,1 + 3¢,3¢), (1,1 + 3¢,2), (1,1 +¢,2
+¢),(1,14+ 3,2+ 2¢),(1,1 4+ €2 + 3¢)

noktalart [0,1,0] dogrusunun {izerindeki 1. tipten tiim noktalar1 verir. O halde [0,1,0]

dogrusunun iizerinde olan 3. tipten 16, 1. tipten 8 olmak {izere , toplam 24 nokta vardir.

Ornek 4.2.7. [1,0,0] dogrusunun iizerindeki noktalar: arastiralim. [1,0,0] dogrusu 1.tip

bir dogru oldugundan bu dogru iizerindeki nokta 1.tipten olamaz.
xy,1)€[1,00] &x=0

oldugundan [1,0,0] dogrusunun (izerinde olan 3. tip noktalar y keyfi olmak (zere

(0,y, 1) bigimindedir. Bu nedenle bu noktalarin,
(0,0,1),(0,1,1),(0,2,1),(0,3,1),(0,¢,1),(0,2¢,1),(0,3¢,1),(0,1 + & 1),

(0,14 2¢,1),(0,1+3¢,1),(0,2 + ¢1),(0,2 + 2¢,1),(0,2 + 3¢,1),(0,3 + ¢, 1),
(0,3 +2¢,1),(0,3 + 3¢, 1),

oldugu bulunur. [1,0,0] dogrusunun iizerindeki 3. tipten noktalar igin
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(w,1,2) €[1,00] &w=0
olacagi ile birlikte z € T olacagi da g6z 6niine alinarak
(0,1,0),(0,1,¢),(0,1,2¢),(0,1,3¢),(0,1,2),(0,1,2 + ¢€),(0,1,2 + 2¢),(0,1,2 + 3¢)

noktalarmin [1,0,0] dogrusunun iizerindeki 2. tipten tlim noktalar1 verdigi elde edilir.
[1,0,0] dogrusunun iizerindeki noktalarin sayisi da 6nceki iki 6rnekte verilen dogrularda

oldugu gibi 24 tanedir.

Ornek 4.2.8 Onceki (i¢ drnekte yapilana benzer islemlerle [0,0,1] dogrusunun (zerin-
deki 24 noktanin,

(1,0,0),(1,1,0), (1,2,0), (1,3,0), (1,¢,0), (1,2¢,0), (1,3¢,0), (1,1 + €, 0),

(1,14 2¢,0),(1,1 + 3¢,0),(1,2 + €0),(1,2 + 2¢,0), (1,2 + 3¢,0), (1,3 + ¢0),
(1,3 + 2¢,0),(1,3 + 3¢,0),(0,1,0), (g,1,0), (2¢,1,0), (3¢, 1,0), (2,1,0), (2 + &,1,0),
(24 2¢,1,0), (2 + 3¢,1,0)

oldugu benzer islemlerle elde edilir.

Asagida ispatsiz olarak verilen teorem ve ispatt Jungnickel'de (1979) bulunmaktadir.
Teorem 4.2.9. S bir sonlu PK-duizlem olsun. Bu durumda

1) Her noktanin (dogrunun) komsulugunda t? nokta (dogru) vardur.

2) N € d 6zelliginde verilen bir N noktas1 ve bir d dogrusu igin, d nin tzerinde olup N
ye komsu olan tam olarak t nokta vardir (N den ge¢ip d ye komsu olan tam olarak t dog-

ru vardir).

3) r, PK3 sartinda ifade edilen S* projektif dizleminin mertebesidir . Eger t+1 ise r<t
dir ve bu durumda S ye has PK-duzlem denir (Eger t = 1ise S ile $* aymidir ve bu du-

rumda S adi projektif diizlemdir).

4) Her dogru tam olarak t(r + 1) adet noktadan olusur ve her noktadan tam olarak

t(r + 1) dogru geger.
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5) IN| = |D| = t?(r? + r + 1) dir.

Ozelliklerini saglayan t ve r dogal sayilar1 vardir. Bu dogal sayilara S Projektif Klin-

genberg dizleminin parametreleri ad1 verilir.

Yukarida verilen Ornek 4.2.1 ve 4.2.2 de sirasiyla, (g,0,1) noktasinin komsulugunda
64 tane nokta ve ayni sekilde [0,1,0] dogrusunun komsulugunda 64 tane dogru oldugu
bulunmustu. Teorem 4.2.9 da her noktanin (dogrunun) komsulugunda t? tane nokta
(dogru) var oldugu ifade edilmektedir. Bu, Z, (¢) ile koordinatlanan PK duzlemde t = 8
olacagin1 gosterir. Bu nedenle her bir komsuluktaki elemanlarin sayisinin 64 olacagi

elde edilir.

Ayrica Teorem 4.2.9. dan ilgili t ve r parametreleri yardimiyla her dogru Uizerinde tam
olarak t(r + 1) noktanin var oldugu (her noktadan tam olarak t(r + 1) dogrunun gegti-
gi) bilinmektedir. Ornek 4.2.3 de (0,5,1) den gecen dogrularin sayis1 24 oldugu ve
24 =8-3=8"-(2+1) esitligi dikkate alindiginda, Teorem 4.2.9 un 4. maddesi geregi

r = 2 olacag elde edilir.

4.3. PK,(Z4(€)) Duzleminde Dogrularin Arakesitleri

Bu kisimda Z, (¢) ile koordinatlanan PK-dlzleminde verilen herhangi iki dogrunun ara-
kesit noktalar1 arastirilacaktir. PK2 geregi ayni komsulukta olmayan dogrularin arakesit-
leri tek bir noktadan olusmalidir fakat ayn1 komsuluktaki dogrularin arakesitlerinin kag
noktadan olusacag belli degildir. Bu kisimda bu sorularin cevaplar: iizerinde durulacak-

tir.

4.3.1. Farkh Tipten Dogrularin Arakesitleri.

Bu kisimda lokal halkada islemlerin tekligi kullanilarak farkli tipteki dogrular i¢in PK2
nin gegerli oldugu, yani bir tek arakesit noktalarinin var oldugu, ii¢ alt baslik altinda,

gosterilecektir.
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4.3.1.1. Birinci ve ikinci tip dogrularmn arakesiti.

[1,n,p] ve [m, 1,k] sirasiyla 1. ve 2. tip keyfi birer dogruyu gostersin. Birinci tip dogru
tanmim1  geregi n € Iolmak zorundadir. Bu durumda Teorem 4.1.1 geregi
1 —n ¢ [ olacagindan [m, 1,k] ve [1,n, p] dogrular1 ayn1 komsulukta degildir. Teorem
3.2.1 geregi ayni tip nokta ayni tip dogru iizerinde degildir. Bu nedenle [1, n, p] Uzerin-
de 1. tipten, [m, 1, K] tizerinde 2. tipten nokta bulunamayacagindan [1,n, p] ile [m, 1, k]

dogrularinin arakesiti 1. ve 2. tipten bir nokta olamaz.

[m, 1,k] ve [1, n, p] dogrularinin arakesitinin (x,y, 1) biciminde tglinct tipten bir nokta

olup olmayacag arastiralacaktir.
xy,1)€E [m1,k]  y=xm+k
ve
(x,y,1) € [1,n,p] ©®x=yn+p
olup y = xm + k esitligi x = yn + p esitliginde yerine yazildiginda
x=m+Kkn+p=>x=xmn+kn+p
=>x(1—-mn)=kn+p

esitligi elde edilir. 1. tip dogru tanimi geregi n € I oldugundan Yardimci1 Teorem 4.1.1.
den 1 — mn & I oldugu bulunur. Bu nedenle 1 — mn elemaninin bir tek tersi vardir.

Son esitlik sagdan 1 — mn elemaninin tersi ile ¢arpildiginda
x = (kn+p)(1 —mn)~?

sonucu elde edilir. Bulunan bu x degeri y = xm + k esitliginde yerine konularak, aranan

arakesit noktasinin
xy,1) = ((kn+p)(1 —mn)~%,((kn+ p)(1 —mn)"Hm + k, 1)
oldugu elde edilir.

Ornek 4.3.1.1.1. [1,0,2 + €] ve [2 + 2¢,1, 2€] dogrularinin arakesit noktasini arastira-

lim. 1. tip noktanin 1. tip dogru lizerinde olamayacagi ve 2. tip noktanin 2. tip dogru
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Uzerinde olamayacag1 Teorem 3.2.1. den bilindiginden sadece (x,y, 1) noktasi i¢in ince-

leme yapmak yeterli olur.
xy,1)€E[102+¢] &x=2+¢
x,y,1) €2+ 2¢1,2¢] &y =x(2 + 2¢) + 2¢

X = 2 + e degeri y = x(2 + 2¢) + 2¢ esitliginde yerine yazilarak aranan arakesit nokta-

siin, (2 + ¢,0,1) oldugu bulunur.

4.3.1.2. Birinci ve tc¢unci tip dogrularin arakesiti

[1,n,p] ve [q,t, 1] sirasiyla 1. ve 3. tip keyfi birer dogruyu gostersin. Ugiincii tip dogru
tanimi geregi q € I olmak zorundadir. Bu durumda 1 — q € I olacagindan [1,n, p] ve
[g,t 1] dogrular1 ayn1 komsulukta degildir. Teorem 3.2.1. geregi [1,n, p] Uzerinde 1.
tipten, [q,t, 1] Uzerinde 3. tipten nokta olamayacagindan [1,n, p] ve [q,t, 1] dogrulari-
nin arakesiti ancak 2. tipten bir nokta olmalidir. Yani ilgili dogrularin arakesit noktasi

w, z € I olmak lzere (w, 1, z) tipinden bir nokta olmalidir. Bu durumda,
(w,1,2) € [1,n,p] © w=n+7zp
ve
(w,1,z) € [qt1l] & z=wq+t
olup w = n + zp oldugu z = wq + t esitliginde kullanildiginda
z=(mn+zp)gq+t=z(1—pq)=nq+t

esitligi elde edilir. 3. tip dogru tanimi geregi q € I oldugundan 1 — pq elemani I nin
eleman1 degildir ve bu nedenle tersi vardir. Son esitlik sagdan 1 — pq elemaninin tersi

ile carpildiginda

z=nq+tH(1-pg~*

sonucu elde edilir. Bulunan bu z degeri w = n + zp esitliginde yerine konularak, aranan

arakesit noktasinin

w,1,z) =+ ((nq+t)(1-pqg) Hp,1,(ng+t)(1—-pg)~H)
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oldugu bulunur.

Ornek 4.3.1.2.1. [1,0, €] ve [2g,0,1] dogrularmin arakesit noktasini arastiralim. [1,0, €]
Uzerinde 1. tipten nokta, [2g, 0,1] tizerinde 3. tipten nokta olamayacagindan arakesit

noktasi ancak (w, 1,z) bicimindedir.
w,1,2) €[1,0,e] & w = z¢
(w,1,2) € [2¢,0,1] & z = 2we

w = zg esitligi z = 2we esitliginde yerine yazilarak aranan arakesit noktasinin (0,1,0)

oldugu bulunur.

4.3.1.3. ikinci ve iiciincii tip dogrularin arakesiti.

[m, 1,K] ve [q,t, 1] sirastyla 2. ve 3. tip keyfi birer dogruyu géstersin. Ugiincii tip dogru
tanimi1 geregi t € I olmak zorundadir. Bu durumda 1 —t € I olacagindan [m, 1, k] ve
[g,t, 1] dogrular1 ayn1 komsulukta degildir. [m, 1, k] Gzerinde 2. tipten, [q, t, 1] Uzerinde
3. tipten nokta var olamayacagindan, [m, 1,k]ve [q,t, 1] dogrularinin arakesitinin
(1,y,2) biciminde 1.tipten bir nokta olmas1 durumunu arastirmak yeterlidir. 1. tip nokta

tanimi geregiy € Z,(€) ve z € I dir. Bu durumda
(1,y,z) €[m,1,k] & y=m+zk
ve
(1,y,z) € [qtl] & z=q+yt
olup y = m + zk oldugu z = q + yt esitliginde kullanildiginda
z=q+ (m+zk)t = z=q+ mt + zkt
= z(1—kt) =q+ mt

esitligi elde edilir. 3.tip dogru tanimi geregi t € [ oldugundan Teorem 4.1.1. geregi
1 — kteleman: I nin elemani degildir ve bu nedenle tersi vardir. Son esitlik sagdan

1 — kt elemaninin tersi ile ¢arpildiginda

z=(q+mt)(1-—kt)™?!
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sonucu elde edilir. Bulunan bu z degeri y = m + zk esitliginde yerine yazilarak, aranan

arakesit noktasinin
(Ly,z) = (1, m+ ((q + mt)(1 — kt) Dk, (q + mt)(1 — kt)™1)
oldugu goriiliir.

Ornek 4.3.1.3.1. [2¢,1,2] ve [2¢,0,1] dogrularinin arakesit noktasini aragtiralim. Ayni
tip nokta ve dogrular birbiri iizerinde olamayacagindan, incelemeyi (1,y,z) noktasi igin

yapmak yeterli olacaktir.
(1,y,z) € [2¢,12] ® y = 2e + 2z
(1,y,z) € [2¢,0,1] & z = 2¢

z = 2¢ esitligi y = 2e + 2z esitliginde yerine yazilarak aranan arakesit noktasinin,

(1,2¢, 2¢) oldugu bulunur.

4.3.2. Aym Tipten Dogrularin Arakesitleri

Ayn tipten dogrularin arakesitleri hakkinda PK-diizlem sartlar1 bir sey belirtmemekte-
dir. Yani ayn tipten dogrularin arakesitleri birden ¢ok nokta olabilecegi gibi arakesitte
hichir nokta olmayabilir de. Bu kisimda ayni tipten dogrularin hangi durumlarda, ara-

kesit noktalarinin kag tane olacagi arastirilacaktir.

4.3.2.1. ikinci tipten dogrularinin arakesitleri

Ikinci tipten dogrularin iizerinde ikinci tipten nokta olamayacagindan alman keyfi
[m,1,k] ve [a,1,b] dogrularimin arakesiti (w,1,z) bi¢iminde olamaz. Bu nedenle
[m, 1,K] ve [a, 1,b] dogrularinin sadece birinci ve {igiincii tip arakesit noktalar1 aragtiri-

lacaktur.
[m,1,k] ~[a,1,b] & (m—a €ellvek—Db €1)

sart1 geregi m — a ve k — b elemanlarinin ikisi de I da ise bu dogrular ayni komsulukta-
dirlar. Fakat m — a ya da k — b den en az biri I da degilse, bu dogrular ayn1 komsulukta

degildirler. Ayn1 komsulukta olmayan dogrularin PK2 geregi arakesit noktalarmin bir
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tek oldugu gosterilmelidir. Bu nedenle asagida [m, 1, k] ve [a, 1, b] dogrularinin arake-

sitleri, bu dogrularin ayn1 komsulukta olup olmamalarina gore ayr1 ayri incelenecektir.

1. Durum. [m,1,k] ve [a,1,b] dogrulart farkli komsulukta ise m—a & [ ya da
k—b & I olmalidir.

1.1. Farkli komsulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(1,y, z) tipinde olup olmayacagini arastiralim.
(1,y,2) € [m1,k] & y=m+1zk
ve
(1,y,z) € [a,1,b] & y=a+7zb
olupy = m + zk ve y = a + zb esitlikleri taraf tarafa ¢ikarildiginda,
0=m-—a+z(k—b) (4.1)
esitligi elde edilir.
Bu durumda inceleme m — a nin I idealinin elemani olup olmamasina gore iki ayr1 du-
rumda yapilir.
1.11. m—a & lise(4.1) esitliginden

z(b—k)=m-—a

oldugu bulunur. z € I oldugundan bu esitligin sol tarafi I nin elemani, sag tarafi ise I
nin elemani olmadigindan [m, 1, k] ve [a, 1, b] dogrularinin arakesit noktasinin (1,y, z)

tipinde olmas1 miimkiin degildir.

1.12.m—a € lise[m,1,k] ve[a, 1,b] dogrularn farkli komsuluklarda oldugu i¢in
k—b € I olmalidir. Bu durumda (4.1) esitliginden

z(k—b) =—(m —a)
oldugu bulunur. k —b & I oldugundan k — b elemaninin tersi vardir. Son esitlik sag-

dan k — b elemaninin tersi ile ¢arpildiginda,

z=—(m—-a)(k—b)!
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sonucu elde edilir. Bulunan z degeri y = m + zk esitliginde yerine yazilarak aranan

arakesit noktasinin
(Ly,z) =1, (m+—((m-a)(k—b)"Hk,—(m—a)(k—b)™)
oldugu bulunur.

1.2. Farkli komsulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(w, 1, z) tipinde olmayacag1 Teorem 3.2.1. den asikardir.

1.3 Farkli komsulukta olan [m,1,k] ve [a, 1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olup olmayacagini aragtiralim.
(x,y,1) € [m1,k] = y=xm+Kk
ve
xy,1)€ [a,1,b] > y=xa+Db
olupy = xm + k ve y = xa + b esitlikleri taraf tarafa ¢ikarildiginda
0=x(m—a)+ (k—Db)
=>x(m—a)=—(k—Db) (4.2)

esitligi bulunur. Bu durumda inceleme, m — a elemaninin I idealinin elemani olup ol-

mamasina gore iki ayr1 durumda yapilir.

1.3.1. m—a ¢ [ ise m — a elemaninin tersi vardir. (4.2) esitligi sagdan m — a elemani-

nin tersi ile carpildiginda
x=—(k—b)(m—a)™?

oldugu elde edilir. Bulunan x degeri y = xa + b esitliginde yerine yazilarak aranan ara-

kesit noktasinin
xy1) =(-(k-b)m—-a)™',(=(k—b)(m—a)~* )a+b,1)

oldugu bulunur.
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132. m—a € 1 ise [m,1,k] ve [a,1,b]dogrulart ayn1 komsulukta olmadigindan
k—Db ¢ I olmalidir. (4.2) esitliginin sol tarafi I nin elemani, sag tarafi ise I nin elema-
n1 olmadigindan bu esitligin saglanmast miimkiin degildir. Yani bu durumda [m, 1, k] ve

[a, 1, b] dogrularmin (x,y, 1) tipinde arakesit noktasinin olmas1 miimkiin degildir.

2.Durum. [m, 1,Kk] ve [a, 1,b] dogrulari ayn1 komsulukta ise m—a €l ve k—b €l

olur. Bu durumda,

m =my; + mye, a=a; +a,e ve K=Kk, +Kk,g b=Db; + b,eolmak lizere
m—a€le m;—a; +(m,—a,)e €1
k—bel & k; —b; +(k, —by)e €1 (4.3)

olmasi gerektigi bulunur. Burada m; —a; ile k; —b; in alabilecegi degerler kiimesi
{0,2} ve m, — a, ile k, — b, nin alabilecegi degerler kiimesi Z, = {0,1,2,3} olacagin-

dan inceleme m; — a; ve k; — b, in alabilecegi degerler lizerinden
m; —a; =0vek; —b; =0
m; —a; =0vek; —b; =2
m; —a; =2vek; —b; =0
m; —a; =2vek; —b; =2
durumlar1 ayr1 ayr1 g0z Oniine alinarak yapilir.
21.m; —a; = 0vek; —b; =0iken

m; —a; =0 ve k; —b; =0 oldugundan m; =a; ve k; =b; dir ve (4.3.) den
m—a = (m, —a,)e, k—Db = (k, —by)eoldugu bulunur. [m, 1,k] ve [a, 1,b] dogru-
larinin arakesitinin ikinci tip nokta olmas1 miimkiin degildir. Bu nedenle inceleme ara-

kesit noktasinin iigiincii ve birinci tipten olmasina gore iki alt durumda yapilir.

2.1.1. [m,1,Kk] ve [a,1,b] dogrularmnin arakesit noktasinin (x,y, 1) tipinden olup olma-

yacagini aragtiralim.

xy,1) €[m,1,k]| & y=xm+Kk
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xy,1)€Elalbley=xa+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
X((mz - 32)3) = —(k; —by)e (4.4)

esitligi elde edilir. m, — a, ve k, — b, nin alabilecegi degerlere gore (4.4) denklemi ve

¢cOzumleri Cizelge 4.6 da verilmistir.
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Cizelge 4.6. m, — a, ve k, — b, nin alacagi degerlere gore (4.4.) denklemin halleri ve
varsa ¢6zimler

m,-a,
[m, 1, K] Denklem: Denklem: Denklem:
= [a,1,b] xe=0 2xe=0 3xe=0
O Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
(Dogrular farkh x=0 x=0 x=2 x=0
degildir.) xX=¢ x=¢& x=2+¢ XxX=c€
x = 2¢ x=2x=2+2¢ x = 2¢
x = 3¢ x=3gx=2+3¢ x = 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—&=0 XE=—¢ 2xe = —¢& 3xe=—¢
1 olur ve Coziimleri: olur ve Coziimleri:
¢Ozim yoktur. x =23 ¢6zim yoktur. x=1
x=3+¢ x=1+¢
x =3+ 2¢ x =1+ 2¢
x =3+ 3¢ x=1+4 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—2e=0 XE = —2¢& 2xe = —2¢ 3xe = —2¢
2 olur ve Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
¢6zUum yoktur. x =2 x=1 x=3+3¢ x =2
x=2+¢ x=14+¢x=3+¢ x=2+¢
x=2+2¢ §;11§§§;§+28 x=2+2¢
x =2+ 3¢ x =2+ 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—3e=0 xg = -3¢ 2e = -3¢ 3xe = -3¢
3 olur ve Coziimleri: olur ve Coziimleri:
¢Ozim yoktur. x=1 ¢6zim yoktur. x =23
x=1+4+¢ x=3+4+¢
x=1+2¢ x =3+ 2¢
x =1+ 3¢ x =3+ 3¢

Yukaridaki ¢gizelgede (4.4) iin ¢6ziimiiniin olmadigi ve oldugu durumlar agik bir sekilde
belirlenmistir. Cizelgede ¢6ziimiin var oldugu durumlarda elde edilir. x degerlerine gore
[m, 1,k] ve [a,1,b] dogrularimin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmus-
tur:

e my—a,=1 ve k,—b, =0 iken xe =0 denklemini saglayan x degerleri

{0, &, 2¢, 3e} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine yazilarak,
[m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (%, y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(0,k, 1), (¢,em + k, 1), (2¢,2em + k, 1), (3¢, 3em + k, 1)}
olarak elde edilir.
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e my,—a,=1 ve k,—b, =1 iken xe = —e denklemini saglayan x degerleri
{3,3 + ¢, 3 + 2¢,3 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi

{33m+ k1),3+¢B+em+k1),(3+ 2¢(3+2e)m +Kk, 1),
(3+3¢,(3+3e)m+k, 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=1 ve k, —b, =2 iken xe = —2¢ denklemini saglayan x degerleri

{2,2 +¢,2 + 2¢, 2 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,k] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi

{2,2m+ k1),2+¢2+em+Kk,1),(2+2¢ (2 +2e)m + Kk, 1),
(2+3¢(2+3e)m+k 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=1 ve k, —b, =3 iken xe = —3¢ denklemini saglayan x degerleri

{1,14+¢,1+ 2¢,1 4+ 3e} oldugundan x in bu degerleri y = xm + Kk esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi

{,m+k1),1+e1+em+k 1), (1+2¢ (1 +2¢)m + k1),
(1+3¢,(1+3e)m+k, 1)}
olarak elde edilir.

e my,—a,=2 ve k,—b,=0 iken 2xe =0 denklemini saglayan x degerleri

{0,¢,2¢,3¢,2, 2+¢,2+ 2¢,2 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esit-
liginde yerine yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1, b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit

noktalarinin kiimesi

{(0,m +Kk,1),(g,em + k, 1), (2¢, 2me + k, 1), (3¢,3me + k, 1), (2,2m + k, 1),
24+6R2+em+k 1),(2+2¢,(2+2e)m + k, 1),
(2+3¢(2+3e)m+k, 1)}
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olarak elde edilir.

e m,—a,=2 ve k, —b, =2 iken 2xe = —2¢ denklemini saglayan x degerleri
{1,1+¢1+ 261+ 3¢,3,3+¢3+ 263+ 3¢}oldugundan x in bu degerleri
y = xm + k esitliginde yerine yazilarak, [m,1,k] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1)

tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{m+k1),1+¢(1+em+Kk 1), (1+2¢(1+2e)m +k, 1),
(14+3¢,(1+3s)m+k,1),(3,3m+ k,1),(3+¢(3+¢e)m+k, 1),
(3+2¢(3+2e)m+Kk,1),(3+3¢,(3+3e)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=3 ve k,—b, =0 iken 3xe =0 denklemini saglayan x degerleri

{0, €, 2¢, 3€} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine yazilarak,

[m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (%, y, 1) tipinden arakesit noktalariin kiimesi

{(0,k, 1), (¢,em + k, 1), (2¢,2me + k, 1), (3¢, 3me + k, 1)}
olarak elde edilir.

e my—a,=3 ve k,—b, =1 iken 3xe = —¢ denklemini saglayan x degerleri

{1,14+¢,1+ 2¢,1 4+ 3e} oldugundan x in bu degerleri y = xm + Kk esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin
kiimesi
{m+k1),(1+¢(1+em+Kk 1), (1+2¢(1+2e)m +k, 1),
(1+3¢(1+3e)m+k 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=3 ve k, —b, =2 iken 3xe = —2¢ denklemini saglayan x degerleri

{2, 2 +¢€ 2+ 2¢,2 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde ye-
rine yazilarak, [m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi

{(2,2m+Kk,1),2+¢2+em+Kk,1),(2+ 2 (2 + 2e)m + k, 1),
(2+3¢(2+3e)m+k, 1)}
olarak elde edilir.
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e m,—a,=3 ve k, —b, =3 iken 3xe = —3¢ denklemini saglayan x degerleri
{3,3 + ¢, 3 + 2¢,3 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi

{(3,3m+ k1),3+¢(3+em+k,1),(3+ 25,3+ 2e)m +k, 1),
(3+3¢,(3+3e)m+k, 1)}
olarak elde edilir.

2.1.2 [m, 1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin arakesit noktasinin (1,y,z) tipinden olup olmaya-

cag arastirlacaktir.
[m, 1,k] = [m; + mye, 1,k; + kye],[a,1,b] = [a; +azg,1,b; + byg]
oldugu dikkate alinarak,
(1,y,z) € [m1,k] & y=m+zk
ve
(1,y,z) € [a,1,b] ©& y=a+7zb

ifadelerinden elde edilen y = m + zk ve y = a + zb esitlikleri taraf tarafa ¢ikarildigin-
da,

0 =(m,; —ay)e+z(k, —by)e (4.5)

esitligi elde edilir. m, — a, ve K, — b, nin alabilecegi degerlere gore (4.5) denklemi ve

varsa ¢ozlimleri Cizelge 4.7. de verilmistir.
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Cizelge 4.7. m, — a, ve k, — b, nin alacagi degerlere gore (4.5) denklemin halleri

varsa ¢ozimler

my.a,
0 1 2 3
k,.b,
[m, 1,k] = [a, 1, b] Denklem: Denklem: Denklem:
(Dogrular farkh e=0 2¢=0 3e=0
degildir.) olur ve olur ve olur ve
0 ¢6zUm yoktur. ¢6zUm yoktur. ¢Ozim yoktur.
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
ze=0 ze = —¢ z€ = 2¢& ZE =&
Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
1 z=0 ¢6zim yoktur. z=2 ¢Ozim yoktur.
Z=c¢ z=2+¢
z = 2¢ z=2+42¢
z = 3¢ z=2+43¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2ze =0 2ze = —¢ 2z = 2¢ 2ze =¢
Coziimleri: olur ve olur ve olur ve
2 z=0, z=2 ¢6zUm yoktur. ¢6zUm yoktur. ¢6zUm yoktur.
z=¢ z=2+¢
z=2¢& z=2+2¢
z=3 z=2+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
3ze =0 3ze = —¢ 3ze = 2¢ 3ze=¢
Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
3 z=0 ¢6zUm yoktur. z=2 ¢Ozim yoktur.
Z=c¢ z=2+4c¢
z = 2¢ z=2+42¢
z = 3¢ z=2+ 3¢

Yukaridaki ¢izelgede (4.5.) denkleminin ¢6ziimiiniin olmadigi ve oldugu durumlar agik-
¢a belirtilmis ve ¢6ziimiin var olmasi durumunda miimkiin biitiin ¢6ziimler verilmistir.
Tabloda ¢6ziimlerin var oldugu haller icin bulunan z degerlerine gore [m,1,k] ve
[a, 1, b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmustur:

e m,—a,=0 ve k,—b,=1 iken ze =0 denklemini saglayan z degerleri

{0, &, 2¢, 3€} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zKk esitliginde yerine yazilarak,
[m, 1,Kk] ve [a, 1, b] dogrularinin (1,y, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,m,0), (1, m + ke, €), (1, m + 2Kke, 2¢), (1, m + 3ke, 3¢)}

olarak elde edilir.
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e my,—a,=0 ve k,—b,=2 iken 2ze =0 denklemini saglayan z degerleri
{0, ¢ 2¢,3¢,2,2 + €,2 + 2¢, 2 + 3g} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esit-
liginde yerine yazilarak, [m, 1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularimin (1,y,z) tipinden arakesit

noktalarinin kiimesi

{(1,m,0), (1, m + ke, €), (1, m + 2Kke, 2¢), (1, m + 3ke, 3¢), (1, m + 2k, 2),
Am+2+ek2+¢), (1, m+ (2+2¢)k, 2+ 2¢), (1, m+ (2 + 3e)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=0 ve k,—b,=3 iken 3ze =0 denklemini saglayan z degerleri

{0, &, 2¢,3e} oldugundan z in bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine yazilarak,

[m, 1,Kk] ve [a, 1, b] dogrularinin (1,y, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{(1,m,0), (1, m + kg, €), (1, m + 2Kke, 2¢), (1, m + 3ke, 3¢)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=2vek,—b, =1 iken ze = 2¢& denklemini saglayan z degerleri {2,2 +

€, 2 + 2¢,2 + 3g} oldugundan z in bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine yazi-

larak, [m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{(1,m+2k,2),(1,m+ (2+ ek, 2+¢),(1,m+ (2 + 2¢)k, 2 + 2¢),
(1L, m+ (24 3¢)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=2 ve k,—b, =3 iken 3ze = 2¢ denklemini saglayan z degerleri

{2,2 +¢,2 + 2¢,2 + 3g} oldugundan z in bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi
{(L,m+ 2k 2),(A,m+ 2 +¢ek2+¢),(1,m+ (2+ 2¢)k, 2 + 2¢),

(1, m+ (2 + 3¢)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.
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22.my—a; =0ve ki —by; =2
m; —a; =0, k; —b; = 2 oldugu g6z 6niine alinarak (4.3) den
m-—a=(m; —a;)+ (m, —a,)e
= (m, —a,)e
ve
k—b = (k; —by) + (k, —by)e
=2+ (k, —by)e

oldugu bulunur. Bundan sonraki inceleme arakesit noktasinin 3. ve 1. tipten olmasina

gore iki alt durumda yapilir.

2.2.1. Aym1 komsulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.
x,y,1) €[m,1,k]| & y=xm+Kk
ve
(x,y,1) €[a,1,b]ey=xa+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
0 =x(m—a)+ (k—Db) (4.6)
elde edilir.

Burada m —a = (m, —a,)e ve k—b = 2+ (k, — b,)e oldugundan (4.6) esitliginde

yerine yazilirsa;
O S (Xl + Xze)(mz - 32)8 + 2 + (kz - bz)a
= Xl(mz - az)s + 2 + (kz - bz)s

=2+ (x,(m; — a;) + k; — by)e
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elde edilir. 0 # 2 oldugundan bu son denklemin ¢6ziimu yoktur. Bu nedenle bu iki dog-

runun arakesiti (x,y, 1) tipinde olamaz.

2.2.2. Aym1 komgulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularimin arakesit noktasinin

(1,y, z) tipinde olup olmayacagi arastirilacaktir.
(1,y,z) € [m,1,k]| ® y=m+zk
ve
(1,y,z) €[a,1,b] & y=a+1zb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda
0=m-—a+z(k—Db)
= (m; —az)e = —z(2 + (kz — by)e) (4.7)

esitligi elde edilir. m, — a, ve k, — b, nin alabilecegi degerlere gore (4.7) denklemi ve

varsa ¢ozlimleri Cizelge 4.8. de verilmistir.
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Cizelge 4.8. m, — a, ve k, — b, nin alacagi degerlere gore (4.7) denkleminin halleri ve
varsa ¢ozimleri

kZ'bZ O 1 2 3
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2z=0 2z = ¢ 2z = 2¢ 2z = 3¢
O Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
z=0, ¢6zUm yoktur. zZ=¢ ¢Ozim yoktur.
z =2, z =3¢
z = 2¢, z=2+c¢
z=2+2¢ z=2+43¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—z2+¢&=0 —z(2+¢e) =¢ —z(2 +¢) =2¢ —z(2+¢) =3¢
1 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
z=0 ¢06zUm yoktur. z=2 ¢Ozim yoktur.
z = 2¢ Z=¢c
z=2+c¢ z = 3¢
z=2+ 3¢ z=2+42¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—z(2+28)=0| —z(2+2¢) =¢ —z(2+2&) =2 | —z(2+2¢) =3¢
2 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
z=0 ¢6zUm yoktur. zZ=¢c ¢Ozim yoktur.
z=2 z = 3¢
z = 2¢ z=2+c¢
z=2+42¢ z=2+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—2z(2+3e)=0| —z(2+3e)=¢| —-z(2+3e)=2¢e| —z(2+3¢) =3¢
3 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
z=0 ¢6zim yoktur z=2 ¢Ozim yoktur.
z = 2¢ zZ=¢
z=2+c¢ z =3¢
z=2+ 3¢ z=2+42¢

Yukaridaki ¢izelgede ¢6zimin var olmasi durumunda bulunan z degerlerine gore
[m, 1,k] ve [a,1,b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmus-
tur:

e my,—a,=0 ve k,—b,=0 iken 2z =0 denklemini saglayan z degerleri

{0, 2, 2¢,2 + 2¢} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine yazi-

larak, [m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,m,0), (1, m + 2k, 2), (1, m + 2Kke, 2¢), (1, m + (2 + 2¢)k, 2 + 2¢)}

olarak elde edilir.
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e m, —a, =0vek, —b, =1 iken —z(2 + ¢) = 0 denklemini saglayan z degerleri
{0,2¢, 2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,K] ve [a, 1,b] dogrularinin (1,y, z) tipinden arakesit noktalarinin

klimesi
{(1,m,0),(1,m + 2ke, 2¢), (1, m+ (2 + €)k, 2 + €), (1, m + (2 + 3¢)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=0vek, —b, =2 iken —z(2 + 2¢) = 0 denklemini saglayan z degerleri

{0,2,2¢,2 + 2¢} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine yazi-

larak, [m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,m,0), (1, m + 2Kk, 2), (1, m + 2Kke, 2¢), (1, m + (2 + 2¢)k, 2 + 2¢)}
olarak elde edilir.

e m, —a, =0vek, —b, =3 iken —z(2 + 3g) = 0 denklemini saglayan z degerleri

{0,2¢, 2+ ¢, 2+ 3¢} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

klimesi
{(1,m,0),(1,m + 2ke, 2¢), (1, m+ (2 + €)k, 2 + €), (1, m + (2 + 3¢)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=2 ve ky—b,=0 iken 2z = 2¢ denklemini saglayan z degerleri

{€3¢,2 + ¢ 2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi
{(1,m+ ke €),(1,m+ 3ke, 3¢), (I, m+ (2+ )k, 2+ ¢),(1,m+ (2 + 3¢)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=2vek, —b, =1 iken —z(2 + &) = 2¢ denklemini saglayan z degerleri

{2,¢, 3¢, 2 + 2€} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine yazi-

larak, [m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
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{(1,m + 2Kk, 2),(1,m + ke, €), (1, m + 3ke, 3¢), (1, m + (2 + 2e)k, 2 + 2¢)}

olarak elde edilir.

e m, —a, =2vek, —b, =2 iken —z(2 + 2¢g) = 2¢ denklemini saglayan z degerleri
{e,3¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,k]ve [a,1,b] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(1,m+ke€),(1,m+ 3ke, 3¢), (L, m+ (2+ )k, 2+ ¢€), (1, m+ (2 + 3¢)k, 2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e m, —a, =2vek, —b, = 3 iken —z(2 + 3¢) = 2¢ denklemini saglayan z degerleri

{2,¢,3¢,2 + 2€} oldugundan z nin bu degerleri y = m + zk esitliginde yerine yazi-

larak, [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin (1,y, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,m + ke, €), (1, m + 3ke, 3¢), (1, m + 2Kk, 2), (1, m + (2 + 2¢)k, 2 + 2¢)}
olarak elde edilir.
2.3. m; —a; = 2ve k; —b; = 0iken
m; —a; = 2Vve k; —b; = 0 oldugu (4.3) de kullanildiginda
m—a = (m; —a;) + (m; —az)e
=2+ (m,; —ay)e
ve
k—b = (k; —by) + (k, —by)e
= (kz —by)e

esitlikleri bulunur. Bundan sonraki inceleme arakesit noktasinin 3. ve 1. tipten olmasina

gore iki alt durumda yapilir.

2.3.1 Ayn1 komsulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olup olmayacag: aragtirilacaktir.
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x,y,1) €[m,1,k]| & y=xm+Kk
ve
(x,y,1) €[a,1,b]ey=xa+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda;
0 =x(2+ (m; —ay)e) + (k, —by)e
= X(2 + (m; — ay)e) = —(kz —by)e) (4.8)

esitligi elde edilir. m, — a, ve k, — b, ni alabilecegi degerlere gore (4.8) denklemi ve

varsa ¢ozlimleri Cizelge 4.9 da verilmistir.
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Cizelge 4.9. m, — a, ve k, — b, nin alacagi degerlere gore (4.8) denkleminin halleri ve

varsa ¢ozimleri

M;-a;
0 1 2 3
ky-b,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x=0 x2+&)=0 x(2+2)=0 x(2+3e)=0
Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
x=0, x=0, x=0, x =0,
x =2, x = 2¢, X =2, x = 2¢,
x = 2¢, x=2+¢, x = 2¢, x=2+g¢,
x=2+42¢ x =24 3¢ x =2+ 2¢ x =2+ 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x = —¢ x(2+¢&)=-¢ x(2+2e)=—-¢c | x(2+3&) =-¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢6zim yoktur.

¢6zUm yoktur.

¢Ozim yoktur.

¢6zUm yoktur.

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x = 2¢ x(2 +¢) =2¢ x(2+2&)=2¢ | x(2+3¢) =2¢
Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
X =g, X =2, X =g, X =2,
x = 3¢, X = g, x = 3¢, X =€,
x=2+¢, x = 3¢, x=2+c¢, x = 3¢,
x =2+ 3¢ x =2+ 2¢ x =2+ 3¢ x =2+ 2¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x =¢ x2+¢e)=¢ x(2+28)=c¢ x(2+3¢g)=c¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢6zim yoktur.

¢6zim yoktur.

¢6zUim yoktur.

¢6zim yoktur.

Yukaridaki ¢izelgede ¢6ziimiin var olmasit durumunda bulunan x degerlerine gore

[m, 1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmus-

tur:

e m, —a, =0vek, —b, = 0 iken 2x = 0 denklemini saglayan x degerleri {0, 2, 2¢,

2 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri

y = xm + k esitliginde yerine yazilarak,

[m, 1,Kk] ve [a, 1, b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{(0,k,1),(2,2m + k, 1), (25, 2me + k, 1), (2 + 25, (2 + 2¢)m + k, 1)}

olarak elde edilir.

o1




e m,—a,=0 ve k,—b,=2 iken 2x =2¢ denklemini saglayan x degerleri
{€,3¢,2 + ¢ 2 + 3¢ } oldugundan x nin bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularimin (x,y,1) tipinden arakesit noktalarinin

klimesi
{(e, me +k,1),(3¢,3me+Kk,1),2+¢2+e)m+Kk,1),(2+3¢,(2+3e)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

e my—a,=1 ve k, —b, =0 iken x(2 + ¢) = 0 denklemini saglayan x degerleri

{0,2¢,2 + ¢,2 4+ 3¢ } oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,Kk]ve [a, 1,b] dogrularmin (x,y,1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(0,k, 1), (2¢,2me +k,1),(2+ ¢ (2+em+k,1),(2+ 3¢,(2+3e)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=1vek, —b, =2 iken x(2 + &) = 2& denklemini saglayan x degerleri

{2,¢, 3¢,2 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine yazila-

rak, [m,1,Kk] ve [a,1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(2,2m +k,1), (g me +k,1),(3¢,3me +k, 1), (2 + 2¢, (2 + 2e)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

e m, —a, =2vek,—b, =0 iken x(2+ 2¢) = 0 denklemini saglayan x degerleri

{0, 2, 2¢,2 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine yazila-

rak, [m,1,Kk] ve [a, 1, b] dogrularinin (X,y,1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(0,k1),(2,2m + k, 1), (2¢,2me +k, 1), (2 + 2¢, (2 + 2e)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

o m, —a, =2 ve k, —b, =2 iken x(2 + 2¢) = 2¢ denklemini saglayan x de-

gerleri {g,3¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a,1,b] dogrularmin (x,y,1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
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{(e me +k,1), 3¢,3me+Kk,1),2+¢2+e)m+k 1)(2+ 3¢, (2+3e)m+k, 1)}

olarak elde edilir.

e m,—a, =3Vvek,—b, =0 iken x(2 + 3¢) = 0 denklemini saglayan x degerleri
{0,2¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine
yazilarak, [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularimin (x,y,1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(0,k,1),(2¢,2me +k,1),(2+¢,(2+em+ Kk 1)(2+ 3¢, (2+3e)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

e m;, —a, =3Vvek, —b, =2 iken x(2 + 3¢) = 2¢ denklemini saglayan x degerleri

{2,¢, 3¢, 2 + 2€} oldugundan x in bu degerleri y = xm + Kk esitliginde yerine yazila-

rak, [m,1,k] ve [a, 1,b] doglrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(22m+k,1), (g, me +k,1),(35,3me + k, 1), (2 + 2¢, (2 + 2¢)m + k, 1)}
olarak elde edilir.

2.3.2 Aynm komgulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(1,y, z) tipinde olup olmayacagi arastirilacaktir.

(1,y,z) € [m,1,k] ® y=m+zk
ve

(1,y,z) €[a,1,b] & y=a+1zb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
(m—a)+z(k—b)=0

elde edilir. Burada m —a =2+ (m; —a;)e ve k—b = (k, —b,)e oldugundan

2+ (my, —az)e+z(k, —by)e=0

elde edilir. 2 # 0 oldugundan bu son denklemin ¢6ziimu yoktur. Bu nedenle bu iki dog-

runun arakesiti (1,y, z) tipinde olamaz.
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24.m; —a; = 2ve k;y —b; =2iken
m; —a; = 2Vve k; —b; = 2 oldugu (4.3) de kullanildiginda
m-—a=(m; —a;)+ (m, —a,)e
=2+ (m; —ay)e
ve
k—b = (k; —by) + (k, —by)e
=2+ (k, —by)e

esitlikleri bulunur. Bundan sonraki inceleme arakesit noktasinin 3. ve 1. tipten olmasina

gore iki alt durumda yapilir.

2.4.1. Aym1 komsulukta olan [m,1,k] ve [a,1,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.

x,y,1) €[m,1,k]| & y=xm+Kk
ve

(x,y,1) €[a1,b]ey=xa+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda;

0=x(m—a)+k—b
elde edilir. Bu durumda
x(2 + (m; — az)e) = 2 — (k; — by)e) (4.9)

esitligi elde edilir. m, — a, ve k, — b, nin alabilecegi degerlere gore (4.9) denklemi ve

varsa ¢ozlimleri Cizelge 4.10 da verilmistir.
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Cizelge 4.10. m, — a, ve k, — b, nin alacagi degerlere gore (4.9) denkleminin halleri

ve varsa ¢ozimleri

My-a;
0) 1 2 3
kz'bz
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x =2 x2+¢e)=2 x(2+2e)=2 x(2+3e)=2
O Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
x=1, ¢6zUm yoktur. x=1+4c¢, ¢Ozim yoktur.
x =3, x =1+ 3¢,
x =1+ 2¢, x=3+c¢,
x =3+ 2¢, x = 3+ 3¢,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x=2—¢ x2+e)=2—-€ x(2+2e)=2—-g x(2+3e)=2—¢
1 olur ve Coziimleri: olur ve Coziimleri:
¢Ozim yoktur. x =3, ¢Ozim yoktur. x =1,
x=1+¢, x =14+ 2¢,
x =1+ 3¢, x=3+c¢,
x =3+ 2¢ x = 3+ 3¢,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x=2+4+2¢ | x2+e)=2-2¢ x(2+2e)=2-2x(2+3e)=2-2
p) Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
x=1+g¢, ¢Ozim yoktur. x=1, ¢Ozim yoktur.
x =1+ 3¢, x =3,
x=3+g¢, x =14 2¢,
x =3+ 3¢ x =3+ 2¢,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2x=2+¢ x2+e)=2+¢ x(2+2e)=2+¢ x(2 + 3¢)
3 olur ve Coziimleri: olur ve =2+4+¢
¢Ozim yoktur. x =1, ¢Ozim yoktur. Coziamleri:
x =1+ 2¢, x =3,
x=3+¢, x =3+ 2¢,
x =3+ 3¢, x=1+¢g,
x =1+ 3¢,

Yukaridaki cizelgede ¢Oziimiin var olmasi durumunda bulunan x degerlerine gore

[m, 1,Kk] ve [a, 1, b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalar1 agagida bulunmustur:
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e m, —a, =0Vvek, —b, =0 iken 2x = 2 denklemini saglayan x degerleri {1,3,1 +

2g,3 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yerine yazilarak,

[m, 1,k] ve [a, 1, b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,m+k,1),33m+Kk,1),(1+2¢(1+2e)m+Kk,1),(3+2¢(3+2e)m+Kk, 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=0 ve k, —b, =2 iken 2x = 2 4+ 2¢ denklemini saglayan x degerleri

{14+¢1+3¢3+¢ 3+ 3¢}oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde
yerine yazilarak, [m,1,k] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktala-

rinin klimesi
{A+e0+em+k 1),(1+3¢,(1+3e)m+k,1),(3+¢(3+e)m +k, 1),
(3+3¢,(3+3e)m+k, 1)}
olarak elde edilir.

e m, —a,=1vek, —b, =1 iken x(2 + €) = 2 — € denklemini saglayan x degerleri

{3,1+¢,1+ 3¢,3 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{33m+Kk,1),(1+¢(1+e)m+Kk,1),(1+ 3¢ (1+3e)m + Kk, 1),
(3+2¢(3+2e)m+k 1)}
olarak elde edilir.

e m, —a, =1vek, —b, =3 iken x(2 + &) = 2 + € denklemini saglayan x degerleri

{1,1 + 2¢,3 + ¢,3 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
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{(m+k1),(1+2¢(1+2e)m+k,1),3+¢(3+e)m+k 1),
(3+3¢,(3+3s)m + k, 1)}

olarak elde edilir.

e m,—a, =2 ve Kk, —b, =0 iken x(2 + 2¢) = 2 denklemini saglayan x degerleri

{1+¢ 1+ 3¢,3+ ¢ 3+ 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde
yerine yazilarak, [m,1,k] ve [a, 1, b] dogrularmin (x,y, 1) tipinden arakesit noktala-

rinin KUmesi
{+1+em+Kk,1),(1+35,(1+3e)hm+k 1),(3+¢ (3+e)m +k, 1),
(3+3¢,(3+3e)m +k, 1)}
olarak elde edilir.

e m,—a,=2vek, —b, =2 iken x(2 + 2¢) = 2 + 2¢ denklemini saglayan x deger-

leri {1,3,1 + 2¢,3 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde yeri-
ne yazilarak, [m,1,k] ve [a, 1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(,m+k,1),(33m+Kk,1),(1+2¢(1+2e)m+k,1),(3+ 2¢,(3+2¢)m+k, 1)}
olarak elde edilir

e m, —a, =3vek,—b, =1 iken x(2 + 3¢) = 2 — € denklemini saglayan x deger-

leri {1,1 + 2¢,3 + ¢, 3 + 3¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde
yerine yazilarak, [m, 1,k] ve [a,1,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktala-

rinin KUmesi
{(,m+Kk1),(1+2¢(1+2e)m+ Kk 1),(3+¢ (3+¢)m+Kk),
(3+3¢,(3+3e)m +k, 1)}
olarak elde edilir.

o m, —a, =3 ve k, —b, =3 iken x(2 + 3¢) = 2 + ¢ denklemini saglayan x

degerleri {3,1 + ¢€,1 + 3¢,3 + 2¢} oldugundan x in bu degerleri y = xm + k esitliginde
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yerine yazilarak, [m,1,Kk] ve [a, 1,b] dogrularmin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin klimesi
{(33m+k,1),(1+¢(1+em+k 1), (1+ 3¢ (1+3e)m + k),
(3+2¢,(3+2e)m+Kk, 1)}
olarak elde edilir.

2.4.2 Ayni komsulukta olan [m, 1, k] ve [a, 1, b] dogrularinin arakesit noktasinin (1,y, z)

tipinde olup olmayacagi arastirilacaktir.
(1,y,z) € [m,1,k]| ® y=m+zk
ve
(1,y,z) €[a,1,b] & y=a+zb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
(m—a)+z(k—b)=0

elde edilir m—a =2+ (m, —a,)e ve k—b =2+ (k, —b,)e oldugundan son
esitlikten

2+ (m, —az)e+z(2+ (k; —by)e) =0

elde edilir. Bu durumda 2 # 0 oldugundan bu son denklemin ¢6ziimii yoktur. Yani bu

iki dogrunun arakesiti (1,y,z) tipinden bir nokta olamaz.
Son olarak bu kisim iki 6rnek verilerek tamamlanacaktir.

Ornek 2.421.m; =0,a;, =2 ve m, =2,a,=2,k; =0,b; =2,k, =2, b, =2
olmak Gzerem; —a; =2,k; —b; =2, my; —a, =0, k, —b, =0dir.Yanim —a ve
k — b elemanlarinin ikisi de I nin eleman1 olurlar ve bu nedenle dogrular ayni1 komsu-
luktadir. Bu durumda [2¢, 1,2¢] ve [2 + 2¢, 1, 2 + 2¢] dogrularinin arakesit noktalarinin

neler oldugunu tiplerine gore ayri ayr1 bulunacaktir.

x,y,1) € [2¢,1,2¢] = y = 2xe + 2¢
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xy,1)€E [2+4+261,24+2e] =y =x(2+2¢)+ 2+ 2¢
esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda
0=2xe+2e—2x—2xe —2—2¢

olup ve buradan
0=2x+2

= 2x =2

= 2(x1 +x28) =2

= 2Xq + 2Xe =2

bulunur. Bu denklemi saglayan x in alacagi degerler {1,3,1 + 2¢,3 + 2¢} oldugundan
(ki bu Cizelge 4.10 da m, — a, = 0, k, — b, = 0 durumunda elde edilen ¢6zimddr.) x
in bu degerleri y = 2xe + 2¢ denkleminde yerine yazilarak séz konusu dogrularin 3.

tipten arakesit noktalarmin (1,0,1), (3,0,1), (1 + 2¢,0,1), (3 + 2¢,0,1) oldugu bulunur.
(1,y,2) € [2¢,1,2e] = y = 2e + 2z¢
(Ly,z) € [24+ 261,24+ 2e] =y =2+ 2¢) +z(2 + 2¢)
olup bulunan esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda
2e +2z2e—2—2e—2z2—272e =0
olup, buradan
—2-2z=0
esitligi bulunur. z € T oldugundan bu durumda ¢6ziim olmadig: asikardir.

Ornek2.422.m; =2,a;,=2ve my=3,a,=1,k; =1,b; =1,k, =3, b, =1

olmak Gzerem; —a; =0,k; —b; =0, m, —a, =2, k, —b, = 2dir.Yanim —a ve
k — b elemanlarinin ikisi de I nin elemani oldugundan bu dogrular ayn1 komsuluktadir-
lar. Budurumda [2 + 3¢,1,1 + 3¢] ve [2 + ¢, 1,1 + €] dogrularinin arakesit noktalarini

bulalim.
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x,y,1)€[2+3¢,1,1+3¢] @y =x(2+3e)+1+ 3¢
xyDEeE2+gll+eleoy=x2+e)+1+¢

esitlikleri taraf tarafa ¢ikarildiginda
0 = 2xe + 2¢

= 0 = 2e(x; + Xx,€) + 2¢

= 0 = 2x,e + 2¢

= 0=2x; +2

= 2X; = 2

bulunur. Bu denklemi saglayan x; degerleri {1,3} olup x, € Z, olmak iizere x degerle-
rinin {1,14+¢,1+ 2¢,1+ 3¢,3,3+ ¢, 3 + 2¢,3 + 3¢} oldugu bulunur. Bu degerler Ci-
zelge 4.6 da verilen degerlerle aynidir. x in bu degerleri y = x(2 + €) + 1 + € denkle-

minde yerine yazilarak alinan iki dogrunun arakesit noktalarinin
(1,3+2¢1),(331),(1+¢3,1),(1 + 263+ 2¢,1),(1+ 3¢,3,1),
(3+¢&3+2¢1),(3+2¢31),(3+3¢,3+2¢1)
oldugu bulunur.
(1,y,z) €[2+4+3¢,1,1+3¢] &y =2e+ 2z¢
(Ly,z)€E2+e11+e]leoy=2+2e+2z(2+ 2¢)

esitlikleri taraf tarafa ¢ikarildiginda 2ze + 2e = 0 denklemini saglayan z degeri olmadi-

gindan, bu iki dogrunun arakesit noktasi (1, y, z) tipinde olamaz.

4.3.2.2. Birinci tipten dogrularimin arakesitleri

Birinci tipten verilen keyfi [1,n,p] ve [1,a,b] dogrulart ig¢in, n,a € I oldugundan

n—a € I olurvebunedenle

[1,n,p] ~[1,a,b] & p—b €I
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oldugu elde edilir. Ayn1 komsulukta olmayan dogrularin PK2 geregi arakesit noktalari-
nin bir tek oldugu gosterilmelidir. Bu nedenle asagida [1, n, p] ve [1,a, b] dogrularinin
arakesitleri bu dogrularin ayni komsulukta olup olmamalarina gore ayri ayri incelene-

cektir.
4.3.2.2.1[1,n,p] ve [1,a,b] dogrular1 farkli komsulukta ise p —b & [ olmalidir.

4.3.2.2.1.1. Farkli komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olup olmayacag: aragtirilacaktir.
x,y,1) €[1,n,p] >x=yn+p
Ve
(x,y,1) €[1,a,b]=x=ya+Db
olup, bulunan esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
y(n—a) = —(p—b)

denklemi elde edilir. n — a € I oldugundan esitligin sol tarafi I nin elemanidir. Dogrular
ayni komsulukta olmadigindan p —b € I dir ki bu son esitligin sag tarafinin I da ol-
madigini gosterir. Bu nedenle y(n —a) = —(p — b) denkleminin ¢éziimi yoktur. Bu
[1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin 3. tipten bir arakesit noktalarinin olmayacagi anlamina

gelir.

4.3.2.2.1.2.Farkli komsulukta olan [1,n,p] ve [1,a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(w,1,z) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.
(w,1,z) € [1,n,p] > w=n+2zp
ve
(w,1,z) €[1,ab]>w=a+7zb
olup, bulunan esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

z(p—b) = —(n—a)
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esitligi elde edilir. p — b, I nin eleman1 olmadigindan p — b nin bir tek tersi vardir. Son

esitlik sagdan p — b elemaninin tersi ile ¢arpildiginda
z=—-(mn-a)(p-b™
oldugu elde edilir. Bulunan bu z degeri w = n + zp esitliginde yerine yazilarak,
w,1L,z)=(@m+(-(n-a)(p-b)"p,1, —(n—a)(p—-b)™)

oldugu gorulir. Yani farkli komsuluklardaki [1, n, p] ve [1,a, b] dogrularinin tek arakesit

noktas1 bulunan bir noktadir.

4.3.2.2.2. [1,n,p] ve [1,a,b] dogrular1 ayn1 komsulukta ise 1. tip dogru tanimi geregi
n—a=n; —a; +(n, —a,)e €1 dir. Bu nedenle n; —a, i¢in iki durum sdz konusu-

dur:n; —a; =0yadan; —a; = 2.

[1,n,p]~[1,a,b] olmasi igin n — a € I olmasi yeterli degildir, ayn1 zamanda p —b € I

olmalidir.

olacagindan [1,n,p]~[1,a,b] olmasi ancak n; —a; ve p; —b; nin 0 ya da 2 olmasi
durumlarinda miimkiindiir. Bu nedenle inceleme asagida belirtilen dort durum g6z Onu-

ne aliarak yapilacaktir.
n,—a; =0vep; —b; =0
n,—a; =0vep; —b; =2
n,—a;=2vep; —b; =0
n,—a; =2vep; —b; =2

olmas1 gerektigi elde edilir.
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43.2221.n; —a; = 0vep; —b; = 0olsun.
Bu durumda

n—a=(n; —ay)+ (n; —az)e = (n; —ay)e
ve

p—b=(p1 —by) + (pz —bz)e = (p, — by)e

olur. Inceleme [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt

durumda yapilir.

4.3.2.2.2.1.1 Aym komsulukta olan [1,n,p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olmasi durumunu arastiralim.
xy,1)E[l,nple=x=yn+p
ve
xy,1) €[l,abl]ex=ya+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
y((n, —az)e) = —(p; — by)e (4.10)

esitligi elde edilir. n, — a, ve p, — b, nin alabilecegi degerlere gore (4.10) denklemi ve

varsa ¢ozimleri Cizelge 4.11 de verilmistir.
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Cizelge 4.11.n, — a, ve p, — b, nin alacagi degerlere gore (4.10) denklemin halleri ve
varsa ¢ozumleri

N;-az

p2-b,

[1,n,p] =[1,a,b]
(Dogrular farkli

Denklem:
—£=0
olur ve

Denklem:
2e=0
olur ve

Denklem:
e=0
olur ve

y=¢ y=2+2¢,
y=2ey=2+3¢

y=1+¢y=3+3¢
y=1+2¢y=1+3¢,

degildir.) ¢Ozlm yoktur. ¢Ozlim yoktur. ¢Ozlim yoktur.
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
ye=0 ye=—¢ ye = 2¢ yE=¢&
Cozimleri: Cozumleri: Cozimleri: Coziimleri:
1 y =0, y=3, y =2, y=1,
y =¢, y=3+¢ y=2+g¢, y=1+g¢,
y = 2¢, y=3+2¢ y=2+2s y=1+2¢,
y = 3¢ y=3+3¢ y=2+3 y=1+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2ye=0 2ye = 3¢ 2ye = 2¢ 2ye=¢
Cozamleri: olur ve Cozamleri: olur ve
y=0, y=3¢ ¢6ziim yoktur. y=1 y=3+& | c5ziim yoktur.
y=2, y=2+g, y =23, y =3+ 2¢,

Denklem:
3ye=0
Cozamleri:
y=0,

Denklem:
3ye =—¢
Cozamleri:
y=1
y=1+g¢,
y=1+2¢,
y =1+ 3¢,

Denklem:
3ye = 2¢
Cozamleri:
y=2,
y=2+c¢,
y=2+2¢
y =2+ 3¢,

Denklem:
3ye=¢
Cozamleri:
y=3,
y=3+c¢,
y =3+ 2¢
y =3+ 3¢,

Yukaridaki ¢izelgede ¢oziimiin var olmasi durumunda bulunan y degerlerine gore

[1,n,p] ve [1,a,b] dogrularmin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmus-

tur:

e p,—b,=0 ve n,—a, =1

iken ye =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, &, 2¢, 3€} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine yazilarak,

[1,n,p] ve [1, a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(p,0,1), (ne + p,&, 1), 2ne + p, 2¢,1), (3ne + p, 3¢, 1)}

olarak elde edilir.
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e p—b,=0 ve n,—a, =2 iken 2ye =0 denklemini saglayan y degerleri
{0,2,¢,2¢, 35,2 + €2+ 2¢,2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x=yn+p
esitliginde yerine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (X,y, 1) tipinden arake-

sit noktalarinin kiimesi

{(p,0,1),(2n+p,2,1),(ne+p,¢,1),(2ne + p,2¢,1),(3ne+ p,3¢,1), ((2+ e)n +
p,.2+¢1),((2+2e)n+p,2+2¢1),((2+3¢)n+p,2 + 3¢, 1)}

olarak elde edilir.

e p—b,=0 ve n,—a, =3 iken 3ye =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, €, 2¢, 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine yazilarak,

[1,n,p] ve [1, a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(p,0,1), (ne + p,&,1),(2ne + p, 2¢,1), (3ne + p, 3¢, 1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=1ven,—a, =1 iken ye = —¢ denklemini saglayan y degerleri {3,3 +

€, 3 + 2¢,3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine ya-
zilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularmin (x,y,1) tipinden arakesit noktalarinin K-

mesi
{B3n+p,3D,(B+en+p, (3+¢),1),((3+2e)n+p,(3 +2¢),1),
((3+3e)n +p, (3 + 3¢),1)}
olarak elde edilir.

e p—b,=1 ve n,—a, =3 iken 3ye = —¢ denklemini saglayan y degerleri

{1,1+¢,1+ 2¢,1 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde ye-
rine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi
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{(n+p,1,1), ((1 +e)n+p,(1+¢), 1), ((1 + 2e)n + p, (1 + 2¢), 1),
((1+3e)n+p, (1 + 3¢),1)}
olarak elde edilir.

e p,—b, =2 ven,—a, =1 iken ye = 2¢ denklemini saglayan y degerleri {2,2 +

€ 2+ 2¢,2 + 3e}oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine ya-
zilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularmin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalariin Ku-

mesi
{2n+p,2D),(2+en+p,(2+¢),1),((2+2e)n+p, (2 + 2¢),1),
(2 +3e)n +p, (2 +3¢),1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=2 ve n,—a, =2 iken 2ye = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{1,3,1+¢1+ 26,1+ 3¢,3+¢3+ 2¢ 3 + 3e}oldugundan y nin bu degerleri
X = yn + p esitliginde yerine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a, b] dogrularinin (x,y, 1) ti-

pinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(n+p,1,1),(3n +p,3,1), ((1 +e)n+p,(1+¢), 1),
((1+2e)n+p,(1+2¢),1),((1+3e)n+p, 1+ 3¢,1),
(B+en+p3+¢1),(3+2e)n+p,3+2¢1),((3+3e)n+p,3+ 3¢ 1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=2 ve n,—a, =3 iken 3ye = 2edenklemini saglayan y degerleri

{2,2 +¢,2 + 2¢,2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde ye-
rine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi
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{2n+p,2D),(2+en+p,(2+¢),1),((2+2e)n+p, (2 + 2¢),1),
(2+3e)n+p, (2 + 3¢),1)}
olarak elde edilir.

o p—b,=3 ve n,—a, =1 iken ye = ¢ denklemini saglayan y degerleri

{1,14+¢,1+ 2¢,1 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

Si
{(n+p,1,1), ((1 +e)n+p,(1+¢), 1), ((1 + 2e)n + p, (1 + 2¢), 1),
((1+3e)n+p, (1 + 3¢),1)}
olarak elde edilir.

e p,—b, =3 ven,—a, =3 iken 3ye = ¢ denklemini saglayan y degerleri {3,3 +

€, 3+ 2¢,3 + 3e}oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine ya-
zilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularimin(x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

Si
{B3n+p,3D,(B+en+p (3+¢),1),((3+2e)n+p,(3 +2¢),1),
((3+3e)n+p, (3 + 3¢),1)}
olarak elde edilir.

4.3.2.2.2.1.2 Ayn1 komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(w, 1, z) tipinde olmas1 durumu arastirilacaktir.

(w,1,z) € [1,n,p] ®w=n+7zp
ve

(w,1,z) €[1,ab] ®w=a+1zb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

Z((pz - bz)?—) = —(n; —ay)e (4.11)
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esitligi elde edilir. p, — b, ve n, — a, nin alabilecegi degerlere gore bu denklemin du-

rumunu incelemek i¢in agsagidaki gibi bir ¢izelge hazirlanir.

Cizelge 4.12. n, — a, ve p, — b, nin alacagi degerlere gore (4.11) denklemin halleri ve
varsa ¢ozimleri

¢6zim yoktur.

¢6zUm yoktur.

¢c6zim yoktur.

p2-b,
0 1 2 3
Ny-a;
[1,n,p] = [1,a,b] Denklem: Denklem: Denklem:
(Dogrular farkli | ze =0 2ze =0 3ze =0
degildir.) Coziimleri: Cozimleri: Cozimleri:
O z=0, z=0 z=2 z=0,
Z =€, z=¢ z=2+¢ zZ=¢g,
z = 2§, z=12&2z=2+2¢ z = 2§,
z =3¢ z=3ez=2+ 3¢ z = 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—&=0 ze+e=0 2z = 3¢ 3ze = 3¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢c6zim yoktur.

¢6zim yoktur.

¢6zUm yoktur.

¢c6zim yoktur.

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:

2e=0 zE = 2¢ 2ze = 2¢ 3ze = 2¢

2 olur ve Coziimleri: olur ve Coziimleri:
zZ = 2, zZ = 2;

I = TR =2+4+c¢
ozlim yoktur. z=2+g¢, oztim yoktur. z )
¢ y z=2+ 2¢, ¢ y z=2+ 2¢,

z=2+3 z=2+4+ 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—3e=0 ZE=E& 2Zze =¢ 3ze =¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢c6zim yoktur.

Yukaridaki ¢izelgede ¢Ozlimiin var olmasi durumunda bulunan z degerlerine gore
[1,n,p] ve [1,a,b] dogrulariin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalar1 agagida bulunmustur:
saglayan z degerleri

e p,—b,=1 ve n,—a,=0 iken ze=0 denklemini

{0, €, 2¢, 3¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine yazilarak,
[1,n,p] ve [1, a,b] dogrularinin (w, 1, z) tipinden arakesit noktalarnin kiimesi
{(n,1,0),(n + pe, 1,¢), (n + 2ps, 1,2¢), (n + 3ps, 1,3¢€)}
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olarak elde edilir.

e p,—b, =1 ve n, —a, =2 iken ze = 2¢ denklemini saglayan z degerleri {2,2 +
€ 2+ 2¢,2 + 3e}oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine ya-
zilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularimin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalarinin K-

mesi
{(n+2p,1,2),(n+ (2+¢p,1,(2+¢)),(n+ (2 + 2¢)p, 1,2 + 2¢),
(n+ (2+3¢)p, 1,2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e p—b,=2 ve n,—a, =0 iken 2ze =0 denklemini saglayan z degerleri

{0,2,¢€,2¢,3¢,2 + €2 + 2¢,2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri w =n+ zp
lesitliginde yerine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (w, 1,z) tipinden ara-

kesit noktalarinin ~ kiimesi,
{(n,1,0), (n + 2p,1,2), (n + pg, 1,¢), (n + 2pg, 1,2¢), (n + 3pg, 1,3¢),
m+@Q2+ep,1,2+¢),(n+ (2+2¢)p, 1,2+ 2¢),(n+ (2 + 3¢)p, 1, (2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e p—b,=3 ve n,—a, =0 iken 3ze =0 denklemini saglayan z degerleri

{0, &, 2¢, 3¢, } oldugundan z nin bu degerleri w =n + zp esitliginde yerine yazila-

rak, [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin (w, 1, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(n,1,0),(n + pg, 1,¢), (n + 2pg, 1,2¢), (n + 3psg, 1,3¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=3ven,—a,=2 iken 3ze+ 2e = 0 denklemini saglayan z degerleri

{2,2 + &2+ 2¢,2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde ye-
rine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrulariin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi,

{(n+2p,1,2),(n+ (2+¢)p,1,2+¢),(n+ (2 + 2¢)p, 1,2 + 2¢),
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(n+ (2+3¢)p, 1,2+ 3¢)}
olarak elde edilir
4.3.22.2.2.n; —a; = 0vep; —b; = 2o0lsun.
Bu durumda
n—a=(n; —a;)+ M, —ay)e=(n, —ay)e
ve
p—b=(p;—=by)+(pz—Dbz)e=2+(p,—by)e

olur. inceleme [1,n, p] Ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt du-

rumda yapilir.

4.3.2.2.2.2.1. Ayn1 komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olmas1 durumu arastirilacaktir.

x,y,1) €[l,npl] ®x=yn+p
ve

x,y,1) €[l,abl]ex=ya+b

olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilip n —a = (n, —az)eve p—b =2+ (p, —by)e

oldugu kullanilirsa

y((nz —az)e) =2 — (p, —by)e

esitligi elde edilir. Bu durumda 0 # 2 oldugundan ¢6ziim yoktur ve dolayisiyla bu iki

dogrunun (x,y, 1) tipinde bir arakesit noktasi olamaz.

4.3.2.2.2.2.2. Ayn komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(w, 1, z) tipinde olmas1 durumu arastirilacaktir.
(w,1,z) € [1,n,p] ®w=n+7zp

(w,1,z) € [1l,a,b] ®w=a+7zb
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olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikaritlip n —a = (n, —a,)e ve p—b =2+ (p, —by)e
oldugu kullanilirsa

z(2 + (p2 —by)e) = —(np —ay)e (4.12)

esitligi elde edilir. p, — b, ve n, — a, nin alabilecegi degerlere gore (4.12) denkleminin

durumunu incelemek icin agagidaki ¢izelge kullanilacaktir.

Cizelge 4.13. n, —a, ve p, — b, nin alacagi degerlere gore (4.12) denklemin halleri
ve varsa ¢ozimleri

¢6zUm yoktur.

¢Ozim yoktur.

¢6zUm yoktur.

N;-a;
0 1 2 3
N-a;

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2z=0 z(2+€&)=0 z(2+2e)=0 z(2+3e)=0

Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:

o z=0, z=0, z=0, z=0,

z =2, z = 2¢, z =2, z = 2¢,
z = 2¢, z=2+g¢, z = 2¢, z=2+¢,
z =2+ 2¢ z=2+4 3¢ zZ =24+ 2¢ z =2+ 3¢

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:

2z = —¢ z(2+¢&)=—¢ z(2+2¢) = —¢ z(2+3¢e) = —¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢6zUm yoktur.

3

¢6zUm yoktur.

¢6zlim yoktur.

¢6zUm yoktur.

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2z = 2¢ z(2+ &) =2¢ z(2 + 2¢) = 2¢ z(2 + 3¢) = 2¢
2 Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:

zZ=¢€ z=2, zZ =g, z=2,

z = 3¢ zZ =g, z = 3¢, Z =E€,
z=2+g¢, z = 3¢, z=2+g¢, z = 3¢,
z=2+ 3¢ z=2+2¢ z =2+ 3¢, z=2+2¢

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:

2z =3¢ z(2 +¢&) =3¢ z(2 + 2¢) = 3¢ z(2 + 3¢) = 3¢

olur ve olur ve olur ve olur ve

¢6zlim yoktur.

Yukaridaki c¢izelgede ¢oOziimiin var olmasi

durumunda bulunan z degerlerine gore

[1,n, p] ve [1, a,b] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmustur:
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e pp—b,=0 ve n,—a,=0 iken 2z =0 denklemini saglayan z degerleri
{0, 2, 2¢,2 + 2¢€} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine yazi-
larak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalarinin kiime-
s,

{(n,1,0),(n + 2p, 1,2), (n + 2pg, 1,2¢), (n + (2 + 2¢)p, 1,2 + 2¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=0vVve n, —a, =2 iken 2z = 2¢ denklemini saglayan z degerleri {g, 3¢,

2 + &,2 + 3g} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine yazila-

rak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(n+¢ep,1,e),(n+3pg, 1,3e),(n+ (2+¢e)p, 1,2+ ¢),(n+ (2 + 3¢)p, 1,2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=1 ve n,—a, =0 iken z(2+¢) = 0 denklemini saglayan z degerleri

{0,2¢, 2+ ¢, 2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p]ve [1,a,b] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin

klimesi
{(n,1,0),(n+ 2pg, 1,2¢), (n+ 2+ &)p, 1,2 + €),(n + (2 + 3¢)p, 1,2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=1ve n, —a, =2 iken z(2 + €) = 2& denklemini saglayan z degerleri

{2, ¢, 3¢, 2 + 2¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine yazi-
larak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularimin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

Si
{(n+2p,1,2),(n+ pe,1,¢),(n + 3pg, 1,3¢), (n + (2 + 2¢)p, 1,2 + 2¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=2 ve n, —a, =0 iken z(2 + 2¢) = 0 denklemini saglayan z degerleri

{0, 2, 2¢, 2 + 2¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine yazi-
larak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularmin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

Si
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{(n,1,0),(n + 2p,1,2), (n + 2psg, 1,2¢),(n + (2 + 2¢)p, 1,2 + 2¢)}

olarak elde edilir.

e p,—b,=2ven,—a, =2 iken z(2 + 2¢) = 2¢ denklemini saglayan z degerleri
{e,3¢, 2+ ¢,2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b]dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(n+pe1,e),(n+3pg, 1,3e),(n+ (2+¢e)p, 1,2 +¢),(n+ (2 + 3¢)p, 1,2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b, =3 ve n,—a, =0 iken z(2 + 3¢) = 0 denklemini saglayan z degerleri

{0,2¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi
{(n,1,0),(n + 2pg, 1,2¢),(n + (2 + €)p, 1,2 + &), (n + (2 + 3¢)p, 1,2 + 3¢)}
olarak elde edilir.

e p,—b, =3 ven,—a, =2 iken z(2 + 3¢) = 2¢ denklemini saglayan z degerleri

{2,¢,3¢,2 + 2¢} oldugundan z nin bu degerleri w = n + zp esitliginde yerine yazi-

larak, [1,n,p] ve [1,a, b] dogrularinin (w, 1, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(n+2p,1,2)(n + pg, 1,€), (n + 3pg, 1,3¢), (n + (2 + 2¢)p, 1,2 + 2¢)}
olarak elde edilir.
43.22.23.n; —a; = 2vep; —b; =0o0lsun.
Bu durumda
n—a=(n;—a;)+(n,—ay)e=2+(n, —a,)e
ve

p—b=(p; —by) + (pz —by)e = (p, — by)e
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olur. Inceleme [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt

durumda yapilir.

4.3.2.2.2.3.1. Ayn1 komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olmasi durumu arastirilacaktir.
x,y,1) €[l,nple=x=yn+p
ve
(x,y,1) €[l,abl]ex=ya+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
yin—a)+(p—-b)=0
elde edilir. Burada n—a =2+ (n, —ay)e ve p—b = (p, — by)e oldugundan
y(2 + (n; —az)e) = —(p2 — by)e (4.13)

denklemi elde edilir. p, — b, ve n, — a, nin alabilecegi degerlere gore (4.13) denkle-

minin durumunu incelemek i¢in asagidaki ¢izelge kullanilacaktir.
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Cizelge 4.14. n, — a, ve p, — b, nin alacagi degerlere gore (4.13) denkleminin halleri
ve varsa ¢ozimleri

Ny-a;
0 1 2 3
Ny-a;
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2y=0 2y = —¢ 2y = 2¢ 2y =¢
O Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
y=0, ¢Ozlm yoktur. y =g, ¢6zUm yoktur.
y= 2, y = 3¢,
y = 2¢, y=2+g¢,
y=2+2¢ y=2+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y2+e)=0 y2+¢)=—-¢ y(2+¢g) =2¢ y2+¢e)=¢
1 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
y=0, ¢6zlm yoktur. y =2, ¢Ozim yoktur.
y = 2¢, y =g,
y=2+g¢, y = 3¢,
y=2+3¢ y=2+2¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+2e)=0 | y(2+2¢) =—¢ y(2 +2¢) = 2¢ y2+28) =c¢
2 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
y=0, ¢6zUm yoktur. y =g, ¢Ozim yoktur.
y=2, y =3¢,
y = 2¢, y=2+g¢,
y =2+ 2¢, y =2+ 3¢,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+3e) =0 | y(2+3¢) =—¢ y(2+3e)=2e| y2+2e)=c¢
3 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
y=0, ¢ozim yoktur. y =2, ¢Ozim yoktur.
y = 2¢, y =g,
y=2+g¢, y = 3¢,
y =2+ 3¢, y=2+12¢

Yukaridaki c¢izelgede ¢Oziimiin var olmast durumunda bulunan y degerlerine gore
[1,n,p] ve [1,a,b] dogrularmin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmustur:

e p,—b,=0ven,—a,=0iken 2y = 0 denklemini saglayan y degerleri {0, 2, 2¢,

2 + 2¢}oldugundan y nin bu degerleri x =yn+p esitliginde yerine yazilarak,
[1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarmnin kiimesi
{(p,0,1),(2n+p,2,1),(2ne + p,2¢,1), ((2 + 2e)n + p, 2 + 2¢,1)}

olarak elde edilir.
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e p,—b,=0ven,—a, =1 iken y(2+¢) =0 denklemini saglayan y degerleri
{0,2¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn+ p esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi
{(p,0,1), (2ne + p, 2¢, 1), ((2 +e)n+p,2+c 1), ((2+3e)n+p,2+3¢1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=0ven,—a, =2 ikeny(2+ 2g) =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, 2, 2¢,2 + 2¢, } oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine yazi-

larak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(p,0,1),(2n +p,2,1), (2ne + p,2¢,1), ((2 + 2e)n + p, 2 + 2¢,1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=0ven,—a, =3 iken y(2+ 3¢) =0 denklemini saglayan y degerleri

{0,2¢,2 + ¢, 2 + 3¢, } oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(p, 0,1), (2ne + p, 2¢, 1), ((2 +en+p,2+e 1), ((2 +3e)n+p,2 + 3¢, 1)}
olarak elde edilir.

e p—b,=2 ve n,—a, =0 iken 2y =2¢ denklemini saglayan y degerleri

{e,3¢,2 + ¢, 2 + 3¢, } oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin

kumesi
{(ne+p,&1),Bne+p,3¢1),(2+en+p,2+¢1),((2+3e)n+p,2 + 3¢, 1)}
olarak elde edilir.

e p—b,=2ven;, —a, =1 iken y(2+¢€) = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{2,¢ 3¢,2 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine yazi-

larak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
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{2n+p,2,1),(ne+p,g,1),(3ne+ p,3¢,1), ((2 + 2e)n + p, 2 + 2¢, 1)}

olarak elde edilir.

e p,—b,=2ven, —a, =2 iken y(2 + 2¢) = 2¢ denklemini saglayan y degerleri
{e,3¢,2 + ¢,2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine
yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y,1) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(ne +p,¢,1),(3ne + p, 3¢, 1), ((2 +e)n+p,2+c 1), ((2+2e)n+p,2+2¢1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=2ven, —a, =3 iken y(2 + 3¢) = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{2,¢,3¢,2 + 2€} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine yazi-

larak, [1,n,p] ve [1,a, b] dogrularinin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(2n+p,2,1),(ne+p,g, 1), Bne+p,3¢,1),((2+ 2e)n +p,2 + 2¢,1)}
olarak elde edilir.

4.3.2.2.2.3.2. Ayn1 komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin

(w,1,2) tipinde olmasi durumu arastirilacaktir.
(w,1,z) € [1,n,p] ®w=n+7zp
ve
(w,1,z) €[1l,ab] ®w=a+1zb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
Z((pz - bz)?—) =2—(ny;—ay)e

elde edilir. Bu durumda 0 # 2 oldugundan ¢6ziim yoktur ve dolayistyla bu iki dogrunun

(w, 1, z) tipinde bir arakesit noktas1 olamaz.
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43.2224.n; —a; = 2vep; —by; =2o0lsun.
Bu durumda

n—a=(n;—a;)+Mm,—ay)e=2+(n, —ay)e
ve

p—b=(p1=b1)+ (pz = Db)e =2+ (p, —by)e

olur. Inceleme [1,n,p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt du-

rumda yapilir.

4.3.2.2.2.4.1 Ayn1 komsulukta olan [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin arakesit nokta-
smin (w, 1,z) tipinde olmasi durumu arastirilacaktir.

(w,1,z) € [1,n,p] ®w=n+7zp
ve

(w,1,z) €[1,a,b] ®w=a+1zb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

z(2+ (pp —by)e) =2 —(n, —ay)e

elde edilir. Bu durumda 2z = 2 oldugundan ¢6ziim yoktur ve dolayisiyla bu iki dogrunun

(w, 1, z) tipinde bir arakesit noktas1 olamaz.

4.3.2.2.2.4.2 Aynm1 komgulukta olan [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin arakesit noktasinin

(x,y, 1) tipinde olmasi durumu arastirilacaktir.

xy,1) €[l,npl S x=yn+p
ve

(x,y,1) €[l,abl]ex=ya+b
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

yln—a)+(p-b)=0
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elde edilir. Burada n—a =2+ (n, —ay)e ve p—b =2+ (p, —b,)e oldugundan

y(2 + (n; —az)e) =2 — (p, —by)e

(4.14)

elde edilir. n, — a, ve p, — b, nin alabilecegi degerlere gore (4.14) denkleminin duru-

munu ve ¢ézlimlerini incelemek icin asagidaki cizelge kullanilacaktir.

Cizelge 4.15. n, — a, ve p, — b, nin alacag: degerlere gore (4.14) denkleminin halleri
ve varsa ¢ozimleri

p2-b
0 1 2 3
Ny-a,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2y =2 2y =2—¢ 2y =2 —2¢ 2y=2+c¢
O Coziimleri: Coziimleri:
y=1, olur ve y=1+g¢, olur ve
y =13, ¢ozlim yoktur. y =1+ 3¢, ¢ozim yoktur.
y=1+42¢, y=3+c¢,
y =3+ 2¢ y=3+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y2+¢e)=2 y2+e)=2—-¢ y2+e)=2+2¢ [y2+e)=2+¢
1 Coziimleri: Cozimleri:
olur ve y =3, olur ve y=1
¢Ozim yoktur. y=1+g¢, ¢ozlim yoktur. y=1+2¢
y=1+ 3¢, y=3+g¢,
y =3+ 2¢ y=3+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+2e)=2 y2+28)=2-¢ y2+28)=2+2e| y(2+28)=2+4
2 Coziimleri: Coziamleri:
y=1+g¢, olur ve y=1, olur ve
y =1+ 3¢, ¢Ozim yoktur. y =3, ¢cOzum yoktur.
y=3+g y =1+ 2¢,
y =3+3¢ y =3+ 2¢,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+3e)=2 y2+3e)=2-¢ y(2+3e)=2+2¢e| y2+38)=2+
3 Coziimleri: € ]
olur ve y=1 olur ve Coziimleri:
¢6zlim yoktur. y=1+2¢ ¢Oziim yoktur. y=3
y=3+g, y=1+¢
y=3+3¢ y=1+3¢,
y =3+ 2¢
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Yukaridaki ¢izelgede ¢6ziimiin var olmasi durumunda bulunan y degerlerine gore
[1,n,p] ve [1,a,b] dogrularmin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalart asagida bulunmus-

tur:

e p,—b, =0ven, —a, = 0iken 2y = 2 denklemini saglayan y degerleri {1,3,1 +
2g, 3 4 2¢g} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde yerine yazilarak,
[1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (X,y, 1) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{(n+p,1,1),Bn+p,3,1),((1+2e)n+p,1+2¢1),((3+2e)n+p,3 + 2¢1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=0ve n, —a, =2 iken y(2 4+ 2¢) = 2 denklemini saglayan y degerleri

{14+¢ 1+ 3¢3+ ¢ 3+ 3¢}oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde
yerine yazilarak, [1,n, p] ve [1, a, b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-
nin klimesi

{((1 +en+p,1+e 1), ((1 +3e)n+p,1 + 3¢, 1), ((3 +e)n+p,3+¢ 1),
((3+3¢)n+p,3+3¢1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=1ven, —a, =1ikeny(2+¢) = 2 — ¢ denklemini saglayan y degerleri

{3,1+¢,1+ 3¢,3 + 2¢, } oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde ye-
rine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin kKimesi
{(Bn+p3D,(1+en+pl+g1)((1+3e)n+p,1+3¢1),
(3+2&)n+p,3+2¢1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=1ven, —a, =3 iken y(2 + 3¢) = 2 — ¢ denklemini saglayan y deger-

leri {1,1 + 2¢,3 + ¢, 3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde
yerine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktala-

rinin kiimesi
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{((n +p,1,1),(1+2¢e)n+p,1 + 2¢, 1), ((3 +e)n+p,3+¢ 1),
((3+3e)n+p,3+3¢1)}
olarak elde edilir.

e p,—b, =2 ve n, —a, =0 iken 2y = 2+ 2e denklemini saglayan y degerleri

{1+¢1+ 3¢,3+ ¢ 3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde
yerine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktala-

rinin kiimesi

(((1+£)n+p,1+£,1),(1+38)n+p,1+3£,1),((3+s)n+p,3+s,1)
(3+3e)n+p,3+3¢1)

olarak elde edilir.

e p,—b,=2ven, —a, =2 iken y(2 + 2¢) = 2 + 2¢ denklemini saglayan y deger-

leri {1,3,1 + 2¢,3 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde ye-
rine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin klmesi
{(n+p,1,1),3n+p,3,1), (1 +2e)n+p,1+2¢1),((3+2e)n+p,3 +2¢ 1)}
olarak elde edilir.

e p,—b,=3ven, —a, =1ikeny(2+¢) = 2 + ¢ denklemini saglayan y degerleri

{1,1 + 2¢,3 + ¢, 3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri x = yn + p esitliginde ye-
rine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularinin (x,y, 1) tipinden arakesit noktalari-

nin Kiimesi
{((n +p,1,1),(1 4+ 2e)n + p, 1 + 2¢, 1), ((3 +e)n+p,(3+¢), 1),
(3+3e)n+p,3+3¢1)}
olarak elde edilir.

o p,—b, =3 ve n, —a, =3 iken y(2+3¢) =2+ ¢ denklemini saglayan y

degerleri {3,1+ ¢, 1+ 3¢,3 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri x =yn+p esitli-
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ginde yerine yazilarak, [1,n,p] ve [1,a,b] dogrularimin (x,y, 1) tipinden arakesit nok-

talarinin kiimesi
{(Bn+p31D),(1+en+p1+¢1),((1+3e)n+p, (1 +3¢),1),
(3+2&)n+p,3+2¢1)}
olarak elde edilir.

Ornek 4.3.2.22421.n,=2,n,=0,a,=0,a,=0 vep; =2, p,=1,b; =0,
b, = 1 alindiginda elde edilen [1,n,p] ve [1,a,b] dogrular sirasiyla [1,2,2 + €] ve
[1,0,¢] olup bu dogrularin ayn1 komsulukta olduklar1 asikardir. Bu dogrularin birinci
tipten bir arakesiti olamayacagindan inceleme ikinci ve ii¢iincii tipten noktalar igin ya-

pilmalidir. Arakesit noktasi iiglincii tipten bir nokta ise
xy,1)€E [1,0,e] =x=¢
xy1DE[,2,2+e] =>x=2y+2+¢

olur ve x =¢ oldugu x = 2y + 2 + ¢ esitliginde kullanilirsa y nin alacagi degerler

{1,3,1 + 2¢,3 + 2¢} olacagindan bu iki dogrunun arakesit noktalart;
(e,1,1),(g,3,1),(e,1 + 2¢,1),(g,3 + 2¢,1)
oldugu bulunur. Arakesit noktasi ikinci tipten bir nokta ise
(w,1,2) € [1,0,e] > w = z¢
w,1,2)€[1,2,24+c] =>w=2+2z+z¢

esitlikleri elde edilir ve bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda 2z = 2 esitligi elde edilir
Ki bu ¢Oziimiin olmadigin1 gosterir. Burada bulunan sonuglar Cizelge 4.15 de genel du-

rum icin verilen hesaplamalarla uyumludur.

4.3.2.3. Uclincii tipten dogrularimin arakesitleri

[q,n,1] ve [a,b, 1] dogrular i¢in, 3. tip dogru tanimi geregi q,n,a,b € I oldugundan

q —ave n — b elemanlarinin ikisi de I nin elemanidir. Dolayisiyla [q, n, 1] ve [a, b, 1]
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dogrular1 ayn1 komsuluktadir. Yani {i¢iincii tipten dogrularin timii ayn1 komsuluktadir,

ikisi de ticiincii tipten olup farkli komguluklarda olan dogrular yoktur. Bu durumda
q—a€le q—a;+(qp—az)e€e I
n—bel & n;, —b;+(n; —by)e€el

olup I nin elemanlarinin gergel kisimlarinin 0 ya da 2 olacagi kullanildiginda inceleme-

nin asagidaki dort durumda yapilmasi gerektigi elde edilir.
qi—a;=0ven; —b; =0
qi—a; =0ven; —b; =2
qi—a;=2ven; —b; =0
qi—a; =2ven; —b; =2
Asagida bu durumlar i¢in inceleme ayr1 ayri basliklar altinda yapilacaktir.
43.231.q; —a; =0ven; —b; = 0olsun.
Bu durumda
q—a=(qy —a) +(qz —az)e =(qz —az)e
ve
n—b=(n; —by)+ (n; —by)e = (n; —by)e

olur. inceleme [qg, n, 1] ve [a, b, 1] dogrularmin arakesit noktasinin tipine gére iki alt

durumda yapilir.

4.3.2.3.1.1 Aym1 komsulukta olan [g,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin

(1,y, z) tipinde olup olmayacagini arastirilacaktir.
(1L,y,z) €lgnl] e z=q+yn
ve

(1,y,z) € [a,b,1] & z=a+yb
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olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda;

Y((nz - bz)s) = —(qz —az)e (4.15)

denklemi elde edilir. n, — b, ve q, — a, nin alabilecegi degerlere gore (4.15) denklemi

ve varsa ¢oziimleri Cizelge 4.16 da verilmistir.

Cizelge 4.16. n, — b, ve g, — a, nin alabilecekleri degerlere gére (4.15) denkleminin
halleri ve varsa ¢oztmleri

02-a2
0 1 2 3
n,.b,
Denklem: Denklem: Denklem:
[q’ n 1] = [a,b, 1] —&=0 -2 =0 e=0
O (Dogrular farkli olur ve olur ve olur ve
degildir.) ¢6zUm yoktur. ¢6zUm yoktur. ¢6zUm yoktur.
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
ye=0 ye = 3¢ ye = 2¢ yeE=¢
1 Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
y=0, y=3, y=3+ y =2, y=1
y =g, g, y=2+g¢, y=1+¢
y = 2g, y =3+ 2¢, y=2+2¢, y=1+2¢,
y = 3¢ y=3+3¢ y=2+3¢ y=1+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2ye =0 2ye = —¢ 2ye = 2¢ 2ye=¢
2 Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
y=0, y=2 ¢Ozim yoktur. y=1 y=3+24 cozlim yoktur.
y=¢ y=2+c¢ y=1+3¢y =3+ 34
y=2¢ y=2+2¢ y=1l+4e¢ y=3+¢
y=3g,y=2+3¢ y=1+2¢y=3
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
3ye=0 3ye =—¢ 3ye = 2¢ 3ye=¢
3 Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
y =0, y=1 y=2, y=3
y =g, y=1+¢ y=2+¢ y=3+¢
y = 2g, y=1+2¢, y=2+2¢, y =3+ 2¢
y = 3¢ y=1+3¢ y=2+3¢ y =3+ 3¢

Yukaridaki gizelgede ¢6zimin var olmasi durumunda elde edilen y degerlerine gére

[g9,n,1] ve [a, b, 1] dogrularinin arakesit noktalar1 asagida bulunmugtur:
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e n,—b,=1veq, —a, = 0ikenye = 0 denklemini saglayan y degerleri
{0, ¢, 2¢, 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazilarak,
[q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,0,q9),(1,¢,q + ne), (1,2¢,q + 2ne), (1,3¢,q + 3ne)}
olarak elde edilir.

e np—b,=1 ve g,—a, =1 iken ye=—¢ denklemini saglayan y degerleri

{3,3 4+ ¢,3 + 2¢,3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde ye-
rine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktalari-

nin Kiimesi
{(1,3,g+3n),(1,3+¢q+ (3 +¢)n), (1,3 + 2¢q+ (3+ 2¢)n,
(1,3+ 35,9+ (34 3¢)n}
olarak elde edilir.

e n,—b,=1ve g, —a, =2 iken ye = 2¢ denklemini saglayan y degerleri {2,2 +

€, 2 + 2¢,2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-
larak, [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

si
{(1,2,g+2n),(1,2+&q+ (2+¢)n), (1,2 + 2¢,q+ (2 + 2¢)n),
(1,2+3¢,q+ (2 + 3¢)n}
olarak elde edilir.

e n,—b,=1ve q, —a, =3 iken ye = ¢ denklemini saglayan y degerleri {1,1 +

g, 1+ 2¢,1 4+ 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-

larak, [g,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin Kimesi
{(1,1,q+n),(1,14+5q+ (1 +¢)n), (1,14 2¢,q+ (1 + 2¢)n),
(1,1 +3¢,q+ (1 + 3¢)n}

olarak elde edilir.
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e np—b,=2 ve g, —a, =0 iken 2ye =0 denklemini saglayan y degerleri
{0,2,¢,2¢,3¢,2 4+ €2+ 2¢,2 + 3g}oldugundan y nin bu degerleri z = q+yn
esitliginde yerine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden ara-

kesit noktalarinin kiimesi
{(1,0,9),(1,2,q + 2n), (1, ¢, q + ne), (1,2¢,q + 2ne), (1,3, q + 3ne),
(1,2+¢&q+@2+¢n),(1,2+2¢,q+ (2 + 2e)n), (1,2 + 3¢,q+ (2 + 3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=2 ve g, —a, =2 iken 2ye = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{1,314+ 1+ 2614353 +¢3+ 263+ 3e}oldugundan y nin bu degerleri
z = q+yn esitliginde yerine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z)

tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,1,9+n),(1,3,g+3n), (1,1 +¢&q+ (1 +¢)n), (1,1 + 2¢,q + (1 + 2¢)n,),
(1,1+3¢,q+ (1 +3¢)n,(1,3+¢,q+ (3+¢)n), (1,3 + 25,9+ (3 + 2¢)n),
(1,3+3¢,q+ (3+3¢)n)}
olarak elde edilir.

e np—b,=3 ve g, —a,=0 iken 3ye =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, &, 2¢, 3€} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazilarak,

[q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,0,q9),(1,¢,q + ne), (1,2¢,q + 2ne), (1,3¢,q + 3ne)}
olarak elde edilir.

e n—b,=3 ve g, —a, =1 iken 3ye = —¢ denklemini saglayan y degerleri

{1,1+¢,1+ 2¢,1 4+ 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde ye-
rine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi

{(1,1,q+n),(1,1+¢q+ (1 +¢)n), (1,1 + 2¢,q+ (1 + 2¢)n),
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{(1,1+3¢,q+ (1 +3¢)n}

olarak elde edilir.

e n,—b,=3 ve g, —a, =2 iken 3ye =2¢ denklemini saglayan y degerleri
{2,2 +¢,2 + 2¢,2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde ye-
rine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinmin (1,y,z) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi
{(1,2,g+2n),(1,2+¢q+ (2+¢)n), (1,2 + 25,q + (2 + 2¢)n),
(1,2 +3¢,q+ (24 3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n, —b, =3 veqg,—a, =3 iken 3ye = ¢ denklemini saglayan y degerleri {3,3 +

€, 3 + 2¢,3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-
larak, [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

si
{(1,3,9g+3n),(1,3+¢q+ (3+¢)n),(1,3+ 25,9+ (3 + 2¢)n),
(1,3 +3¢,q+ (3 + 3¢)n}
olarak elde edilir.

4.3.2.3.1.2 Ayn1 komsulukta olan [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularinin arakesit noktasinin

(w, 1, z) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.

(w,1,z) €[g,n 1] ©®z=wq+n
ve

(w,1,z) €[a,b,1] & z=wa+b

olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

W((Qz - 32)5) = —(n; —by)e (4.16)
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denklemi elde edilir. g, — a, ve n, — b,) nin alabilecegi degerlere gore (4.16) denkle-

mi ve varsa ¢0ztumleri Cizelge 4.17 de verilmistir.

Cizelge 4.17. n, — b, ve q, — a, nin alacag: degerlere gore (4.16) denkleminin halleri
ve varsa ¢ozimleri

¢6zlim yoktur.

¢Ozlm yoktur.

¢Ozlim yoktur.

CrCH
n,-b,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
0=0 we=20 2we =10 3we=20
O Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
[q,n,1] w =0, w=0w=2 w=20
= [a,b,1] w =g, w=gw=2+¢ w=¢
w = 2g, w=2ew =2+ 2¢ w = 2¢
w = 3s, w=3gw =2+ 3¢ w = 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—&e=0 WE = —¢ 2we = —¢ 3we = —¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢Ozlm yoktur.

¢6zlim yoktur..

¢6zUm yoktur.

¢6zUm yoktur.

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2e=0 we = 2¢ 2we = 2¢ 3we = 2¢
2 olur ve Coziimleri: olur ve Coziimleri:
¢6zlm yoktur. w =2, ¢Ozlm yoktur. w =2,
w=2+z¢ w=2+¢
w=2+2¢ w =2+ 2¢
w=2+ 3¢ w=2+ 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
—3e=0 wWE =& 2we =€ 3we=¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢6zUm yoktur.

Yukaridaki cizelgede ¢oziimiin var olmast durumunda bulunan w degerlerine gore
[q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmus-
tur:

e n,—b,=0veq, —a, =1 iken we = 0 denklemini saglayan w degerleri

{0, &, 2¢, 3€} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine yazila-

rak, [q,n,1] ve [a, b, 1] dogrularinin (w, 1, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
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{(0,1,n), (¢, 1, qe + n), (2¢, 1,2qe + n), (3¢, 1,3qe + n)}
olarak elde edilir.

e n—b,=0 ve g,—a, =2 iken 2we =0 denklemini saglayan w degerleri

{0,2,¢,2¢,3¢,2 + €,2 + 2¢,2 + 3g} oldugundan w nin bu degerleri z = wq+n
esitliginde yerine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinin (w,1,z) tipinden ara-

kesit noktalarinin kiimesi
{(0,1,n),(2,1,2q + n), (¢,1,9¢ + n), (2¢,1,2qg¢ + n), (3¢, 1,3q€ + n),
(24+¢1,(2+¢)q+n),(2+2¢1,(2+2e)q+n),(2+3¢,1,(2+ 3e)q + n)}
olarak elde edilir.

e n—b,=0 ve g,—a, =3 iken 3we =0 denklemini saglayan w degerleri

{0, &, 2¢, 3e} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine yazila-

rak, [q,n,1] ve [a,b, 1] dogrularinin (w, 1, z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi
{(0,1,n), (¢, 1, qe + n), (2¢, 1,2q¢ + n), (3¢, 1,3qe + n)}
olarak elde edilir.

e n—b,=2 ve g, —a, =1 iken we =2¢ denklemini saglayan w degerleri

{2,2 4+ ¢,2 + 2¢,2 + 3¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde ye-
rine yazilarak, [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi
{(21,29+n),(2+¢1,(2+¢)q+n),(2+2¢1,(2+ 2e)q+n),
(2+3¢1,(2+3¢)q + n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=2 ve g, —a, =3 iken 3we =2¢ denklemini saglayan w degerleri

{2,2 4+ ¢,2 + 2¢,2 + 3¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde ye-
rine yazilarak, [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalari-

nin kiimesi
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{(2,1,2q+n),(2+¢1,(2+¢€)q+n),(2+2¢1,(2 + 2e)q +n),
(2+3¢1,(2+3¢)q + n)}
olarak elde edilir.
4.3.2.3.2.q; —a; = 0ven; —b; = 2 olsun.
Bu durumda
q—a=(q;—a;) +(qz —az)e = (qz — az)e
ve

Il—b=(nl—b1)+(n2—b2)8=2+(n2—b2)8

olur. Inceleme [q,n,1] ve [a, b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt

durumda yapilir.

4.3.2.3.2.1 Aym komsulukta olan [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin arakesit noktasinin

(w, 1, z) tipinde olup olmayacagi arastirilacaktir.

(w,1,z) €[gq,n, 1] ®z=wq+n
ve

(w,1,z) €[a,b,1]] ®z=wa+Db
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

W((Qz - 32)3) =2—(n; —ay)e

elde edilir. Bu durumda 0 # 2 oldugundan ¢6ziim yoktur. Bu nedenle bu iki dogrunun

arakesiti (w, 1, z) tipinden olamaz.

4.3.2.3.2.2 Ayni komsulukta olan [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin

(1,y, z) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.

(1,y,z) €lgnl] < z=q+yn
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(1,y,z) €[a,b,1] & z=a+yb

olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

y(2+ (n; —by)e) = —(q; —az)e

(4.17)

denklemi elde edilir. n, — b, ve q, — a, nin alabilecegi degerlere gore (4.17) denklemi

ve varsa ¢oziimleri Cizelge 4.18 de verilmistir.

Cizelge 4.18. n, — b, ve q, — a, nin alacagi degerlere gore (4.17) denkleminin halleri

ve varsa ¢ozimleri

2-a2
0) 1 2 3
n-b,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2y=0 2y = 3¢ 2y = 2¢ 2y =¢
o Coziimleri: Coziimleri:
y=0 olur ve y=¢ olur ve
y=2 ¢Ozim yoktur. y = 3¢ ¢Ozim yoktur.
y = 2¢ y=2+¢
y=2+2¢ y=2+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+¢&)=0 y(2+¢)=—¢ y(2+¢g) =2¢ y2+¢e)=¢
1 Coziimleri: Coziimleri:
y=0, olur ve y =2, olur ve
y = 2¢, ¢Ozim yoktur. y =g, ¢Ozim yoktur.
y=2+g¢, y = 3¢,
y=2+3¢ y =2+2¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+2&)=0 y(2+2¢) =—¢ y2+28)=2¢ | y(2+2e)=¢
2 Coziimleri: Coziamleri:
y=0 olur ve y=¢ olur ve
y =2 ¢6ziim yoktur. y =3¢ ¢6ziim yoktur.
y= 28! y = 2+ ¢
y=2+2¢ y=2+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y2+3¢e)=0 y(2+3¢) =—¢ y(2 +3¢) = 2¢ y(2+2&)=¢
3 Coziimleri: Coziamleri:
y=0, olur ve y=2 olur ve
y = 2¢, ¢6ziim yoktur. y=¢ ¢ozim yoktur.
y=2+g, y = 3¢,
y=2+3¢ y =2+ 2¢
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Yukaridaki cgizelgede ¢6ziimiin var olmasi durumunda elde edilen y degerlerine gore
[q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularimin (1,y,z) tipinden arakesit noktalar1 asagida bulunmus-
tur:

e np—b,=0 ve g, —a,=0 iken 2y =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, 2, 2¢,2 + 2¢€} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-

larak, [g,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{(1,0,9),(1,2,9 + 2n), (1,2¢,q + 2n¢), (1,2 + 2¢,q + (2 + 2e)n)}

olarak elde edilir.

e n,—b,=1ve g,—a,=0iken y(2+¢) =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, 2¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine
yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularmm (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(1,0,q9),(1,2¢,q + 2ne), (1,2 +5,q+ (2 + €&)n), (1,2 + 3¢, + (2 + 3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=2veq,—a, =0.iken y(2 + 2¢) =0 denklemini saglayan y degerleri

{0, 2, 2¢,2 + 2¢€} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-

larak, [g,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin klimesi
{(1,0,9),(1,2,9 + 2n), (1,2¢,q + 2n¢), (1,2 + 2¢,q9 + (2 + 2e)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=3veq,—a,=0iken y(2+3¢) =0 denklemini saglayan y degerleri

{0,2¢,2 + ¢, 2 + 3g} oldugundan y nin bu degerleri z = q+ yn esitliginde yerine

yazilarak, [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin arakesit noktalarinin kiimesi
{(1,0,9),(1,2¢,q + 2ne), (1,2 + 5,9 + (2 + &)n), (1,2 + 35,9 + (2 + 3e)n)}

olarak elde edilir.
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e n—b,=0 ve g,—a, =2 iken 2y =2¢ denklemini saglayan y degerleri
{e,3¢,2 + ¢,2 + 3g} oldugundan y nin bu degerleri z = q+ yn esitliginde yerine
yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi
{(1,5,q + ne), (1,35, + 3ne), (1,2 + £,q+ (2 + €)n), (1,2 + 35,9 + (2 + 3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=1veq,—a, =2 iken y(2 + ¢) = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{2,¢,3¢,2 + 2¢e} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-

larak, [g,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin klimesi
{(1,2,9 + 2n),(1,¢,q + ne), (1,3¢,q + 3ne), (1,2 + 25,q + (2 + 2¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=2veq,—a, =2 iken y(2 + 2¢) = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{e,3¢,2 + ¢,2 + 3g} oldugundan y nin bu degerleri z = q+ yn esitliginde yerine
yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kimesi
{(1,5,q +ne), (1,35, + 3n¢e), (1,2 + 5,q+ (2+¢)n), (1,2 + 35, + (2 + 3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=3veq,—a, =2 iken y(2 + 3¢) = 2¢ denklemini saglayan y degerleri

{2,¢,3¢,2 + 2¢e} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazi-

larak, [g,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin klimesi
{(1,2,9 + 2n),(1,¢,q + ne), (1,3¢,q + 3ne), (1,2 + 25,9 + (2 + 2¢)n)}

olarak elde edilir.
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4.3.2.3.3.q; —a; = 2ven; —b; = 0olsun.
Bu durumda
q—a=(q;—a;) +(qz —az)e=2+(q; —az)e
ve
n—b=(n; —by)+ (n; —by)e = (n; —by)e

olur. Inceleme [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt

durumda yapilir.

4.3.2.3.3.1 Ayn1 komsulukta olan [g, n, 1] ve [a, b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin

(1,y, z) tipinde olup olmayacagi arastirilacaktir.

(1L,y,z) €lgnl]l < z=q+yn
ve

(1,y,z) € [a,b,1] & z=a+yb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;

Y((nz - bz)?—) =2-(qz —az)e

elde edilir. Bu durumda 0 # 2 oldugundan ¢6ziim yoktur. Bu nedenle bu iki dogrunun

arakesiti (1,y,z) tipinden olamaz.

4.3.2.3.3.2 Aym komgsulukta olan [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularinin arakesit noktasinin

(w, 1, z) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.

(w,1,z) €[gq,n, 1] z=wq+n
ve

(w,1,z) €[a,b,1]] ®z=wa+Db
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda;

w(2 +(qz —az)e) = —(n; — by)e (4.18)
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denklemi elde edilir. g, — a, ve n, — b, nin alabilecegi degerlere gére (4.18) denklemi

ve varsa ¢oziimleri Cizelge 4.19 da verilmistir.

Cizelge 4.19. n, — b, ve q, — a, nin alacagi degerlere gore (4.18) denkleminin halleri
ve varsa ¢ozimleri

¢6zim yoktur.

¢Ozim yoktur.

¢Ozim yoktur.

d2-a
0) 1 2 3
ny-b,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2w =0 w2+e)=0 w2+28)=0| w(2+3e)=0
Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
w=0 w =0, w =0, w =0,
w=2 w = 2¢, w =2, w = 2¢,
w = 2¢ w=2+s¢, w = 2¢, w=2+s¢,
w=2+2¢ w=2+3¢ w=2+2s w =2+ 3¢,
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2w = 3¢ w2+e)=3e | w2+2e) =3¢e| w2+ 3¢) =3¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢Ozim yoktur.

Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2w = 2¢ w(2+ &) =2¢ w(2 +2&) =2¢| w(2 +3¢) = 2¢
Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri: Coziimleri:
w =g, w =2, w=¢& w =2
w = 3¢, w =g, w = 3¢ w=c¢
w=2+g¢, w = 3¢, w=2+c¢ w = 3¢
w =2 + 3¢, w =2+ 2¢, w=2+ 3¢ w=2+2¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2w =¢ w2+e)=¢ w2+2e)=¢ | w2+3¢)=¢
olur ve olur ve olur ve olur ve

¢Ozim yoktur.

¢Ozim yoktur.

¢Ozim yoktur.

¢Ozim yoktur.

Yukaridaki ¢izelgede ¢oziimiin var olmast durumunda w degerlerine gore [q,n, 1] ve
[a, b, 1] dogrularinin (w, 1, z) tipinden arakesit noktalari asagida bulunmustur:

e np—b,=0 ve g,—a, =0 iken 2w =0 denklemini saglayan w degerleri

{0, 2, 2¢, 2 + 2¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine ya-
zilarak, [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularmin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin Ki-

mesi
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{(0,1,n),(2,1,2q + n), (2¢,1,2qe + n), (2 + 2¢,1, (2 + 2¢)q + n)}

olarak elde edilir.
e n,—b,=0ve g, —a, =1 iken w(2+¢) =0 denklemini saglayan w degerleri

{0,2¢,2 + ¢,2 + 3¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine

yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi

{(0,1,n),(2¢,1,2qe +n),(2+¢1,(2+€)q+n),(2 + 3¢,1,(2 + 3e)q + n)}

olarak elde edilir.

e n,—b,=0veqg,—a, =2 iken w(2 + 2¢) = 0 denklemini saglayan w degerleri

{0,2,2¢,2 + 2¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine ya-

zilarak, [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularmin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin Ki-
mesi

{(0,1,n),(2,1,2q + n), (2¢,1,2qe + n), (2 + 2¢,1,(2 + 2e)q + n)}

olarak elde edilir.

e n,—b,=0veqg,—a, =3 iken w(2 + 3¢) =0 denklemini saglayan w degerleri

{0, 2¢,2 + ¢,2 + 3¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine

yazilarak, [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarmin

kimesi

{(0,1,n),(2¢,1,2qe +n),(2+¢,1,(2+€)q+n), (2 +3¢,1,(2 + 3e)q + n)}

olarak elde edilir.

e n,—b,=2 ve g,—a, =0 iken 2w = 2¢ denklemini saglayan w degerleri

{¢,3¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine

yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarmin

kimesi

{(e,1,qe+n),(3g,1,3qe +n),(2+¢1,(2+€)q+n),(2+3¢1,(2 +3e)q + n)}

olarak elde edilir.
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e n,—b,=2veqg,—a, =1 iken w(2 + €) = 2e¢ denklemini saglayan w degerleri
{2,¢,3¢,2 + 2¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine yazi-
larak, [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinimn k-

mesi
{(2,1,2q + n),(s,1,9e + n),(3¢,1,3ge + n), (2 + 2¢,1,(2 + 2e)q + n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=2veq,—a, =2 iken w(2 + 2¢) = 2 denklemini saglayan w degerleri

{e,3¢,2 + ¢, 2 + 3¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine
yazilarak, [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularinin (w,1,z) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(g,1,qe +n),(3g,1,3qe +n),(2+¢1,(2+€)q+n),(2+3¢,1,(2 + 3e)q+ n)}
olarak elde edilir.

e n, —b, =2veq,—a, =3 iken w(2 + 3g) = 2e denklemini saglayan w degerleri

{2,¢, 3¢,2 + 2¢} oldugundan w nin bu degerleri z = wq + n esitliginde yerine yazi-
larak, [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin (w, 1,z) tipinden arakesit noktalarinin kiime-

si
{(2,1,2q +n),(g,1,qe + n),(3¢,1,3qge + n), (2 + 2¢,1, (2 + 2e)q + n)}
olarak elde edilir.
43.234.q1 —a; = 2ven; —b; =2 olsun.

Bu durumda

q—a=1(q;—ay) +(q; —ax)e=2+(qy —a,)e
ve

n_b= (nl—b1)+(n2—b2)£= 2+(n2_b2)£

olur. Inceleme [q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin tipine gore iki alt

durumda yapilir.
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4.3.2.3.4.1 Ayn1 komsulukta olan [qg, n, 1] ve [a, b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin
(w, 1, z) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.

(w,1,z) €[gq,n 1] & z=wq+n
ve
(w,1,z) €[a,b,1]] ®z=wa+Db
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
w(2+(q; —az)e) =2 — (ny; —by)e

elde edilir. Bu durumda 2w = 2 olur. 2. tip nokta tanim geregi w € I oldugundan
2w = 2 denkleminin ¢6zumu yoktur. Bu nedenle bu iki dogrunun (w, 1,z) tipinden bir

arakesiti noktas1 olamaz.

4.3.2.3.4.2 Ayni komsulukta olan [qg,n, 1] Ve [a, b, 1] dogrularinin arakesit noktasinin

(1,y,z) tipinde olup olmayacag arastirilacaktir.
(1L,y,z) €elgnl]lez=q+yn
ve
(1,y,z) €[a,b,1] & z=a+yb
olup, bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda ;
y(2+ (ny —by)e) =2 —(q, —az)e (4.19)

denklemi elde edilir. n, — b, ve q, — a, nin alabilecegi degerlere gore (4.19) denklemi

ve varsa ¢oziimleri Cizelge 4.20 de verilmistir.
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Cizelge 4.20. n, — b, ve q, — a, nin alacagi degerlere gore (4.19) denkleminin halleri ve
varsa ¢ozimleri

02-a2
0 1 2 3
nz-b2V|
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
2y =2 2y =2+ 3¢ 2y =2+ 2¢ 2y=2+¢
O Coziimleri: olur ve Coziimleri: olur ve
y=1, ¢Ozim yoktur. y=1+c¢, ¢Ozim yoktur.
y =13, y=1+ 3¢,
y=1+12¢ y=3+g¢g
y =3+ 2¢ y =3+ 3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+¢&) =2 y2+e)=2+3e| y2+e)=2+2e| y2+e)=2+¢
1 Cozumleri: Cozumleri
olur ve y =3, olur ve y=1,
¢6zim yoktur. y=1+g ¢6zim yoktur. y=1+2¢
y=1+3¢ y=3+g¢
y=3+42¢ y=3+3¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y(2+2e)=2 y2+2e)=2+3e| y2+2&)=2+2¢| y2+2e)=2+c¢
2 Coziimleri: Cozumleri:
y=1+g¢, olur ve y=1, olur ve
y =1+ 3¢, ¢6zUm yoktur. y =3, ¢Ozim yoktur.
y=3+g, y=1+2¢
y=3+3¢ y=3+2¢
Denklem: Denklem: Denklem: Denklem:
y2+3e)=2 | y2+3e)=2+3¢| y(2+3e)=2+2¢| y+3e)=2+¢
3 Coziimleri: Coziimleri:
olur ve y=1, olur ve y=1+g¢,
¢6ziim yoktur. y=1+2¢, ¢Ozim yoktur. y=1+4 3¢,
y = 3+ &, y = 3,
y = 3+ 3¢, y =3+ 2¢,

Yukaridaki gizelgede ¢oziimiin var olmasi durumunda y degerlerine gére [q,n, 1] ve

[a, b, 1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalari asagida bulunmustur:

e n, —b, =0veqg, —a, =0iken 2y = 2 denklemini saglayan y degerleri {1,3,1 +

2g,3 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yerine yazilarak,

[q,n, 1] ve [a,b, 1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin kiimesi

{(1,1,9+n),(1,3,9+3n), (1,1 + 2¢,q + (1 + 2¢)n), (1,3 + 2¢,q + (3 + 2¢)n)}

olarak elde edilir.
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e n,—b,=0 ve q; —a, =2 iken 2y = 2 + 2¢ denklemini saglayan y degerleri
{1+¢ 1+ 3¢3+ ¢, 3+ 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde
yerine yazilarak, [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktala-

rinin KUmesi
{(1,1+¢q+ @A +¢n),(1,1+35,q+ (1 +3¢)n),(1,3+¢,q+ (3+¢)n),
(1,3+3¢,q+ (3+3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=1veqg,—a, =1 iken y(2+¢) =2+ 3¢ = denklemini saglayan y de-

gerleri {3,1 4+ ¢,1+ 3¢,3 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q+ yn esitli-
ginde yerine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit

noktalarinin kiimesi
{(1,3,g+3n),(1,1 +¢&q+ (1 +¢)n), (1,1 4+ 35,q+ (1 + 3¢)n),
(1,3+2¢,q+ (3+ 2¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=1veq,—a, =3ikeny(2+¢€) = 2 + & denklemini saglayan y degerleri

{1,1 + 2¢,3 + ¢, 3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q+ yn esitliginde ye-
rine yazilarak, [q,n,1]ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalari-

nin klimesi
{(1,1,9+n), (1,1 + 2¢,q+ (1 + 2¢)n), (1,3 + 5,9+ (3 + &)n),
(1,3+3¢,q+ (3+3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=2ve g, —a, =0 iken y(2 + 2¢) = 2 denklemini saglayan y degerleri

{1+¢1+3¢3+ ¢, 3+ 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde
yerine yazilarak, [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktala-

rinin KUimesi
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{(11+&q+ @A +¢)n),(1,1+3¢,q+ (1 +3¢)n),(1,3+¢qg+ (3+¢)n),
(1,3+3¢,q+ (3+3¢)n)}

olarak elde edilir.

e n,—b,=2veq, —a, =2 iken y(2 + 2¢) = 2 + 2¢ denklemini saglayan y deger-
leri {1,3,1 + 2¢, 3 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde yeri-
ne yazilarak, [qg,n, 1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktalarinin

kiimesi
{(1,1,9+n),(1,3,9+3n), (1,1 + 25,9 + (1 + 2¢)n), (1,3 + 2¢,q + (3 + 2¢)n)}
olarak elde edilir.

e n,—b,=3veq, —a, =1 ikeny(2 + 3¢) = 2 + 3¢ denklemini saglayan y deger-

leri {1,1 + 2¢,3 + ¢, 3 + 3¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde
yerine yazilarak, [q,n,1] ve [a,b,1] dogrularinin (1,y,z) tipinden arakesit noktala-

rinin Klmesi
{(1,1,9+n),(1,1 + 2¢,q+ (1 + 2¢)n), (1,3 + 5,9+ (3 + &)n),
(1,3+3¢,q+ (3+3¢)n)}
olarak elde edilir.

e n, —b, =3veq, —a, =3 iken y(2 + 3¢) = 2 + 3¢ denklemini saglayan y deger-

leri {3,1 4+ ¢,1 + 3¢,3 + 2¢} oldugundan y nin bu degerleri z = q + yn esitliginde
yerine yazilarak, [q,n, 1] ve [a,b,1] dogrularmin (1,y,z) tipinden arakesit noktala-

rinin KUmesi
{(1,3,9+3n),(1,1 +&q+ (1 +¢)n), (1,1 + 35,q + (1 + 3¢e)n),
(1,3+2¢,q+ (3+ 2¢)n)}
olarak elde edilir.

Ornek4.3.23.421. q=q;+q,e=2+3g n=n; +n,e =0 ve a=a; +a,e = 3¢,

b:b1+b28:2 Olmak Uzel’e ql—al=2, nl—b1=2, nz—b2=0,q2—az=0
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dir.Yani g —a ve n — b elemanlarinin ikisi de I nin elemani oldugundan bu dogrular
ayni komsuluktadirlar. Bu durumda [2 + 3¢,0,1] ve [3g,2,1] dogrularinin (1,y,z) ti-

pinden arakesit noktalari
(1,y,z) € [3¢,2,1]] =z =3¢+ 2y
(1,y,z) € [24+3¢0,1] >z=2+ 3¢

denklem sistemini saglayan noktalar olacaktir. Bu sistemde bulunan z = 2 + 3¢ degeri
z = 3¢ + 2y esitliginde yerine yazildiginda 2y = 2 denklemi elde edilir. Bu denklemde
y nin alacag1 ¢0zum degerleri {1, 3, 1 + 2¢, 3 + 2¢} olacagindan bu degerler z = 3¢ +
2y esitliginde yerine yazilarak z degerleri bulunur. Bu nedenle bu iki dogrunun (1,y, z)

tipinden arakesit noktalari;
{(1,1,2 4+ 3¢),(1,3,2 + 3¢), (1,1 + 25,2 + 3¢), (1,3 + 2¢, 2 + 3¢)}

seklindedir. Son olarak [2 + 3¢, 0,1] ve [3¢, 2,1] dogrular tizerinde olan ortak noktanin

(w, 1, z) tipinden olup olmayacagi arastirilacaktir.
(w,1,z) € [35,2,1] > z=3we+ 2
(w,1,z) € [2+4+3¢,0,1] = z =w(2 + 3¢)
esitlikler taraf tarafa ¢ikarildiginda 2 = 2w esitligi bulunur. Bu denklem ¢oziildiiglinde,
2w =2 = 2(w; + wye) =2
= 2w, + 2wye = 2

Son esitlikten 2w, = 2 ve 2w, = 2 denklemleri elde edilir. 2w; = 2 denkleminin ¢6-
ziminden w; = 1, 3 ve 2w, = 0 denkleminin ¢6ziminden w, = 0, 2 bulunur ki bu da
w = w; + w,¢ € [ olmasiyla ¢eligir. Yani bu iki dogrunun (w, 1, z) tipinden bir arake-

sit noktasina sahip olmasi miimkiin degildir.
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde Projektif Klingenberg diizlemleri tanitilmis ve lokal halkalarla
aralarindaki gecis iizerinde durulmustur. Ozel bir lokal halka olan Z,(e) = Z, + Z,¢
lokal halkasi tanitilmis ve nokta ve dogrular1 bu lokal halka ile koordinatlanan Projektif
Klingenberg diizlemi olusturulmustur. Olusturulan bu diizlemde dogrularin tipleri ve
komsuluklar1 dikkate alinarak arakesitleri belirlenmistir. Bu arakesitleri bazi1 durumlarda
dogrudan hesaplamak miimkiin olmustur. Bazi durumlarda ise ¢ok sayida alt durum ile
karsilagildigindan miimkiin biitin durumlar1 gosteren gizelgeler kullanilmistir. Bu ¢izel-
geler ilgili dogrularin arakesit noktalarinin bulunmasinda kullanilacak denklemlerin ¢0-
ziimlerinin daha pratik olarak elde edilmesini saglamistir. Elde edilen bu sonuglarin daha
ileriye taginip lizerinde durulan tim durumlar i¢in dogrularin arakesit noktalarini direkt
olarak veren ¢izelgelerin yapilmasi miimkiindiir ve bu tezde yapilan ¢alisma bu ¢izelgele-

ri diizenleme yolunda gerekenlerin biiyiik bir kismini yerine getirmistir.

103



KAYNAKLAR

AKkpinar, A. 2010. Baz1 Sonlu Klingenberg Diizlemleri igin Uzerinde Olma Matrisleri.
BAU FBE Dergisi, 12(1):91-99.

Bakraktar, M. 1997. Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi. ISBN: 975-442-006-8, Bursa.
Baker, C.A., Lane, N.D., Lorimer, JW. 1991. A coordinatization for Moufang-
Klingenberg planes. Simon Stevin, 65: 3-22.

Celik, B., Yildiz, H.E. 2010. Dual Kuaternionlar ve Projective Yapilar. Istanbul Aydin
Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, Year 2, Number 4, 14-49.

Celik, B., Akpnar, A., Ciftci, S., 2007. 4-Transitivity and 6-figures in some Moufang-
Klingenberg planes. Monatshefte fir Mathematik,152(4) DOI 10.1007/s00605-007-
0477-.

Ciftci, S. 2015. Lineer Cebir. Dora Basim-Yayin Dagitim Ltd. $ti., Bursa, 430 s.

Dugas, M. 1978. Verallgemeinerte Andre-Ebenen mit epimorphismen auf Hjelmslev-
Ebenen. Geometriae Dedicata. 8: 105-123

Dembowski, P. 1997. Finite Geometries. Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York,
375 pp.

Hacisalihoglu, H.H. 2000. Lineer Cebir 1. Hacisalihoglu Yayinlari, Istanbul, 480 s.
Jungmickel, D. 1979. Regular Hjelmslev Planes, Journal of Combinatorial Theory, Se-
ries A 26: 20-37.

Kaya, R. 2005. Projektif Geometri. Osmangazi Universitesi Yayinlar1, Eskisehir, 392 s.
Keppens, D. 1988. Coordinatization of Projective Klingenberg planes. Simon Stevin,
(62): 63-90.

Klingenberg, W. 1954. Projektive und affine Ebenen mit Nachbarelementen. Math. Z.,
(60): 384-406.

Klingenberg, W. 1955. Desarguessche Ebenen mit Nachbarelementen. Abh. Math.
Sem.Univ., Hamburg, (20): 97-111

Klingenberg, W. 1956. Projektive Geometrien mit Homomorphismus. Math. Ann,
(132): 180-200.

104



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Elif DEMIRCI
Dogum Yeri ve Tarihi : BURSA/ Osmangazi, 16/09/1993
Yabanci Dil . Ingilizce
Egitim Durumu (Kurum ve Y1li)
Lise : Cinar Lisesi, 2007-2011
Lisans : Uludag Universitesi, 2012-2016
Yiiksek Lisans : Uludag Universitesi, 2016-...

Calistign Kurum/Kurumlar ve Y1l : Veniis Kampiis Ozel Ogretim Kursu 2016-2018
Ozel Yedi Renkli Cinar Okullar1 2018-

fletisim (e posta) : elifdemirci_93@hotmail.com

Yaymlar :

1. Akpmar, A., Dogan, I, Demirci, E., Giirel, Z.S., Boztemur, B.. 2018. Some re-

marks on a class of finite Projective Klingenberg planes. Jounrnal of Advances in Mat-

hematics., V.14-02.,7893-7902, ISSN: 2347-1921

2. Celik, B., Demirci, E., 2018. Line intersections on some Projective Klingenberg pla-

nes. 16" International Geometry Symposium, Manisa Celal Bayar University, Manisa,

Turkey, 4-7 July 2018.

105



	1
	EDTEZ 30.07.2019
	ÖZET
	ABSTRACT
	TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER
	SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	ÇİZELGELER DİZİNİ
	1. GİRİŞ
	2. TEMEL KAVRAMLAR
	2.1. Cebirsel Kavramlar
	2.2. Geometrik Kavramlar

	3.  PK DÜZLEMLERİNİN LOKAL HALKA İLE KOORDİNATLANMASI
	3.1. Noktaların Koordinatlanması
	3.2. Doğruların Koordinatlanması

	4. ,ℤ-𝟒.+,ℤ-𝟒.𝛆  DUAL LOKAL HALKASI İLE KOORDİNATLANAN PK-DÜZLEM
	4.1. ,ℤ-𝟒.+,ℤ-𝟒.𝛆  Dual Lokal Halkası
	4.2. ,ℤ-𝟒.(𝛆) ile Koordinatlanan PK-düzlem.
	4.3. ,𝐏𝐊-𝟐.(,ℤ-𝟒.,𝛆.) Düzleminde Doğruların Arakesitleri
	4.3.1. Farklı Tipten Doğruların Arakesitleri.
	4.3.1.1.  Birinci ve ikinci tip doğruların arakesiti.
	4.3.1.2.  Birinci ve üçüncü tip doğruların arakesiti
	4.3.1.3.  İkinci ve üçüncü tip doğruların arakesiti.

	4.3.2. Aynı Tipten Doğruların Arakesitleri
	4.3.2.1. İkinci tipten  doğrularının arakesitleri
	4.3.2.2. Birinci tipten  doğrularının arakesitleri
	4.3.2.3. Üçüncü tipten doğrularının arakesitleri



	5. SONUÇ
	KAYNAKLAR
	ÖZGEÇMİŞ
	ULUDAĞ ÜNİVERSİTESİ
	TEZ ÇOĞALTMA VE ELEKTRONİK YAYIMLAMA İZİN FORMU


