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A. Giris

Bu tipteki fonksiyonlarin incelenmesi, ilk bakista 6zel bir du-
rumu belirttiklerinden gerekli goriilmese de, Ozellestirmelere ola-
nak verdiginden ve basitliklerinden o&tiirli genel liretim teorisinin
gelistirilmesinde yararli olduklarindan ve bu varsayimin tiretim fa-
aliyetlerine iyi bir yaklasim olmasi, incelenmelerini zorunlu kilar.
Ilaveten fonksiyonlar bolinemezligin sebep oldugu azalan ortalama
degisen maliyetlerle, kullamilan iiretim faktérii miktarinin smirh
olmasimin neden oldugu artan ortama degisen maliyetlerle uyum ha-
lindedirler. Gergekten de, bu fonksiyonlar arastirma sonucunda bu-
lunmug 6zel fonksiyonlar olmayip biitiin fonksiyonlar1 kapsayan bir
gergeveye veya bir tatolojidir. Burada Pareto'nun (1) kendisine Pa-
ris’in metro sistemi iki katina gikarildiginda belki maliyetler iki kat
olacak fakat iki kat gelir elde edilemeyecegini soyleyen kimseye
dogrusal homojenligin varhg: icin ikinci bir Paris’in gerektigini soy-
ledigi hatirlamirsa, sdylenen daha iyi anlasilir. Bu tatolojinin fayda-
s1, maliyet kosullarina etki eden faktdrlerin smiflandirilmasindaki
etkinliken 6tliriidiir. Gercekten de faktdr birlesim oranlarindaki
degisikliklerden otiirii dogrudan dogruya olusan maliyetlerdeki de-
gisiklikleri, kullanilan faktérlerden bazilarinin miktarlarinin smirh
olmasindan otiirii firmanin kontrolii disindaki maliyet artislar ve
béliinemezligin sebep oldugu maliyetlerdeki azalmalar1 birbirlerin-
den ayirdedilebilinmesine olanak wverir. Ayrica belirtilmelidir ki,

(1) M. Friedman, Price Theory: A Provisional Text, 1.B., Chicago, Al
dine Publishing Company, 1962, s. 79
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tretim fonksiyonunun dogrusal homojen olmasi, firmanin tretim
fonksiyonunu dogrusal homojen kabul etmesi demek degildir. Firma
yalniz liretim faktdrlerini ve maliyetlerini etkileyen kontrolii altin-
daki faktorleri diistiniir. Kisaca firmanin iiretim fonksiyonu, fonksi-
yonun bir kesiti olarak diisiiniilmelidir ve iiretim miktar: da etkile-
nebilen faktérlerle sabit kalanlarin birlestirilmesiyle elde edilir,

Genel olarak firmanin bir veya birkagc bagkasina devredileme-
yen ve bollinemez iiretim faktorlerine ki, bunlardan Hicks'in miite-
sebbis varsayimi en genig rastlanamidir, sahip oldugu varsayilarak
artan uzun dénem maliyet egrisine varilir. Ve boylece de firma &l-
ceginin iktisat ilmi icinde belirlenmesi saglanmis olur. Ote yanda
firmanin tiretim fonksiyonunun dogrusal homojen kabul edilmesi,

varsayimin reddi ve dolayisiyle de firma 6lgeginin sinirsizliginin ka-
bul edilmesi demektir. Bu soylenenler uzun donem analizi iginde
de gecerlidir. Ciinkii, aksi halde en uzun déneme bile bir kisa donem
karsin oldugundan dogrusal homojen iiretim fonksiyonu ile karst
karsiya kalinir. Dolayisiyle de ya monopollesme ile kargilagilir, ya
{ivetimin firmalar aramndaki dagilimi gelisi-giizel olur. Veya firma
kavraminin anlami tamamiyle yok olur. Ancak firmanin iiretim
fonksiyonunun biitiin dénemler i¢in aynilig1r farsayilarak, devredile-
meyen ve boliinmez iiretim faktdrlerine sahiplik varsayimmin fonk-
siyonunu yerine getirmesi saglanir.

Olcege gore verimler incelenirken goriiliir ki, iiretim faktorle-
rinin miktarlar1 pozitif bir sabit olan A oraminda arttirildifinda Q,
A*F (L, K) olarak yazlabilirse, liretim fonksiyonuna n dereceden
homoejen denilir. n, bir oldugunda iiretim fonksiyonuna dogrusal
homojen veya Olcege gbre sabit verimli iiretim fonksiyonu denir.

Basit normal egiiriin egrilerini veren Q :AL“K * olarak yazilan
iiretim fonksivonunda faktorler sabit A oraninda arttirilirsa, iiretim
miktar: da A oraninda artar. Fonksiyonun matematiksel 6zelliklerini
biraraya toplama, makalede incelenecek konularin izlenebilmesinde
yararli olacagindan, simdi bu ozelliklerin siralanmasi yerinde olur.
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B. FONKSIYONUN MATEMATIKSEL OZELLIKLERI
1. Degigkenlerden Birinin Fonksiyonu Olarak Tamimlanabilirligi:
Fonksiyon, degiskenlerden birinin fonksiyonu olarak tanimla-
nabilir (1). Dolayisiyla bunlarda iiretim faktorleri basina iiretim
Q L@(K) Kf(L) (L
= B e e
miktarini veren fonksiyonlar olarak, (2) de goriildiigii iizere yazi-
lirlar.

y=® (x), z=1 (k) 2)

Genellikle bu fonksiyonlar «iyi davranans gekilleriyle alimirlar. (Bun-
lardan ilkinin iyi davranan olabilmesi i¢in @®'(x) sifirda biiyiik,
@”(x) sifirdan kiiglik ve x sifira yaklasirken @®’(x) sonsuza, son-

A
Y
Y=g (x)
. ¥ i L
Sekil 1 !
5 z
o I:"I 'x

suza yaklasirken sifira yakla_s_;masx gerekir). Ve ilki sekil 1 de (x, y)
diizeyinde temsil edilebilir. Isglicii basina diisen kapital miktar1 OM
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ise, igglici bagina iiretim MP ve kapitalin marjinal verimliligi de,
egrinin P noktasindaki tegetinin egimidir. Ucret seviyesi Ow ise, ka-
rinin maksimize etmeyi amachyan firmanin se¢mesi gereken tiretim
teknigi w noktasindan egriye cizilen tegetin egriye degdigi P noktas
ile temsil edilebilir. Tegetin egimine esit bir licret kapitale ddenir
(r = wN/NP = wN/x). Bu licret seviyesi de, w'den P’ye cizilen en
dik dogru wP tegeti oldugundan en yliksek olanidir. Kisi basina ka-
pitale 8denen iicret wlN oldugundan geriye kalan Ow de kisi basina
iicrettir. Ve fonksiyonda «iyi davranan» bir fonksiyon oldugundan,
OR, w-r oranina egittir. Dolayisiyle de tek bir optimum s6z konu-
sudur.

2. Kismi tiirevlerinin yalmz faktorlerin birlesim oranlarmimn
fonksiyonlar: olmalar::

Fonksiyonlarin kismi tlirevleri yalmz faktorlerin birlesim oran-
larmin bir fonksiyonudur. Uretim fonksiyonunun n dereceden ho-
mojen olabilmesi icin varlig: gereken esitligin faktorlerden biri igin
kismi tiirevi alindiginda bulunan esitligin (3) her iki yam A pozitif
sabitine béliiniirse (4) de de goriildiigii {izere nacak esitlik (n—1)

AF, (AL, 2K) = A'F, (L, K) 3)

dereceden homojenliginin tanimini verir. Dolayisiyle sayet iiretim
fonksiyonu dogrusal homojen ise, iiretim faktérlerinin marjinal ve-

F, (AL, AK) = A*'F, (L, K) (4)
rimlilikleri de, sifir dereceden homojen olacaktir. Verilen drnekde

isgiicli ve kapitalin marjinal verimlilikleri fonksiyonlarinin sifir de
receden homojen oldugu, (5) ve (6) dan goriilebilir.

a-1 1-2
F, (L, K) = a(AL I o) (5)
a -
Fr (L, K)=(1—a) (AL K ) (B

Aciktir ki, iiretim faktorlerinin miktarlarinin A pozitif sébitiyle
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garpilmasi sonucu etkilemiyecektir. Marjinal verimlilik igin sGyle-
" nenler, ortalama verimlilikler icin de gecgerlidir. Omegimizdeki fonk-

siyonun. ortalama verimi A(K/L)1 i oldugundan, agiktir ki, yalmz
faktorlerin birlegim oranlarmm bir fonksiyonudur. Benzer olarak
kapitalin ortalama veriminin de, birlesim oranmnin bir fonksiyonu ol-
dugu gosterilebilir. Marjinal ve ortalama verimliliklerin yalmzca
faktorlerin birlesim oranlarinin fonksiyonu olmalarinin, toplam iiriin
egrileri iizerinde etkileri olacagi akla hemen gelmelidir. Kapital fak-
tériintin miktar: sabit tutulup, kullanilan isgiicii ‘miktar: arttirildi-
ginda isgiiciiniin marjinal ve ortalama verimliliklerinin davramsglari,
sekil 2'nin yardimiyla izlenebilir. Marjinal verimlilik goriildiigii tize-

—— . —

okt

re OM seviyesine kadar yiikselmege devam ettikten sonra, diigme-

ye baghyarak, ortalama verimi maksimum oldugu noktada keser.
Sabit olarak alinan kapital faktoriiniin miktarini arttirirsak, toplam
iirlin egrisi saga kayarak daha biiylik isglicii faktorii kullaniminda.
maksimuma erisecektir (sekil 3)., Fakat verimlilik egrilerinin mak-
simum noktalar1 yalmz faktérlerin birlegsim oranlarinin fonksiyon-
lar1 olduklarindan, kapital faktoriiniin kullanim miktarindaki degi-
sikliklerden etkilenmiyeceklerdir, Egrilerde meydana gelen kayma-
lar sekil 2'de izlenebilir. Maksimum degerleri gene sirasiyla OM ve
OA seviyesindedirler. Bu sﬁylenilenler toplam iiriin egrisindeki kay-
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may1 gosteren sekil iizerinde de tekrarlanabilir. Bilindigi iizere bas-
langic noktasindan gecen ve egrilere teget olan dogrunun egimi, is-
giicliniin ortalama veriminin maksimum degerini verir. Sekilden de
goriildiigii iizere, verimin ve toplam iiriin egrisinin maksimum nok-

Sekil 3

o

>L

talar1 dogrular iizerinde bulunurlar. Uretim faktérlerinin marjinal
verimliliklerinin yalniz faktorlerin birlesim oranlarinin fonksiyon-
lar1 olmalari, baslangic noktasindan gecen herhangi bir dogrunun -
esliriin egrilerini egimlerinin esit oldugu noktalarda kesmesine ne-
den olur. Uretim faktérlerinin nispi fiyatlari sabit kalirsa, gelisim
yolu da baslangic noktasindan gegen bir dogrudur. Fakat unutulma-
malidir ki, gelisim yolunun dogru olmas: iiretim fonksiyonunun her-

o la
hangi dereceden homojen- olmasini gerektirmez. Q = AL K

iiretim fonksiyonunun gelisim yolu tanimindan yararlanilirsa kolay-
ca bulunur (7). Bu dolaysiz fonksiyonun verdigi gelisim yolu ( (1-2)

1 I1-a

w F ~ a«ALT K ) oK
=—= - @

i e - Q- L K 5. =L

wL —arK = 0 gorildigi lizere baslangictan gegen bir dogruyu be-
lirler.
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3. Euler teoremi :

Uretimin faktérleri arasindaki dagilimi kendiliginden gercekle-
sir, (LF; + KFy = Q). n dereceden homojenlik i¢in gereken esitligin
A ya gore tiirevi alindiginda bulunan esitlikte (8), A yerine bir konu-

LF; (AL, AK) + KFx (AL, AK) = nA*! F(L, K) (8)

lursa, (9) da goriilen esitlik elde edilir. Fonksiyon dogrusal homo-

LF, + KFg = n F(L, K) 9

jen oldugunda gorildigli tzere uretim faktorleri arasinda bolisiil-
diikten sonra geriye bir sey kalmaz. Bu (10) da da goriildiigii iizere,
ornegimiz tarafindan da dogrulanir.

SR K
QAL - K ) 2k Kil—i) A B
o la

o l-o
AL K + (1—a) AL K
=aQ + (1—a) Q (10}

n nin birden bilyiik olusu halinde faktorlere marjinal verimlilik-
lerine gore yapilan édemeler toplam iiretim miktarmi asar. n nin bir-
den kiiciik olmas: halinde ise pozitif bir fark soz konusu olur. Uretim
fonksiyonunun dogrusal homojen olmasi halinde fonksiyon iiretim
faktorleri bagina liretim miktarini verecek gekilde diizenlenirse, esit-
lik kolayea bulunur. Tam rekabette firma kirini maksimize etmeyi
amag edinirse, faktorlerin marjinal verimliliklerinin iicretierine esit-
ler. y = ® (x) fonksiyonunda kapital ve isglicliniin marjinal verim-
lilikleri sirasiyla (11) ve (12) de gorildiigii iizere bulunur ve bunlar

2 (Lo(x)) Lo ® dx
2K

= Q) (11)

K
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o(L®(x))
oL

F,

= ®(x) + LI (x)

= O(x) —x®" (x) (12)

licretlere esitlenirse (13) tretimin kisi basina kapitale ve isgiiciine
lcret olarak dagilimi (14) de gorilldiigii lizere kendiliginden ger-
ceklesir.

r w :
antits 2 XY =0(x) —x¥ (x) a3
p b
r w
X + —— =x¥(x) + O(x) — xP’ (x) =& (x) (14)
p P

® (x) in y oldugu hatirlanip esitligin solu ve sagi L ile carpilirsa
aranilan sonu¢ bulunur (15).

FkK+FL=Q (15)

Bu esitlik yanhs olarak marjinal verimlilik tecrisinin, dagilimin
marjinal verimlilik teorisi sanilmasina yol agmigtir. Yanizca iiretim
faktorlerinin taleplerini etkilerse de, bircok durumlarda faktorlerin
arzlarini sabit varsaymak faydali oldugundan dagilimin marjinal ve-
rimlilik teorisinden bahsedilmeye devam edilmektedir. Fakat talep
teorisi olarak kabul edilmesi 6zellikle faktorlerin piyasa ici ve dist
kullaniglar1 sdz konusu oldugunda yerindedir. Ciinkii arz miktar:,
verilen taleple fiyati belirtir. Esitlik tam rekabetin varliginda, iire-
timin birim fiyatiyla da carpilsa bozulmaz ve uzun dénem kaArinin
sifir olmasiyla esanlamhdir (16). Hatirlanacag: iizere, firma kar

K(pFx) + L(pF1) = pQ ‘ (16)

maksimizasyonunun birinci derece kosullar: parantez icindeki sirasiy-
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la kapital ve isgiiciiniin marjinal verimliliklerinin kiymetlerinin r ve
w ye esit olmasim gerektirdiginden (16) daki esitlik uzun donem
toplam giderin toplam gelire egitligini verir. Dolayisiyle marjnal ve-
rimlilik teorisinin varsaymmindan otiiri, kir fiattan bagimsiz olarak
sifir bulunur. Fakat bu ¢oziim ¢ok iyidir! Marjinal verimliliklere
gore yapilan odemeler faktérlerin birlesimleri ne olursa olsun top-
lam iiretim kadar olacaktir. Faktor gelirleri firma dlgeginden bagim-
sizdirlar ve iiretilen mal sabit fiattan satildiginda kar maksimizas-
yonu analizi bu tipteki fonksiyonlar igin kullamlamaz. Kar fonksi-
yonu da (17) de goriildiigii tizere dogrusal homojen olacagindan, bir-

A = p F (AL, AK) — wiAL — ryK (17)

birinden farkl ii¢ sonug olarak icindedir. Ya fiatlar herhangi bir fak-
térler birlesiminde kér edilmesine olanak verir ki, kar A igin biyik
degerler secilerek istenildigi oranda yiikseltilebileceginden fonksiyo-
nun maksimizasyonu olanak i¢inde degildir. Ya verilen fiatlar fak-
torler birlesimlerinin hepsinde zarar olusmasina neden olur ki, fir-
ma bu is alanindan ayrilmak zorundadir, veya kir elde edilmesinin
olanak icinde olmadigl, marjinalistlerin de calismalarimi limitledik-
leri durum olugur ki, herhangi bir bilesimde sifir kar edilmesi biitiin
A degerleri icin de aymi birlesimin sifir kara sahip olmasini gerekti-
rir. Tabii burada bir monopollesme asamas: séz konusu degildir. Ki-
saca firma bakimmdan iiretim fonksiyonunun dogrusal homojen ol-

mas1 yapilacak arastirmalarin konusunu iktisat degil, teknolojinin
olusturmasini gerektirir.

Gergekten uzun donem toplam maliyet egrisinin dogrusal olma
zorunlulugu Q = AI‘,Jc Klac tretim fonksiyonu 6rnegimiz tarafindan
da dogrulanir. Birim tiretim maliyeti, sayet optimum faktdr birlesimi
(L* K*) ise wL* + rK* olur, Uretim fonksiyonunun dogrusal ho-
mojen olmas: dogrusal gelisim yoluna neden oldugundan, (QL*, QK*)
Q birim icin optimum faktér birlesimini belirler, Dolayisiyle de iire-
timin toplam maliyeti bQ ile gosterilir. Bir sabiti belirliyen b, (wL*
+ rK*) a esit olup iiretimin marjinal ve ortalama maliyetidir. Or-
negin toplam maliyet egrisini veren fonksiyon kolayca bulunur. b
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ve gelisim yolunun [(1-z) wLl-oK = 0] esitleri L ve K igin ¢ozliir-
se, (18) deki esitleri elde edilir.

L = abw K= (1—a)b/r (18)

L ve K nin bulunan bu esitleri {iretim fonksiyonunda yerlerine konu-
lursa (19) elde edilir ki, toplam maliyetin (20) de goriildiigii iizere

ab % (1—a)b i
Q=A( ) } (19)

w r

liretim miktar1 ve parametreler cinsinden yazilmasi saglanir.

o l-a
W T .
™ = { } Q (20)

Bl =i

Simdi, lretim faktérleri piyasalarinda tam rekabetin gegerli ol-
dugunda, tam rekabet kosullarinin mal piyasasinda bir an bulunma-
digin1 varsayalim. Firma karmnin sifir olabilmesi igin, ortalama mas-
rafin azalan boliimiinde iiretimde bulunulmahdir. Bunun, &lcege gé-
re artan verimlilige sebep oldugundan (15) deki esitligi bozacag dii-
stiniiliirse de gercek bir bozma s6z konusu degildir. Clinkii, faktor-
lerin kazanclar1 marjinal fiziksel verimliliklerinin degerlerine degil
de, marjinal verimliliklerinin degerine esittir. Dolayisiyle de marjinal
gelirin fiat1 oranindaki marjinal fiziksel verimliliklerin degerlerin-
den azdirlar. Kar sifir oldugunda esitligin saglandiginin gosterilmesi
igin Glgege gore sabit verimlerin fiziksel olarak degil de deger baki-
mindan varlig1 gerekir. Aksak rekabette deger bakimindan sabit ve-
rimlerin anlasilmasinda bazan gilicliik cekilmektedir, Teknik neden-
lerin olusturdugu artan verimler satis fiatindaki diisiisii tam olarak
kargilarsa sabit verimlerin varolabilecegi acikliga kavusur, Firma-
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nin karinin sifir olmasi halinde de bu kolayca ispatlanir (2). Simdi
de iiretim faktorlerinin arzlarinin tam elastik olmadigini diiglinelim.
Bilindigi tzere bu durumda faktorlerin aldiklar: {icretler marjinal
verimliliklerinin degerlerinden azdirlar. Gene faktorler fiziksel ola-
rak degil de yapilan harcamalarin hacmi cinsinden olgiiliirse, zithk
kendiliginden ortadan kalkar (3). Kaldi ki, iiretim fonksiyonu dog-
rusal homojen olmasa bile sayet kar maksimizasyonunun birinci ve
ikinci derece kosullar1 yerine getirilebiliyor ve firmalarin o endist-
riye giris ve gikislar: serbest ise (endlstrideki karin sifir olmasi ha-
li), marjinal verimlilik teorisi gegerlidir. (21) de goriilen toplam kéir
esitinin sifir olmas1 ve w ve r nin de sirasiyla pF; ve pFy ya esit ol-

7 = pQ — Wl — K (21)

masm da kar maksimizasyonunun birinci derece kosullar: gerektir-
diginden, bu esitligin Q igin ¢ozlimi gene (15) deki esitligi verir.
Gériilmektedir ki, sonug yukarida esitlik kullanilmadan da elde edi-
lir ve iiretim fonksiyonunda dogrusal homojen olmadigindan firma
icin optimum bir &lgegin bulunmas: olanak icindedir. Burada sirasi
gelmisken marjinal verimlilik teorisine y&neltilen tenkitler de kisa-
ca dzetlenebilir. Bunlardan ilki, kanunun gecerli olmasi halinde fak-
tor paylarinin bir tabiat kanunu tarafindan belirlenmis gibi kagiml-
maz olarak tayin edilmis olacagimi ve herhangi bir beseri unsurun
karismasina olanak vermiyecegini ileri siirer. Bu iddia dogru olsa bi-
le, teorinin reddedilmesi i¢in yeter degildir. Kaldi ki dogru da de-
gildir. Clinkii, teori paylarin beseri unsurlar tarafindan nasil etkile-
nebilecegini analiz eder ve gercekten de isgiiciiniin verimi cesitli
yollardan etkilenebilir. Iktisada giris kitaplarin sik sik goriilen teo-
rinin diger bir tenkidi ise, teorinin fakt6ér mobilitesinin tamlig1, bas-
ka alternatiflerin varhgmin bilinmesi ve tam rekabetin varlig1 var-
sayimlarina yonelmistir, Aciktir ki, bu tenkitler teorinin faktér ta-
lebinin tayin ve faktor fiatlarinin belirtilmesinde pozitif bir analiz

(2) J. Robinson, «Euler's Theorem and the Problem of Distribution»,
The Economic Journal, C. XLIL, (1934), s. 403

(3) Ibid., s. 409
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aleti oldugu gercegini ortadan kaldirmaz. Bu varsayimlar normatif-
dir ve teoriye gore yapilan ddemelerin en etkin faktorler dagilimim
gerceklegtirmesine olanak verir. Genel olarak faktdrlerin marjinal
verimliliklerine gére yapilan odemeler, piyasada nihai {iriinler ara-
sinda satimalmadaki ikame oranini iiretimde nihai iirtinler arasin-
daki teknik 1kame oranina esgitler. Normatif konularin miinakagasi-
na, ote yanda 6zel ve sosyal iiretim miktarlar1 arasindaki farkhlik-
larda girer- Fakat bu da tretimin dogru olarak 6l¢lilmesi halinde ni-
teligini kaybeder. Goriilmektedir ki, miinakagada asil iistiinde du-
rulmakta olan nokta, daha adil bir dagilimin saglanip saglanamiya-
cagidir. Ne tlretilmisse karsilifn alinmaktadir. Fakat analiz verilen
gelir dagilimindan baglatilmistir ki, bu da analize fazla giivenilme-
mesine neden olmaktadir.

Nihayet (15) deki egitlikten yararlanilirsa, faktorlerin marjinal
verimliliklerinin dogrusal homojen iiretim fonksiyonunun egiiriin eg-
risi verilince kolayca bulunabilineceginin belirtilmesi gerekir. Sekil
4’de P esiiriin egrisi lizerindeki herhangi bir nokta olsun ve bu nok-
tadan egriye teget cizilirse (22) deki esitlik bulunur.

Kd\
|
M
ekl s : P p
MEER N L e Sl
[}
i P '
¥ ]
: i
: ]
] I
0 3 N N T

Esitligin her iki yam MV, OJ ¢arpimmna béliiniirse (23) deki
Q = MV,.0J + MVxPJ (22)
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Q | o MVsPJ
MVLOF = MV.0J
e 2
& PJ OJ
ke TS ' (23)
0J ;

sonugtan MV;, Q/ON olarak bulunur, MV de benzer yoldan Q/OM
olarak bulunur, Kapitalin miktarini PJ de sabit tutarken, iggiiciiniin
miktarim JJ’ kadar arttiralm. OP’ dogrusunun esiiriin egrisini P”
de kestigini varsayarak, bu noktadan egriye M'N’ tegeti cizilirse,
MV,; nin P’ ve P” noktalarinda egdegerli ve Q/ON ye esit oldugu
goriilir. Bu yontemle daha bircok noktalar elde edilerek istenirse
bir egri ¢izilebilinir. Bu analiz dogrusal homojen fonksiyonlarinin
herhangi bir tipdeki egiiriin egrisine uygulanabilir (4).

4. Diger matematiksel oOzellikleri:

Fonksiyonun diger matematiksel &zellikleri de, devamla kisaca
siralanabilir:

a) Fonksiyonun ikinei kismi tiirevleri ile ikinei gapraz tlirev-
leri arasinda iligkiler.

Bu iligkiler (24) de goriildiigii tizere yazilir (5).

L

Fn = FJ.K » Fkk e _Ii— FIK (24)

(4) A. S. Gerakis, «A Note an Linear and Homogeneous Fuctions and
‘Marjinal Products», Economica, C. XXIX, (1962), s. 283

(5) R.G.D. Allen, Mathematical Analysis for Economists, 1.B., London,
Macmillan and Co., Ltd., 1967, s. 318

194



Dr. Hasan ASKAN
b) Fonksiyon ikinei kismi tiirevlerinin aralarindaki iligki:

Bu iligki, (24) deki esitliklerden kolayca elde edilir. Bu son iki

1.2
Frx = Fu (25)

K2

egitlikten goriliir ki, herhangi bir pozitif iiretim seviyesinde ikinci
kismi tiirevlerden birinin degerinin sifir olmasi digerlerinin deger-
lerinin de sifir olmasina neden olur.

¢) Uretim miktar1 karesinin, {iretim faktdrleri ve fonksiyonun
kismi tiirevleri cinsinden ifade edilebilirligi:

Q* = F%L2 + 2FFxLK + F%K ¢ (26)

d) Fonksiyonun ii¢lincti kismi tiirevlerinin aralarindaki iliski:

1 K3
Fu1 —'L—g Fix x @1

Fipn=—

C. AZALAN MARJINAL VERIMLER

Genel olarak cizilen toplam {iiriin egrilerinin dogrusal homojen
iiretim fonksiyonu icin gecerli olamayacaginin tartisilmas: daha dog-
rusu degisen oranlar kanunu olarak adlandirilmasi gereken konu-
nun bu makalede incelenmesine neden olmustur. Bilindigi iizere fir-
malar kisa donemde, kisa donemin tanimindan 6tiirii en az bir fak-
tériin sagladign hizmetlere fiatlarim etkilemeden sahip olamazlar.
Verilen fiatlarda cesitli {iretim faktorlerinin hangi oranda birlesti-

(6) C.E. Ferguson, The Neoclassical Theory of Production and Distri-
bution, I.B., London, The Cambridge University Press, 1969, s. 95
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rilmesi sorusuna cevap veren klasik iiretim fonksiyonlarinda, degi-
sen faktérin veriminin &nce artan doniisim noktasindan sonra da
azalan hizla artacagi ve hz sifir olduktan sonra da toplam tiriiniin
azalarak sifir olacag: kabul edilir, Siiphesiz bu davranisin arkasinda
ne bir teori ve ne de bir mantik vardir. Yalnizca iktisadi olaylarda
gecerli oldugu kabul edilmistir. Konunun incelenebilinmesi igin, mik-
tar1 sabit alinan iiretim faktdriiniin boliinemez ve tam uyabilir ol-
malidir ki, degisen faktor pozitif bir sabitten sonra ne miktarda kul-
lanilirsa kullanilsin iiretilen iiriin miktar: maksimum olsun. Ve mik-
tar1 degistirebilen faktoriin de kii¢iik homojen parcalara boliinebil-
mesi gereklidir.- Aciktir ki, sifir uyabilirlik halinde toplam iiriin e3-
risi tek bir noktaya doniiserek konunun incelenmesine olanak ver-
mez, Firmalar kisa donemde bazi faktorlerin hizmetlerinden daha
fazla faydalanamadiklarindan, iiretim miktarlarindaki degisiklikleri
izlemek ig¢in daha esnek iiretim sistemleriyle calismak isterler. Tabii
esnek sistemlere sahip olmanin da bir fiat1 vardir. Clinkii, genellikle
daha fazla sabit iretim faktorii gerektirirler. Fakat sistemlerin secimi
nin, azalan marjinal verimlerle dolaysiz iligkisi bulunmamas: konu-
nun uzerinde daha fazla durulmasina gerek birakmaz. Degisen tire-
tim faktériiniin pozitif bir sabitten sonra ne miktarda kullanilirsa
kullanilsin toplam iiriin egrisi iiretilebilecek maksimum iirctimi be-
lirliyorsa bu toplam iiriin egrisinin tiiretildigi {iretim fonksiyonuna
Knight tipi denilir. Ve bu tipteki fonksiyonlar, tiretim faaliyetinin
miktar: sabit kalan iiretim faktoriiniin degisir olanina orani sonsuz
olmadan durdurulmas: tabii oldugundan toplam firiin egrileri bas
langic noktasindan baslayan liretim fonksiyonlarina yeg tutulmal-
dir. Ferguson ise, bu tipteki toplam {irlin egrisini verecek iiretim
fonksiyonunun ifadesinin en az iki terimli olma ve en az bir terimi-
nin de digerlerinden cikarilmasi zorunlulugundan ve terimlerin bir-
birlerinden gikarilmalarina da gerek teknik ve gerekse iktisadi bir
neden goremediginden, bu tipteki fonksinoylar1 reddeder (7). Fakat
bu itiraz gecgerli olmadig: gibi baslangi¢ noktasindan baslayan toplam
iirlin egrileri miktar eksenini kesmiyerek miktar1 degisir iiretim fak-
toriiniin ortalama verimliliginin hicbir zaman sifir olmamas: yanhs-
ligin1 da beraberliklerinde tagimaktadirlar., Egrinin miktar eksenine

(7 Ibid, s. 318
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asimptot olmasmin gerekliligi kolayca gosterilebilinir. Isglicii-kapital
orani sifir olurken toplam iiretimde sifir olur. Simetri yapida kapital-
iggiicii orani sifir oldugunda toplam iiretim sifir veya isgiicii-kapital
orami sonsuza yaklasirken egrinin eksene asimptotlugunun gerekti-

rir. Basit-normal eslirtin egrisini veren Q=AL“K - iiretim fonk-
siyonu ile konu, toplam irilin egrisi azalan bir egimle artip mak-
simum degere ulasamayacagindan incelenemez. Ayrica toplam iiriia
egrisinin maksimum noktas: ile egrinin miktar eksenini kestigi nok-
talar arasindaki mesafelerden sagindakinin daha biiyiik olmasi ge-
rekliligi belirtilmelidir (8). Uretim faktérlerinin birlesim orani, her
ilave degisir faktdr biriminden daha az etkilenir. fktisatta uzunca bir
siireden beri dogrusal homojen fiiretim fonksiyonlarimin Knight ti-
pinin  &zelliklerine -sahip olup olmayacaklar1 tartiilagelmektedir.
Asgagida sirasiyla Fergusan (9), Sato (10) ve Rowe (11) tarafindan

) 2
0 BL3K? 4 CL2K3 .

% LN prE More i 5l
L2K‘l
G DT @)
boL? + b K3
Le Ko
Q = 30)

gL‘.!a—l AL (1._g)K2a-l

Knight tipine 6rnek olduklar: ileri siiriilen dogrusal homojen fonk-
siyonlar gorlilmektedir. Fakat bunlarin hepsinin de kesitleri baslan-

(8) L.M. Cassels, «On the Law of Variable Proportions», Readings in -
the Theory of Income Distribution, der The American Economic
Assocation 4.B., London, George Allen and Union Ltd., 1967, s. 104

(9) Fergusan, loc. cit,, s. 122

(10) R. Sato, «Diminishing Returns and Linear Homegeneily: Comment»,
American Economic Review, C. LIV, (1964), s. 745

(11) J. W. Rowe, Returns and Linear Homogeneity, Coument», Amer-ican
Economie Review C. LV, (1965), s. 591 :
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gic gectiklerinden toplam liriin egrileri degigir liretim faktorii miktar
eksenini kesmezler ve dolayisiyle de Knight tipi fonksiyonlar olarak
kabul edilmeleri olanaksizdir. Genel gekli (31) de goriuldiigii lizere
yazilabilen Knight tipindeki dogrusal homojen {iretim fonksiyonu-
nun ozel hali Schneider tarafindan bulunmustur (12). Fonksiyonda
2 ve B katsayilar pozitif sabit, § katsayilar arasindaki iliski 2 7'
3>Bo + Pm

.....;-'ﬂz‘: BDLm/n + E&L(m—i)‘/n Ki/n — Bme/n

(€3]
aDL(m-n)/u + alK(m—n)/n

ve m ve n de birbirlerinden farkhh tek sayilardir. Schneider'in
fonksiyonunda (32) K yerine bir konuldugunda, sekil 5'de cizilmis

Po

Bekil 5.

bulunan kesitinden de goriilecegi tizere, bu fonksiyon Knight tipinde
dogrusal homojen iiretim fonksiyonudur, Kesit, degisir faktériin iki
pozitif miktarinda (.15 ve 6.85) ekseni keser ve bir maksimum, iki

(12) D. Schneider, «Diminishing Returns Linear Homogeneity: Com-
ment», Amerikan Economie Review, C. LIV, (1964), s. 749
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—13 + 6L’K + 6LK®* — K®
0 32
L2 _+. K2

doniisiim noktasina sahip bulunur. Euler teoreminden yararlanihirsa,
faktorlerin marjinal verimliliklerinin egitleri (33) de goriildiigii iizere

o g
Fl SN Q KFk ] Fk = Q 1 (33)
L K

elde edilir. 1’'Hopital kurali bunlardan ilkine uygulandiginda gori-
lin ki, igglicliniin marjinal verimliligi ve dolayisiyle de kapitalin mar-
jinal verimlilii F noktasinda sifirdir. Ortalama veriminin esiti de
(34) de goruldiigi lizere yazilabilindiginden F de isgliciiniin orta-

Q
L

K
== L Fx+ Fy (34)

lama verimliligi de sifirdir. Isgiiciiniin .25 miktarinda kullanmiminda
(sekilde G noktas: ile belirlenmistir) Fiy1,- 52. 13 ye esit olacagindan
gerek F, ve gerekse Fy; F, G noktalar: arasinda sifirdan biiyiiklerdir
ve bu aralikta Fi;; nin degerini sifir yapan bir nokta bulunmadigin-
dan isglicliniin marjinal verimliligi azalan bir hizla artar ve dolay:-
siyle bir déniisiim noktasma sahip olmaz. Ve G noktasinda agiktir ki,
marjinal verimlilik egrisi bir maksimuma erisir ve toplam {iriin eg-
risinin icbiikeyliginin yonii kurala gore yukaridan iken asagiya ola-
cak sekilde degisir. Bu noktadan sonra isgiicliniin marjinal verimli-
ligi azalmaya baslar. Ortalama verimin maksimum noktasindan ge-
cerek toplam iirtinii maksimum yapan 1.56 birim isgiicti kullanimin-
da (sekilde C’ noktasinda) sifir olur, Isgiiciiniin .64 birim kullanimin-
da (sekilde B’ noktasi) maksimum olan isgiiciiniin ortalama verim-
liligi egrisi, 92(Q/L)92°L, A” noktasimin solundaki araligin herhangi
bir noktasinda sifir olmadigindan, bir déniisiim noktasina sahip de-
gildir. Bilindigi lizere miktar: degisen faktoriin ortalama veriminin
miktar1 sabit kalan faktériin toplam firiinii olabilmesi icin ortalama
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verimlilik egrisinin doniisiim noktasinin marjinal verimlilik egrisi-
nin maksimum, minimum noktalar1 arasinda bulunmas: gerektigin-
den, doniislim noktasinin marjinal verimlilik egrisinin maksimum
noktasinin solunda aranmasinin bir geligki yarattigi dusiinilebilinir.
Isgiiciiniin ortalama verimliliginin tiirevleri kapitale gore alnirsa,
(Q, K) diizeyinde ortalama verimin, igglicliniin miktar1 bir alin-
diginda kapitalin toplam {iiriinii oldugu goriileceginden sbzii edilen
celiskinin varhigi gerceklegsmez. Yukarida, firmanin iiretim faalive-
tine ortalama verimin maksimum oldugu B noktasinda girigecegi
sOvlenmisti. Bu noktada miktar1 sabit kalan fakt6ériin marjinal verim-
liliginin sifir olusu, dogrusal homojen fonksiyonlar icin kolayca 1s-
patlanmir. Ortalama verimin tiirevi sifira esitlendiginde, LF;; nin -K
Fix ya esitligi hatirlanirsa -(K/L?) Fy nin sifir olma gerekliligi kendi-
liginden ortaya cikar. Faktorlerin kullanim miktarlar: da pozitif ol-
dugundan miktar: sabit kalan faktoriin marjinal verimliliginin B nok-
tasinda sifir oldugu sonucuna varilir. Nihayet isgiiciiniin 6.85 birim
kullanilmasiyla marjinal ve ortalama verim egrileri E noktasinda
toplam {iriin egrisi ile birlikte miktar eksenini keser ve sifir dege-
rini alirlar. Isgiicliniin marjinal verimliligi, 3.75 birimin kullanilma-
siyla bir ekstrim noktasina daha sahip olur ve bu nokta Fyy,, .066 ol-
dugundan bir minimumdur. Toplam iiriin egrisinin icblikeyligirin
ybnii agagidan iken yukariya olacak -gekilde degismistir, Ortalama

K K

260
=Fy; — Py + '—L-‘ Fix (35)

2L L2

verimlilik egrisi de, bu nokta ile kendi maksimum noktas: arasinda
bir birim isgiiciiniin kullaniminda 2%(Q/L)/9L? oldugundan bir
déniisiim noktasina sahiptir. Ve bu doniisiim noktasinda 2*(Q/L) /oL*
75 olarak bulundugundan egrinin isbiikeyliginin yonii de asagidan
iken yukariya olacak sekilde degisir. Dolayisiyle ortalama verimlilik
egrisi, birinci safhada doniisiim noktasina sahip olsun olmasmn bir
doniisiim noktasina sahiptir.

Bu sdylenenleri, esiirlin egrisi iizerinde de izlemeden once iki
noktanin hatirlanmas: faydahdir.
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Sayet iiretim fonksiyonlari, verilen teknoloji seviyesinde fak-
torlerin birlesiminden elde edilecek maksimum firiin miktarini be-
lirler olarak tanimlanirsa, egliriin egrileri marjinal verimliliklerin s1-
fir olduklar1 noktalardan sonra eksenlere paralel devam ederler. Ve-
rilen iriin miktar: igin gereken minimum faktorler ihtiyacini belir-
ler sekilde tanimlanirsa, Isocline’lerin disinda kalan parcalar bu se-
fer yokolurlar. Ve ki iiretim faktoriiniin olugturdugu iiretim fonksi-
yonlarinda azalan verimler yalmiz bir faktor icin incelenebilir. Bir
faktoriin ayni anda hem boliinemez ve hem de béliinebilir olarak ka-
bul edilmesi olanaksiz oldugundan, yalniz bir ekonomik olmayan
bélge tanimlanabilir.

Bu hatirlatmadan sonra (K, L) diizeyinin baglangigtan gikan
dogrularla béliimlere ayrilabilinecegi gosterilebilinir. Sekil 5'deki
OF mesafesi dogrudan dogruya sabit faktoriin miktariyla orantilidir.
Dolaysiyle sekil 6’daki OS, dogrusu kapital miktar: devamli degisti-

[

Jekil 6.

rilerek elde edilir. Gene homojenlik 6zelligi, kapital miktarimin de-
vamh degistirilmesinde OS?® dogrusunun elde edilmesine olanak ve-
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rir, Sekildeki OS,; dogrusu da iggiicii faktdriiniin marjinal verimlili-
ginin maksimum noktalarinin geometrik yerini temsil eder. Yukari-
da verilen iiretim fonksiyonunun her iki tanimi da, miktar:1 sabit
alinan iiretim faktdriiniin béliinemez ve tam uyabilirligi halinde, es-
iiriin egrisinin ekonomik bélgenin disinda varolmasina engel olmaz.
Kapital miktar: bir birimde sabit tutulup isglicii miktar1 C’ noktasi-
na kadar devaml olarak degigtirilirse, her noktada maksimum toplam
iiriin elde edilir. Bu yapildiktan sonra da kapital miktan bir birime
kadar devamli olarak degistirilirse, OK ve OS, arasini1 kapsayan es-
firlin ylizeyinin tamam elde edilir. Sekildeki C’ noktasindan sonra
iggiicii kullamimi faaliyetini iktisadi yiiriiten firmalarda iiretim se-
viyesinin diigmesine neden olmaz. flave iggiicli ya bos birakilir veya
iiretim faaliyetine karigtirilmaz. Uretim fonksiyonunun ilk tamm
benimsenirse, egliriin egrileri OS, egrisine degdikten sonra isgiicii
eksenine paralel devam ederler. Ayrica bir faktoriin hem béliinemez
ve hem de boliinebilir olarak kabul edilmesi belirtildigi lizere ola-
naksiz oldugundan, egiiriin egrisinin ¢iziminin de tutarlhiligi ortada-
dir. Ote yanda ekonomik olmayan bolgenin karakteristigi olan po-
zitif egimli esiirtin egrileri, homojen iiretim fonksiyonunun &zellik-
leri ile bagdasmaz, Ekonomik bdlgenin disindaki OS, dogrusu egiiriin
egrisini G’ noktasindan sonra bir bagka acidan G” noktasinda keser
ve boylece de homojen fonksiyonlarin temel 6zelligi olan esiiriin eg-
rilerinin baslangi¢c noktasindan gecen herhangi bir dogru boyunca
egimlerinin esit olmasi kurall bozulmus bulunur. Gergekten de es-
iiriin egrileri bu bolgede yon degistirirler. Dogrusal homojen iiretim
fonksiyonu, @ = F (L, K) ile gosterilirse, egliriin egrisinin egimi
dK/dL, - (F;/Fy) dir ve egri iizerinde hareket edildiginde egimdeki
degigme haddi, d*K/dL? nin esiti tarafindan verilir. Dogrusal homo-

e 1

e - (F2,F,;, — 2F, FyFig + F?; Fgg)
K

jen iiretim fonksiyonlarinda Fy., F;.(L2/K?)ye ve Fix da —Fy; (L/K)
va esit oldugundan, esitlik tekrar (36) da goriuldiigi tizere diizenle-

d2K Fi

= e — 2 )
=5 o (P -+ 2LKF\Fx + 2 ) 36
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nebilir, Esitligin sagindaki parantezin ici, gene dogrusal homojen
fonksiyonlar icin Q2 ye esit oldugundan, (36) daki esitlik daha basit
olarak yazilabilir (37). Simdi OS; ile OS; arasinda kalan esiiriin egri

dz K F,, Q2
— e 0 TR : (37)
d L2 K2 P3¢

parcasinin sekli aragtirilabilinir. Bilindigi {izere, ekonomik olan bél-
gede her iki faktdriin marjinal verimliligi pozitifken, bu arada F,
pozitif, Fy negatiftir. Marjnal verimliliklerin isaretleri ters olmasi
egrinin egiminin pozitif olmasi sonucunu verir. OS, dogrusu da is-
gicli faktoriniin marjinal verimliliginin maksimum noktalarimin
geometrik yeri oldugundan F;; sifirdir. F; sifir olunca da d2K/dL2
de sifir olur. dK/dL sifirdan biiyiik oldugundan, esiiriin egrisi OS, yi
kestigi G’ noktasinda bir ekstirme sahip olmadifindan dogruyu dé-
niisiim noktasinda kesmelidir. OS; ve OS; cizimlerinden 6tiirii arala-
rinda isgisliniin marjinal verimliligi diiser. Fy; nin sifirdan kiiciik
olusuna ildveten Fy nin da sifirdan kiicikligli d*K/dL? nin negatif
olmasina yol acar. Isgiiciiniin marjinal verimliliginin pozitif olmasi
dK/dL nin pozitif ve dolayisiyle de egrinin bu arada pozitif egimli
olmasina neden olur. Fakat egrinin egimi B’ den G’ ne gidildikce
azalir. 0S;, 0S; dogrular1 arasinda ise, cizimlerinden &tiirii, isgliciiniin
marjinal verimlilig artar. Ildveten, bu arada F\ nin negatifligi d*K/
dL? nin pozitiflifine neden olur, Gene isgiiclinlin marjinal verimlili-
ginin pozitif olmasi dK/dL nin pozitif ve dolayisiyle de egrinin bu ara
da pozitif egimli olmasina neden olur. Fakat bu defa egimin degeri
G'den uzaklastikga artar. Kisaca, esiirlin egrisi G’, G’ arasinda orijine
disbiikey G, G’ arasinda ise icbiikeydir. Diger bir belirtilmesi ge-
reken nokta da, esiirin egrilerinin doniisiim noktalarim1 birlestiren
dogrunun dik olmamak kosuluyla istenildigi kadar dik cizilebilecegi-
dir. Boylece yalnizea OK iizerinde esiiriin egrisi tamimlanamaz. Ure-
tim fonksiyonunun biitlin pozitif K, L degerleri i¢in tanimlanamaya-
cag1 kolayca gosterilebilinir. OK ile OS, arasinda isgiiciiniin marjinal
verimliliginin arttifimm1 varsayalim. K ve L pozitif oldugundan Fy,
nin esiti (K/L)® Fy dan Fxx pozitif olarak bulunur. K/L ile gosteri-
lebilen dogru dik olunca (L/K)? sifira yaklasacagindan Fy; de son-
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suza yaklagir. Kisaca sabit bir kapital miktar: igin, kapital eksenine
yaklagildikga isglicliniin marjinal verimliligi egrisinin egimi dikle-
sir. Uretim faktorlerinin pozitif degerleri icin pozitif iiretim mikta-
rimin varhig varsayilir. Dolayisiyle verilen bir kapital miktarinda
iggilicii miktar1 sifira yaklasirken liretim miktar: hala pozitiftir. Sim-
di kullanilan isgiiiiniin miktar1 sifir oldugunda, iiretim fonksiyonu-
nun hald gegerli olup olmadigimi arastiralim. Dogrusal homojen iire-
tim fonksiyonlar: igin LF; + KFx = Q oldugundan isgiicii miktarinin
sifir olusunda KFy, Q ya esit olur. Sayet iiretim fonksiyonu hala ge-
cerliyse, Fy sifirdan kiigiik oldugundan iiretim miktar: da sifirdan
kiiciik olmalidir. Bunun anlam ise, verilen kapital miktar: igin iggii-
cii eksenine ne kadar yaklasirsak yaklasalim Q pozitiftir. Fakat iggii-
ciiniin kullanim miktarmm sifir olusunda Q negatif oldugundan de-
vamlilik eksenler iizerinde s6z konusu olamaz. Kisaca doniisiim nok-
talar1 OS, dogrusu iizerindedirler ve verilen sabit kapital miktarlar:
igin igglicliniin marjinal verimlilikleri maksimumdur. Sekil 6 daki
G’ dbniisiim noktasi, toplam iiriin egrisinin A noktasindaki déniisiim
noktasimin karsitidir.

Burada konuyla yakindan iligkisi bulunan degisen masraflara
bir gz atilmasi gerekir, Goriildiigii lizere kisa donemde, liretim se-
viyesinde olusturulan degisiklikler, sabit alinan iiretim faktorii mik-
tarinda herhangi bir degisiklik gerektirmez. Kisaca miktar: sabit
alinan faktoriin baska bir kullanim yeri olmadigindan, kaybedilen
alternatif yalmizea miktar: degisir liretim faktdriiniin birimleri icin
yapilan harcamalardir. Bilindigi iizere marjinal maliyet, toplam ma-

liyetteki degigmenin {iretim seviyesindeki degismeye oranlanmasiy-

la bulunur. Tam rekabette, toplam maliyetin degismesi, isgiicliniin

kullanim miktarindaki degisiklikle iicret seviyesinin carpimina esit
oldugundan goruliir ki, marjinal maliyet isglicliniin marjinal ve-
rimliligi ile ters orantihdir. Dolayisiyle tam rekabet kosullarinda,
azalan marjinal verimlerin varhig artan maliyetlere sebep olur. Ve
firmanin kisa - ddnemdeki urettigi mal miktarindaki degisiklikler,
degisir ortama masraf egrisinin minimum noktasin {izerinde kalan
marjinal maliyet egri parcas: lzerinde izlenir. Kisaca egrinin bu
parcas: firmanin kisa - donem arz egrisidir.
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D. Ikame Elastikiyeti ve Faktorlerin _
Nispi Paylarindaki Degisme ile Arasindaki iligki

Fonksiyonun matematiksel ozelliklerinden yararlanilirsa iire-
tim faktorleri arasindaki ikame elastikiyeti i¢in basit bir ifade bu-
lunabilir. Tkame elastikiyetinin degeri kismi tiirevlerin bir fonksi-
yonu olarak yazilabilir. Ifadenin pay: dogrusal homojen fonksyonlar

— F1 Fg (LF; + KFx)

o =
LK F.1Fx — 2FixF1Fy + FexF2)

icin F1K\Q, paydas1 ise, Fy; nin —F;, (K/L) ye esit oldugu hatir-
landiginda (36) dan da gorildiigii tzere,

— Fix (K* F2; + 2F; F\F, + L?F?;) olarak yazilanabilir. Diizenle-
nen paydanin i¢i de, dogrusal homojen fonksiyonlar Q* ye esit oldu-
gundan ikame elastikiyeti icin (38) de goriildiigii iizere cok basit
bir ifade elde edilebilir. Dikkat edilirse, bu ifade faktérler aras: ika-
kamenin derinligi taniminin aymsidir. Bununla beraber ikame elas-

F, Fx
QFix (38)

tikiyeti i¢in daha basit bir ifadenin elde edilmesi olanak icindedir.
Yukanda (11) ve (12) de sirasiyla kapital ve iggliclinlin marjinal
verimlilikleri @ (x) ve ® (x) — x® (x) olarak bulunmustu. Bulu-
nanlar taniminda yerlerine konulursa, (39) da goriildiigii {izere ika-
me elastikiyeti icin dogrusal olmayan bir differensiyel esitlik bu-

@’ (01} — x®’
ol iy x){ @ (x) — xP’ (x) } 39)
x® (x) P (x)

lunur. Fakat faktér oranlarinin tek bagimsiz degisken olmalarindan

e la
otiirii, kismi differensiyel bir esitlik degildir. Q = AL K ile
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ifade edilen dogrusal homojen iiretim fonksiyonlarina misalimizde,
MTIH,; nin degeri («/(1—a))x oldugundan ikame elastikiyetinin
degeri biitiin noktalarda bire esittir.

Siras1 gelmisken burada, ikame elastikiyeti ile faktorlerin nispi
paylarindaki degigmeler arasindaki iligkiler incelenebilir, - Uretim
icinde, iggiicii ve kapitalin nispi paylari sirasiyla wL/pQ ve rk/pQ
diir, Dogrusal homojen iiretim fonksiyonlarinda, faktorlerin nispi
paylar1 daima iiretim elastikiyetlerine esit oldugundan, oranlar da
g, — €x oranina egit olur. Mutlak geliri artan iiretim faktoriiniin
nispi payl, ikame elastikiyetinin birden kiiglik, bire esit veya bir-
den biiyiik olugsuna gore artar, sabit kalir veya azalir. Tam rekabet
kosgullar: altinda bilindigi lizere karini maksimize etmeyi amagliyan
firma, faktorlerin marjinal verimliliklerini iicretlerine esitler.

Fakat tretim faktorlerinin fiatlari ayni zamanda faktorlerin bir-
lesim oranlarmin da bir fonksiyonudur. Dolayisiyle liretim faktorle-
rinden birinin, isgiicliniin fiat: degistikce, x(=K/L) deki ve bagiml

olarak da y(=Q/L)deki degisiklikler arastirilabilinir. (-—-w—) nin
P
esitinden (®(x) — x?’ (x)) dw/dx, — x®"(x) ve y den de dy/dx,
@’ (x) olarak elde edildiginden, dy/d(wp) nin esiti —& (x) /x®"(x)
olarak bulunur. y nin licret seviyesine gore elastikiyeti alimirsa, (40)
da goriilen elastikiyetin esiti, ikame elastikiyetinin dogrusal olma-
yan differensiyel esitidir. Diger taraftana faktorlerin optimum bir-

(w/p) 4y 0 @ (x) — x®’ (x) (e o (x) ) @0y
y d(w/p) P (x) x®”(x)

I s praged
lesiminde kapitalin pay1 —— (x/y), x& (x)/®(x) e esittir. Isgiici-
5 :

niin fiat1 yikseldiginde x nin degeri artacagindan kapitalin payin-
daki (41) deki esitlik verir.

d 2®,_ 1 (o @ +x0@) —x* )
ax @ (x) D2(x)
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xP” (x) @ (x) {P(x) — xP’ (x) }

= { + 1)
@ (x) x@(x) D7 (x)
X ;
s — G |
@ (—27(x)) (o—1), s

Ikame elastikiyetinin degeri birden buyiik ise, kapitalin pay:
w

P
linde ise, pay azalir. ikame elastikiyetinin degerinin bir oldugu 6zel

X ve ) ile birlikte yiikselir. Degerin birden kiiciik olmasi ha-

w

halde ise, kapital ve iggiicliniin payi, x ve (——) degerlerindeki bii-
p

tiin degismelerden etkilenmiyerek sabit kalirlar.

(39) daki esitlikte, ikame elastikiyeti igin cegitli degerler konu-
larak elde edilecek gesitli dogrusal homojen fonksiyonlarin ifadele-
rinin bulunulmasina gecilmeden oOnce, cesitli anlamlardaki teknolo-
jik ilerlemeleri veren iliretim fonksiyonlarinin nasil elde edildigi
gosterilebilinir. Ayrica dogrusal homojen iiretim fonksiyonunun, iire-
tim faktorleri basina iiretim miktarini belirleyen fonksiyonlarin di-
zenlenmesine olanak vermesi, gerek Hicks ve grekse Harrod anla-
mindaki yansiz ieknolojik ilerlemeden sonraki durumun sekil ile
gosterilebilinmesini gerceklestirir,

E. Cesitli Anlamlardaki Teknolojik ilerlemeleri Veren
Fonksiyonlarin Elde Edilmeleri

1. Hicks anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi veren
fonksiyonun elde edilmesi :

Bilindigi {izere, MTIHg; Hicks anlamindaki yansiz teknolojik
ilerlemeden etkilenmediginden 2S5/t de sifirdir. Dolayisiyle, (42)
de, MTIHg,; nin degeri w-r oranina esittir ve bu degerde teknolojik
ilerlemeden etkilenmediginden 2S/9t de sifirdir. Dolayisiyle, (42)
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— L]
P(x) — xP (x) 3 (x) L ; 2
@’ (x) P’ (x)

deki esitlik yazlabilir (43) de goriildiigli iizere diizenlenip her iki
yaninin integrali ahnirsa, (44) deki esitlik bulunur.

2P (x) ox 43)
O(x)  s—x
In®(x,t) — In A(t) = f 8 , (44)
S—x

In A(t), herhangi Bir sabittir ve 2® (x)/®(x) nin entegralinin

sonucu olup teknolojik ilerleme faktorlinii olger. (44) deki esitlik
ox :

(45) de goruldiigii ftzere yamhpe il e yerine ® (x) konu-

lursa Hicks anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi veren fonksi-
yon bulunur (46). Teknolojik ilerlemeden sonraki durumu goéstermek

% ox
d(x,t) = f{— (45)
A)e s+x

D(xt) = A(t)P(x) : (46)

icin de sekil 7 cizilir. Sekildeki OR mesafesi faktdrlerin marjinal ve-
rimliliklerinin orammi verir!®. Bu mesafe verilen her hangi bir x
degerinde teknolojik ilerlemeden etkilenmez. ®(x, t) ile temsil edi-

len egri biitiin x degerleri i¢in ®(x) in aym oranda arttimlmas: ile
bulunur.

Hicks anlamindaki teknolojik ilerlemenin {iretim faktorlerinin

13 F. H. Hahn ve R. C. O. Matthows, «The Theory of Economic Gro-
wth,» The Economie Journal, C. LXXIV, (1964), s. 830
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uretim elastikiyetlerindeki veya nispi paylarindaki degismelere go-
re smiflandirilabilinecegi yukarida sdylenmisti. Isgiictiniin nispi pay
a ile gosterilirse, kapitalin nispi pay1 (47) de gosterildigi {izere ya-

Ia
w
W
R ) x4 X

zilir. Yalmz t; ve t, zamanlar: alimirsa Hicks anlamindaki bir yan-
s1z teknolojik ilerlemenin varolabilmesi igin, x in degeri sabit kal-

R . .. n,
¥

mali ve MTIHg,; lerin orani bire esit olmalidir. Dolayisiyle Hicks’
in yansizhk kosulu (48) de goriildiigl lizere yazilir.

Ve — %1 (X1 | t2) Y (x I.t1)

1 (48)
vi— 59 (x f t1) g (.x1 “’e)

h
M

Tlaveten bu zaman aralifinda kapitalin liretim elastikiyeti de sa-
bit kalirsa, (49) daki esitlik yazilir. Bu esitligin (48) de yerine ko-
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xP” (x1 | t1) b %P (%1 | t2) : 49
Yu £

nularak elde edilen eitligin (50) gerceklesmesi i¢in, (51) deki esit-
lik saglanmalidir. Teknolojik ilerlemenin yonii, (49) ve (51) deki

P (x1 | t2)

~fadd }
Y2
iy (50)
¥y
yi{l— %P (Xllt1) }
Y1

%@ (x1 ] t2) il %@ (% | t1) 6D

Y2 p!

esitliklerin karsilagtinilmalanyla tayin edilir.

2. Harrod anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi veren
fonksiyonun elde edilmesi :

Harrod anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi veren iiretim
fonksiyonu da kolayca bulunur. Kapitalin iicreti, iiretim-kapital mik-
tar1 oranmin bir fonksiyonudur. Dolayisiyle kapitalin iicreti (z—kzx)
ye esit olacagindan, (52) de goriilen differensiyel denklem elde edi-

z—kzg = £(z) (52)

dir. Bu denklemin bilinen yoldan ¢6ziimii ile de Harrod anlaminda
vansiz teknolojik ilerlemeyi veren liretim fonksiyonu elde edilir¢

14 R. Sato ve M. J. Beckmann, «Neutral Inventions and Produetion
Functions», The Review of Economie Studies, C. XXXV, (1968), s. 61
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Gene cizilecek bir sekilde, Harrod anlamindaki tarafsiz teknolojik
ilerlemeden sonraki durumu izlenebilir. Sekil 8 de & x,t) egrisi ort-

jinden gegen herhangi bir dogrunun egriyi kestigi noktada, egrinin
tegetinin egiminin aym dogrunun ®(x) egrisini kestigi noktadaki te-

y'=ep (xik)

gekil 8 .

N

L] g2

getin egimine esit yapacak sekilde cizilmistir. Orijinden gegen bu
dogrunun egimi liretim-kapital miktar: oranina esittir. Ve bilindigi
lizere yansiz teknolojik ilerlemede, sabit olan bu oranda kapitalin
ticretinin sabit kalmasiyla tanimlanir. Seklinden de gériilecegi iize-
re, tegetlerin egilimleri sabit kalmaktadir. Harrod anlamindaki yan-
siz teknolojik ilerlemenin simetrigi olan, Solow anlamindaki yan
siz teknolojik ilerlemeyi veren liretim fonksiyonu da kolayca bulu-
nur, Ucret haddi yalnizca iiretim-isgiicii miktar: oraninin bir fonk-
siyonu olup (v — xyx) e esit oldugundan, (53) de goriilen differen-
siyel denklemin integralinden bu defa Solow anlaminda yansiz tek-

¥ xyx = i) (53)
nolojik ilerlemeyi veren iiretim fonksiyonu elde edilir.

3. Faktor miktarlarmi arttirier yansiz teknolojik
ilerlemeyi veren fonksiyonun elde edilmesi

Faktor miktarlarini arttiricr yansiz teknolojik ilerleme, iiretim
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faktérlerinin paylarinin sabit kaldigi silirece ikame elastikiyetinin
sabitligi ile te=smlanmisti. Bu tipteki yansiz teknolojik ilerlemeyi
veren uretmiz;,_ \ksiyonu, (54) de yazilmig bulunan ikame elastiki-
yeti taniminmin tersinden elde edilebilinir. Tkame elastikiyetinin de-
geri, (55) de goriildigl lizere isgilicliniin nispi paymmn (kzx/z) bir
fonksiyonudur. (kzgx/z) yerine u konulursa, esitlik tekrar (56) da

AK/L). . A(w/r)

o = — 54
K/L w/r ) 69
Z—ka
dln ———— / 2Ink = f(kzx/z) (55)
Zx

goriildiigii tizere yazilabilir. Bu esitlikten 2k/k = pu/f(u)

. : 2

= |
In {k(—u—— — D} = 1f(u) (56),

bulunacagindan In k + In C(t) = g(u) veya u = G(C(t)k) sonu-
cuna varilir. u yerine esiti konulduktan sonra (57) de goriildigii iize-
re diizenlenip iki yaninin integrali alinirsa z nin egiti elde edilir (58).

oL - ok 57

z kG (C (k)

z=A@ [~ Clv 5
f CHVG(C(HV) e

Esitligin sagindaki C(t)v yerine p konularak z icin (59) da goriildi-

gl lizere daha basit bir esitlik elde edilir. z nin esiti (60) da goriil-
diigli lizere yazilabilineceginden nihayet bu tipdeki teknolojik iler-
lemeyi verecek liretim fonksiyonuna varilir.
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LC(Hk
e ALD j VB (59)
e pG(p)

z = A(t) £(C(D)k) (60)

Bu tipteki teknolojik ilerlemelerin yanhhgnin bulunabi-
linmesi 1igin, A(t) wve B(t) nin tahminleri gerektiginden bunla-
rin  iiretim fonksiyonundan ayrilmasi yéntemi bulunmaldir, Ure-
tim fonksiyonunun zamana gore toplam tilirevi almip iiretim mik-
~ tarina boliindiigiinde, 9F/2A, 2F/0K, 2F/2B ve 9F/2L nin s
rasiyla K { 9F/ 2 (AK) }, A{ oF/2(AK) }, L. {2F/3 (BL) )
B { oF/ o (BL) } ye esit oldugu hatirlanirsa, (61) de yazilan ilis-
kiler bulunabilir.

dQ/dt - oF 2(AK) K dK/dt o oF 2(AK)
Q 2(AK) 2K Q K 2(AK) 2A
A dA /dt
Q A
dAsdt oF ?(BL) L dL/dt 4 oF 2(BL)
A 9(BL) oL Q L 2(BL) 2B
B dB / dt
Q B
oF A . 2F K  AK oF
A Q 2K  Q Q 2(AK)
2F B . oF L BL oF 6D)
= = 1
2B Q oL Q Q 2 (BL)
oF K oF L :
K O ve o sirasiyla kapital ve iggiiciiniin nispi paylan

213



Dogrusal Homojen

olduklarindan, toplam tiirevin iiretim miktarina orani, (62) de g&
rilldiigii tizere daha basitce yazilabilir. Isgiicii-kapital ve iiretim-ig-
giicli oranlari icin sirasiyla k ve y kullanilirsa, tekrar bir diizenle-

dQ/dt B(dk/dt 1 dA/dt dL/dt dB/dt

Q K AJ+a(L+B) F62)

meye gidilebilir (63). Sayet kapital ve iggiicii faktorlerinin verimli-

dt dA/dt dB/dt dk/dt
g R e R e e o S
y A B K
dA/dt dB/dt dT/dt
liklerinin artmalari ayniysa i = B/ = T/ ), (63)

deki esitlik Solow’un tarafsiz teknolojik ilerlemeleri tahmin icin kul-

landig1 orijinal esitlige doniisiir (64)'°. Fakat Solow’un bu yontemi
dA/dt dB/dt

N 3 ye esit olmadifinda kullamilamaz. Ifade iki bi-
dy/dt dT/dt dk/dt
y/ - /dt / (64)
y T k

- bilinmiyenliye déniigmiistir ve ¢oziimii diger bir denkleme ihtiyac
gosterir, Bu ihtiyaci ikame elastikiyetinin faktor paylarimn bir fonk-

siyonu olarak tanimlanmasi giderir. Isgiiciintin (Bf (C(t)k) ve ka-
pitalin iicretinin (AfC(t)k) —kBf (C(t)k) zamana gore turevi ah-

mp kendilerine bdliinditkkten sonra ikame elastikiyetinin (65) deki

i d (65)
oW

% R. M. Solow, «Technical Change and Aggregate Production Function,»
Review of Economics and Statistics, C. XXXIX, (1957), s. 314
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esiti kullanmilirsa, (66) deki esitlikler elde -edilir'®. (62) de yazilmis
bulunan esitlikle, egitliklerden ilki ¢oziiliip ikincisinden yararlanir-
sa, dA/Adt ve dB/Bdt nin tahminleri igin iki temel denklem elde

dw/dt _ dB/dt 8 ( dB/dt dA/dt L
Lo Bk o B A k

(66)

dr/dt _ dA/dt  « ¥ dB/dt dA/dt " dk/dt
T A o B A k

edilir (67). Fakat burada sonugcla ilgili iki nokta belirtilmelidir. A (t)

dr/dt o dz/dt
r z
dA/dt
A o—1
- dw/dt  dy/dt ; (87)
w y
dB/dt
B B o—1

ve B (t) nin tahminlerinin yapilabilmesi igin, ikame -elasti-
kiyetinin degeri 'bir olmamalidir. Tkame elastikiyetinin bire
esit olmasi halinde A (t) ve B (t) nin tahmin edilmesini sagla-
yvacak hicbir yontem yoktur. dw/wdt, dy/ydt ye esit olacagindan
(66) daki ilk esitlik, (63) deki esitlie doniisiir ve gene iki bilinmi-
yenli tek bir denklemle kars1 karsiya kalimir. Ayrica olanaksiz teo-
reminden 6tiirli ikame elastikiyetinin degeri bir olmasa bile, tahmin-
de- bulunulabilmesi icin, degerinin dnceden bilinmesi gerekir. Ger-

16 R. Sato, «The Estimation of Biased Technical Progress and the Pro-

duction Function International Economic Review, C. XI, (1970),
s. 185
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cekten de (63) ve (66) daki esitliklerin Jacobian determinanti’” (68)
den goriilecegi lizere sifira egittir-

Nihayet bu tipteki teknolojik ilerlemenin hangi yonde yanlhiliga

B o 0
L 0 dA/dt 3 dr/dt
A T (68)
0 (G} dB/dt  dw/dt
B w

sahip oldugunun bu analiz iginde iade edilebilirligi gosterilebilinir.
w, r—w oranini temsil ederse, (66) deki iki esitlikten elde edilebilen

(69) da yazilmis bulunan esitlik, gesitli olasihklardan bahsedilmeye
olanak verir. ‘

dw/dt dr/dt dw/dt

L0} T w

17 Jacobian determinanti: Dogrusalligl zorunlu olmayan, n degiskenli
ve n tiirevi alinabilen fonksiyonun determinant: (1) de goriildiigii
iizere yazilir,

oY1 oY1 oY1
0%1 o< | %
|J\ " a(yh Y2 <o Yn) ol 0¥z oYa g Y2 (1)
Vs |- done CAPTRA Xa) o0%1 DXz OXn
OVa O¥a O¥n
e B e T

sayet fonksiyonlar dogrusal veya olmasin bagimh iseler, |J|, X, X, nin
biitiin degerleri sifir olur. A.C. Chiang, Fundamental Methods of Mathe-
matical Economics, I.B., New York, Mc Graw - Hill, Inc., 1967, s. 192
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dA/dt dB/dt 1 1 dk/dt
B L G P L i
A B o o k

4. Bagimli teknolojik ilerlemede verimlilik ayarlanmasi
yvapilmis kapital mallarn stokuyla fonksiyonun yazilmas:

Teknolojik ilerlemenin bagimli olmas: halinde de . verimlilik
ayarlanmasi yapilmis kapital mallar1 stokuyla, iliretim fonksiyonu
yazilabilir. Toplam {retim farkh yaslardaki kapital mallarindan ya
rarlanarak elde edilen tretimlerin toplami ve tam olarak istihdam
edilen isgiciiniin kullanilan farkli yaslardaki bitiin kapital malla-
rina dagitildifi varsayilirsa, (70) ve (71) deki esitlikler yazilabilir.
Dagilimin optimum olabilmesi igin iggliclintin farkh yaslardaki k-

Q) = [t Qv(t) dv (70)
o0

L(t) = J* Ly(t) dc (71)

pital mallarindaki marjinal verimliligi ayni olmalidir. Tam rekabet
kogullarinda, isglicliniin marjinal verimiligi licrete esittir ve her -
vastaki kapital mallarinda calisanlar esiti (72) de yazilmis bulunan

V_(6) = —C2— F { m@EKs(t), Le(t) ) 12)
oL

xrr

iicreti alacaklardir. F nin homojenlik varsayimindan otird (t)
p

tekrar (73) de goriildiigii lizere diizenlenebilir. Parantez icinde go-

w ) m(v) Ky(t)
(t) = Iwt®) F{—0m—
¢ Ly ()

it B

rtilen m(v) Kv(t)/Lv(t) yalnizea iicret haddinin bir fonksiyonudur.
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Gene F nin homojenlik 6zelliginden toplam iiretimi veren egitlik
(74) de gortildiigi lizere bulunur. m(v) Ky(t)/Ly(t) yerine iicret

R T b il T (74)
S Ly (t)

haddi edildikten sonra, entegral «t» yi kapsamadigindan Q(t) igin

w
Q) = F {f (? 1), 1} f*Ly (1) (75)

(75) de goriilen yeni bir esitlik elde edilir. Entegralin i¢inin esiti
L(t) oldugundan Q(t) nin esiti (76) da goriildiigii lizere tekrar ya-

Q@) = L{t) F {f(% ), 1}

: _ (76)
=T {f(—:- (L), Lt) }

z1ilir. L(t) icin ifade de kolayca (77) de gorildiigi {izere elde edilir.
Integralin ici igin J(t) yazihip (76) da yerine konulursa, t zamanin-
da verimlilik ayarlanmas1 yapilmis kapital mallar1 stoku ile toplam
iiretim fonksiyonuna varilir.

L(t) = ff Ly(t) dv = —-}— ffm(v) Ky(t) dv (WD)
~o0 £ (w/p(t))

F. Cesitli Dogrusal Homojen Uretim Fonkswonlarmm
Ifadelerinin Elde Edilmesi
Makalemin bu son paragrafinda, ikame elastikiyetinin yukarida
(39) da yazilmig esitinden yararlanarak cesitli dogrusal homojen

iiretim fonksiyonlarinin ifadeleri bulunacaktir.
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1. lkame elastikiyetinin degerinin sifir olmas: hali :
(39) da ikame degeri i¢n sifir almir ve trivial ¢oziimii'® ihmal

edilirse, (78) de goriilen birinci dereceden dogrusal differensiyel
esitlik elde edilir. Integralin sabitli olarak, 1/a alimrsa esitligin ¢o-

de (x) dx

=0 (78)
D (x) X
ziimii (79) dan @ (x) = (1/a)x olarak bulunur. @ (x) ve x yerine

de esitleri alinirsa, @ = (1/) K bulunur. Diger taraftan ayni ¢als-

In® (x) = Inx + 1n (—1—) (79)
o

ma z = f(k) i¢in tekrarlanirsa, @ = (1/8)L bulunur. Bu iki sonugtan
ikame elastikiyetlerinin degerleri sifir olan tiretim fonksiyonlar: igin

Q = K+ —L (80)

iki temel sekil elde edilir. (80) de goriilen sekil iki sonucun toplan-
masiyla bulunur. Q@ = (1/2)K ve Q@ = (1/B)L esitlikleri gecerliyse
veya bunlardan bir tanesinin miktar: bol ise, (81) de ifadesi yazl-
mig bulunan faktorlerin birlesim oranlar1 sabit olan iliretim fonksi-
yonunun o¢zel Leontief sekli elde edilir. Tlkinde faktérlerin miktar-

18 Trivial ¢oziim: a ve a, lerin sabit oldugu (1) de goriilen denklemin
trivial ¢6ziimii, biitiin x degerleri icin sifir olan @ fonksiyonudur.
E. A. Coddington, Ordinary Differential Equations, 1.B., Englewood
Cliffs, Prentice-Hall, Inc., 1961, s. 51

Ly) =y + ay + a,y =0 (1)
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Q = min (1— K, Rt De L) (81)
% B

larindaki degisiklikler, marjinal verimliliklerin pozitif ve sabit olus-
larini etkilemez. Ikincisinde ise marjinal verimliliklerin davranislar:
farkli olacaktir. Karsiliklh faktér miktarlar: limitinin baslangi¢ nok-
tasinda faktérlerden birinin miktarindaki azalma, marjinal verimli-
liligini etkilemezken (kapital ve igglicli faktdriiniin marjinal verim-
lilikleri swrasiyla (1/a¢) ve (1/B) degerlerinde sabit kalirlar) mikta-
rinda olusturulan artma marjinal verimliliginin sifir olmasina neden
olur. Dolayisiyle ikame elastikiyetinin degeri sifir olunca, marjinal
verimlilikleri pozitif sabit veya negatif olmalidir ve karsilik faktor-
leri limiti noktasinda belirli bir devamsizlikla iki farkli sabit olma-

Lidur.

2. Ikame elastikiyetinin degerinin birim olmas: hali:

(39) daki esitlik, ikame elastikiyetinin degerinin bir olmasi ha-
linde diizenlendiginde (82) deki esitlik elde edilir. ® (x) igin e

P2 (x) =0 (82)

'(x) —
X b

‘I)"_(X) +
transformasyonu kullanilirsa egitlik (83) deki esitlige doniislir. Ni-

u”(x) + wiEx) =0 (83)

X

hayet u’ (x) yerine p (x) yazﬂarak (84) deki esitlik elde edilir. Bu

px) + px =0 (84)

X
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1
J (—)dx :
esitligin entegral faktori e X oldugundan, ¢oziimii yazilabilir
(85). Coziimdeki «, integralin sabitidir. p(x) in, u(x) yerine yazildig

plx) = —— (85)
X

hatirlanirsa, du = (a/x)dx elde edilir ki, bunun da ¢oziimii (86) da
u(x) = aln + InA (86)

goruldiigi lzere yazilir. A gene entegralin sabitidir. Bu cozlimde
transformasyonda yerine konulursa, (87) deki esitlik elde edilir ki,

o l-g
® (x) ve x in esitleri yerlerine yazildiginda Q = AK L  bulunur.

alnx+1na @
P(x) =e = Ax (87)

Bu iliski ise, Cobb-Douglas tiretim fonksiyonunun dogrusal homojen
seklidir. Fonksiyonun iktisadi anlamda gecerliligi icin siiphesiz A nin
sifirdan biiylik o« nin da sifir ile bir araliginda bulunmas: gerekir.
Burada A nin verimlilik ve o nin da yogunluk parametresi olarak
adlandinldigimin belirtilmesi yeterlidir.

3. Ikame elastikiyetinin degerinin sabit olmas: hali :

Degeri sabit alind:ginda (39) daki esitlik tekrar diizenlenebilir
(88). Esitlikteki bagimli degiskenden, ®(x) icin e** transformasyo-

P (x) +

1
Y E) ——— P2 (x) =0 (38)

oxX od(x)

nu kullanilarak kurtulunabilinir. Ve esitlik (89) da yazildig iizere
tekrar yazilabilir. Bu esitlikte, u” (x) igin p(x) alinarak dogrusal ol-
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mayan birinci derece differensiyel denkleme doéntigtiiriilebilinir (90).

1 o—1
uwE) +— v (x) + (—)u*(x) = 0 (89)
ox od (x)

P'.‘X) i 1 1 X o—1
p’ ) ox p(x) o

I
<

(90}

Nihayet, 1/p(x) yerine w(x) konularak azaltma eylemi tamamlana-
rak (91) de goriilen dogrusal birinci derece differensiyel denklem

o—1
w((x) = ——o (91)

oX o

w (x) —

o  SAfor iy -1/o -1/o
elde edilir. Esitligin entegral faktorii (e = glox =X )

esitlikte yerine konulup, (91) in integrali alimirsa (92) de goriilen
sonug elde edilir. Sonuctaki (1—8&)/& ifadesi integralin sabitidir. Ge-

w=x{1%F (i) x(l—o-)/o-

) (92
& ' )
: ’ o/(oc—1) |
riye dondiigiinde (93) de goriilen esitlik elde edilir. 8 in-
d —1
fdu = § = + 1o/ (g3

x {1+ (———1;6 NS

tegralin secilen sabitidir. Her iki yanin integralinin alinmasiyla ni-
hayet (94) deki esitlik bulunur'®. u igin bulunan bu esitlikten de

1®  Ferguson, loc, Cit,, s. 102
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@ (x) in esiti elde edilir (95). ® (x) ve x in egitleri yerlerine konul-

=i ¢ 1—3 j i x(o'—l.)/tr }c/(cr—l) +1nYac/(o;—1)
5 (94)
Bty = Yg(r/(a--l) ( l1—o J (c—1)/o ) o/(ac—1) ©5)

g

dugunda da liretim miktarini belirleyen (96) da gériilen ifade elde
edilir. Esitlikte o ig¢in 1/(1+p) yazilirsa, CES iiretim fonksiyonu-

o BT e GO )

Q=v{B8KP? + (1-8) L»} -i/p

A

(96)

nun bilinen sekli bulunur. Bu fonksiyonun iktisadi anlamda gecer-
liligi i¢in, ¥ nmin sifirdan biiyiik olmasi, & nin sifir ile bir arahginda
bulunmasi ve o nin da en az sifira esit olmasi gerekir. Son kosul p
ya isaret bakimindan bir kisitlama getirmemekle beraber p nin son-
suz ile eksi bir araliginda bulunmasi gerektirir. Bu tipteki {retim
fonksiyonunun ii¢ parametresi vardir. Ikisi integralin sabitleri olarak
ortaya cikmig, digeri ise ikame elastikiyetinin degerinin sabit olusu
varsayimindan olugsmustur. vy, &, p sabitleri sirasiyla verimlilik, yo-
gunluk ve ikame parametreleri olarak adlandirilir.

Burada belirtilmesi gerekir, ki CES tiretim fonksiyonu ikame
elastikiyetinin degeri bir oldugunda Cobb-Douglas, sifir oldugunda
Leontief fonksiyonuna déntisir.

Fonksiyonun p sifira yaklasirken limiti alimirsa, (97) de goriilen
sonu¢ bulunur. p sifira yaklasirken pay herhangi bir probleme neden

Hm Q = lim ¥y {8K® + (13 L® }-i/»
p—>0 p—0

L
{ I e yi/p {5 ( L )P + (1—5) Y/
Kp Lp K }
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(=<}
olmazken payda 1 seklindeki belirsizlik halini alir. Payda yerine

R yazildiginda InR (98), p sifira yaklasirken 0 + 0 sinifinin belirsiz-

L
In{8& + (1—8
n { (K IR L i}

InR = (98)
p

lik seklidir. 1" Hopital kuralindan yararlanilirsa, (99) daki sonuca
L
ger/»(L/K)  1n(—)
K

lim In R = lim = = 10 )
p—0 p—0 { &( = P+ (1—8) } (99)

£
T 15t pie
K

p—0

varilir. Dolayisiyla da p sifira yaklasirken lim Q iin esiti de (100)
de goriildugii tzere bulunur. Goriiliir ki, esitin en sagindaki ifade
Cobb-Douglas fonksiyonunun ifadesidir. Fonksiyonun simdi de p

L i 5 13
limQ=——=+L K=y L (100)
=, '
K

sonsuza yaklagirken limiti digtiniilmelidir. Fonksiyonun limiti iki
durum icin alinmalidir. Kapitalin miktar: igsgliciinlinkinden kiiglikse,
limitin degeri YK olarak bulunur. (101). Ginkii kapitalin miktar: is-
giictininkinden kiiciik oldugunda (K/L)? sifira, p sonsuza yaklasir
ve 3/p bhire esittir. Sayet isglicliniin miktar kapitalinkinden kiigiik-
se, bu defa benzer yolda limitin degeri yL olarak bulunur. Her iki
limitin degeri de verilen kosullarda gecerli oldugundan (102) deki
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lim Q = lim X
p—)w P—>°° L
{. b v (1—8) y
. Kp Le
yK

= lim = = yK (101)
poe {3+(1-3) ()P )

esitlik elde edilir. Sag yani ¢ok &zel bir hali olmakla beraber gene
lim Q@ = ymin (K, L) (102)

de Leontief fonksiyonudur. Leontief fonksiyonun genel sekli, CES
fonksiyonu (103) gorildiigii gibi yazilirsa elde edilir. Limit analizi
(104) deki sonucu verir. (v/3) yerine 1/a ve (y/(1—38) yerine de 1/8

Q = y{& KP+ (1—38) Lp}we (103)
lim Q in { L } (104)
m = 1 e

L & 1—6

konulursa, kullanilan Leontief fonksiyonun ifade sekli elde edilir.

lim @ = min {

K L .

y— }
a B
p=>®

Gerek Cob-Douglas ve gerekse CES iiretim fonksiyonlar: &lge-
ge gore verimlilik parametresini kapsayacak sekilde de bulunabilir-
ler.2® Fonksiyonlarin matematiksel sekilleri gerek dogrusal ve ge-
rekse dogrusal olmasmlar yaklagik olarak aymdir. Dogrusal olamin
OCES, olmayanin MCES olarak adlandirildigina rastlanir.®

20 M. Brown, On the Theory and Measurement of Technolojical Chan-
ge, 1.B., Cambridge, Cambridge University Press, 1968, s. 196

21 C.E. Ferguson, «Substitutions, Technical Progress, and Returns to
Seale», American Economic Review, Papers and Proceedings, C. LV,
(1965), s. 297
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