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Bu calismada, verilen ¢izilebilir bir derece dizisinin miimkiin olan ¢izimlerinin graf
teorik, topolojik ve kombinatorik Ozellikleri hakkinda bilgi veren ve adina omega
invaryanti denilen bir graf invaryanti tanimlanmis ve ¢esitli uygulamalart ve ozellikleri
incelenmistir. Topolojide 250 y1l1 agkin bir siiredir bilinen ve yiizeylerle ilgili cok sayida
uygulamalara sahip olan Euler karakteristigi ile ve grafin devir sayisi ile de ilgili olan bu
invaryantin bir ¢ok 0zelligin ¢alisilmasinda faydali oldugu gézlenmistir.

Bu tez 6 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olup bu boliimde graflarla
ilgili temel kavramlar hatirlatilmig ve tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi
sonuclar verilmistir. Ayrica sik kullanilan graf tiirleri ve temel 6zellikleri hatirlatilmistir.
Ikinci boliimde omega invaryantinin tamimima temel olusturan derece dizisi kavrami
hatirlatilacaktir. Ayrica bazi graf siniflarinin derece dizileri ifade edilecektir.

Ucgiincii boliimde omega invaryant1 tanimlanacaktir. Bu tanim i¢in nelerden esinlenildigi
aciklanarak temel baz1 6zellikleri incelenmistir. Bazi 6zel graf siniflar1 i¢in omega
invaryantinin aldig1 degerler formiillestirilmis ve tiim omega degerlerinin bir ¢ok agidan
tic farkli kiimeye ayrilabildigi gosterilmistir. Ayrica omega invaryant: ile Euler
karakteristigi arasindaki iligki ortaya konmustur.

Dordiincii boliimde derece dizilerinin ¢ok sayida olasi ¢izimi arasinda 6zel bir yere sahip
olan temel cizimler; besinci bolimde bir graftan kenar ve kose silmenin omega
invaryantina etkisi ele alinmistir. Altinct ve son bdliimde graflarla ilgili baz1 ug
problemler ele alinmustir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Omega invaryant, graf invaryant, derece dizisi, Euler
karakteristigi
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In this thesis, omega invariant which gives information about the graph theoretical,
topological and combinatorial properties of all realizations of a given degree sequence is
defined and several applications and properties of it are studied. It is observed that this
invariant which is related to the Euler characteristics known in topology for more than
250 years and has many applications related to surfaces and also to the cyclomatic number
of graphs, is useful in the study of many properties.

This thesis consists of 6 chapters. The first chapter is the introductory chapter and the
fundamental notions are recalled here together with the results which will be needed in
later chapters. Also some frequently used graph classes and their fundamental properties
are given. In the second chapter, the notion of degree sequence which forms the basis of
the definition of the omega invariant is studied. Also the degree sequences of some graph
classes will be given.

In the third chapter, omega invariant will be defined. The motivation for defining it and
some main properties will be given. It will be calculated for some graph classes and it is
shown that the values of omega invariant can be grouped into three sets which appears to
be very useful. Also the relation between omega invariant and Euler characteristic is
established.

In the fourth chapter, the fundamental realizations which have an important place amongst
all realizations of a given degree sequence; in the fifth chapter, the effect of edge and
vertex deletion from a graph on omega are studied. In the sixth and last chapter, some
extremal problems are studied.

Key words: Graph, Omega invariant, graph invariant, degree sequence, Euler
characteristic
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1. GIRIS

1736 yilinda Leonhard Euler tarafindan Konigsberg'in yedi kopriisii olarak bilinen
problemden hareketle yazilmis olan bir makale, modern graf teorinin kesin baslangic
tarihi olarak kabul edilmektedir. Aslinda graflar, ¢ok daha eski yillarda gesitli bilim
insanlarmca farkli isimler verilerek kullanilmistir. Ornegin Platonik cisimler ad1 verilen
ve her biri bir graf olan bes adet ii¢ boyutlu cisim (diizgiin 4 yiizlii, diizgiin 6 yiizli,
diizgiin 8 yiizli, diizgiin 12 yiizli, diizgiin 20 yiizlii) ¢ok eski ¢aglarda bilim insanlarinca

astronomik hesaplamalarda kullanilmistir.

En basit tarifiyle bir graf noktalardan ve bunlar1 birlestiren ¢izgilerden olusur. Bu
noktalara grafin koseleri; cizgilere de grafin kenarlar1 adi verilir. Bir kenar iki koseyi
birlestiren diiz bir ¢izgi olabilecegi gibi bazen bir egri de olabilir. Hatta bu egri bir
koseden baglayip yine ayni koseye donebilir. Bir graf, diizlemde c¢izilebilecegi gibi
yonlendirilebilen veya yonlendirilemeyen farkli yiizeyler iizerinde de c¢izilebilir.
Graflarin bu sekilde farkli yiizeyler lizerinde ¢alisilmasiyla Topolojik Graf Teori ortaya
cikmistir. Bu tezde tanimlanan yeni graf invaryanti omega (Q2), bu teoriyle yakindan
ilgilidir. Uzun yillar birkag klasik problem disinda ¢ok fazla uygulama alan1 bulamamis
olsa da 1947 yilinda H. Wiener’in bir makalesinde bugiin Wiener indeksi olarak bilinen
ve alkanlar denilen kimyasal molekiil smifinin izomerlerinin kaynama noktalarinin
karsilagtirilmasinda kullanilan bir formiil vermesiyle graflar ilgi ¢ekmeye ve yeni
uygulama alanlar1 bulmaya baglamistir. Bu uygulama alanlarinin basinda kimyasal
uygulamalar gelmektedir. Bunun sebebi her bir atomu bir kose olarak, her bir kimyasal
bag1 da bir kenar olarak diisiinerek bir kimyasal molekiiliin bir graf ile modelleyebilecegi
gercegidir. Kose ve kenarlardan olusan bu matematiksel modelin matematiksel ve benzeri
yollarla sadece kombinatorik hesaplamalara dayali olarak galisilmasiyla karsilik gelen
molekiiliin kimyasal ve fiziksel bir ¢cok 6zellikleri hakkinda bilgi edinmek miimkiin
olmaktadir. Dolayisiyla kimyacilarin laboratuvarda biiyiik masraflar yaparak uzun
zamanda elde edebildigi sonuglar1 basit matematiksel yontemlerle elde edebilmek
miimkiin hale gelmistir. Bu da kimyaya dayali farmakoloji, biyoloji, fizik gibi dallarda da
graflarin uygulama alanlarinin ¢gogalmasina ve sonug olarak da graf teoriye olan ilginin

artmasina sebep olmustur.


http://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC

Graf teorinin yukarida bahsedilen uygulama alanlar1 disinda bilgisayar ve matematikte de
bir ¢ok uygulamasi mevcuttur. Mesela, "minimum geren aga¢ problemi", "en kisa yol
problemi" ve "network akis problemi" gibi bircok problem graf teorisi yardimiyla
¢Oziilmiistiir. Biyolojide, popiilasyonlarin ifadesi, hastaliklarin yayilma alanlarinin
gosterilmesi, hayvanlarin yasadigi ortamlarin belirtilmesi yine graf teorisinin uygulama
alanlar1 arasindadir. Diller arasindaki parcali yapilardan ve yap1 farkliliklarindan dolay:
graf teorinin dil bilimde dahi uygulamalar1 ortaya ¢ikmistir. Yani graf teorinin hem fen
dallarinda hem de sosyal dallarda ¢ok sayida uygulamasi mevcuttur ve bu uygulamalara

her giin yenileri eklenmektedir.

Graflarin molekiillerin ¢alisilmasindaki avantajlari, zamanla kullanilan matematiksel
formiil ve yontemlerde cesitlilige yol agmistir. Bu tiir formiillere graf teorik degismezler
adi1 verilir. Kimyasal graf teoride bu degismezler, topolojik indeksler olarak da bilinirler.
Topolojik indeksler, sayisal yapi-aktivite iligkisi modellerinde (QSPR/QSAR)
kullanilirlar. Giinlimiizde bazilar1 ¢ok dnemli uygulamalara sahip, bazilar1 ise sadece

matematiksel bir ifade olarak kalan ¢ok sayida graf indeksi mevcuttur.

Bu tezde yer alan graflar aksi belirtilmedikge yonlendirilmemis, agirliksiz, baglantili,
dongiisiiz ve katli kenar igcermeyen graflar olacaktir. Bu 6zelliklerden herhangi birisine
veya birkagina sahip graflar da graf teorinin farkli uygulama alanlarinda ¢alisilmaktadir

ve bu tezin kapsami disinda birakilmistir.

1.1. Temel kavramlar

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
tanimlanacak ve graflarla ilgili bazi1 6zellikler verilecektir. Daha ayrintili bilgi igin Aldous
ve Wilson (2004), Benjamin ve ark. (2015), Bondy ve Murty (1982), Bondy ve Murty
(2008), Capobianco ve Molluzo (1978), Chartrand (1985), Chartrand ve Zhang (2012),
Clark ve Holton (1995), Deo (1974), Diestel (2010), Foulds (1992), Gross ve Yellen
(2006), Hartsfield ve Ringel (2003), Skiena (1990), Thulasiraman (1992), Trudeau
(1993), Tutte (1998), Vasudev (2006), Vasudev (2007), Wallis (2007), West (2001),
Wilson (1998), Wilson ve Watkins (1990) veya diger temel graf teorisi kitaplari

incelenebilir.



1.1.1. Tammm. Kése (vertex) olarak adlandiran noktalar ile koseleri birlestiren ve kenar

(edge) olarak adlandirilan gizgilerden olusan bir sekle graf (graph) denilir.
Tiirkge literatiirde graf yerine zaman zaman ¢izge kelimesi de kullanilmaktadir.

Genelde G bir graf olmak {izere, G grafinin kdse kiimesi V (G) ile kenar kiimesi ise E (G)
ile gosterilir. Buna gore bir G grafi, G = (V(G),E(G)) seklinde de gosterilir. Bir G
grafinda kose kiimesinin eleman sayisi n ve kenar kiimesinin eleman sayist m ile

gosterilir. Yani |V(G)| = nve |E(G)| = m’dir.

1.1.2. Tammm. Bir G grafinin kése sayisina G’nin mertebesi (order); kenar sayisina da

G’nin boyutu (size) denilir.

Mertebe ve boyut, graflarin kombinatorik metodlar yardimiyla calisilmasinda sikga

kullanilan kavramlardir.

1.1.3. Tammm. u, v € V(G), G grafinin iki kdsesi olsun. Eger bu iki kdse arasinda bir kenar

mevcutsa u ve v koselerine komsu (adjacent) koseler denir.

Sekil 1.1. Bir G grafi



Sekil 1.1°de verilen G grafinin kose kiimesi V(G) = {a, b, c,d, e, f, g} ve kenar kiimesi
E(G) = {ey, e, €3, €4, €5, e, €7, e, €9, €10} dur. Ornegin Sekil 1.1°de b ve e koseleri
arasinda bu iki koseyi birlestiren €, kenart mevcuttur ve bu iki kdse birbirine komsu

koselerdir.

1.1.4. Tanmmm. Bir G grafinda G’nin kenarlarinin ayni1 késeden iki kez gegmeyen ab, bc,
cd, ..., fg seklindeki bir siralanigina bir yol (path) denir. Eger a = g ise bu yola kapali yol
(closed path) ad1 verilir. Bir yolun tiim kenarlar1 farkli ise bu yola iz (trace) adi verilir.
Ayrica ilk ve son koseleri harig, tiim koseleri farkli olan en az {i¢ koseli kapali bir ize bir

devir (cycle) denir. Ozel olarak d uzunlugundaki bir devire d — devir denilir.

1.1.5. Tanim. u Ve v, bir devirin komsu olmayan iki kosesi olsun. u ve v koselerini

birlestiren bir kenara kiris (chord) ad1 verilir.

1.1.6. Tamim. Bir grafta herhangi iki kdse arasinda en az bir yol bulunabiliyorsa bu grafa

baglantili (connected) graf, aksi halde baglantisiz (disconnected) graf denilir.

Yani baglantili bir grafta verilen her kose cifti i¢in koselerden birinden baslayarak

digerine kenarlar boyunca ulasilabilmektedir.

1.1.7. Tanmm. Bir G grafinin baglantili olan her bir alt grafina G grafinin bir bileseni
(component) adi verilir. Bir grafin bilesen sayisi ¢(G) ile ya da karigiklik s6z konusu

degilse kisaca c ile gosterilir.

Baglantili bir G grafi i¢in ¢(G) = 1 olup bu tek bilesen grafin tamamidir. Bir grafin

baglantisiz olmasi i¢in gerek ve yeter sartin ¢ > 1 olmasi oldugu asikardir.

Asagidaki oldukga faydali sonug, kenar ve kose sayilar1 verildiginde bu grafin bilegsen

say1s1 hakkinda bir alt sinir vermektedir.

1.1.8. Lemma. G, c bilesene sahip bir graf olsun.
c=zn—m

esitsizligi saglanir.

Bu sonuca gore bir grafta kose sayisi kenar sayisindan en az 2 fazla ise bu grafin

baglantisiz olacag agiktir.



1.1.9. Tamim. Bir grafta verilen iki koseyi birlestiren birden fazla kenar varsa bunlara
katli (¢oklu) kenar (multiple edges) denilir. Bir koseyi kendine birlestiren bir kenara da
dongii (loop) adi verilir. Bu iki tiir kenar1 olmayan graflara basit graf (simple graph)

denilir.

€;3

e, €

Sekil A Sekil B Sekil C

Sekil 1.2 Basit ve basit olmayan graflar

Sekil 1.2.A’daki graf, dongii veya katli kenar bulundurmadigindan bir basit graftir. Ancak
Sekil 1.2.B’deki e, ve e, kenarlari katli kenarlar; Sekil 1.2.C’deki e; kenari da bir dongii
oldugundan her iki graf da basit graf degildir.

Graflar, en az bir dongiiye sahip olup olmamalarina gére siniflandirlir. Déngii igeren ve
dongii igermeyen bu graflara 6rnek olarak tiim agaclar dongii icermeyen graflardir.

Digerleri dongii iceren graflardir.

Kenar ve kose sayilari arasinda baglantili bir basit grafta
n—1<m < (Tzl)

bagintisi; baglantisiz bir grafta ise

bagintis1 gecerlidir.



1.1.10. Tammm. G bir graf ve uv € E(G) olsun. uv kenarina u ve v koselerine bitisiktir

(incident) denilir.

Komsuluk ve bitisiklik kavramlari, basta graf enerjisi olmak lizere bir ¢ok alanda
uygulamalara sahiptir. Ozellikle giiniimiizde sayilar1 yiiz elliyi bulan graf matrisleri
arasinda en 6nemlilerinden ikisi komsuluk ve bitisiklik matrisleridir. Bu matrislerdeki ve
ayrica bu matrislerin kuvvetlerindeki her bir girdi, grafla ilgili bir 6zellige karsilik
gelmektedir. Bu nedenle bir G grafinda bir u kdsesine bitisik olan kenarlarin sayisi, graf

teoride dnemli bir kavramdir:

1.1.11. Tammm. G bir graf ve u € V(G) olsun. u kosesine bitisik olan kenar sayisina u

kosesinin derecesi (multiplicity) denilir ve deg(u), d,, ya da dg; (u) ile gosterilir.
Bir grafta derecelerden iki tanesi 6zellikle onemlidir:
1.1.12. Tanim. G grafinin maksimum ve minimum derecesi sirasiyla

A(G) = max{d;(v)|lv e G} ve &6(G)=min{d;(v)|v € G}
olarak tanimlanir.

Maksimum ve minimum dereceler disinda derecesi 1 olan kdseler de 6zellikle molekiiler

graflar1 calisirken ortaya ¢ikacaktir:

1.1.13. Tamim. Derecesi 1 olan bir kdseye sallanan (pendant) kose, bu koseye bitisik olan

kenara da sallanan kenar (pendant edge) denilir.

Bu 6zel derece cesitleri kadar olmasa da baglantisiz graflarda karsilagilabilen bir kose

¢esidi de izole koselerdir:
1.1.14. Tanmim. Derecesi 0 olan bir koseye izole (isolated) kdse denilir.

Bu tezin ana konusunu olusturan omega invaryanti, derece dizisi yardimiyla

tanimlanacagindan burada bu kavrami tanimlamak uygun olacaktir.

1.1.15. Tammm. Bir G grafinin kose derecelerinin olusturdugu kiimeye bu grafin derece

dizisi (degree sequence) adi verilir.



Literatiirde bir derece dizisindeki tamsayilar ya kiigiikten biiyiige ya da biiyiikten kiiclige
siralanmaktadir. Bu tezde kiigiikten biiylige olan siralama tercih edilecektir. Dolayisiyla

bir derece dizisi en genel haliyle 0 < i <A i¢ina; = 0 olmak {izere
D = {0(@) 1(a1) 2(a2) 3(aa)  ~Alan)}

seklinde olacaktir. Eger a, > 0 ise bu durumda grafin en az bir izole noktasi olacak
demektir. Ancak eger a, = 0 ise bu durumda higbir izole nokta olmayacagindan bu grafin

derece dizisi de
D = {1(a) 2(a2) 3(as) Alan)y

seklinde olur. Bu gosterimlerde D’nin elemanlarinin  kiigiikten biiyiige dogru
siralandigina dikkat ediniz. Bir kiime sirali olmak zorunda olmadigindan bir derece dizisi
de sirali olmak zorunda degildir. Ancak kolaylik saglamasi amaciyla bir derece dizisi her
zaman kiigiikten biiylige, kathiliklar1 belirtilerek yazilacaktir. Nadiren de olsa Havel-
Hakimi gibi baz1 yontemlerde, yontemin yapis1 geregi derece dizisinin biiyiikten kiiglige

dizilmesi istenecektir.

Bir graf verildiginde kdselerin derecelerini tek tek sayarak bu grafin derece dizisi kolayca
belirlenebilir. Tersine, yukaridaki gibi herhangi bir D kiimesi verildiginde bu kiimenin
bir grafin derece dizisi olup olmadigi, yani kose dereceleri tamamen bu kiimede kalan
tamsayilar olan bir grafin var olup olmadigi, graf teorinin 6nemli problemlerinden

birisidir. Bu konuda ¢ok sayida sonu¢ mevcuttur.

1.1.16. Tanim. D negatif olmayan tamsayilardan olusan bir kiime olsun. D kiimesi, bir G

grafinin derece dizisine esit ise D’ye bir ¢izilebilir (realizable) derece kiimesi denilir.

Literatiirde cizilebilir kelimesi yerine grafik kelimesi de kullanilmaktadir. Tanimdan,
cizilebilir bir derece dizisi icin, bu derece dizisine sahip en az bir graf oldugu agiktir.
Ornegin Sekil 1.3’deki graflar tamamen farkli olmasma ragmen ayni derece dizisine

sahiptir.



veya

Sekil 1.3. {11, 2® 31 derece dizisinin iki farkl ¢izimi

Bu tezde aksi belirtilmedikg¢e “derece dizisi” denildiginde bu derece dizisinin ¢izilebilir

oldugu varsayilacaktir.

Negatif olmayan tam sayilardan olusan belirli bir kiimenin bir graf olarak cizilip
cizilemeyecegini belirlemek i¢in bir ¢ok sonug ve algoritma vardir. Bunlardan en {inliisii
Havel-Hakimi tarafindan verilen sonugtur, bkz. Havel (1955), Hakimi (1962). Elbette, bu
boliimde goriilecek olan ve graf teorinin en temel sonuglart arasinda yer alan el sikisma
lemmasindan ortaya ¢ikan en bariz kriter, tiim kdse derecelerinin toplaminin kenar
sayisinin iki katina esit olmasi, yani bir ¢ift tamsay1 olmasi gerektigini ifade eder. Havel-
Hakimi diginda cizilebilirlik ile ilgili kriterler i¢in Ivanyi ve ark. (2013), Kim ve ark.
(2009), Miller (2013), Skiena (1990), Triphati ve ark. (2010), Triphati ve Tyagi (2008)
Tyshkevich ve ark. (1981), Tyshkevich ve ark. 2 (1987) ve Zverovich ve Zverovich
(1992) kaynaklarina bakilabilir.

Derece dizisi kavrami, bu tezde ilk kez tanimlanan omega invaryantinin tantimlanmasinda
kullanildigindan ikinci boliimde detayli olarak ele alinacaktir. Yine de burada zaman

zaman bahsi gececeginden dolayi kisa bir tanimin1 vermek faydali olacaktir:

1.1.17. Tamm. D = {1(@),2(a2) 3(as) ~A(a2)} bir derece dizisi olsun ve G, bu derece

dizisine sahip bir graf olsun. O halde G grafinin omega invaryanti Q(G) ile gosterilir ve
Q(G) = az+2a,+3as+ -+ (A —2)a, — a4

= iA=1(i - 2)q

seklinde tanimlanir.



1.1.18. Tammm. Bir G grafinin tiimleyeni (complement), G grafiyla ayn kose kiimesine
sahip olan ve G grafinda kenar olusturmayan tiim koselerin birlestirilmesiyle elde edilen

bir graftir ve bu graf G ya da G€ ile gosterilir, bkz. Sekil 1.4.

G G
Sekil 1.4. G grafi ve G tiimleyeni

Yani V(G) kose kiimesindeki herhangi iki kdseyi birlestiren bir kenar, ya G grafina ya da

G grafina aittir.

1.1.19. Tamim. Bir G grafinda kose dereceleri birbirine esit ise G grafina regiiler (regular)

graf denilir. Ozel olarak her bir kdsenin derecesi I ise G’ye r-regiiler graf denilir.

Regiiler bir grafin kenar sayisi, kose sayisi1 ve regiilerlik derecesine bagli olarak ifade
edilebilir:
1.1.20. Teorem. G grafi n kdseli ve r-regiiler olsun. Bu takdirde G grafinin % kenar1

vardir.
Graf teorinin en temel sonuglarindan biri su sekildedir:

1.1.21. Lemma (El Sikisma (Hand-shaking) Lemmasi). Bir G grafinda kenar sayisinin
iki kati, tim kose derecelerinin toplamina esittir. Yani, n koseli ve m kenarli bir G

grafinda

d, =2m

n
i
i=1

dir.



Dereceler toplami1 hesaplanirken her bir kenarda iki kése bulundugundan bir kenar iki kez

sayilmig olur ve sonug asikardir.

Bu sonu¢ herhangi bir grafta kdse derecelerinin toplaminin ¢ift oldugunu belirtir. Bu
nedenle negatif olmayan tamsayilardan olusan bir kiime verildiginde bu kiimedeki
elemanlar1 toplayip eger bu toplam tek say1 ¢ikiyorsa bu kiimenin ¢izilebilir bir derece
kiimesi olmadig1 kolayca sOylenebilir. Bu anlamda El Sikisma Lemmasi, ¢izilebilirlik

kriterleri arasinda en pratik olanidir.

Bu lemmanin bir sonucu olarak herhangi bir G grafinda derecesi tek olan kdselerin

sayisinin ¢ift olmasi gerektigi sdylenebilir.

Graflarla yapilan bir ¢ok hesaplamada grafa bir kenar veya kose eklemenin veya
cikarmanin etkisinden siklikla faydalanilir. Bu sayede daha kolay hesaplamalar yapilarak
daha biiyiik graflarla ilgili sonuglar daha kiigiik graflar yardimiyla elde edilebilir. Simdi

bu kavramlar kisaca tanimlanacaktir:

1.1.22. Tammm (Kose ¢cikarma). G bir graf ve v e V(G), G grafinin herhangi bir kosesi
olsun. G grafindan v kosesinin ve bu kdseye bagli olan tiim kenarlarin silinmesiyle elde
edilen yeni grafa v késesi ¢ikarilmis G grafi adi verilir ve G — {v} ile gosterilir. Buradaki
silme islemine de kése ¢ikarma denilir. Eger G grafindan birden fazla vy, v,, ..., v, kosesi
cikariliyorsa elde edilen graf G — {v4, v,, ..., v, } ile gosterilir. Baz1 kaynaklarda G — {v}
gosterimi yerine G — v de kullanilmaktadir, bkz. Sekil 1.5.

%_./ —

G G—v

Sekil1.5.Gve G —v

1.1.23. Tanim (Kenar ¢ikarma). G bir graf ve e € E(G), G grafinin herhangi bir kenar1

olsun. G grafindan e kenarinin silinmesiyle elde edilen yeni grafa e kenar: silinmis G
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graft adi verilir ve G — {e} ile gosterilir. Buradaki silme islemine de kenar silme denilir.
Eger G grafindan birden fazla e;, e,, ..., e, kenar siliniyorsa (¢ikariliyorsa) elde edilen
graf G — {eq, ey, ..., e, } ile gosterilir. Baz1 kaynaklarda G — {e} gdsterimi yerine G — e

gosterimi de kullanilmaktadir, bkz. Sekil 1.6.

D
QD
|
®

Sekil 1.6. G ve G — e

Kose ve kenar ¢ikarma islemlerini kullanarak karmasik graflarla ilgili bir ¢ok 6zelligi
daha kiiciik graflarin daha kolay elde edilebilecek ozelliklerinden faydalanarak elde
edebilir. Bu islemlere benzer olarak bu maksatla kullanilan iki islem de kose ve kenar
ekleme igslemleridir. Cikarma islemleri kadar standart bir tanimlamaya sahip olmayan bu

iki islem, baz1 6zel durumlarda asagidaki sekilde kullanilir:

1.1.24. Tammm (Kose ekleme). G bir graf olsun. G grafinin bir e kenarina yeni bir v
kosesinin eklenmesiyle elde edilen yeni grafa v kosesi eklenmis G grafi ad1 verilir ve G +

{v} ile gosterilir. Buradaki ekleme islemine de kése ekleme denilir, bkz. Sekil 1.7.

Q

G+v

Sekil 1.7. G ve G + v
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Bu kavram 6zellikle bir grafin dogru grafi veya alt grafi calisildiginda ortaya ¢ikmaktadir.
Bazi1 kaynaklarda eklenen yeni kdsenin var olan bir kenar iizerine degil de graf disinda

bir kose olarak eklendigi de goriilebilir.

1.1.25. Tammm (Kenar ekleme). G bir graf olsun. G grafinin bir u kosesine, v kosesi G
grafina ait olmayan bir kdse olmak {izere yeni bir e = uv kenarinin eklenmesiyle elde
edilen yeni grafa e kenari eklenmis G grafi ad1 verilir ve G + {e} ile gosterilir. Benzer
sekilde G grafinin mevcut iki u, v kosesini birlestiren bir e = uv kenar1 da eklenerek

kenar ekleme igslemi tanimlanabilir. Buradaki her iki ekleme islemine de kenar ekleme

denili, bkz. Sekil 1.8..

w
U
v /
G + {uw}
\ v
G
U
G + {uv}

Sekil 1.8. G, G + {uw} ve G + {uv}

Birden fazla kenar ve kose eklendiginde gosterim, kenar ve kose ¢ikarmadakine benzer

sekilde ayarlanabilir.

Asagida verilecek olan kavram da kenar ¢ikarma isleminin en 6nemli uygulamalarindan
birisidir ve graflarin basta baglantililik olmak {iizere bir ¢ok 6zelliginin ¢alisilmasinda

faydalidir:
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1.1.26. Tamim. G baglantili bir graf ve e = uv, G grafinin bir kenar1 olsun. Eger e kenari
silindiginde G — e grafi baglantisiz bir graf haline geliyorsa e kenarmna G grafinin bir

kopriisii (bridge) denilir.
Asagidaki verilecek olan sonug ilerleyen boliimlerde siklikla kullanilacaktir:

1.1.27. Teorem. Basit ve baglantili olan bir G grafinin herhangi bir kdsesine devir
igcermeyen bir graf eklemek veya herhangi bir kenara yeni bir kose eklemekle elde edilen

yeni graf da basit ve baglantilidir.

Ispat. Sallanan bir kenar kathi kenar olamayacagindan ve ayrica bir dongii
olusturamayacagindan boyle bir kenar eklemenin basitligi bozmayacagi agiktir.
Baglantililigin bozulmayacagi kenar ekleme tanimindan asikardir. Benzer sekilde
(derecesi 2 olan) yeni bir kdseyi herhangi bir kenara eklemek de ne grafin basitligini ne

de baglantililigin1 bozmayacagindan sonug asikardir.

Bu teorem genellestirilerek iki basit ve baglantili grafi birer koselerinden d > 0
uzunluklu bir patika yardimiyla birlestirmenin de basit ve baglantili olan bir graf verecegi

ifade edilebilir, bkz. Sekil 1.9.

Sekil 1.9. Iki basit ve baglantili grafi birlestirme
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1.2. Graf tiirleri

1.2.1. Tammm. Hig bir kenara sahip olmayan graflara hos (null) graf ad1 verilir ve n koseli

bir bos graf N,, ile gosterilir.

Baz1 kaynaklarda bog graf yerine sifir grafi da kullanilmaktadir. N,, bos grafinin kose
sayist n ve kenar sayisi m = 0°dir. Dolayisiyla N, bos grafinin derece dizisi {0}

seklindedir. Derecesi 0 olan koselere izole (isolated) késeler denilir, bkz. Sekil 1.10.

Sekil 1.10. N; bos grafi

Graf teoride ve uygulamalarinda iki graf tiirti olduk¢a 6nemli bir yer tutmaktadir. Bunlar

simdi tanimlanacak olan yol graflar1 ve devir graflaridir.

1.2.2. Tanmmm. Devir icermeyen ve bir tek yoldan olusan bir grafa yol grafi (path graph)

denir ve n koseli bir yol grafi P, ile gosterilir.

P, grafi n — 1 kenara sahiptir. P, grafinin derece dizisi
P, = {1(2),2(11—2)}

seklindedir, bkz. Sekil 1.11.

Sekil 1.11. P, yol grafi

1.2.3. Tammm. Tek bir devirden olusan grafa devir graf: (cycle graph) denir. n koseli bir

devir grafi C,, ile gosterilir.

Kose sayis1 n ve kenar sayist m = n’dir. Yani bir devir grafinda kése ve kenar sayilar
birbirine esittir. Ayrica devir graflar 2-regiiler graflardir. C,, devir grafindan bir kenar

silindiginde (¢ikarildiginda) P,,_, yol grafi elde edilir. C,, devir grafinin derece dizisi
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Cp = {Z(n)}

seklindedir, bkz. Sekil 1.12.

Sekil 1.12. (5 devir grafi

Graflar ile ¢alisirken devir, devir graf, devirli, devirsiz, devir bulunduran, ana devir, vb.
gibi kavramlarla karsilagilabilir. “Devir” ve “devir grafi” ile C,, grafini; “devirli” veya
“devir bulunduran” ifadesini goériince grafin en az bir devir bulundurdugu; “devirsiz”
ifadesinden de grafta hi¢bir devir bulunmadigr anlasilacaktir. “Ana devir” ifadesiyle de
verilen bir derece dizisinin bu tezde tanimlanacak ve adina temel ¢izim denilecek olan

cizimindeki en uzun uzunluga sahip devirin bulundugu bilesen kastedilecektir.

1.2.4. Tammm. Adina merkez kosesi denilecek olan bir kose ile her biri sadece merkez
kosesine komsu olan n — 1 tane kdseden olusan bir grafa y:i/diz (star) graf denilir. n koseli

bir yildiz graf S,, ile gosterilir.

Dolayisiyla bir S, yildiz grafinin kdse ve kenar sayilar sirasiyla n ve m = n — 1°dir.

Derece dizisi ise
S, = {10=D, n(13

seklindedir, bkz. Sekil 1.13.

Sekil 1.13. S; yildiz grafi
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1.2.5. Tammm. Bir grafta her kose kendisinden baska biitiin kdselere birer kenar ile
baglaniyorsa bu grafa tam (complete) graf denir ve n koseli bir tam graf K, ile gosterilir.
K, tam grafinin kdse sayist n ve kenar sayist m = @ seklindedir. K, tam grafinin

derece dizisi ise
K, ={(n—1)™}

seklindedir. K, tam grafi (n — 1)-regiiler bir graftir, bkz. Sekil 1.14.

Sekil 1.14. K¢ tam grafi

1.2.6. Tamim. Bir graftaki koseler iki gruba ayrilip bir gruptaki koselerin bazilar1 diger
gruptaki koseler ile kenarlar vasitasiyla birlesiyorsa bu grafa iki parcali (bipartite) graf
denir. Eger iki pargal1 grafta birinci gruptaki her bir kdse ikinci grubun her bir kosesiyle
kenarlar yardimiyla birlestirilmis ise bu grafa iki par¢ali tam (complete bipartite) graf

denir. Bu gruplarda r ve s tane kose varsa boyle bir graf K,  ile gosterilir.

K, s iki parcali tam grafinin kose sayis1 n = r + s ve kenar sayis1 m = r. s’dir. Bu grafin

derece dizisi ise
Kps = (r,s0)

seklindedir. Ornegin K 4 iki parcali tam grafi Sekil 1.15°de goriilmektedir:

Sekil 1.15. K; , iki pargali tam grafi
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S,, yildiz grafindaki merkez kose bir kiime, diger koseler ikinci bir kiime olarak alinirsa

Sy yildiz grafinin aslinda K, ,, iki pargali tam grafi oldugu da soylenebilir. Yani
Sp = Kl,n
dir.

Uygulamada 6nemli bir yer tutan fakat yukaridaki graf tiirleri kadar iyi bilinmeyen bir

graf tiiri de larva graflaridir:

1.2.7. Tanmm. P;,; yol grafinin bir kosesinin C, devir grafinin bir kosesiyle
ozdeslenmesiyle olusan bir grafa larva (tadpole) graf denilir. Bu graf tiirii T, ¢ ile

gosterilir.

Ayrica T, ¢ larva grafinin kose sayis1 n = r + s ve kenar sayis1 da m = r + s’dir. Derece

dizisi ise
T, = {11, 20r+s-2) 3(1)}

seklindedir, bkz. Sekil 1.16.

Sekil 1.16. T, , tadpole grafi

Simdi tanimlanilacak olan graf tiirli, diger graflardan 6nemli bir farka sahiptir. Simdiye
kadar tanimlanan graf tiirlerinin 6zellikleri hakkinda belli miktarda bilgi mevcuttur. Agag
ad1 verilen graf tiirii ise kontrol edilemeyen ve ¢ok farklilik gdsteren yapisi nedeniyle
calisilmasi en zor olan graf tiirtidiir. Agaclarla ilgili hesaba dayali ¢alismalarda diger graf
tiirlerinde oldugu gibi birka¢ durumu degil, kose sayisina gore artan ¢ok sayida durumu
incelemek gereklidir. Ornegin yukaridaki graf tiirlerinde kose derecelerinin tiimii ve
dolayisiyla grafin derece dizisi bilinmekteyken, n kdseli bir agacin kose dereceleri ¢cok

farkli sekillerde ifade edilebilmektedir. Buna ragmen bu tezin konusunu olusturan omega
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invaryantinin taniminin tamamen derece dizilerine bagli olmasi nedeniyle agaclarin
omega invaryantlarinin da diger ozelliklerde oldugu gibi farklilik gosterebilecegi
diisiintilse de ilging bir sekilde tim agaglarin omega invaryantinin —2 oldugu

goriilecektir.

1.2.8. Tamim. Baglantili bir grafta hi¢bir devir bulunmuyorsa bu grafa aga¢ (tree) graf
veya kisaca agag denir. n koseli bir agag T, ile gosterilir. Baglantililik sart1 kaldirildiginda

bu grafa orman (forest) ad1 verilir.

Kose sayisi, graftaki di kosesinin derece dizisindeki katlilig: aj olmak lizere n = Y2, a;,

kenar sayis1 ise m = n — 1 seklindedir. T, agacinin derece dizisi
T, = {1(a1), 2(a2) 3(as) ,A(aA)}

seklindedir. Dikkat edilirse bu genel bir grafin derece dizisidir. Bunun sebebi ise
yukaridaki paragrafta agiklandigi gibi agaglarin derecelerinin ¢ok degisik olabilmesidir.
Sekil 1.17°de 13 koseli bir agag goriilmektedir.

]

Sekil 1.17. T, 3 agac grafi

Asikar olmayan tiim agaglar i¢in a; > 2 oldugu kolayca goriilebilir. Ayn1 zamanda A=

2 olan agac P, yol grafi; A= d, =n — 1 olan aga¢ ise S,, yildiz grafidir.

Bir orman, gercek hayatta oldugu gibi agaglardan olugsmaktadir.
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2. DERECE DIZILERI
2.1. Baz1 graf tiirlerinin derece dizileri

Girig boliimiinde belirtildigi gibi bu tezde tanimlanan ve bu tezin konusunu olusturan
omega invaryanti, tamamen verilen bir grafin derece dizisi yardimiyla tanimlanmaktadir.
Dolayisiyla tezin basligina uygun olarak bu béliimden itibaren bu ¢alismada elde edilecek
tiim sonuglarin da derece dizileriyle iligkili olacagi tahmin edilebilir. Bu nedenle bu
boliimde graflarin derece dizileri kavrami detayli olarak incelenecektir. Birinci boliimde
sekiz farkli graf tirii tamimlanmisti ve bunlarin ¢ok temel bazi 6zelliklerinden
bahsedilmisti. Ik olarak bu graf tiirlerinin derece dizileri toplu olarak Cizelge 2.1°de

verilmistir.

Cizelge 2.1. Baz1 iyi bilinen graf tiirlerinin derece dizileri

GRAF DERECE DiZiSi

Ny, (0™}
B, {1(2), Z(n—z)}
Cn 2my

Sp=Kin (1= W}
Ky {(n—1)™)
Ky g {T'(S), S(r)}
T s {1(1), 2(r+s—2)' 3(1)}
Tn (10, 20a2) 30 Alen)y
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2.2. Mertebeye gore derece dizileri

Bu kisimda graflar1 mertebelerine gore kiiciikten biiylige siniflandirarak tiim olas1 derece
dizileri listelenecektir. ilerleyen béliimlerde yapilacak olan hesaplamalarda bu derece

dizilerine siklikla ihtiya¢ duyulacaktir. Bu boliimde ele alinacak graflar basit graflardir.
2.2.1. n = 1 olan basit graflarin derece dizileri

n = 1 olan tek bir graf vardir: N; = {0M}, bkz. Sekil 2.1.

o
Sekil 2.1. N; bos grafi
2.2.2. n = 2 olan basit graflarin derece dizileri

n = 2 olan iki adet graf vardir: N, = {0®} ve K, = {1®}, bkz. Sekil 2.2.
. I
[
N, = (0@} Ky = (1%}

Sekil 2.2. N, ve K,
2.2.3. n = 3 olan basit graflarin derece dizileri

n = 3 olan dort adet graf vardir. Bunlarin derece dizileri P; = {13,203} N, = {0®)},
{0, 1@} ve ¢; = {23} seklindedir, bkz. Sekil 2.3.

Lo LA
e o *—0
Py={1® 20}  N;={0®}  {(0W,1@} ¢, =263

Sekil 2.3. 3 koseli graflar ve derece dizileri
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2.2.4. n = 4 olan basit graflarin derece dizileri

n = 4 olan on bir adet graf vardir, bkz. Sekil 2.4:

N S S B A

{0(4)} {0(2)’ 1(2)} {0(1)' 1(2), 2(1)} {1(4)} {1(2)’ 2(2)}
N O N
{0 2631 {1(3), 3(1)} 24 {1(1)‘ 2 3(1)} 2@ 3@

3%}

Sekil 2.4. 4 koseli graflar ve derece dizileri
2.2.5. n = 5 olan basit graflarin derece dizileri

n = 5 olan otuz dort adet graf vardir, bkz. Sekil 2.5.

21



{0} {0® 1) {0® 1 20 {0, 143
° \
\ o L L ‘
(0@, 26N (0™, 1® 3 {0 1@ 2@ 1@, 21}
L
&’ \J
{0(1)’ 1 2@, 3(1)} {0(1), 2(4)} {1(4)‘ 4(1)} {1(3)’ 20 3(1)}
\ C’ : ‘E
{(1®,23) {1@,26% {0, 2@ 3 {(1®,2@ 40
{(1®,2M 3@ (10,26 31y (1o, 23 3(1)} {26%
ﬂ' @ @ @
{0,340 (1D, 20 36) {1, 2@ 3 41y {2@W, 4
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O O Q| w

{2(3)’ 3(2)} {2(3)’ 3(2)} {1(1)' 33) 4(1)} {2(3), 4(2)}
2(2) 3(2) 41 1) 29 4) 4
{2'%,3%, 41} {2, 3%} (3@, 40 (20, 3@ 4@7
{3 46 {45

Sekil 2.5. 5 koseli graflar ve derece dizileri
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3. OMEGA INVARYANTI
3.1. Giris

Bu bolimde teze adim1i veren omega invaryanti tanimlanip temel Ozellikleri
incelenecektir. Caligmalarin baslangicinda bir derece dizisinin ¢izilebilirliginin yan1 sira
bu cizimlerdeki dongii, katli kenar, kirig, sallanan kenar ve koprii gibi cesitli graf
bilesenlerinin sayr ve durumlarini da incelemek amaclanmisti. Gézlem asamasinda
cizilen ¢ok sayida grafin bazi ortak ozelliklerinin varhigi farkedilince bu 6zelliklerden
hangilerinin her zaman dogru oldugu ve hangilerinin de bazi graf smniflart i¢in dogru
oldugu tespit edilmeye c¢alisilmistir. Ilk olarak ele alinan molekiiler graflardan
faydalanilarak bazi toplamlarin her zaman sabit kaldigi tespit edilmistir. Buradan
hareketle en genel derece dizileri i¢in bu sayinin sabit bir say1 olup olmadigi aragtirilmis
ve yapilan ¢ok sayida ¢izimden ortaya ¢ikan gbozlemler sonucunda omega invaryanti
olarak adlandirilan ve verilen bir derece dizisi veya birbirine izomorfik tiim graflar igin
sabit olan bir say1 belirlenmistir. Bu saymin graflarla ilgili, basta 250 yildir bilinen Euler

karakteristigi olmak {izere bir ¢ok say1 ve kavramla yakin ilgisi oldugu goériilmustiir.

Derece dizilerinin en 6nemli 6zelligi olan ¢izilebilirlik kavramiyla ilgili basta Havel-
Hakimi yontemi olmak {iizere bir ¢ok yontem bilinmektedir. Burada tanimlanan omega
invaryanti, verilen bir derece dizisinin ¢izilebilir olup olmadiginin belirlenmesinde
bilinen en basit ve yeni yontem olarak kullanilabilir: Hesaplanan omega invaryanti tek
say1 oluyorsa bu derece dizisi ¢izilebilir degildir. Ileride omega invaryantinin her bir gift

say1 degeri i¢in en az bir ¢izimin var oldugu gosterilecektir.

Omega invaryantinin bir grafin devir sayisi ile de dogrudan baglantili oldugu goriiliince
verilen bir ¢izilebilir derece dizisinin tiim c¢izimlerinin ka¢ tane kapali bolge

bulunduracagi da omega invaryanti sayesinde bir baginti ile verilmistir.

Bir grafin baglantiliigin1 grafi ¢izmeden sadece derece dizisine bakip kiigiik bir
hesaplama yardimiyla tespit etmek omega invaryant ile yapilabilir. Burada ¢izilebilir bir
derece dizisi i¢in bu derece dizisinin tiim ¢izimlerinin kag bilesene sahip olacagini veren
bir esitsizlik elde edilecektir. Bu esitsizlik sayesinde bilesen sayisi birden biiyiik
ciktiginda, ki bu durum omeganin —4’den kii¢lik ya da esit olmast durumuna karsilik

gelmektedir, bu durumda olan ¢izilecek tiim graflarin baglantisiz olacagi sOylenebilir.
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Omeganin ii¢ farkli durumunun oldugunu ve bu {i¢ durumun birbirinden farkli 6zellikler
gosterdigi belirlenmistir. Bu ii¢ durumun her birisinde bu ¢alismada adina temel ¢izim
denilecek bir ¢izim algoritmasi gelistirildi ve bu ¢izimler yardimiyla bir ¢ok probleme
¢Ozlim bulundu. Verilen tiim ¢izilebilir derece dizilerinin bir temel ¢izime sahip olduklari
gosterildi. Graflarla ilgili bir ¢ok normal ya da u¢ (extremal) problemin ¢oziimiinde de
omega invaryanti faydalidir. Ornegin baglantili olarak cizilebilen bir derece dizisinin ayn1
zamanda baglantisiz bir halde de ¢izilebildigi veya bunun tam tersi omega invaryantinin
degerine gore sOylenebilir. Cizilebilir bir derece dizisine karsilik gelen muhtemel graflar
cizildiginde bu graflarda en ¢ok (en az) kag tane dongii, katli kenar, koprii, sallanan kenar

bulundugu omega invaryant1 yardimiyla sdylenebilir.

Hatirlanacagi gibi |V (G)| = n koseye ve |E(G)| = m kenara sahip bir graf G = (V,E)
ile gosterilmektedir. Bir G grafinin derece dizisi D = {1(“1), 20a2) 3(as) A(aﬁ)}
seklinde gosterilir. 1.1.17. Tanimda, verilen bir D = {1(‘11), 2(az) 3(as) ,A(aﬁ)} derece
dizisi i¢in bu derece dizisine sahip bir graf G olmak lizere G grafinin Q invaryanti Q(G)

ile gosterilmis ve
Q(G) = az+2a,+3as+ -+ (A —2)a, — a4
= ZiA=1(i —2)a

seklinde tanimlanmisti. Daha sonra bu saymin 6zel bir degerinin 6énemli bir graf sinifi
olan agaclarin yaprak sayisini (sallanan kenar sayisi) veren bir baginti oldugunun

bilindigi goriildii. Bir agacin yapraklarinin sayisini veren formiil
a; =2+ az+2a,+3as+ -+ (A —2)ap

seklindedir. a; sayis1 bir aga¢ grafinda ki yapraklari yani sallanan kenar sayisini

vermektedir. Bu formiilde a;’ler esitligin diger tarafina alinirsa,
az +2a,+3as+ -+ (A —2)ap, —a; = -2
seklinde bir sabit elde edilir.

Bir D derece dizisinin veya bir G grafinin omega invaryanti sirasiyla Q(D) ve Q(G) ile

gosterilecektir. Bir ¢ok yerde derece dizisi ve bu derece dizisi yardimiyla ¢izilen grafin
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ayirt edilmesi 6nemsiz olacagindan bu iki notasyonu birbirinden ayirt etmeye ¢ok ihtiyag

duyulmayacaktir.

Her derece dizisine ait bir omega degerinin varligi tanimdan asikardir. Ama her omega
degerine karsilik bir tek grafin varligi garanti degildir. Aslinda her bir omega degeri igin

sonsuz ¢oklukta graf oldugu zamanla gézlemlenecektir.

Bazi sik karsilagilan graf tiirlerinin omega degerleri asagidaki gibidir:

Q(C,) =0
Q(p,) = -2
Q(s,) = -2
Q(T,) = -2

Q(K,) =n(n—3)
Q(K,5) =2[rs — (r + )]
Q(T,s) = 0.

Dikkat edilirse P,, S,, ve T,, graflarinin hepsinin omega degerlerinin —2 oldugu goriiliir.
Genellestirme yoluyla bu sonug ileride Q(G) = —2 olan bir grafin baglantili iken devir
bulundurmadigini yani bir aga¢ graf oldugunu, baglantisiz iken de bilesenlerinden en az

bir tanesinin aga¢ oldugunu gosterecektir.
3.2. Omega invaryantinin temel 6zellikleri

Bu boliimde omega invaryantinin bazi temel 6zelliklerinden bahsedilecektir. Bir G
grafindaki kapali bolgelerin (devirlerin) sayisi r olsun. Burada grafin disinda kalan bolge
hesaba katilmayacaktir. Ornegin bir devir graf icin r = 1, bir agag icin r = 0, K, tam
grafi icin r = 3 olarak aliacaktir. Baz1 kaynaklarda, 6zellikle topolojik c¢aligmalarda
bazen grafin disinda kalan bolgenin de hesaba katildig1 goriilmektedir. Yani yukaridaki
i¢ ornek bu anlamda distiniildiigiinde r degerleri sirasiyla 2,1 ve 4 olacaktir. Devir

bulunduran graflar i¢in genel olarak n > 3 olacaktir. Ancak bu tezde 1 bdlgeli ve 2 bolgeli
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graf kavramlar1 da kabul edilecek ve bunlar sirasiyla bir dongii ve bir katli kenar cifti

olarak alinacaktir.

Asagidaki baginti omega invaryantinin aslinda kenar ve kdse sayilarina dogrudan baglh

oldugunu gosterir:
3.2.1. Teorem. m kenar ve n kdseye sahip bir G grafi igin
Q(G) =2(m—n)
bagintis1 saglanir.
Ispat. El sikisma lemmasi geregi
2m =aq + 2a, + 3a; + - +A ap
=(az+2a,+ -+ (A=-2)ap—a))+2(a; +a, +az+-+ap)

elde edilir. Burada a; + a, + a3 + -+ + a, = n oldugundan

2m = Q(G) + 2n
ve buradan da Q(G) = 2(m — n) olur.

Asagidaki sonug bilinen tiim ¢izilebilirlik testlerinden daha kisa bir sekilde, verilen bir

derece dizisinin ¢izilebilir olup olmadigin belirleyebilir:

3.2.2. Teorem. Herhangi bir D derece dizisinin ¢izilebilir olmasi i¢in Q(D)’nin ¢ift sayi

olmasi gerekir.

Ispat. Q(D) = 2(m — n) oldugundan omeganin 2’nin bir kati oldugu ve dolayisiyla da

cift olmas1 gerektigi asikardir.

Ornegin derece dizisi D = {13),2M, 55) 81 olan bir graf igin Q(D) = 54 cift say1

oldugundan cizilebilir bir graftir.

Bu teoreme dayanarak verilen bir derece dizisinin omega degerinin tek say1 ¢ikmasi
durumunda bu derece dizisinin ¢izilebilir olmadig: sdylenebilir. Ornegin derece dizisi
D = {149 2M 65 150} olan bir graf icin Q(D) = 101 tek say1 oldugundan bu

derece dizisine karsilik herhangi bir graf ¢izilemez.
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3.2.3. Teorem. G grafi c tane G4, G, G3, ..., G, bilesenine sahip baglantisiz bir graf olsun.

Q6) = ZC:Q(GO

dir. Bir bagka deyisle Q toplamsal bir fonksiyondur.

Ispat. G grafinn bilesenleri Gy, G,,Gs,...,G, oldugundan D(G) kiimesi, D(G;)

kiimelerinin birlesiminden olusur. Omeganin tanimindan sonug kolayca goriiliir.

Ornegin, bir G baglantisiz grafi; derece dizisi D; = {13),3(M} olan G, derece dizisi D, =
(2, 7@3 olan G, ve derece dizisi D; = {2(¥,3®} olan G; bilesenlerinden olussun. O
halde Q(G,) = —2, Q(G,) = 10 ve Q(G3) = 2 olur. Buradan da

Q6) = —2+10+2 =10
elde edilir. Gergekten de G grafinin derece dizisi D = {13),2®3),3®) 7®1 oldugundan
Q(G) =10
oldugu agiktir.

3.2.4. Teorem. G, D = {1(“1), 2(az) 3(as) A(aﬁ)} derece dizisine sahip baglantili bir
graf olsun. G grafinin yiiz (kapali bolge veya devir) sayisi
_Q((6)

==
=T

dir.

Ispat. Euler karakteristigi geregi n — m + r = 1 oldugundan verilen bir D derece dizisi
icin n=a,+a,+az;+--+a, ve 2m=a;+ 2a,+ 3a;+--+A a, oldugu

Q(G)

hatirlanir ve bu degerler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa r = -t 1 sonucu elde

edilir. Euler karakteristiginin topolojideki kullaniminda bolge sayisina grafin dis1 da
katilmaktadir. Bu nedenle bu tiir kaynaklarda yukaridaki bagint1 ufak bir degisiklikle n —

m + r = 2 seklinde verilmektedir.
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G grafinin baglantisiz olma durumunda omeganin toplamsallik 6zelliginden faydalanarak

asagidaki daha genel sonug elde edilebilir:

3.2.5. Sonuc. G, D = {00, 1(a) 2(a2) 3(as)  — Alas)y derece dizisine sahip ¢ tane
bilesenden olusan baglantisiz bir graf olsun. Asagidaki esitlik dogrudur:

Q(6)
T' =

2

Ispat. Q(G) toplamsal 6zellige sahip oldugundan ve c sabit bir say1 oldugundan r de

toplamsaldir. Yani i = 1,2,3, ..., ¢ i¢in

oldugu sdylenebilir. Yukaridaki denklemler taraf tarafa toplanirsa,

Q(6)

ve bdylece r = —=+ c sonucu elde edilir. Buradan baglantililikla ilgili asagidaki dnemli

sonug elde edilir:

3.2.6. Sonug. Biitlin graflar i¢in

Q(6)
> 7
c="73
olur. Denk olarak
cz2n—m

esitsizligi gecerlidir. Asagidaki 6zellik, 3.2.5. Sonucun bir 6zel durumunu vermektedir:

3.2.7. Sonu¢. G, D = {1@), 2(@) 3(@) = A} derece dizisine sahip ¢ tane

bilesenden olusan baglantisiz bir graf olsun. Q(G) = —2 ise
c—r=1
dir.
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3.2.8. Teorem. G, D = {1(@) 2(a2) 3(aa)  A(@s)} derece dizisine sahip baglantili bir

graf ve Q(G) = 0 olsun. Bu durumda G grafi en az bir devir bulundurmak zorundadir.

Ispat. 3.2.4. Teorem geregi G grafinin kapsadig1 kapali bblge say1st

Q(G)
r=—2

1
> +

olup bu denklemde Q(G) = 0 yerine yazilirsa r = 1 olacaktir. Bu da, en az bir devir

oldugunu gosterir.

Bu teoremde baglantililik sart1 kaldirildiginda yani graf baglantisiz oldugunda en az iki

devir bulundurmak zorundadir:

3.2.9. Teorem. G, D = {1(@), 2(a2) 3(as)  ~ A(an)} derece dizisine sahip baglantisiz bir

graf ve Q(G) = 0 olsun. Bu durumda G grafi en az iki devir bulundurmak zorundadir.
Ispat. 3.2.5. Sonug geregi G grafinin kapsadig1 kapali bélge sayisi

_ Q@)
T2

olup bu denklemde Q(G) >0 sartimt ve baglantisiz oldugundan ¢ > 2 sarti

kullanildiginda r > 2 olacaktir.

3.2.10. Teorem. G, D = {1(®), 2(a2) 3(aa)  ~A(an)} derece dizisine sahip baglantili bir
graf

Q(G) = =2 G bir agagtir.

Birinci ispat. Q(G) = a; + 2a, +3as+ -+ (A —2)a, —a; = —2 olsun. 3.2.4.
Teorem geregi G grafinin kapsadigi kapali bolge sayisi,

QG
r=%+1

denkleminde Q(G) = —2 degeri yerine yazilirsa r = 0 olur. Yani bir devire sahip

degildir. Dolayisiyla bu bir agagtir.
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Ikinci ispat. Q(G) = 2(m —n) = —2 oldugundan n — m = 1 bulunur. Bu deger Euler

karakteristiginin n — m + r = 1 formiiliinde yerine konulursa r = 0 bulunur.

Uciincii ispat. 3.2.7. Sonug geregi c — r = 1 oldugu hatirlanirsa baglantililik geregi ¢ =

1 oldugundan r = 0 elde edilir. Bu da grafin bir aga¢ oldugunu gosterir.

3.2.11. Teorem. Eger Q(G) < —4 ise G kesinlikle baglantisizdir.

Ispat. Yukarida verilen 3.2.6. Sonucdaki ¢ > —@ denkleminde Q(G) < —4 oldugu

kullanilirsa bilesen sayisi ¢ > 2 olur. Yani G grafi en az iki bilesenden olugsmaktadir. Bu

da G’nin baglantisiz oldugunu gosterir.

3.2.12. Teorem. D = {1(®) 2(a2) 3(as) A(@n)} derece dizisi verilsin. Eger Q(D) >
—2 ise D potansiyel baglantilidir. Yani D derece dizisinin ¢izimlerinden en az biri

baglantilidir.

Bu teoreme gore G baglantili bir graf ve Q(G) = —2 ise G grafi ya bir devir igeren graftir
ya da bir agagtir.

Bir G grafindaki aga¢ olan bilesenlerin sayisi ¢, ve devir bulunduran bilesenlerin sayisi
da c. olsun. Bu durumda ¢ = ¢, + ¢, olur. Asagidaki sonug c, sayisinin gesitli degerleri

i¢in ¢, sayisinin alacagi olasi degerleri verecektir:

3.2.13. Teorem. G, D = {1(®), 2(a2) 3(as)  A(an)} derece dizisine sahip bir graf ve
r(G), G grafindaki devir sayist olsun. Eger k negatif olmayan bir tamsay1 olmak {izere

Q(D) = —-2k<—4ise

I. cq = k’dir.

ii. Eger ¢, =01isec, =k olur.

iii. Eger ¢, = 1ise ¢, = r(C;) — 1 + k’dir. Burada C;, devir bulunduran tek bilesendir.
iv.c, = 2ise c, = Xr(C;) — c, + k’dir. Burada C; devir bulunduran bilesenlerdir.

Ispat. i. Devir bulundurmayan bilesenlerin, yani agag olan bilesenlerin her biri igin Q =
—2 oldugu ve her bir devir bulunduran bilesen i¢in Q > 0 oldugu bilinmektedir. Eger

Q(D) = —2k < —4 ise ve tiim bilesenler devir igermiyorsa Q’nin toplamsallig1 geregi
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tam k tane devir igermeyen bilesen mevcuttur, yani ¢, = k olur. Eger Q(D) = =2k <
—4 ise ve en az bir bilesen devir igeriyorsa bu durumda devir igermeyen bilesen sayisinin

cq = k olacag agiktir.

Il. ¢, = 0 oldugundan devir bulunduran bir bilesene sahip degildir. Dolayisiyla biitiin

bilesenler birer agagtir. Agaglarin Q degeri —2 oldugundan her bir devir bulundurmayan

2©) _

C; bileseni i¢in Q(C;) = —2 olur. Agag olan bilesenlerin sayisi olan ¢, i¢in ¢, = ~

‘—22“ = k elde edilir.

iii. ¢, = 1 oldugundan tek devir bulunduran bir tane bilesen mevcuttur. Bu bilesen C;

olsun. ¢, = M olur. Buradan 3.2.4. Teorem geregi ¢, = 2r(c1)2——2+2k elde edilir.

Bu da istenen sonugctur.

IV. ¢, =2 olsun ve bu devir iceren bilesenleri C; ile gosterilsin. Boylece ¢, =

zg(ci)z—g(c) _ Z(Zr(Ci;—2)+2k = $7(C) — c. + k olur.

3.2.14. Teorem. D, gizilebilir bir derece dizisi olsun. ¢ Ve c,, sirastyla D’nin bir G
¢iziminin tiim bilesenlerinin ve devir igermeyen bilesenlerinin sayilarini; C; ve A; ise
sirasiyla devir bulunduran ve bulundurmayan bilesenleri gostersin. Hatirlanacagi gibi

Q(A;) = -2 idi. Q(C;) = k; olsun. Bu durumda
I. eger Q(D) < —4 ise D’nin tiim ¢izimleri baglantisizdir ve
C—Ca Ca
c= Ue U UA
i=1 i=1
dir. Ayrica Q(G) = ky + k + -+ ke, — 2¢, < —4olur.

ii. eger QQ(D) = —2 ise D’nin herhangi bir ¢izimi baglantili da baglantisiz da olabilir.
Boyle bir G ¢izimi baglantili ise G devir bulundurmaz ve G = A, seklindedir. Boyle bir

G cizimi baglantisiz ise

C—Caq

G= iszlci U QA
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dir. Ayrica Q(G) = ky + ky + -+ ke, — 2¢, = —20lur.

iii. Eger Q(D) = 0 ise D’nin herhangi bir ¢izimi baglantili da baglantisiz da olabilir.
Ayrica tiim ¢izimler devir igerir. Boyle bir G ¢izimi baglantili ise G devir bulundurur ve

G = C; seklindedir. Boyle bir G ¢izimi baglantisiz ise yine G devir bulundurur ve

G= _[jci U OA

dir. AyricaQ(G) = ky + ky + -+ ko_, — 2c¢, = 0olur. Buteoremin asikar sonuglar
asagidaki gibidir:

3.2.15. Sonug. i. Eger bir G grafi sadece devir igeren bilesenlerden olusuyorsa Q(G) = 0

olur.
ii. Eger bir G grafinin tiim bilesenleri agaglardan olusuyorsa Q(G) < —2 olur.

3.2.16. Sonug. k € N olmak tizere Q(D) = —2k ise G grafini olusturan bilesenlerin en az

k tanesi agactir.

Ispat. G’yi olusturan bilesenlerde hi¢ agac olmadig varsayilirsa 3.2.13. Teorem geregi
biitiin bilesenler devirden olusmalidir. Biitiin bilesenler devirden olustugu icin ve 3.2.3.
Teorem geregi omeganin toplamsal 6zelliginden dolay1 Q(D) = 0 olmak zorundadir.

Demek Ki G’yi olusturan bilesenlerin tiimii devirden olusamaz. Yani varsayimla gelisir.

Bu ¢alismada bir G grafindaki kopriilerin sayis1 br(G) ile; kopma noktalarinin sayisi da

cv(G) ile gosterilecektir. Buna gore

3.2.17. Teorem. D = {1(@),2(@) 3()  A@)} ve G, D’nin bir ¢izimi olsun.
G baglantili ve Q(D) = —2 ise

Q(G) = 2(br(G) — cv(G) — ay)
ve boylece
cv(G)+a,—br(G) =1

olur.
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Ispat. Q(D) = —2 ve baglantili oldugundan D’nin tiim ¢izimleri devir icermeyen
cizimlerdir. Boyle bir grafta tlim kenarlar birer koprii, tiim koseler birer kopma noktasi

veya birer sallanan kosedir. Dolayisiyla 3.2.10. Teorem geregi sonug goriiliir.

Asagidaki sonug 3.2.13. Teoremin 6zel bir hali olup sik kullanildigindan ayrica verilmesi

uygun goriilmiistiir:

3.2.18. Teorem. G, D = {1(®), 2(a2) 3(aa)  ~A(an)} derece dizisine sahip bir graf ve
Q(D) = —2 olsun. G grafinin toplam devir sayisi (kapali bélge sayisi) r(G) olsun. G’nin
agac seklindeki bilesenlerinin sayist ¢, ve devir iceren bilesenlerinin sayis1 da c. ile

gosterilsin. Asagidaki 6zellikler saglanir.

i. ¢, = 1°dir.

ii. Eger ¢, =01isec, = 1 olur.
iii. Eger ¢, = 1 ise C; devir bulunduran tek bilesen olmak tizere

=1+ —Q(zcl) =r(C,)

olur.

IV. ¢, = 2 ise C;’ler devir bulunduran bilesenler olmak tizere

Cc

Cq =Zr(Ci)—cc+1

i=1
olur.

Ispat. Sadece sonuncu iddiay1 ispatlayacagiz. Digerleri benzer sekilde onceki sonuglar

yardimuiyla ispatlanabilir. 3.2.4. Teorem ve ¢ = ¢, + ¢, oldugu kullanilirsa

Z fil Q(Cy)
2

Cq = +1

=Y rC)-D+1

=y r(C)—c+1

oldugu agiktir.
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Ornek olarak {1} derece dizisine sahip P, yol grafi ele alinsin, bkz. Sekil 3.1.
*—
Sekil 3.1. {1} derece dizisine sahip P, yol grafi

Q(P,) =-2, cv(P,) =0, a; = 2 ve br(P,) = 1 oldugu agiktir ve bu degerler 3.2.17.

Teorem’i saglar.

3.2.19. Tamim. Bir graftaki tiim koselerin merkezi bir yola olan uzakliklar1 0 veya 1 ise

boyle bir grafa tirtil graf (caterpillar tree) adi verilir.
Bir tirt1l grafin ayn1 zamanda bir aga¢ olduguna dikkat ediniz.

Ornegin € = {1®,2®,3W 4} derece dizisi diisiiniilsiin. C’nin baglantili her bir
¢izimi Q(C) = —2 oldugundan bir tirtil graftir. Bkz. Sekil 3.2.

FItoﬂ

{1(5)' 2(2), 3(1), 4(1)}

Sekil 3.2. Turtil graf

Burada cv(C) =4, a; =5 ve br(C) = 8 olduguna ve 3.2.17. Teoremi sagladigina
dikkat ediniz.

3.2.20. Sonug. Baglantili olan graflar i¢in

QG
% = 1r(G) — c(G)

dir. Burada grafin digindaki bolgenin sayilmadigi bir kez daha hatirlanmalidir.
3.3. Omega invaryantinin Euler karakteristigi ile ilgisi

Kompakt yonlendirilebilir yilizeylerin siniflandirilmasi bu yiizeylerin cinsi adi verilen ve
genellikle g ile gosterilen bir sabit sayiya baglidir. Cins, bir anlamda yiizeyin delik

sayisidir. Her bir kompakt yonlendirilebilir yiizey ya cinsi 0 olan kiireye, ya cinsi 1 olan
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tora, ya da cinsi birden biiyiikk bir tamsayr olan torlarin baglantili toplamina
homeomorfiktir. Bir S yiizeyinin y(S) ile gosterilen Euler karakteristigi, o yiizey tizerine
cizilebilen n koseli, m kenarli ve r bolgeli her bir grafta n — m + r sayisinin bir degismez

(invaryant) olusundan hareketle
S =n—-m+r
seklinde tanimlanmistir. Cinsi g olan kompakt ve yonlendirilebilir bir yiizeyde bu say1

x(8)=2-2g

seklindedir. y(S) sayisinin verilen herhangi bir yiizey i¢in bir invaryant olmasi da bu
sebeptendir. S yiizeyi lizerine hangi biiytikliikte bir graf ¢izilirse ¢izilsin n — m + r sayisi
hep aymi ¢ikacaktir. Genellikle bir yiizeyin Euler karakteristigi i¢in »(S) semboliinii
kullanildig1 gibi bu yiizey iizerine ¢izilebilen bir G grafinin Euler karakteristigi i¢in de
7(G) gosterimi tercih edilir. Burada dikkat edilmesi gereken husus sudur: Bir graf cinsi
g olan bir yiizeye cizilebiliyorsa cinsi daha biiyiik olan her bir yiizeye de ¢izilebilir. Bu
sebeple bir grafin cinsinden ve Euler karakteristiginden bahsederken bu grafin

cizilebildigi en diistik cinsli yiizey dikkate alinir.

Giriste de belirttildigi gibi tanimlanilan omega invaryantinin Topolojide ikiyiizelli yildir

bilinen Euler karakteristigi ile yakin ilgisi vardir. Bu kisimda bu iliski belirlenecektir.

3.3.1. Teorem. Herhangi bir G grafi igin

Q(6) = 2(r — 2(6))
bagintis1 gegerlidir.

Ispat. G grafi, kose sayis1 n, kenar sayis1 m ve devir sayis1 (kapali bolge sayis1) r olan

bir graf olsun. Hatirlanacagi tizere »(G) Euler Kkarakteristigi, (G) = n—m+r

bagintisin1 saglar. 3.2.1. Teorem geregi @ = m — n oldugu da biliniyor. Dolayisiyla

sonug goriliir.

Graflarin cesitli Ozelliklerinin c¢alisilmas: sirasinda graflar1 farkli ozelliklere gore
siniflandirmak oldukga faydali olmaktadir. Bunlar arasinda kose ve kenar sayilari, bolge

say1s1, kiris, sallanan kenar, koprii sayilar1 vs. yer almaktadir. Bolge sayisina gore yapilan
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bir simiflandirmada higbir bdlgeye sahip olmayan graflar, tek devir bulunduran graflar,
iki devir bulunduran graflar, ii¢ devir bulunduran graflar, vs. sirastyla devirsiz (acyclic),
tek devirli (unicyclic), iki devirli (bicyclic), ii¢ devirli (tricyclic) vs. olarak adlandirilir.
Bir grafin bagimsiz devir sayisina grafin devir sayisi (cyclomatic number) denilir. Bu tiir
siiflandirma problemleriyle ugrasirken graftaki bolge (devir) sayisini belirlemek dogal
olarak olduk¢a 6nemlidir. Tabii ki baz1 karmasik graflarda kapali bolgeleri, 6zellikle de
iist tiste geldigi durumlarda saymak hi¢ de kolay olmayabilir. Bu duruma 6rnek olarak

Sekil 3.3°deki graf verilebilir.

G

Sekil 3.3. Bolge sayisi kolay belirlenemeyen bir graf

Bu grafta bolgeleri birbirine baglayan kopriiler veya kopma noktalar1 olmadigindan
bolgeler hemen belirlenemez. Bu yiizden sadece kirislerin sayilmasi gerekir. Sekil 3.3’{in

igerisinde 7 tane kiris vardir. 7 kirigin olmas1 8 tane kapali bolge oldugunu ifade eder.

Sekil 3.4’de yukaridaki seklin farkli bir ¢izimi verilmistir ve bu ¢izimdeki bolgelerin

sayisinin 8 oldugu bolgeler ayrik oldugundan kolayca sayilabilir.

AB
>4

C D
Sekil 3.4. Bolge sayisi kolayca belirlenebilen bir graf
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Bu ornek gosteriyor ki bir ¢izilebilir derece dizisi verildiginde bu derece dizisinin
herhangi bir ¢iziminin ka¢ adet bolge bulundurdugu ilk bakista sdylenemeyebilir. Bu
cizim farkli sekillerde c¢izilebilir ve bu sayim yukaridaki 6rnekte oldugu gibi daha kolay
bir sekilde gergeklestirilebilir. Ya da verilen bir grafi yeniden ¢izerek bu ¢izim
gerceklestirilebilir. Ancak her 6rnekte bunu yapabilmek o kadar da kolay degildir.
Ozetlenecek olursa verilen bir derece dizisinin tiim ¢izimlerinin bélge sayis1 veya verilen
bir grafin bolge sayis1 klasik yontemle her zaman kolayca bulunamayabilir. Tanimlanilan
omega invaryant1 bu konuda da yardimci olacaktir. Verilen 6rnekteki G grafinin derece

dizisi D = {3®,4®,5@1 olup Q(D) = 14’tiir. 3.2.4. Teorem geregi aranilan bolge
Q(G)

sayis1r = —=+ 1= 12—4 + 1 = 8 olarak bulunur.

Dikkat edilirse omega invaryantindan faydalanarak bolge sayis1 hesaplandiginda grafi
cizmeye dahi gerek olmamaktadir. Q bir graf invaryanti oldugundan 3.2.4. Teorem geregi
bolge sayisini1 veren r de bir graf invaryantidir. Bir baska deyisle verilen bir derece
dizisinin esit bilesen sayisina sahip tiim ¢izimlerinde ayn1 sayida kapali bolge bulunmak
zorundadir. Daha 6nce de belirtildigi gibi kapali bolge denince genelde n = 3 olmak
tizere C,, devirleri anlasilsa da burada bunlara ek olarak dongiileri (1 — gen) ve iki kath

kenar arasinda kalan bolgeler (2 — gen) de alinacaktir.

3.3.2. Ornek. ikinci bir 6rnek olarak D = {11, 203),33) 4® 521 derece dizisi ele

alinsin. Bu derece dizisinin baglantili bir ¢izimi Sekil 3.5’deki gibidir.

©

Sekil 3.5. {1,203, 3(3) 4@ 521 derece dizisinin baglantili bir ¢izimi
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Burada (D) = 16 oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla bu graftaki bagimsiz bolge sayisi

oy
r—z =

olur. Dolayistyla baglantili tiim ¢izimlerde 9 adet bolge bulunacag agiktir.
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4. DERECE DIiZiLERININ TEMEL CiZIMLERI
4.1. Giris

Hatirlanacagi gibi bu tezin ana hedefi, verilen bir ¢izilebilir derece dizisinin genellikle
cok sayida olan ¢izilmis halleri ve bunlarin 6zellikleri hakkinda cesitli bilgiler elde
etmektir. Bu hedefe yonelik ¢alismalar sonucunda adina omega invaryanti (kisaca omega)
denilen ve her bir derece dizisi igin sabit olan bir say1r tamimlanmistir. Bu omega
invaryant1 sayesinde derece dizisinin ¢izimlerinin ortak 6zelliklerini belirlemek bu tezin

sonuglarini zenginlestirmistir.

Derece dizilerine karsilik gelen graflar tizerinde yapilan tiim ¢aligmalarda belirtildigi gibi

cizilebilir derece dizileri bazen bir tek sekilde ¢izilebildigi gibi bazen de birden fazla
sekilde gizilebilir. Ornegin Sekil 4.1°de D = {1®,3M, 4@} derece dizisine karsilik

olarak ¢izilebilen iki farkli graf goriilmektedir.

veya

Sekil 4.1. {1®,3W, 4@} derece dizisine ait iki farkli ¢izim

Verilen bir ¢izilebilir derece dizisinin farkl sekillerde ¢izilebilmesi bunlardan hangisi ya
da hangilerinin daha avantajli oldugu sorusunu akla getirecektir. Tabii Ki bu sorunun
cevabi, hedeflenilen 6zelliklere bagl olarak degisecektir. Bazen verilen derece dizisinin
cizimlerinin belli bir 6zelligine dair bir say1 belirlemek istenebilir, bazen de bdyle bir say1
degisken oldugunda onun en kiigiik ve en biiyiik degerlerini bulmak gerekebilir. Graf

teoride bu tiir problemlere u¢ (extremal) problemler denilmektedir.

Bu boliimde referans noktasi olarak segilen ve adina temel ¢izim formu denilen bir form
tanimlanacaktir. Derece dizilerinin ti¢ farkli olasi durumu igin farkli bir temel ¢izim formu

verilecektir. Bir derece dizisinin temel ¢izim formu bilindiginde, diger ¢izimleri hakkinda
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bilgiler elde etmek miimkiin olmaktadir. Yani bir anlamda temel ¢izim formu bir referans

noktasi olarak kullanilacaktir.

Miimkiin oldugunda bir grafin baglantili ¢izilebilmesinin bir¢ok avantajlar1 vardir.
Q(D) = 0ve Q(D) = —2 durumlarinda verilen derece dizisi potansiyel baglantilidir. Bir
baska deyisle en az bir baglantili ¢izime sahiptir. Bu nedenle bu iki durumda kalan derece
dizilerinin temel ¢izimlerinin baglantili olarak tercih edilmesi de gayet dogaldir. Ancak
Q(D) < —4 olmasi durumunda verilen derece dizisi potansiyel baglantili degildir. Yani
hi¢bir sekilde baglantili olarak ¢izilemez. Bu nedenle incelenilecek bu ti¢iincii durumda

tanimlanacak olan temel ¢izim formunun da baglantili olmasi beklenmemelidir.

Bu boliimde derece dizilerinin olasi i durumunun her birisi i¢in temel ¢izim ad1 verilen

cizimlerinin nasil yapilacag incelenecektir. Bu durumlar
QD)=0, QD)=-2 ve QD)<-4

seklindedir. Ik durumda elde edilen temel gizimlere devirli temel ¢izim ad1 verilecektir.
Bu durumda verilen derece dizisinin nasil bir yontemle ¢izilecegine iliskin bir algoritma
tanimlanacaktir. Tabii ki basit graflarla calismak amaglandigindan dongii ve kath
kenarlardan kacginmak gerektigini unutmamak gerekir. Daha sonra Q(D) = -2
durumunda adina devir bulundurmayan (veya devirsiz) temel ¢izim denilecek bazi temel
cizimler elde edilecektir. Bu durum igin de bir algoritma tanimlanacaktir. Son olarak
adma karma tipli temel ¢izim denilen Q(D) < —4 durumundaki temel gizimler i¢in bir

algoritma verilecektir.
4.2.Q(D) = 0 durumu
4.2.1. Q(D) = 0 olma durumunda temel ¢izim

Buraya kadar olan caligsmalar neticesinde, ¢izilebilen, baglantili ve en az bir devir
bulunduran tiim derece dizilerinin bir Cq,4q,4...4a, = Cn—q, deviri etrafinda gizilebilir
oldugu gozlemlenmistir. Burada n — a, sayisi, boyle bir derece dizisinin herhangi bir

¢iziminin sahip olabilecegi en biiyiik devirin uzunlugunu gostermektedir.

4.2.1.1. Tamm. Q(D) > 0 bir ¢ift say1 olsun. D derece dizisinin, bir (n — a;) —genin

koselerine a; tane sallanan kenar ve elde edilen bu ¢izime toplam Q(D)/2 tane Kkiris,
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dongii ve katli kenar eklenerek bulunan baglantili bir ¢izimine D derece dizisinin bir

devirli temel ¢izimi (cyclic fundamental form) ad1 verilir.

Tanimdan da goriilecegi tizere, Q(D) = 0 Ozelligindeki bir D derece dizisinin temel
cizimi baglantilidir ve tek degildir. Amaca uygun olarak kiris, dongii ve katli kenar
sayilar1 degistirildiginde farkli temel ¢izimler elde edilecektir. 4.2.2.17 Teoremde
goriilecegi gibi bu {i¢ tiir kenarin toplam sayis1 Q(D)/2’dir. Eger grafin basit graf olmasi
isteniyorsa dongii ve katli kenarlarin mevcut olamayacagi ger¢eginden hareketle Q(D) /2
tane kirise sahip bir temel ¢izim bulunmas1 gerekecektir. Ornegin eger dongii olmamasi
veya Sayisinin en az olmasi isteniyorsa bu durumda maksimum sayida kiris ve katli kenar

kullanarak elde edilen bir temel ¢izim kullanilmalidir.

4.2.1.2. Ornek. {2®,33),4M 5} derece dizisi igin Q(D) = 8 = 0 olup bu derece
dizisinin ¢ok sayida ¢iziminden iki tanesi Sekil 4.2°de goriilmektedir. Bunlardan sagdaki
bir 7 —gen olup derece dizisinde hi¢ derecesi 1 olan kdse olmadigindan sallanan kenara
ithtiya¢ duyulmayan bir temel ¢izimdir. 7 —gen iizerindeki koselerin yerleri degistirilerek
daha birgok farkli temel ¢izim yapilabilir. Soldaki ise temel ¢izim formunda olmayan
herhangi bir ¢izimdir. Bu derece dizisi verildiginde ve bu derece dizisine karsilik gelen
bir temel ¢izim elde edilmesi istendiginde dogrudan sagdaki ¢izim yapilir. Ya da soldaki

graf verilip bunun temel formda ¢izilmis hali istendiginde yine sagdaki ¢izim yapilabilir.

—

Bir temel ¢gizim

Sekil 4.2. {2®,3®) 41 53 derece dizisinin herhangi bir ¢izimi ve bir temel ¢izimi

42



4.2.2. Q(D) = 0 durumunda temel ¢izim algoritmasi

Bu kisimda Q(D) = 0 ve bir ¢ift say1 olmasi durumunda bir temel ¢izimin nasil elde
edilecegine, yani varligia, dair bir algoritma gelistirilecektir. Hatirlanacagi gibi bu

durumdaki bir temel ¢izim baglantili olacaktir.

4.2.2.1. Teorem. Q(D) = 0 ve bir ¢ift say1 olsun. D derece dizisinin en az bir devirli temel

¢izimi mevcuttur.

Ispat. Bu devirli temel ¢izimi genel hatlariyla asagidaki temel prensiplere dayanan bir

algoritma yardimiyla olusturulacaktir.

1) a, + az + -+ a, uzunluklu bir C deviri ¢iziniz. Elde edilen grafin derece dizisi
(2(@2tas++an)y seklindedir.

2) Eger a; > 0ise C deviri {izerinde katli kenardan miimkiin oldugunca kag¢inabilmek
adina birbirinden miimkiin oldugunca uzak olan kdselere a, tane sallanan kenar ekleyiniz.

Elde edilen grafin derece dizisi {1(@1), 2(@z2+as++as=a1) 3(a1)} seklindedir.

3) Eger Q(D) = 0 ise algoritma sona erer. Degilse toplam Q(D)/2 tane kiris, dongii
ve/veya katli kenar ekleyiniz. Bu son durumda elde edilen grafin derece dizisi

(1@ 2(a2) 3(@s) - Alen)y geklindedir ve algoritma sona erer.

Derece dizisi A < 4 olan molekiiler graflara kisitlanirsa daha detayli bir ispat verilebilir:

Burada ¢esitli alt durumlar mevcuttur.

ilk olarak a. + a4 cift ise

I. a; = 0 i¢in derece dizisi D = {2(“2), 3(as), 4(a4)} sekline dondisiir.

1. adm: Cy, 44, 4q, Gizilirve D = {2(a2+a3+a4)} elde edilir.

2. adim: % tane kiris yardimi ile a; + a, tane derecesi 2 olan kdse miimkiinse katlilik

olmayacak  sekilde  birlestirilir. ~ Boylelikle  yeni  derece  dizisi D =
{2(a2+a3+a4)_(a3+a4), 3(a3+a4)} = {2(“2), 3(a3+a4)} olur. Burada el sikisma lemmasi

geregi a; + a, toplaminin ¢ift olmasi gerektigine dikkat ediniz.
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3. adim: % tane kiris yardimi ile miimkiinse katlilik olmadan a, tane derecesi 3 olan

kose birlestirilir. Bu durumda D = {2(@2), 3(astas)-as glan)} = {7(a2) 3(a3) 4(as)} glde

edilmis olur. Bu da aranan ¢izimdir.
Il. a; # 0 i¢in derece dizisi D = {1(‘11), 2(az) 3(as) 4(‘14)} sekline dondisiir.
aq < a, ise

1.adm: Cy, 44,44, Gizilirve D = {2(a2+a3+a4)} elde edilir.

2. adim: % tane kiris ile as + a, tane derecesi 2 olan kdse miimkiinse katlilik

olmayacak  sekilde  birlestirilir. ~ Boylelikle  yeni  derece  dizisi D =
{2(02 +az+as)—(as +a4)’ 3 (az +a4)} - {2(02), 3(a3 +a4)} olur.

3. adim: a, tane derecesi 3 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir. Bu durumda

yeni derece dizisi {1(@), 2(a2), 3(as+as=a1) 4(an} glyr,

4. adim: a, — a, tane derecesi 3 olan kose miimkiinse katlilik olmadan birlestirilir. Bu
durumda  derece  dizisi D = {1(@),2(a2) 3(astas—an)-(as-an) gla+@s-an} =

{1(a1), 2(a2) 3(as), 4(“4)} olarak elde edilmis olur. Bu da aranan ¢izimdir.
aq > a, ise
1. adim: Cy, 44,44, deviri cizilir ve D = {2(@2*as+a4)} elde edilir.

as +2a4—

2. adim: Devir {izerinde X tane kiris yardimi ile az + 2a, — a, tane derecesi 2

olan kose miimkiinse katlilik olmayacak sekilde birlestirilir. Boylelikle yeni D =
{2(a2+a3+a4)—(a3+2a4—a1)’3(a3+2a4—a1)} = {2(a1+a2—a4)’3(a3+2a4—a1)} olur. Burada el

stkisma lemmasi geregi az + 2a, — a4 sayisinin tek olmasi gerekir.

3. adim: Derecesi 2 olan a; — a4 tane kdseye birer tane sallanan kenar eklenir. Bu
durumda derece dizisi D = {1(@17a), 2(a1+az-ai)~(a1-as) 3(as+2as-art(a-a))} =

{1(a1-as) 2(a2) 3(as+a)} g|yr,
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4. adim: Derecesi 3 olan a, tane koseye birer tane sallanan kenar eklenir. Boylece D =

{1(‘11—‘14""14), Z(az), 3(a3+a4—a4)’ 4,((14)} = {1((11)’ z(az)’ 3(613)' 4,((14)} olur.
aq = ay ise

1. adim: Cq, 4,44, cizilirve D = {2(az%as+a} elde edilir.

as+

2a4 tane kiris yardimi ile derecesi 2 olan a; + a, tane kdse miimkiinse katlilik

2. adim:

olmayacak  sekilde  birlestirilir. ~ Boylelikle  yeni  derece  dizisti D =
{2(612 +az+as)—(az+as) ) 3(as +a4)} - {2(‘12), 3(a; +a4)} olur.

3. adim: Derecesi 3 olan a, tane koseye birer tane sallanan kenar eklenir. Bu durumda
D= {1(“1), 2(az) 3(aztas—as) 4(a1)} olur. Ayrica a; = a4 oldugundan derece dizisi D =

{1(@0), 2(a2) 3(a3) 4(a1)} olarak elde edilir.

ikinci olarak a. + a, tek ise

I. a; = 0 igin derece dizisi D = {2(“2), 3(as), 4(‘14)} seklinde olacaktir.
1. adim: Cg, 44,44, deviri cizilir ve D = {2(@2*as+a4)} elde edilir.

2. adim: %‘4_1 tane kiris ile a; + a, — 1 tane derecesi 2 olan kose miimkiinse katlilik

olmayacak  sekilde  birlestirilir.  Boylelikle  yeni  derece  dizisi D =
{2(a2+a3+a4)—(a3+a4—1), 3(a3+a4—1)} — {2(a2+1)' 3(a3+a4—1)} olur.

3. adim: Bir tane derecesi 2 olan kose ile bir tane derecesi 3 olan kose birlestirilir. Bu
durumda D = {2(@2*+1-D) 3(@s+a—D+i-1 4} = {2(a2) 3(astas—1) 4} derece dizisi

elde edilmis olur.

4. adim: Derecesi 3 olan a, — 1 tane kdse miimkiinse katlilik olmayacak sekilde
birlestirilir. Boylece D = {2(¢2),3(@stas=D=(as-1) 4(+as-D} = {7(a2) 3(as) gla)}

elde edilir.
ii. a; # 0 igin D = {1(®), 2(22), 3(a3) 4(@0)} geklinde bir derece dizisi mevcuttur.

a; < ayise
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1.adm: Cy 44,44, Gizilirve D = {2(a2+a3+a4)} elde edilir.

2. adim: %‘4_1 tane kiris ile a; + a, — 1 tane derecesi 2 olan kdse miimkiinse katlilik

olmayacak sekilde birlestirilir. Boylelikle derece dizisi D=
{2(a2+a3+a4)—(a3+a4—1)’ 3(a3+a4—1)} — {2(a2+1)' 3(a3+a4—1)} olur.

3. adim: Bir tane derecesi 2 olan koseye bir tane sallanan kenar eklenir. Yani D =

{1W, 2(a2+1-1) 3(as+as—D+1} = {1(1) 2(a2) 3(as+as)} glde edilmis olur.

4. adim: Derecesi 3 olan a; — 1 tane kdseye birer tane sallanan kenar eklenir. D =

{1(1+a1—1)’ Z(az), 3(a3+a4)—(a1—1), 4_(‘11—1)} - {1(01)’ 2(02), 3(a3+a4—a1+1)' 4((11—1)} olur.

5. adim: Eger a, — a; + 1 = 0 ise algoritma biter. Aksi taktirde a“%‘”“ tane kiris ile
a, — a; + 1 tane derecesi 3 olan kdse miimkiinse katlilik olmayacak sekilde birlestirilir.
Bu durumda derece dizisinin son hali

D= {1(611)’ 2(‘12), 3(a3+a4—a1+1)—(a4—a1+1)’ 4(01—1)+a4—al+1} — {1((11)' 2((12)’ 3(a3)' 4(“4)}

seklinde elde edilir ve boylece istenen ¢izim elde edilmis olur.
a; > ay ise

1.adm: Cy, 44, 4q, Gizilirve D = {2(a2+a3+a4)} elde edilir.

as +2a4—a1

2. adim: tane kiris ile asz + 2a, — a, tane derecesi 2 olan kdse miimkiinse

katlilik olmayacak sekilde birlestirilir. Boylelikle elde edilen derece dizisi D =

{2(a2+a3+a4)_(a3+2a4—_a1 )‘ 3(a3+2a4—a1 )} — {Z(az—a4+a1)' 3(a3+2a4—a1)} olur.

3.adim: a,; — a, tane derecesi 2 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir. Yani D =

{1((11—(14 ), z(az—a4+a1)—(a1—a4 ), 3(a3+2a4—a1)+(a1—a4 )} — {1(a1—a4 )' z(az)’ 3(a3+a4)} elde

edilmis olur.

4. adim: Derecesi 3 olan a, tane koseye birer tane sallanan kenar eklenir. D =

{1((11—‘14)*'(‘14), 2(612), 3(a3+a4)—(a4), 4_((14)} — {1(¢11), 2(02)' 3(‘13)' 4_(114)} olur.

a; = ay ise
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as + a, tek olma sartina uymadigi i¢in bu ihtimal yoktur. Cilinkii el sikisma lemmasi
geregi a4 ile a; ayni anda tek ya da ayni anda ¢ift olmasi gerektiginden, a, ¢ift oldugunda
esitlikten dolay1 a; de cift olacaktir. a; ¢ift olmasi gerektiginden, el sikisma lemmasi
geregi az de ¢ift olmak zorunda olacaktir. Bu da a;, a; ve a, sayilarinin ayni1 anda tek
veya ayni anda ¢ift olacagini gosterdiginden en bastaki sarta uymaz. Boylelikle a; + a,

tek iken a; = a, olamaz.

Not: “Derecesi 2 olan bir koseyi derecesi 3 olan bir kose ile birlestirin” denilen adimlarda
eger derecesi 3 olan higbir kose yoksa derecesi 2 olan mevcut bir kdseden ¢ikan ve yine
ayn1 koseye donen bir dongli eklenir. (Cikilan 2 dereceli kdsenin derecesi artik 3

oldugundan kurala uyulmus olur.)

4.2.2.2. Ornek. D = {4W} ve D = (2,4} derece dizileri ele alinsin, bkz. Sekil 4.3.

®,

{4(1)} {2(3), 4(1)}

Sekil 4.3. Iki temel ¢izim

Yukaridaki iki ¢izim de Q(D) = 0 durumundaki temel ¢izim yontemine uygun olarak
cizilmistir. Soldaki sekilde en biiytlik devir 1 —gen oldugundan baska bir ¢izim yapilamaz.
Ancak sagdaki ¢izimde bir dortgen bulundugundan 4.2.2.1. Teorem geregi bu ¢izim ayni
zamanda bir 3 —gen ve bir 2 —gen kullanilarak da yapilabilir, bkz. Sekil 4.4.

Sekil 4.4. {29, 4} derece dizisinin bir diger ¢izimi

47



4.2.2.3. Ornek. D = {2®,3® 4@} derece dizisi verilsin. a; + a, = 4 ¢ift ve a; = 0

oldugundan

Loadim: Cy,4q,4q, sizilit. Yani Cpypyp = Co = {2} cizilir. Bkz. Sekil 4.5.

Sekil 4.5. C;

2. adim: % = 2 tane kiris yardimi ile a; + a, = 4 tane derecesi 2 olan kdse

birlestirilir. Bkz. Sekil 4.6.

Sekil 4.6. {2, 3"}

3.adim: % = 1 tane kiris ile a, = 2 tane derecesi 3 olan kdse birlestirilir, bkz. Sekil 4.7.

Sekil 4.7.{2(®,3@), 4@}

Elde edilen son sekil, aranan ¢izimdir.
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4.2.2.4. Ornek. D = {1®,2M,3®) 4@} derece dizisi verilsin. O halde as + a, tek,

a, # 0 ve a; > a, oldugundan asagidaki adimlar atilir:

1.adm: Cy,yq,4q, = Ci4342 = Cg sizilir, bkz. Sekil 4.8.

Sekil.4.8. C

az+2a,—aq
2

birlestirilir. Bkz. Sekil 4.9.

2. adim: = 2 tane kiris ile az + 2a, — a; = 4 tane derecesi 2 olan kdse

Sekil 4.9. {2®,3®}

3. adim: a; — a, = 1 tane derecesi 2 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir, bkz
Sekil 4.10.

Sekil 4.10. {1®, 2, 3)}

4. adim: a, = 2 tane derecesi 3 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir, bkz. Sekil
4.11.
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Sekil 4.11. {1(3), 2 33), 4(2)} derece dizisinin bir temel ¢izimi

4.2.2.5. Ornek. D = {3@, 4W} derece dizisi verilsin. as + a, tek ve a; = 0 oldugundan

asagidaki adimlarla aranan ¢izime ulasilir:

1. adim: Cy,1q,4+q, = C241 = C3 cizilir ve D = {2(®} elde edilir, bkz. Sekil 4.12.

Sekil 4.12. {2}

a3+a4—1

2. adim: =1 tane kiris ile a; + a, —1 = 2 tane derecesi 2 olan kosenin

miimkiinse katlilik olmayacak sekilde birlestirilmesi gerekir, ancak hangi koseler segilirse

secilsin katliliktan kaginilamayacag agiktir, bkz. Sekil 4.13.

Sekil 4.13. {29, 3@}

3. adim: Derecesi 2 olan bir kose derecesi 3 olan bir koseye birlestirilir, bkz. Sekil 4.14.
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Sekil 4.14. {3(2), 4(1)} derece dizisinin bir temel ¢izimi
4. adim: a, — 1 = 0 oldugundan islem sona erer.

4.2.2.6. Ornek. D = {1@,3®, 4MW} derece dizisi verilsin. a; + a, tek, a; # 0 ve a; >

a, oldugundan asagidaki adimlar atilir:

L.adim: Cy,1q,4q, = Co41 = Cs cizilir ve D = {2(®} elde edilir, bkz. Sekil 4.15.

Sekil 4.15. {2®}

a3+2a4—a1

2. adim: = 1 tane kiris ile a; + 2a, — a; = 2 tane derecesi 2 olan kose,

miimkiinse katlilik olmayacak sekilde birlestirilir, bkz. Sekil 4.16.

Sekil 4.16. {2, 3@}
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3. adim: a; — a, = 1 tane derecesi 2 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir, bkz.
Sekil 4.17.

Sekil 4.17. {1®,3®)}

4. adim: a, = 1 tane derecesi 3 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir, bkz. Sekil
4.18.

Sekil 4.18. {1(2), 3@, 4(1)} derece dizisinin bir temel ¢izimi

4.2.2.7. Ornek. D = {1%,3W} derece dizisi verilsin. as + a, tek, a; # 0 ve a; > a,

oldugundan,

1. adim: Cg,,q,4q, Sizilir. Yani Cy4o = C; cizilir. Hatirlanacagi gibi C; 1 —geni, bir

dongii olarak alinmalidir, bkz. Sekil 4.19.
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Sekil 4.19. {2}

a3+2a4—a1

2. adim: = 0 tane kiris ile a; + 2a, — a; = 0 tane derecesi 2 olan koseyi

miimkiinse katlilik olmayacak sekilde birlestirmek gerekir ama agiktir ki bu adim

gereksizdir.

3. adim: a, — a, = 1 tane derecesi 2 olan koseye bir tane sallanan kenar eklenir, bkz.
Sekil 4.20.

Sekil 4.20. {1(1), 3(1)} derece dizisinin bir temel ¢izimi

4. adim: a, = 0 tane derecesi 3 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir. Yani bu

adim1 gergeklestirilemez.

4.2.2.8. Ornek. D = {1(1),2(1), 3(1)} derece dizisi ele alinsin. a3 + a, tek, a; # 0 ve

a, > a4 oldugundan asagidaki adimlar takip edilir:

1. adim: Cq, 44,44, sizilir. Yani Cy4q = C, cizilir, bkz. Sekil 4.21.

>

Sekil 4.21. {2@}
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az+2as—aq

2. adim: = 0 tane kiris ile a; + 2a, — a,; = 0 tane derecesi 2 olan kose

miimkiinse katlilik olmayacak sekilde birlestirilir, ancak bu adim gergeklestirilemez.

3.adim: a; — a, = 1 tane derecesi 2 olan koseye birer tane sallanan kenar eklenir, bkz.

Sekil 4.22.

Sekil 4.22. {1(1), 2 3(1)} derece dizisinin bir temel ¢izimi

4. adim: a, = 0 tane derecesi 3 olan koseye birer tane sallanan kenar eklemek gerekir

ancak bu islem de yapilamaz.

4.2.2.9. Ornek. D = {1W,2M 33) 4™} derece dizisi verilsin. a; + a, tek, a; # 0 ve

a, < a4 oldugundan asagidaki adimlar takip edilmelidir:

1.adm: Cgy,4q,4q, Gizilir. Yani Cyy344 = Cy cizilir, bkz. Sekil 4.23.

Sekil 4.23. Algoritmada belirtilen {2(8)} derece dizisine karsilik gelen tek baglantili graf

az+as—

2. adim: ! = 3tane kiris ile a; + a5, — 1 = 6 tane derecesi 2 olan kdse miimkiinse

katlilik olmayacak sekilde birlestirilir, bkz. Sekil 4.24.

Sekil 4.24. {2®,3(6)}
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3. adim: 1 tane derecesi 2 olan koseye bir tane sallanan kenar eklenir, bkz. Sekil 4.25.

Sekil 4.25. {1, 2 3N}

4. adim: a; — 1 = 0 tane derecesi 3 olan kdseye birer tane sallanan kenar eklemek

gerekir ancak bu islem de yapilamaz.

5. adim: a, —a; + 1 = 4 tane derecesi 3 olan kose miimkiinse katlilik olmayacak
sekilde birlestirilir, bkz. Sekil 4.26.

Sekil 4.26. {1(1), 21 33, 4(4)} derece dizisinin bir temel ¢izimi

4.2.2.10. Ornek. D = {2M} derece dizisi verilsin. a; + a, ¢ift ve a; = 0 oldugundan

asagidaki adimlar takip edilmelidir:

L.adim: Cgy,1q,4q, izilir. Yani Cpyo40 = C; = {2W} cizilir, bkz. Sekil 4.27.

Sekil 4.27. {2(1)} derece dizisinin bir temel ¢izimi
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as+ags

2. adim: = 0 tane kiris ile a; + a, = 0 tane derecesi 2 olan kdseyi miimkiinse

katlilik olmayacak sekilde birlestirmek gerekir ki bu da yapilamaz.

3. adim: % = 0 tane kiris ile miimkiinse katlilik olmadan a, = 0 tane derecesi 3 olan

koseyi birlestirmek gerekir ve bu da miimkiin degildir. Yani aranan ¢izim Sekil 4.27°deki

¢izimdir.

4.2.2.11. Teorem. G, D = {1(@),2(a2) 3(as)  Aar)} derece dizisine sahip bir graf
olsun. a; >0 ve i =2,3,4,..., A igin a; = 0 olsun. Eger Q(D) =0 ise G grafi
potansiyel baglantilidir ve en az bir devire sahiptir. Baglantili olma durumunda bu ¢izim
tek devire sahiptir ve bu tek devirin uzunlugu 1 ile a, + a; + -+ 4+ a, arasindaki

herhangi bir say1 olabilir. Baglantisiz olma durumunda ise en az iki devir mevcuttur.

Bu teoremde belirtilen tek devirin uzunlugunun a, + a3 + -+ a, oldugu ¢izimin
yukarida tanimlanan devir igeren temel ¢izim olduguna ve diger ¢izimlerin birer temel

¢izim olmadigina dikkat ediniz.

Ispat. Q(D) = 0 olsun. ilk olarak D’nin ¢izimlerinden en az birisinin baglantili oldugunu
gostermek gerekir. Bu baglantili ¢izim adim adim olusturulur: (a, + az + -+ a,) —gen
cizerek baglanir. Bu gokgen Ciq, 4q,+..+a,) il€ gosterilsin. Bir devir olusturuldugu icin
deviri olusturan her kosenin derecesi 2 oldugundan a, tane derecesi 2 olan koseyi
ayirarak baslanabilir. Derecesi 3 olan koseleri elde etmek i¢in a5 tane kdsenin her birine
birer sallanan kenar eklenir. Derecesi 4 olan koseleri elde etmek igin a, tane kdsenin her
birine 2’ser tane sallanan kenar eklenir. Derecesi 5 olan koseleri elde etmek igin ag tane
kosenin her birine 3’er tane sallanan kenar eklenir. Bu adimlar1 A’ya kadar devam
ettirilirse, derecesi A olan koseleri elde etmek i¢in a, tane kdsenin her birine A —2’ser
tane sallanan kenar eklenir. Boylelikle a, + a; + -+ a, uzunluklu devire eklenen

sallanan kenarlarin toplam sayisi,
as + 2a4 + 3a5 + -+ (A _Z)aA

olarak elde edilir. Yani elde edilen ¢izimin, ki buna da G(q,+q,+.-+a,) denilsin, derece
dizisi
D= {1(a3 +2a,+3as++(A -2)ap ), 2(612), 3(613)' ’A(aA)}
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olur. Q(D) = 0 oldugundan dolayi

az +2a,+3as+ -+ (A —-2)ap—a; =0
olur. Buradan

as +2a, +3as + -+ (A =2)a, = a4

bulunur. Bu da verilen a, tane sallanan kenarin tam olarak tiimiiniin kullanildigin1 gosterir
ve elde edilen Gg,+q,+-+a,) Siziminin derece dizisi D = {1(@0),2(02) 3(s)  Alaa)y
seklindedir. Bir tek devire sallanan kenarlar eklenerek elde edilen bu ¢izim aranan

baglantili ¢izimdir.

Ikinci olarak D nin baglantili bir ¢iziminde mevcut olan bir tek devirin uzunlugunun 1 ile
n—a,; =a, +asz + -+ ap arasinda kalan her bir tamsay1 olabilecegi gosterilecektir:
Ispatin tamamlanan kisminda boyle bir baglantili ¢izimin, adina C, (ap+as+-+a,) denilen
bir (n — a;) —gen yardimiyla elde edilebildigi gosterildi ve bu ¢izime G(q, +a;+---+a,) adl
verildi. Simdi de adim adim bu devirin uzunlugunun 1’e¢ varana dek birer birer
diisiirebilecegi gosterilecektir. i =1,2,...,a, +az + -+ a, icin d;, v; kosesinin
derecesi olsun. Ga,+qq+.-+a,) grafimn derece dizisi D = {dy,dy, ..., dg,+a3+-+an}
kiigtikten biiyiige siralanmis olsun. Gg, 4q,+..-+a,) Uzerinde derecesi en diisiik d; sayisi
olan v, kosesini, varsa kendisine bitisik olan tiim sallanan kenarlar ve kendisine komsu
olan tiim sallanan kdseler ile birlikte silinsin ve derece dizisinin degismemesi i¢in adina
tekrar v; denilecek olan yeni bir kose, mevcut sallanan kenarlardan herhangi birine,
diyelimki uvg, 1 q,+...+4, kenart iizerine, eklensin. (Burada neden a; > 0 sartinin alindig
anlagilabilir. Eger a; = 0 olsaydi hi¢bir sallanan kenar olmayacagindan v; kdsesini
tagimak mimkiin olamayacakti). Bu islem sonucunda G4,+a,+..+a,) grafindaki tek
devirin uzunlugunu 1 azaltarak bir (a, + az + -+ a, — 1) —gene doniistiiriilen ve
adina Gq,+q,+--+a,—1) denilecek olan yeni bir graf elde edilir. Ikinci adimda ilkine
benzer sekilde Gq,+a,+-+a,-1) grafindaki en kiigiik d, derecesine sahip v, kosesi, yine
kendisine bitisik olan tiim sallanan kenarlar ve kendisine komsu olan tiim sallanan koseler
ile birlikte silinir ve adina yine v, denilecek olan yeni bir kése, bu kez uv, kenari {izerine

eklenir. Bu islem sonucunda G(q,4q,+...+a,-1) 9rafindaki tek devirin uzunlugu yine 1
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azaltarak bir (a, +az + -+ ap —2) —gene donlisen ve admna Gg,+a,+-ta,—2)
denilecek yeni bir graf elde edilir. Bu sekilde devam edilerek v, vy, ..., Vg, +az+--+ap—1
koseleri bir ucu u kosesi olan kenar lizerine tagindiginda sirastyla adina G, + g4 +---+a,—3)»
Glay+as+-+ap—a) -+ G V€ G1 denilecek olan graflar elde edilir. Bu da istenen sonugtur.

Buradaki islemleri tam anlamiyla anlayabilmek icin 4.2.2.12. Ornek’e bakiniz.

Cizimin baglantisiz olmasi durumunda ise en az iki devir bulundugunu gostermek icin
omeganin toplamsallik 6zelliginden faydalanilir. D’nin baglantisiz bir ¢izimi G ve
Q(D) =0 olsun. Bu durumda Q(G) = 0 oldugu agiktir. G’nin en az iki bileseni
oldugundan iki durum s6z konusudur. Ya tiim bilesenlerin omega degerleri sifirdir, ki bu
durumda her bir bilesen, 3.2.4. Teorem geregi 0/2+1 = 1 devire sahip olur ve bu da G’nin
en az iki devire sahip oldugunu gosterir, ya da bazi bilesenlerin omega degerleri pozitif

bazilarinin da negatiftir ve bu durumda da pozitif omega degerine sahip olan her bir G;

Q(Gy)
2

bilesenindeki devir sayisi + 1 > 2 olur ki bu da istenen sonucu verir.

4.2.2.12. Ornek. D = {141),2® 36) 4 5)} derece dizisi verilsin.
QD) =az +2a, +3as+ -+ (A —2)ay,— a4
=3+246-11=0

olur. Ilk olarak (2 + 3 + 1 + 2) —gen cizilir, bkz. Sekil 4.28.

Sekil 4.28. {2(®} sekizgeni
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Ikinci olarak, derecesi 3 olan kdselere birer tane, derecesi 4 olan kdselere ikiser tane
ve derecesi 5 olan koselere ticer tane sallanan kenar eklenir. Derecesi en biiyiik olan
koselerden birisindeki sallanan kenarin diger ucundaki sallanan kose u ile gosterilsin,

bkz. Sekil 4.29.

Sekil 4.29. {141,233 4 52}

Ugiincii olarak, v, kdsesini silinir ve herhangi bir sallanan kenara sahip olmadigindan

uvg kenari ilizerine adina yine v; denilebilecek bir kose eklenir, bkz. Sekil 4.30.

Sekil 4.30. Gig, 4q,+-+a,-1) = {111,23,3®) 240 5}

Dordiincii olarak, 2 dereceli v, kdsesi silinip uv, kenari lizerine taginir.
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Sekil 4.31. 6-genli ¢izim

Bu sekilde devam edilerek en biiylik devirin uzunlugu 1’e diisene kadar Sekil 4.29-
Sekil 4.36’da goriilen tiim ¢izimler elde edilebilir.

Sekil 4.32. 5-genli ¢izim
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Sekil 4.33. 4-genli ¢izim

Sekil 4.34. 3-genli ¢izim

AARAY

Sekil 4.35. 2-genli ¢izim
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Sekil 4.36. 1-genli ¢izim

Dikkat edilirse tiim bu graflar ayn1 derece dizisine ve dolayisiyla da ayni omega degerine

sahiptirler ve sadece bunlardan Sekil 4.29’daki temel ¢izim kuralina uygun olan ¢izimdir.

4.2.2.11. Teorem gore Q(D) = 0 olan bir D derece dizisi baglantili bir graf olarak
cizilebiliyorsa bu ¢izim tek bir devire sahiptir. Eger bu devirin uzunlugu en az 3 olarak
alinirsa bu ¢izim kiris, katli kenar veya dongii igeremez. Eger bu devirin uzunlugu 2 ise,
bu ¢izim dongii ve kiris igeremez, sadece bir ¢ift katli kenara sahip olur. Eger bu devirin

uzunlugu 1 ise, bu ¢izim katl kenarlar ve kiris iceremez, sadece bir dongiiye sahip olur.

Yukarida zaman zaman derece dizisinde bulunan 2’lerin derece dizisinin ¢izilebilirligini
etkilemedigi belirtildi. Ayn1 zamanda ¢izilebilir bir derece dizisinde bulunan 2’lerin de
bu derece dizisinin gizimlerinin sahip oldugu ozellikleri etkilemedigi bilinir. Ornegin
Q(D) = 0 olan bir derece dizisinin baglantili ¢izimlerinin tiimii tek devire sahiptir ve bu
derece dizisine eklenecek veya silinecek 2’lerin bu ¢izimlerin tek devire sahip olmasina
bir etkileri olmaz. Bu nedenle 4.2.2.11. Teorem yerine a, = 0 alarak asagidaki sonug da

verilebilir:

4.2.2.13. Sonu¢. G, D = {1(“1), 3(as) 4las) ,A(aﬁ)} derece dizisine sahip baglantili bir
graf olsun. a; >0 ve i =3,4,..., A igin a; = 0 olsun. Eger Q(D) = 0 ise G grafi
potansiyel baglantilidir ve en az bir devire sahiptir. Baglantili olma durumunda bu ¢izim
tek devire sahiptir ve bu tek devirin uzunlugu 1 ile az + -+ 4+ a4 arasindaki herhangi bir

say1 olabilir. Baglantisiz olma durumunda ise en az iki devir mevcuttur.

Buraya kadar olan kisimda zaman zaman potansiyel baglantililiktan bahsedildi. Bu

kavramla ilgili asagidaki test, Edmonds (1964)’de verilmistir:
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4.2.2.14. Lemma. D = {1(@) 2@ 3@ A@MDY pir derece dizisi olsun. D’nin

potansiyel baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart )./~ ; d; = 2(n — 1) olmasidur.
Bu test, omega yardimiyla da ifade edilebilir:

4.2.2.15. Teorem. D = {1(@) 2(a2) 3(a) A} pir derece dizisi olsun. D’nin

potansiyel baglantili olmasi igin gerek ve yeter sart Q(D) > —2 olmasidir.

Ispat. Onceden bilindigi iizere el sikigma lemmasi geregi 2m = Y™, d; oldugundan bu

esitlik 4.2.2.14. Lemmada yerine konulursa,

2m=>2(n—1)
elde edilir. 3.2.1. Teorem geregi (D) = 2(m — n) olur. Dolaysiyla,

2m —2n = -2

2(m—n) = -2

QD) = -2
elde edilir.
4.2.2.16. Teorem. G baglantil1 bir graf olsun.
G devire sahiptir < Q(G) = 0°dur.

Ispat. G devirlidir < r > 1’dir

o %‘”+121’dir

< Q(6) = 0’drr.

Alternatif olarak bu sonug baska yoldan da ispat edilebilir: Q(G) = 2(m — n) ve Q(G) =

0 oldugu kullanilirsar = 1 + m — n > 1 sonucuna ulagilir.

Bir G grafinda dongiilerin sayis1 ¥ ile, kirislerin sayisi ch ile, katli kenarlarin sayis1 dam,

ile gosterilsin. Buna gore,
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4.2.2.17. Teorem. G, D = {1(@),2(@2) 3(@s) - A(@r)} derece dizisine sahip olan bir graf
ve Q(D) = 0 olsun. Bu derece dizisinin baglantili her bir G ¢izimi i¢in
Q(G)

- =t+ch+m,

dir.

Ispat. Q(D) = 0 durumunda elde edilecek olan baglantili ¢izimin Kiris ve dongiiye sahip
olmadigr 4.2.2.11. Teoremden bilinmektedir. Ayrica bu durumda 3.2.4. Teorem geregi
bolge sayist 1 oldugundan katli kenar da bulunmaz. Dolayisiyla sonug asikardir. O halde
Q(D) > 0 durumu incelenmelidir. ilk olarak bir (a, + az + -+ + a,) —gen gizilir. a;
tane sallanan kenar1 bu devir {izerindeki koselere 4.2.2.11. Teorem’deki yontemle
eklemek i¢in bu devir iizerindeki a; tane derecesi 2 olan kdselere birer tane sallanan
kenar, a, tane koseye 2’ser tane sallanan kenar, ag tane kdseye 3’er tane sallanan kenar,
ve bu sekilde devam edilerek a, tane kdseye A —2’ser tane sallanan kenar eklemeye
kalkildiginda elde yeterli sayida sallanan kenar olmadigi fark edilir. Clinkii Q(D) > 0
kabul edildiginden a; < az + 2a, + 3as + -+ (A —2)a, olur ve sol taraftaki a;,
eklenebilecek tiim sallanan kenarlarin sayisini, sag taraftaki toplam ise eklemeye calisilan
sallanan kenarlarin toplam sayisin1 gostermektedir. Bir baska deyisle az + 2a, + 3as +
«++ (A —2)a, — a, tane sallanan kenar eklenememis olur. Bu da devir tizerindeki bazi
koselerin derecelerine ulagilamayacagi anlamina gelir. Bu dereceleri olmalar1 gereken
hale ulagtirabilmek i¢in kiris, dongii veya katli kenarlardan faydalanmak miimkiindiir. Bir
koseyi 2 derece artirmak igin 2 tane sallanan kenar yerine bir dongii de ¢izilebilir. Ya da
bu koseden derecesi 2 eksik olan bir bagka koseye 2 adet katl kenar cizilerek de bu
gerceklestirilebilir. Ugiincii bir ihtimal de derecesi eksik olan iki kdse arasma yeterli
sayida kiris ¢izmektir. Her bir dongiiniin, her bir kirisin ve her bir katli kenarin derece
toplamina katkis1 2 olacagindan eklenmesi gereken kiris, dongii ve katli kenarlarin toplam

say1st

az + 2a,+3as+ -+ (A —2)ap —a;  Q(G)
2 2

kadardir.
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Yukarida da belirtildigi gibi eksik dereceleri tamamlamak i¢in dongii, kiris ve kath
kenarlari hangilerinin kagar tane kullanilacaginin standart bir yolu mevcut degildir. Bu
tamamen verilen derece dizisinin ne sekilde ¢izilmek istendigiyle ilgilidir. 6. Boliimdeki

bir ¢ok problem, bu amaca yoneliktir.

4.2.2.18. Ornek. D = {1®,3W 4@ 5) g1} olsun. Buradan @ ={+ch+m,=
6 elde edilir, bkz. Sekil 4.37.

()
A om

Sekil 4.37. D’nin derece dizisinin bir temel ¢izimi ve bir basit ¢izimi

O halde Euler karakteristigi ile ilgili asagidaki sonug verilebilir:

4.2.2.19. Sonug. Eger Q(D) = 0 ise, D derece dizisine sahip ¢izilebilir bir G grafinin

Euler karakteristigi
x(G)=r—4—ch—m,
dir.
Bu sonug 3.3.1. Teorem ve 4.2.2.17. Teoremden kolayca elde edilebilir.
4.2.2.20. Ornek. 4.2.2.18. Ornekteki graf igin
y(D)=r—*¢—ch—m,
=7-1-3-2=1

esitligi saglanir.
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4.2.2.21. Teorem. G, Q(D) = 0 6zelliginde bir D = {1(@),2(@2) 3(a)  A(@r)} derece
dizisine sahip olan ve temel ¢izim formunda ¢izilebilen basit bir graf olsun. k = a, +

as + -4+ an lgln
QD) = Q(6) < k(k —3)
olur.

Ispat. Hatirlanacag iizere k = a, + az + ---+ a, sayis, G grafinin sahip oldugu en

uzun devirin uzunlugudur. Ayrica bir k —gende cizilebilecek maksimum kiris sayisi

@ olabilir. 4.2.2.17. Teorem geregi

Q(G) = 2(4(G) + ch(G) + m,(G))

oldugu bilinmektedir. G’ nin basit graf olmas1 #(G) = m,(G) = 0 oldugu anlamina gelir.
O halde Q(G) = 2ch(G) elde edilir. Boylece

k(k—3
ch(G) < K3

2
ve buradan da

Q) _ k(k—-3)
2 2

sonucuna ulagilir. k = n — a; degeri yerine yazildiginda

Q@) _ (n—ad(n-a,-3)
2 2

elde edilir. Dikkat edilirse temel ¢izim formunda bulunan en uzun devir olan (n —

a,) —genin maksimum kdsegen sayisi, ayni zamanda (n — a,) —genin igine ¢izilebilecek

maksimum kiris sayisinin dogal bir {ist siniridir.
4.2.2.22. Ornek. 4.2.2.18. Ornekteki graf igin

Q@) _ (9-3)9-3-3)
2 - 2

ve boylece
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Q(G) =12<18
elde edilir, bkz. Sekil 4.37. Denk olarak asagidaki test verilebilir:
4.2.2.23. Sonug. Eger k = a, + az + -+ + a, i¢in

QD) > k(k—3)
ise D derece dizisi hicbir sekilde bir basit graf olarak ¢izilemez.

4.2.2.24. Ornek. D ={1®,6M} olsun. Q(D) =0 > 1(-2) oldugundan Q(D) >
k(k — 3) sart1 saglanir ve D derece dizisi bir basit graf olarak ¢izilemez, bkz. Sekil 4.38.

Sekil 4.38. Basit graf olamayan D = {1®, 6D} derece dizisinin bir ¢izimi

oldugundan Q(D) =18 > 5-2 olur ve bu durumda yine Q(D) > k(k —3) sarti

saglanacagindan D derece dizisi bir basit graf olarak ¢izilemez, bkz. Sekil 4.39:

Sekil 4.39. Basit graf olamayan D = {1®,50, 6 70 91 derece dizisinin bir
¢izimi
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4.2.12. Sonugtan faydalanarak asagidaki kullanigh sonuca ulasilabilir:
4.2.2.25. Sonug. r ve k, yukaridaki gibi olsun. Eger

oo = 1)2(k—2)

Ise G grafi basit graf degildir.
Ispat. 4.2.2.23. Sonugta Q(G) = 2r — 2 degeri yerine yazilirsa
2r—2> k(k—3)
iken G grafinin bir basit graf olamayacagi soylenebilir. Bu esitsizlik diizenlendiginde

o> D=2

iken G grafinin bir basit graf olamayacagi bulunur.
Denk olarak olmayana ergi yontemiyle ispatlanabilecek olan su sonug verilebilir:

4.2.2.26. Sonug. r ve k, yukaridaki gibi olsun. G grafi basit graf ise

c < k= 1)2(k—2)

dir.

4.2.2.27. Sonug. G, D = {1(@) 2(@2) 3(@3) Alaa)} derece dizisine sahip olan ve temel

¢izim formunda ¢izilebilen bir basit graf olsun. k = a, + a3 + - + a, i¢in

k(k — 3)

ch(G) < >

dir.
Ispat. 4.2.2.17. Teorem geregi
Q(G) = 2(4(G) + ch(G) + m,(G))

h(6) = 29 _ 4(6) ~m.(@)
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|.o
N |
)

k(k—3)

elde edilir.
4.3.Q(D) = —2 durumu
4.3.1. Q(D) = —2 olma durumunda temel ¢izim

Simdi de Q(D) = 0 (ve bir ¢ift say1) durumuna benzer olarak Q(D) = —2 durumunda
D derece dizisinin temel ¢izimi tanimlanacaktir. Tabii bu yeni durumda elde edilebilecek
tim baglantili ¢izimler devir bulundurmayacagindan Q(D) > 0 durumuyla farkli olan

bir¢ok 6zellik olmasi beklenebilir.

43.1.1. Tamm. Q(D)= —2 olsun. D derece dizisinin a, +as;+--+ap+2
uzunlugundaki bir Py, 1g,4..+a,+2 = Pn—q,+2 yol grafi lizerindeki derecesi 2 olan
koselere a; — 2 tane sallanan kenar eklenerek elde edilebilen bir ¢izimine D derece
dizisinin devir icermeyen bir temel ¢izimi ad1 verilir. Burada elde edilen bu temel ¢izime

literatiirde zirtil graf da denilmektedir.

Q(D) = —2 durumunda tanimlanan temel bir ¢izimin baglantili olmasi ve devir

icermemesi gerektigine dikkat ediniz.
4.3.2. Temel cizim algoritmasi

Simdi de Q(D) = —2 durumunda tanimlanan temel ¢izimin varligin1 garantileyen ve bu

¢izimin nasil olusturulacagini gosteren bir algoritma verilecektir:

4.3.2.1. Teorem. Q(D) = —2 olsun.

a) D derece dizisinin devir icermeyen en az bir tane temel ¢izimi mevcuttur.
b) Cizimin baglantili olmas1 durumunda bu ¢izim sadece bir agag olabilir.

¢) Cizimin baglantisiz olma durumunda en az bir tane devir igermeyen bilesen ve en az
bir tane devir igeren bilesen vardir. Daha net ifade etmek gerekirse, bir tek devir igeren

bilesen varsa devir icermeyen bilesenlerin sayisi, ¢izimdeki bolge sayisina esittir, yani
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¢, = r’dir ve s tane devir iceren bilesen varsa devir igcermeyen bilesenlerin sayis1 r —

s + 1°dir.

Ispat. ) i. Py_1q,4..1a,+2 YOI grafi gizilirse D = {12, 2(a2+as++an)} derece dizisine

sahip bir yol graf elde edilir, bkz. Sekil 4.40.

% XX} . . .
Sekil 4.40. {13, 2(a2*as++a)} derece dizisinin yol grafi

ii. Elde edilen Py, 4q.4...4a,+2 Yolu lizerinde derecesi 1 olan koselere higbir islem
yapilmaz. Derecesi 2 olan koselere ise, 2 < i <A olmak ilizere a; tanesine i— 2
biiyiikten kiiclige dogru (siralamanin 6nemi yok) tane sallanan kenar eklenir, bkz. Sekil

4.41.

a, tane az tane a, tane ax tane
A A A
[ \ [ [ \ e

1’er tane 2’ser tane A —2’ser
tane

—

Sekil 4.41. Bir tirt1l graf
b) Cizim baglantili ise sonug, 3.2.10. Teorem geregi asikardir.
¢) Onceki sonuglardan kolayca goriiliir.

4.3.2.2. Ornek. G, derece dizisi {1(9,2®,3® 41 513} olan baglantili bir graf olsun.
Q(G) = —2 oldugundan G bir agactir. Sekil 4.42’de G grafimin farkli iki ¢izimi
verilmistir. Bunlardan sagda kalani temel ¢izim formundaki ¢izim olup soldaki ise

baglantililik diginda herhangi bir 6zellige sahip olmayan bir ¢izimdir.
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G’nin bir temel ¢izimi

Sekil 4.42. {1©,2®@) 3 4 51 derece dizisinin herhangi bir ¢izimi ve bir temel

¢izimi
4.4.Q(D) < —4 durumu
4.4.1. Q(D) < —4 olma durumunda temel ¢izim

Son olarak Q(D) < —4 (ve bir ¢ift say1) olmasi durumunda ilk iki duruma benzer sekilde
bir temel ¢izim tanimlamak istenecek olursa ilk iki durumdaki temel ¢izim tanimlarina
bakildiginda her iki ¢izimin de baglantili olarak tanimlandigina dikkat ediniz. Q(D) < —4
durumunda tanimlanacak olan temel ¢izim ig¢in farkli bir durum séz konusudur.
Hatirlanacagi gibi 3.2.11. Teorem geregi Q(D) < —4 oldugunda D derece dizisinin tim
cizimlerinin kesinlikle baglantisiz oldugu ispatlanmisti. Bu nedenle burada tanimlanacak

olan temel ¢izimin de baglantisiz olmas1 mecburiyeti vardir.

4.4.1.1.Tamm. G, Q(D) < —4 Szelliginde bir D = {1(@1), 2(22) 3(a)  A(ar)} derece
dizisine sahip bir graf olsun. D derece dizisinin —Q(D)/2 tane K, tam grafi seklindeki
bilesenden ve 4.2.1.1. Tanimda verilen devirli temel forma sahip ancak kiris, dongii ve
katli kenar bulundurmayan (dolayisiyla omega degeri sifir olan ve a, + az +a, + ...+
a uzunluklu bir tek devir igeren) bir bilesenden olusan ¢izimine karma temel ¢izim
(mixed type fundamental form) adi verilir. Burada devirli temel forma sahip bilesene ana
bilesen adi verilir ve sadece ana bilesenin 6zel bazi durumlarda bir dongii veya katli kenar

olmasina miisaade edilir.

Burada a,,as, ay, ...,a, sayilarindan en az birisinin pozitif olmasi durumunda ana
bilesen tanimda belirtilen 6zelliklere sahip bir devir bulundurur. Aslinda ana bilesen
4.4.1.1. Tanimda oldugu gibi bir devire sahip olarak ¢izilebilecegi gibi devirsiz bir sekilde

de ¢izilebilir. Ozel olarak tiim a,, as, ay, ..., A sayilart sifir ise derece dizisi D = {1(a1)}
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seklinde olacagindan devirli bir ana bilesene sahip olamaz. Sadece K,’lerden olusur.
Temel ¢izimin ve bu ¢izimdeki ana bilesenin, hedeflenen 6zellik ya da 6zelliklere gore
degisik sekiller alabilecegine dikkat ediniz. Bu nedenle belli bir nitelige sahip olan temel
cizimi adlandirirken o nitelige sahip temel ¢izim oldugunu belirtmekte fayda vardir.

Simdi bu durum 6rneklerle incelenecektir:

4.4.1.2. Ornek. D = {1(®} bir derece dizisi olsun. O halde Q(D) = —6 olur. Buna gore
D’nin tek olasi ¢izimi ii¢ bilesene sahip olan asagidaki ¢izimdir, bkz. Sekil 4.43.

3tane K,

Sekil 4.43. D = {1(©)} baglantisiz grafi

Derece dizisinde izole koselere karsilik gelen sifirlarin olmasi durumunda temel ¢izimi
elde etmek icin 4.4.1.1. Tanimda verilen temel ¢izime sifirlarin sayis1 (ay) kadar izole

kose eklemek yeterli olur.

4.4.1.3.Ornek. D = {119, 6™} ise (D) = —4 olur. D derece dizisine ait, en uzun devir

iceren karma bir temel ¢izim asagida verilmistir, bkz. Sekil 4.44.

En biiyiik devire sahip 2tane K,
olan ana bilesen

Sekil 4.44. D derece dizisinin bir karma temel ¢izimi

72



Ayn1 D derece dizisine sahip devir i¢eren baska bir ¢izim asagida verilmistir. Bu ¢izim,
en uzun devirinin uzunlugu 2 olup bu derece dizisinin sahip olabilecegi maksimum devir

uzunlugu olan a, + a3z + a4 + ...+ a, = 3’den az oldugundan bir temel ¢izim degildir,

bkz. Sekil 4.45.

2-gen devirli ana bilesen 4tane K,

Sekil 4.45. D derece dizisinin 2 —gen ana devirli bir ¢izimi

Ayn1 D derece dizisine sahip devir igeren ti¢lincii bir ¢izim de, bkz. Sekil 4.46,

%YY

1 —gen devirli
g 6 tane K,

ana bilesen

Sekil 4.46. D derece dizisinin 1 —gen ana devirli bir ¢izimi
seklindedir ve ayni sebepten bu da bir temel ¢izim degildir.

Bu D derece dizisine sahip devir igermeyen baska bir ¢izim asagida verilmistir, bkz. Sekil
4.47.
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FATAVSY

Devir igermeyen ana bilesen 1 tane K,

Sekil 4.47. D derece dizisinin devir icermeyen ana bilesenli bir ¢izimi

Son olarak D derece dizisine ait, devir igeren ve hicbir K, bileseni olmayan baska bir

¢izim de asagida verilmistir, bkz. Sekil 4.48.

?g RV

1 —gen devirli ana bilesen Devir igermeyen bilesenler

Sekil 4.48. K, bileseni olmayan bir herhangi bir ¢izim

Bu 6rneklerden goriilecegi gibi bir karma temel ¢izimde devir igermeyen her bir bilesenin,
her zaman bir K, tam grafi olmasi gerekirken diger ¢izimlerde bu bilesenler birer K, tam

grafl veya birer agac olabilir.

Bu kisimda Q(D) < —4 olan derece dizileriyle ¢alisiliyor olunsa da asagidaki sonug,
Q(D) = —2 olan derece dizilerini de kapsadigindan Q(D) < —2 sartina bagli olarak

ifade edilmistir.

4.41.4. Sonu¢. D, Q(D) < —2 cift bir say1 olacak sekilde bir derece dizisi olsun.
D derece dizisinin en az bilesene sahip ¢izimi 4.3.2.1. Teoremde olusturulan tirtil grafi
seklindeki bir bilesenle her biri birer K, tam grafi olan (=2 —Q(D))/2 tane devir

icermeyen bilesenden olusur.

Buradaki ¢izime devirsiz ana bilesenli bir temel ¢izim ad1 verilir.
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4.4.1.5. Sonu¢. Q(D) < —2 ¢ift bir say1 olacak sekilde bir derece dizisi olsun. D derece
dizisinin en az bilesene sahip ¢izimi —Q(D)/2 tane bilesene sahiptir ve bu bilesenlerin

tiimi devir icermeyen bilesenlerdir.

4.4.1.6. Ornek. D = {119,63)} i¢in Q(D) = —4 olur. D derece dizisinin en az bilesene
sahip ¢izimi elde edilmek istendiginde tiim bilesenlerin devir igermeyen graflar olmasi
gerekir ve bu durumda 4.4.1.4. Sonug geregi bu bilesenlerden birisi tirt1l grafi seklinde
olup digerleri K, tam graflaridir, bkz. Sekil 4.49.

AR

Devir igermeyen ana bilesen 1tane K,

Sekil 4.49. D derece dizisinin bir ¢izimi

Gergekten de bu ¢izim %(m = % = 2 adet devir icermeyen bilesene sahiptir.

4.4.2. Temel ¢izim algoritmasi

Buraya kadar olan kisimda temel ¢izim yaparken, hedeflenen 6zelliklere uygun olan
temel ¢izimi olusturmanin miimkiin oldugu gosterildi. Bu kisimda Q(D) < —4 halinde
elde edilebilecek iki temel ¢izim verilecektir. Bu ¢izimlerin hedeflenen 6zelligi ana
bilesenin maksimum sayida dongiiye sahip olmasi ve ana bilesenin maksimum sayida

sallanan kenara sahip olmasidir. Bu iki temel ¢izim tercihi sirayla incelenecektir:

[lk olarak ana bilesenin maksimum sayida déngiiye sahip olmas1 durumu ele alinsin.

I. Cay+az+-+ay, = Cn—q, cizilir.
ii. Tek dereceli olan koselere birer tane sallanan kenar gizilir. Burada kiris
sayisini minimum sayida tutacak sekilde bir yontem izlenmelidir. Bunun

yerine farkli tercihler de yapilabilir. Sonrasinda bu tek dereceli kdselerin her

birine, k € Z* igin i = 2k + 1 olmak iizere — tane dongii gizilir.
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Ii. Cift dereceli olan koselerin her birine, k € Z* i¢in i = 2k olmak {izere %2

tane dongii ¢izilir.

Boylelikle karma temel ¢izimin devir kismi ¢izilmis oldu. Simdi diger bilesenler

a;— Zk=1 A2k+1

cizilmelidir. i = 2k + 1,k € Z*, olmak {izere tane K, cizilir. Boylece

karma temel ¢izim formunun agaglardan olusan kismi da ¢izilmis oldu ve sekil

tamamlanmis oldu.

4.4.2.1. Ornek. D = {14®), 20 36) 52 9B 10M1 derece dizisi olsun. Q(D) = —8 <
—4 oldugundan, D derece dizisine sahip olan bu graf baglantisiz olmak zorundadir. O
halde uzunlugu maksimum olan bir tane devir igeren ana bilesen ile K,’lerden
olusmaktadir, bkz. Sekil 4.50. Gergekten de,

19 tane K,

Sekil 4.50. Karma bir temel ¢izim formu (ana bileseni maksimum dongiilii)

Ikinci olarak ana bilesenin maksimum sayida sallanan kenara sahip olmasi durumu ele

alinacaktir.
i. (a; +az + -+ a,) —gen gizilir.

ii. Bir devir olusturuldugu i¢in deviri olusturan her kosenin derecesi 2 oldugundan a,

tane derecesi 2 olan kose ayirilir ve bunlara higbir islem yapilmaz.

iii. Derecesi 3 olan koseleri elde etmek i¢in as tane kosenin her birine birer sallanan
kenar eklenir. Derecesi 4 olan koseleri elde etmek i¢in a, tane kosenin her birine 2’ser
tane sallanan kenar eklenir. Derecesi 5 olan koseleri elde etmek i¢in ag tane kosenin her
birine 3’er tane sallanan kenar eklenir. Bu adimlar1 A’ya kadar devam ettirilirse, derecesi

A olan koseleri elde etmek i¢in a, tane kdsenin her birine A —2’ser tane sallanan kenar
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eklenir. Boylelikle Ciq,+q,+.+a,) ile gosterilecek olan a, + as + -+ a, uzunluklu

devire eklenen sallanan kenarlarin toplam sayist a; + 2a, + 3ag + -+ (A —2)ap

olur.

a;—(az + 2a4+3as+-+(A -2)ap) tane K. (;iZﬂil‘
2 .

IV. Ana devirin yanina >

Boylelikle Q(D) < —4 durumuna sahip tiim derece dizileri i¢in ikinci bir karma temel

¢izimin algoritmasi verilmis oldu.

4.422. Ornek. D = {1*%, 21D 3@ 5@ g 9B} derece dizisi olsun. Q(D) =
—10 < —4 oldugundan, D derece dizisine sahip olan her bir graf baglantisiz olmak
zorundadir. O halde karma temel ¢izim formunda cizildiginde bir tane maksimum
uzunluklu devir iceren ana bilesenden ve K,’lerden olusacaktir, bkz. Sekil 4.51.

Gergekten de,

5 tane K,

Sekil 4.51. Karma bir temel ¢izim (ana bileseni maksimum sallanan kenarl1)

elde edilir.
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5. KENAR VE KOSE SILMENIN OMEGA UZERINDEKI ETKIiSi
5.1. Giris

Kiigiik olan objeler tizerinde yapilan galismalarin daha biiyiik objeler hakkinda fikirler
vermesi matematikte sik¢a kullanilan metotlardandir. Bu diisinceden hareketle bu

boliimde kenar silme ve kose silme islemlerinin omega tizerindeki etkileri incenecektir.

1.1.22 ve 1.1.23.Tamimlarda bir G grafindan koése ve kenar silinmesi (¢ikarilmasi)
islemleri tanimlanmisti. Bu boliimiin ana amaci bu islemlerin etkisini arastirmak

oldugundan bu kavramlar1 kisaca hatirlatmakta fayda vardir:

G’nin bazi koseleri u,uy,us,,...,u; ve bazi kenarlar1 da e, eq, e,,...,e; olsun.
Hatirlanacagi gibi bir G grafindan bir u kdsesi silindiginde bu koseye bitisik tiim kenarlar
da silinmekteydi. Bu islemin sonucunda elde edilen graf G — u ile gosterilmisti. Benzer
sekilde bir G grafindan uy, uy, ..., uy koseleri ve bunlara bitisik tim kenarlar silindiginde
elde edilen graf da G — {uy,u,, ..., uy} ile gosterilmisti. Bir G grafindan bir e kenari
silindiginde bu islemin G —e ile; ey, ey, ...,e; kenarlari silindiginde de G —
{eq, ey, ..., e} ile gosterildigini hatirlayiniz. Bu islemlere kdse ve kenar silme (¢ikarma)

islemleri denilir.

G grafina ait derece dizisinin elemanlarinin, G’nin kodse dereceleri olan ve negatif
olmayan tam sayilarin azalmayan bir sekilde siralaniglar1 olarak tanimlandigini
hatirlayiniz. G grafindan kenar ve kdse silindiginde (¢ikarildiginda) grafin baglantisiz
hale doniisebilecegi ve elde edilen yeni grafin bazi bilesenlerinin izole koseler olabilecegi
aciktir. Izole kdseler hic bir kenara bitisik olmadiklarindan derece dizisi tanimim biraz
daha genisletmek gerekir. Bir izole kdsenin derecesi sifirdir. Ornegin N,, sifir grafinin
tim koseleri izoledir, yani higbir kenara bitisik degildir. Ya da bir sallanan kenar
silindiginde, bu kenarin bagli oldugu kése yine G grafina aittir, fakat izole bir kdse olarak
kalir. Bu nedenle birgok grafta izole edilmis koselerle karsilasilabilir. Eger bu kdselerin
omegaya etkisi olmasaydi bu koseler kolayca goz ardi edilebilirdi. Her bir izole kdsenin
omega degeri —2 oldugundan izole koseler ayni zamanda birer aga¢ olarak da

disiinilebilir.
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5.1.1. Lemma. G = {v} grafi herhangi bir kenar1 olmayan sadece bir kdseye sahip bir

graf olsun.
Q(6) =Q{v}) = -2
dir.

ispat. 1.1.14. Tamimdan dolay bir izole kdsenin derece dizisi {0V} olarak gosterilir. Yani
D(G) = D{v}) = (0D} olur ve O ({0(1)}) = —2 oldugu goriiliir. Hatirlanacagi lizere
baglantili bir graf i¢cin Q(G) = —2 ise bu grafin bir aga¢ oldugu, yani higbir devir

bulundurmadig1 gosterilmisti. Bu nedenle izole kdselerin her biri bir agactir denilebilir.

Bu genelleme sonrasinda bir derece dizisinin en genel hali verilecek olunursa D =

{0@0) 1(a1) 2(a2) 3(as)  ~ A(@r)} yazilabilir. G grafinin omega degeri ise a, da katilarak

Q(G) =az + 2a4 + 3a5 + -+ (A —2)an — a1 — 2ag

A
= ;o—zm

olarak ifade edilir. Bu tanimlamanin daha 6nce verilen ve a, icermeyen omega tanimiyla

uyumlu olduguna dikkat ediniz.

ap > 0 oldugunda en az bir izole kdse mevcut olacagindan G grafinin baglantili
olamayacagi aciktir. Bu nedenle baglantili graflarla ¢alisilirken, derece dizisinde sifirlara
ithtiya¢ duyulmaz. Bir¢ok makalede derece dizilerinin taniminda sifirin yazilmamasinin

nedeni budur.

5.1.2. Ornek. D = {0®,1®, 421 derece dizisi verilsin. Q(D) = —6 olarak hesaplanr.
Bu derece dizisinin ¢ok sayida ¢iziminden dordii Sekil 5.1°de verilmistir. Tim bu
cizimlerin ortak ozelligi birer izole kose bulundurmalari ve dolayisiyla baglantisiz
olmalaridir. Bu durum Q(D) = —6 oldugundan Q(D) < —4 olmast durumunda grafin

baglantisiz olusuyla da uyumludur.
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HixX<o- o

1 3

Sekil 5.1. izole kdse bulunduran baz1 graflar
5.2. Kenar silmenin omega degerine etkisi

5.2.1. Tammm. G bir graf ve t < m igin ey, ey, ..., e; € E(G) olsun. G grafindan bir e;

kenarinin silinmesi sonucunda €2’da olusan degisim
A (G, e) =Q(G) — QG —e;)
ile; G grafindan ey, e,, ..., e; kenarlarinin silinmesi sonucunda 2’da olusan degisim ise
A(G,eq, ey, ...,e:) = Q(G) — QG —{eq, ez, ..., e:})
ile gosterilecektir.
Asagidaki sonugta bir graftan kenar(lar) silmenin omega degerine etkisi ele alinacaktir:
5.2.2. Teorem. G bir graf olsun. G grafindan bir kenarin silinmesi Q(G) degerini 2 azaltir.

Birinci ispat. e = uv, G grafinin bir kenari olsun ve d,, ve d,,, sirastyla u ve v kdselerinin
dereceleri olsun. e kenar silindiginde D(G)’deki d,, ve d,, sayilari birer tane azalir ve

d, — 1 ve d, — 1 sayilar1 da birer tane artar. Bu nedenle Q(G) degeri 2 azalir.

ikinci ispat. D, cizilebilir bir derece dizisi ise omega degerinin Q(D) = 2(m — n)
oldugu bilinmektedir. Ozel olarak D derece dizisine ait graftan bir kenar silindiginde yeni

derecce dizisi D' ise
QD) =2(m—-1-n)

QD) =2(m—-—n) -2
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olur. Boylelikle omega degeri,
A=QD)-Q(D") =2

kadar azalmis olur. Daha genel olarak ifade edilirse, m kenar sayisina sahip bir graftan
0 < e <m olmak iizere e tane kenar silindiginde yeni derece dizisi D’ ve bu derece

dizisine ait omega degeri de Q(D") olur. Boylece
QD')=2(m—e—n)
QD")=2(m—n)—-2e
olur. Boylelikle omega degeri
A=Q(D) —Q(D') = 2e

kadar azalmis olur. Burada silinen kenarin bir dongii, sallanan kenar, koprii, vs. olmasinin
hicbir farki yoktur. Silinen her bir kenara kars1 omega 2 azalir. Hatta silinen kenarlarin
komsu olmasinin da bir 6nemi yoktur. Ancak asagida kose silme konusunu incelerken
komsu koseleri silmeyle komsu olmayan koseleri silmenin farkli etkileri oldugu

goriilecektir.

5.2.3.Ornek. D = {1®,3M 4@ 52 M3 olsun. G de bu derece dizisine ait graf olsun.

O halde Q(G) = 12 olur. Bu derece dizisine ait grafdaki e kenar1 silindiginde, yeni derece

dizisi D' = {1®),2,4®, 50,6} elde edilir. (G ) = 10 olur, bkz. Sekil 5.2.

Sekil 5.2. Graftan bir kenar silme
Goriildiigii gibi gergekten de Q(G) — (G ) = 2 olmaktadir.
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5.2.2. Teorem, silinen kenarin bir dongii olmas1 durumunda da gecerlidir:
5.2.4. Sonug. G bir graf olsun. G grafindan bir dongii silmek Q(G) degerini 2 azaltir.

Ispat. L, G grafinda bir dongii olsun ve bu dongiiniin sahip oldugu tek u kosesinin
derecesi d olsun. L dongiisiinii silmek, D(G)’deki d’lerin sayisint 1 azaltir ve D(G)’deki

d — 2’lerin sayisini da 1 arttirir. Sonug olarak Q(G) degeri 2 azalir.

5.2.5. Ornek. D = {13,3M 4@ 5@ W3 G grafi da bu derece dizisine sahip bir graf
olsun. O halde Q(G) = 12 olur. Sekil 5.3’ deki graftan L dongiisiiniin silinmesiyle elde
edilen graf G’ olsun. Bu durumda yeni derece dizisi D' = {1®,3®),4®), 5(2)} olarak

elde edilir ve Q G = 10 olur. Gorildigi gibi ger¢ekten de Q(G) — = 2 olur.

==

Sekil 5.3. Graftan bir dongii silme

5.2.6. Ornek. Q(D) =18 olan D = {1®,2MW 3® 4@ 51 721 ye ajt graf Sekil

5.4°deki gibi olsun.
Uy L,
Us
Ly
U Uy U,
Us

Sekil 5.4. Baglantili bir graf
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e; = U;u, Kkenar1 silinsin. Bu durumda yeni derece dizisi D' =
{1(3), 22,3 4@ 51 7(2)} oldugundan Q (D) = 16 olarak hesaplanir. G

grafindan e = 1 tane kenar1 silmek omega degerini A (G, uquy) = 2(1) =2
kadar azaltir. Gergekten de A (G u uy) = QD) — QD) =18—-16 =2
oldugu goriiliir, bkz. Sekil 5.5.

Uq Ly
Us
Ly
Ug Uy Uy
Usg

Sekil 5.5. Verilen derece dizisine sahip graftan bir kenar silme

ii. e; = UyUy Ve e, = UyUg kenarlari silinsin. Bu durumda yeni derece dizisi
D' = {132 3@ 41 50) 723 ldugundan O (D') = 14 olarak bulunur.
G grafindan e = 2 tane kenar1 silindiginden dolayr omega degerindeki azalma
A (G, {uguguqug}) = 2.(2) = 4 olur. Gergekten de A (G, {u1u4’u4u6}) =
Q(D) — Q(D'") = 18 — 14 = 4 oldugu goriilir, bkz. Sekil 5.6.

Uy L,
Us
Ly
u6 u4 uZ
Us

Sekil 5.6. Verilen derece dizisine sahip graftan iki kenar silm
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iii. Simdi de e; = L, ve e, = L, dongiileri silinsin. Bu durumda yeni derece dizisi
D' = {13,210, 3® 4@ 5()} gldugundan Q (D) = 14 olarak hesaplanir. G
grafindan e = 2 tane dongii olan kenar silindiginden dolay1 omega degeri A

(G,{e1,e2}) = 2(2) =4 kadar azalr. Gercekten de bu durumda da A
(G,{e1,e;}) = QD) — Q(D") = 18 — 14 = 4 oldugu goriiliir, bkz. Sekil 5.7.

Sekil 5.7. Graftan iki tane dongii silmek

5.2.7. Teorem. Bir G grafi iizerindeki bir koseye aga¢ eklemek Q(G) degerini

degistirmez.

Birinci ispat. Bir G grafi tizerindeki bir koseye herhangi biiyiikliikte bir aga¢ eklemek, G
grafinin bolge sayisini yani r(G)’yi degistirmez. Boylece c¢(G), G grafindaki bilesenlerin
sayist olmak tizere Q(G) = 2(r(G) — c(G)) sayist degismez.

ikinci ispat. 2(G) = 2(m — n) oldugunu hatirlaymniz. Her ne kadar agag¢ graflarda kose
sayis1 kenar sayisindan her zaman 1 fazla olsa da, buradaki eklemede var olan grafin
herhangi bir kosesine bir agac eklendiginden ve eklenen kose, zaten G grafinda mevcut
oldugundan grafa agac eklenirken esit sayida kose ve kenar eklenmis olur. Bundan dolay1
omega degerindeki 2(m —n) degeri degismeyecektir. Netice itibariyle bir grafin

tizerindeki herhangi bir koseye agac eklemek omega degerini degistirmez.

5.2.8. Ornek. D = {1®,3W 4@ 5@ M} ve G, bu derece dizisine sahip bir graf
olsun. O halde Q(G) = 12 olur, bkz. Sekil 5.8.
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Sekil 5.8. G grafina bir aga¢ eklemek

D derece dizisine sahip G grafindaki bir kdseye sekildeki gibi bir aga¢ eklendiginde yeni
derece dizisi D' = {1®,4®),52) (1} haline gelir. Bu derece dizisine sahip grafa G’

denilirse Q (G) = 12 bulunur ve bdylece omega degerinin degismedigi goriiliir.

5.2.2. Teorem, 5.2.4. Sonug ve 5.2.7. Teorem geregi karmasik bir grafin omega degerini
hesaplamak i¢in bu graftan tiim sallanan kenarlar ve bunun sonucu olarak grafa bir kopma
noktas1 veya koprii ile bagli olan tiim patikalar, yildiz graflar ve agaglar silinir ve elde
edilen bu daha kii¢iik grafin omega degeri ilkine gore silinen kenar sayisinin iki kati kadar
azalmis olur. Yani problem ¢ok daha kiigiik bir grafin ya da graflarin omegalarim
hesaplama problemine indirgenmis olur. Bu sonuglarin bir bagka uygulama alani da
bilinen graf smiflarina yakin bir ¢izime sahip olan graflarin omega degerlerinin
hesaplanmasidir. Ornegin bir K, tam grafindan iki kenar1 eksik olan bir graf verildiginde
bu grafin omegasini bulmak i¢in ¢ok iyi bilinen Q(Kg) = 6-3 = 18 sayisindan 4 ¢ikararak
14 bulmak yeterlidir.

5.3. Kose silmenin omega degerine etkisi

Bu kisimda verilen bir graftan kdse veya koseler silmenin omega degerine olan etkisi ele
almacaktir. Izole kdseler silmek yukarida da aciklandig1 gibi omega degerini sadece 2

diistirdiigiinden sildigimiz koselerin derecelerinin en az 1 oldugunu varsayabiliriz.

5.3.1. Tammm. G bir graf ve k < n igin vy, v,, ..., v, € V(G) olsun. G grafindan bir v;

kosesinin silinmesi sonucunda €2’da olusan degisim
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A (G v) = Q6) - Q6 —vy)
ile; G grafindan vy, v,, ..., vy kOselerinin silinmesi sonucunda QQ’da olusan degisim ise
A (G, V1,03, ..., V) = Q(G) — QG — {vy, V5, .., Vi })
ile gosterilir.

5.3.2. Teorem. v, G grafinda £ > 0 tane dongiiye bitisik olan d,, = k dereceli bir kose

olsun. v kosesini silmenin omega degerine olan etkisi
AGv)=2(k—4-1)
kadardir.

Ispat. G, v € G kosesinde dongiiler bulunduran bir graf olsun, bkz. Sekil 5.9.

Sekil 5.9. Ayn1 kdsede £ tane dongiiye sahip bir G grafi

v kosesinin Ve vq, Vs, ..., Vix_o, komsularinin omega degerine olan katkisi

dy, —2+d, —2+-+d,  —2+d,—2

1 Vk—2¢

olur. Simdi de G grafindan v kosesi silinsin, bkz. Sekil 5.10.
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Sekil 5.10. v kosesi silinmis G grafi

G — v grafinda v kosesinin her bir komsusunun G’deki derecesi 1 azalacagindan, v

kosesinin komsularinin Q(G — v)’ye olan katkist

dy, —3+d, —3+-+d 3

Vk—20
olur. Dolayisiyla Q(G)’de

A(Gv)=[dy, +dy, ++d +k—2(k—2¢+1)]

Vk-2¢
— [dy, + dy, + -+ dy,_,, — 3(k — 20)]
=2(k—¢—-1)

kadar azalma olacaktir.

5.3.3.Ornek. D = {1®,3M 4@ 52 W3 olsun. ¢ de bu derece dizisine ait graf olsun.
Q(G) = 12 olur, bkz. Sekil 5.11.

G G'

Sekil 5.11. Bir graftan dongiiye sahip bir kose silmek
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Dongliye sahip olan v kosesi G grafindan silindiginde yeni derece dizisi, D' =
{1®,2M 30 463X} jcin Q(G) = 4 elde edilir. A (G,v) =2k —£—-1)=2(6—-1—
1) = 8olur.

5.3.2. Teorem’in asagidaki 6zel durumu, silinen kosede higbir dongli olmamasi

durumundaki degisimi verir:

5.3.4. Teorem. G, dongiiye sahip olmayan bir graf olsun. Derecesi d,, olan bir v € G

kosesini silmek, Q(G)’nin
2d, — 2
kadar azalmasina yol acar. Yani
A(G,v)=2d,—-2
dir.

Ispat. k = d,, olmak iizere v kosesinin komsu koseleri vy, vy, ..., v, olsun, bkz. Sekil

5.12.

Sekil 5.12. v kdsesi ve komsulari

G grafinda vy, v,, ..., v} kOselerinin dereceleri sirasiyla dy, d5, ..., dj olsun. v kosesinin

ve komsularinin G grafinda omega degerine katkisi

di—2+4dy =24 +d—2+dy—2=dy +dy+ - +dy+d, —2k -2
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kadar; v kosesinin komsularinin G — v grafinda omega degerine katkisi ise
di—3+d,—3+-+d,—3=dy+d, +--+d— 3k
kadardir. Béylece omega degerindeki azalma
A(G,v) =0(G) —Q(G —v)

=d, —2k—-2+3k

=d, —2d,— 2+ 3d,

= 2d, — 2
olarak bulunur.

5.3.5. Ornek. D = {1®,3® 43 5@ olsun. G de bu derece dizisine ait graf olsun. Bu
grafdaki v kosesi silindiginde bu koseye bagli tiim kenarlarin da silindigini hatirlayiniz,
bkz. Sekil 5.13.

Sekil.5.13 Bir graftan bir kose silmek

O halde Q(G) = 10 olur. v kosesini sildikten sonra da Q(G’) = 2 elde edilir. Q(G) —

Q (G) = 8 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
AGuv)=2d,—-2=25-2=38

dir.
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QG — {uq,uy, ..., u}) degerini hesaplamak icin 5.3.2. Teorem ve 5.3.4. Teorem G
grafina ardarda uygulanmalidir. Burada tek dikkat edilmesi gereken nokta, bu k tane
kosenin ayn1 anda silinmesi istendiginde bu kdoselerin birbirine komsu olmamasi
gerektigidir. Aksi halde ilk adimda bir kdse ¢ikarildiginda bu kdseye bitisik olan kenarlar
da ¢ikarilacagindan ikinci adimda derecelerde degisme olacaktir. Asagidaki sonug genel

durumla ilgilidir:

5.3.6. Teorem. Bir G grafindan uy,u,, ..., u; koselerinin ayni anda silinmesiyle ’da
olusan azalma miktar1 A (G, uq, Uy, ..., Ux); i = 1,2, ..., k i¢in G grafindan bir u; kosesi
silindiginde Q’da olusan azalma miktar1 da A (G,u;) olsun. Ayrica uq,u,, ..., U
koselerinin silinmesi sirasinda silinen ve bu koselerden herhangi ikisine ayn1 anda bitisik

olan kenarlarin sayisi 1 olsun. Bu durumda

A(G,ul,uz,...,uk):Zk:A(G,i)—Zn

dir. Yani G grafindan u,, u,, ..., uy kdselerinin ayni anda silinmesiyle Q’da olusan azalma
miktar1 bulunmak istendiginde G grafindani = 1, 2, ..., k igin u; kdsesi silindiginde Q’da
olusan azalma miktarlarin1 ayr1 ayri hesaplayip toplamak ve elde edilen bu toplamdan

silinen iki komsu koseye bitigik olan tiim kenarlarin sayisini ¢ikarmak yeterli olacaktir.

Ispat. ispat iki kdse i¢in yapilacaktir. Ispat, tiimevarimla sonlu koseye genellestirilebilir.
u ve v, komsu iki kose olsun. u kosesi silindiginde uv kenariyla birlikte d,, — 1 tane daha
u’ya bitisik kenarmn da silindigi hatirlanirsa benzer sekilde v kosesi silindiginde uv
kenaryla birlikte d,, — 1 tane daha v’ye bitisik kenar silinecektir. Her iki kose birden
silindiginde ise uv kenariyla birlikte d,, —1+d, — 1 = d, + d, — 2 tane daha kenar
silinmelidir. Bu da toplam d,, + d,, — 1 tane kenarin silinmesi gerektigini gosterir. 5.2.2.

Teorem geregi bir kenar silmenin, grafin Q degerini 2 azalttig1 hatirlanirsa sonug goriiliir.

Tek tek silme ile toplu silme arasindaki farki iki komsu kose silerek bir de iki komsu

olmayan kose silerek gosteren bir 6rnek asagida verilmistir:

Sekil 5.14°deki G grafi bu derece dizisine sahip bir graftir:
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Uq
Us
Ug Uy U,
Us

Sekil 5.14. D = {1®, 2 3 4) 51 71 derece dizisinin bir G ¢izimi

Simdi sirasiyla G grafindan sadece u, kosesini, sadece u, kosesini, u; ve u, komsu
koselerini ve son olarak da u, ve ug komsu olmayan koselerini silerek komsu koseler

silmekle komsu olmayan koseler silmenin farki 6rneklenecektir:

a) Sadece u, kosesi silinirse: d(u;) = 3 oldugundan, u; kosesinin silinmesiyle omega
degerinde A (G,uy) = 2du; — 2 = 2.3 — 2 = 4 kadar azalma olur. Bu durumda yeni
derece dizisi D; = {1®,2®,3® 4@ 72 oldugundan Q(D;) = 14 olarak hesaplanr.
Gergekten de A (G, uy) = Q(G) — Q(G —uy) = QD) — Q(D,) = 18 — 14 = 4 oldugu
goriiliir, bkz. Sekil 5.15.

Usg

Sekil 5.15. Bir graftan bir kose silmek
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b) Sadece u, kosesi silinirse: d(uy) = 4 oldugundan, u, kosesinin silinmesiyle omega
degerinde A (G,uy) = 2du, — 2 = 2.4 — 2 = 6 kadar azalma olur. Bu durumda yeni
derece dizisi D, = {1®,2@® 3 4@ 72} oldugundan Q(D,) = 12 olarak hesaplanr.
Gergekten de A (G, uy) = Q(G) — Q(G —uy) = QD) —Q(D,) = 18 — 12 = 6 oldugu
goriliir, bkz. Sekil 5.16.

Us

Sekil 5.16. Bir graftan bir kdse silmek

C) u; ve u, komsu koseleri beraber silinirse: A (G,u;) =4 ve A(G,uy) =6

oldugundan, bu koselerin silinmesiyle omega degerinde

A (G,ug,uy) =A(Gug) +A (G, uy) — 27
=44+6-21=28

kadar azalma olur. Bu durumda u; ve u, komsu kdselerinin beraber silinmesi durumunda
elde edilecek yeni derece dizisi Dy , = {1%,2®, 3@ 41 723 oldugundan Q(Dy4) =
10 olarak hesaplanir. Gergekten de A (G, uq,uy) = Q(G) — Q(G,uq,uy) =18 —-10 =
8 oldugu gortiliir, bkz. Sekil 5.17.
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Sekil 5.17. Bir graftan iki komsu kose silmek

d)u, ve ug komsu olmayan koseleri beraber silinirse: A (G,u,) =4 ve
A (G,ug) = 4 oldugundan, bu kdselerin silinmesiyle omega degerinde
A (G,uy,ug) = A (G,uy) +A (G, ug) — 27
=4+4+4-20=8

kadar azalma olur. Bu durumda u, ve ug komsu olmayan koselerin beraber
silinmesi  durumunda elde edilecek yeni derece dizisi D4 =
(13,23 3@ 4@ M 70} oldugundan Q(D26) =10 olarak hesaplanir.
Gergekten de A (G,uy, ug) = Q(G) — Q(G,uy,ug) =18 —10 =8 oldugu
goriiliir, bkz. Sekil 5.18.

Sekil 5.18. Bir graftan komsu olmayan iki kose silmek
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5.3.8. Sonuc. Eger uy, uy, ..., uy koseleri, G’de birbiri ile komsu olmayan koseler ise

k
A (G, uq, Uy, .. Uy) = ZA (G,u;)
i=1

elde edilir.
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6. UC PROBLEMLER
6.1. Giris

Graf teoride simdiye kadar en iyi bilinen topolojik degismez (invaryant) Euler
karakteristigidir. Bu karakteristik sayi, yukarida da belirtildigi gibi topolojide yiizey
hakkinda, graf teoride de yiizeye cizilen tiim graflarin ortak 6zellikleri hakkinda bilgi
vermektedir. Burada tanimlanan omega invaryant1 da bir anlamda verilen bir derece
dizisine karsilik olarak ¢izilebilen tiim graflarin ortak 6zelliklerini belirlemede faydalidir
ve bu nedenle bir invaryanttir. 250 yildir bilinen Euler karakteristigi bir ok alanda 6nemli
uygulamalara sahiptir ama omega invaryanti Euler karakteristiginin kullanilmasiyla
dogrudan elde edilemeyecek olan cizilebilirlik, baglantililik, devirlilik, bilesen sayis,
kiris sayis1, dongii sayisi vb. ile ilgili bilgiler dogrudan elde edilebilir. Euler karakteristigi
ile yapilan siniflandirmalar omega ile de yapilabilir. Bu ¢alismada Q(G) < —4 ise G
grafinin kesinlikle baglantisiz oldugu; Q2(G) = —2 ise ve G ¢iziminin baglantili olmasi
isteniyorsa G grafinin kesinlikle bir aga¢ oldugu dnceden ispat edilmistir. Benzer sekilde
G grafi ¢izilebilir ve baglantili ise Q(G) = 0 oldugunda G grafi kesinlikle en az bir devire
sahiptir. Diger yandan G grafinin tiim bilesenlerinin devirli olmasi durumunda Q(G) = 0

olur. Ayrica Q(G) < —4 olan bir G grafinin bilesenlerinin tiimii birden devirli olamaz.

Bir derece dizisi verildiginde bu derece dizisine sahip bir¢ok grafin ¢izilebildigi buraya
kadar olan kisimda bir ¢ok defa belirtildi. Bu ¢izimlerin bazi ortak 6zellikleri ve bu
ozellikleri ifade eden net formiiller bulundugu gibi, baz1 6zelliklerin de ortak olmadigi ve
cizimden c¢izime degistigi sOylenebilir. Bu tir durumlarda net formiiller
bulunamayacagindan ancak istenen Ozelligin aldig1 degerlerin bulundugu araliklar
belirlemek gereklidir. Yani bir ozelligin maksimum ve minimum degerlerinin
belirlenmesi hedeflenebilir. Bu tiir problemlere u¢ (extremal) problemler denilmektedir.
Bu boliimde verilen bir derece dizisinin olasi tiim ¢izimleri hakkinda bazi ug problemler
incelenecektir ve miimkiin olan Q(G) = 0, Q(G) = —2 ve Q(G) < —4 durumlarinda
verilen derece dizisine sahip tiim ¢izimler i¢in, tim baglantili ¢izimler i¢in ve tiim temel

cizimler i¢in maksimum dongii sayis1 bulunacaktir.
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Belirli bir derece dizisinin ¢izimlerinin ne kadar farkli olabilecegini gormek icin, D =
{(1®,50 W 70 9()} derece dizisi ele almsm. Q(D) = 18°dir. Sekil 6.1°deki graflar

olasi tiim ¢izimlerin bazilaridir.

S o

AdtH T

Sekil 6.1. {1®,5M W 70 9()} derece dizisine sahip 5 graf

Simdi Q(D) = 0 olan ilk durum ile devam edilecektir. r,s € N olsun. Bir kenarin bir

ucuna r tane dongli ve diger ucuna s tane dongii eklenerek elde edilen graf B,  ile

TTIT

02 1,2 2,2 0,3

gosterilecektir, bkz. Sekil 6.2.

BO,O 30,1 31,1

Sekil 6.2. Baz1 B, ; graflar

q € N olsun. Tek bir kdseye g tane dongii eklenerek elde edilen graf L, ile gosterilsin.

Ik bir kag tane L, Sekil 6.3°de goriilmektedir:
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Sekil 6.3. Bazi L, graflar
Bu iki graf sinifi sayesinde asagidaki sonug verilebilir:

6.1.1. Teorem. Cizilebilir bir derece dizisi D = {1(@), 2(@2) 3(@a)  A@a)} glsun. Bu

derece dizisine sahip olan herhangi bir G grafinin maksimum bilesen sayisi

dir.

Ispat. Maksimum bilesen sayisini belirlemek icin her bir bilesen miimkiin oldugunca
kiiciik secilmelidir. Ik bakista G ’nin kdselerinin sayis1 olan n’in dogal bir iist sinir oldugu
sOylenebilir. Simdi 2¢ seklindeki her bir ¢ift kdse derecesi igin, bir kdseye sahip bir L,
bileseni secilsin. Boylelikle ¢ift dereceli koselereden kaynaklanan ) a,; tane bilesen
vardr. Ikinci olarak, tek dereceli bir kose tek bagina bir bilesen olusturamaz. Ciinkii boyle
bir durumda, bu bilesen tek basina bir graf oldugundan el sikisma lemmas1 geregi
koselerinin derecelerinin ¢ift olmasi gereken toplami tek olurdu. Dolayisiyla tek dereceli

bir kdseye sahip en kiigiik bilesen, iki tane tek dereceli kdseye sahip olan B, ;’dir. Boylece

. . . 1
bu bilesenlerin maksimum sayisi da ;Zaz i—1 olacaktir.

6.1.2. Ornek. D = {1®,2® 4@ 5@ derece dizisi i¢in Q(D) = 6 olur, bkz. Sekil 6.4.
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Sekil 6.4. D’nin temel formdaki bir ¢izimi

D’ye karsilik gelen baglantili ya da baglantisiz bagka ¢izimler de vardir. D’ nin maksimum

bilesen sayist,

olarak elde edilir. D’nin maksimum bilesene sahip bir ¢izimini gosteren graf, Sekil 6.5’ de

T

Sekil 6.5. Verilen derece dizisinin maksimum bilesenli bir ¢izimi

verilmistir.

6.2. Maksimum dongii sayisi

Bu boliimde verilen bir derece dizisinin ¢izimlerindeki dongiilerin sayisini hesaplamaya
yonelik bir u¢ problemi ele alinacaktir. D negatif olmayan bir tam say1 kiimesi olsun.
LF(D),LC(D) ve L(D) sayilar1 su sekilde tanimlanir: Cizilebilir bir D derece dizisi
verilsin. D’ye karsilik gelen graflarin bir temel ¢izimindeki maksimum dongii sayisi

LF (D) ile; D’ye karsilik gelen baglantili graflardaki maksimum dongii sayis1 LC (D) ile;
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ve son olarak D’ye karsilik gelen tiim graflardaki maksimum dongii sayisi da L(D) ile

gosterilsin. Asagidaki esitsizlik tanimlardan asikardir:
6.2.1. Lemma. Herhangi bir D derece dizisi i¢in

LF(D) < LC(D) < L(D)
olur. Ayrica bu ii¢ fonksiyon da toplamsaldir.
6.3. Q(D) = 0 durumu

Oncelikle L fonksiyonu ele alinsin. Cift say1 olan herbir d; derecesi i¢in bir tek kdse

noktasinda birbirine komsu % tane dongiisii olan bir bilesen ¢izildigini ve tek say1 olan
. o e s - dj- :
herbir d; ve d; derece cifti igin r = % ve s = JTl olmak tizere r + s dongiiye sahip

bir B, ¢ bileseni oldugu hatirlanirsa D derece dizisinin tiim olasi ¢izimlerinde en fazla

toplam,

di—-1

di j
L(D) = Xy cirt 5 + B tek —5—

N | =

[2m — Zdi tek 1]

1
=m- EZdi tek 1
dongii bulundugu ispatlanilmis olur:

6.3.1. Teorem. Herhangi bir D derece dizisinin ¢izimlerinin sahip olabilecegi maksimum

dongii sayisi,

dir.
6.3.2. Ornek. D = {1®,3® 4 50 ¢ 7M1 olsun. L(D) = 15 —%(6) = 12 olur.

Simdi LF (D) sayis1 bulunacaktir:
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6.3.3. Teorem. Q(D) = 0 olsun. D derece dizisinin temel ¢izimlerinin sahip olabilecegi

maksimum dongii sayisi olan LF (D) igin asagidakiler gegerlidir:

Q(D)

i. Bger ay > X g 51er 1156 LF(D) = — olur.

.. - . 1
ii. Eger a; < Xg>1te 1158 LF(D) = > QD) + ay — Xg>1,eex 1) OlUr.

Ispat. i. Kose derecelerinin a; + 2a, + 3as + -~ +A a, seklindeki toplaminin 2m
oldugu bilinmektedir. Ilk olarak a; > Ya;>1,tek 1 0ISUN. Yani sallanan kdselerin sayis,

tim tek dereceli koselerin sayisinin yarisindan biiyiik olsun. Maksimum sayida dongii

bulmak istendiginden minimum sayida kiris ve katli kenar olmasi hedeflenmektedir.
Varsayim geregi a; > Yg.51¢ex 1 0ldugundan yeterli sayida sallanan kenara sahip

olundugu aciktir ve bu yiizden ne kiriglere ne de katli kenarlara ihtiyag duyulmaz. Bu
nedenle, a, tane sallanan kenarin her biri i¢in toplam kose sayisindan 2 eksiltilir. Q(D) >
0 durumunda bir temel formun (a, + az + -+ a,) —gen igerdigi hatirlanirsa bu
cokgenin kenarlarinin her biri i¢in kdse derecelerinin toplamindan 2 ¢ikarilmasi gerektigi

sonucuna ulasilir. Bu yiizden geriye kalan kose derecelerinin toplami,

a; +2a,+3as;+ - +Aap—2a; —2(a, +az;+ -+ a,) =2m—2n
=Q(D)
olur ve her bir déngiiniin iki ucu oldugu igin

LF(D) = @

elde edilir.

Alternatif bir ispat daha verilebilir: Q(D) =0 ve a; > Xg.51¢er 1 Olsun. Devir

bulunduran bir temel formda D derece dizisinin herhangi bir G ¢iziminde kenarlar
tarafindan ¢evrelenen tiim bolgeler bir ana devir ve etrafindaki dongiilerden olustugundan

ve

QD
r=%+1
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oldugundan maksimum sayida dongii elde etmek igin higbir Kiris ya da katli kenar

olmamasi gerektiginden hareketle
r=LF(D)+1
elde edilir.

ii. Ikinci olarak a; < Y, d;>1,tek 1 0IsUN. Bu durumda, dnceki durumda oldugu gibi hareket

etmek icin yeterli sayida sallanan kose bulunmamaktadir. Cift dereceli koseler
distintilirse ayn1 koseye iki sallanan kenar eklemek, maksimum degerini bulmak
istenilen dongii sayisini azaltir. Bir koseye sallanan kenar ve bir kiris eklemek de ayni
etkiye sahiptir. Bu nedenle ¢ift dereceye sahip koselere sallanan kenar eklenmemelidir.
Simdi de derecesi tek olan koseler ele alinsin. Birden fazla sallanan kenar eklemek, tekrar
dongii sayisini azaltacagindan tek dereceli koselere en fazla birer tane sallanan kenar
eklenebilir. Bir derece dizisinde el stkigma lemmas1 geregi tek dereceli koselerin sayisinin
cift olmak zorunda oldugu hatirlanirsa bu say1, k € N olmak {izere 2k olarak alinir ve bu

koselerden a, tanesi sallanan kenarlara sahip olacaktir. Bu a; kosenin herbiri maksimum

% dongiiye sahip olacaktir. Ayrica geriye kalan 2k — a, tek dereceli kosenin herbiri de
maksimum E tane dongiiye sahiptir. Sonug olarak, 2k tane tek d; dereceli kdsenin
herbiri maksimum X551 rex ( ) tane dongiiye sahip olacaktir. Benzer sekilde, ¢ift d;

derecesine sahip kosenin maksimum dongii sayis1 da . d>1cift ( ) olarak hesaplanir.

Bu nedenle D derece dizisinin temel formundaki maksimum déngﬁ sayis,

LF(D) = Xa;>1,tek ( )+Zd (,‘lft( )

=%[ Z di+Zdi— Z 3—22]

d;>1,tek d;cift d;>1,tek d;cift

1
=3 [ledisA di—a; — Z(ledisA 1- al) - Zdi>1,tek 1]

NI»—\

[2m—a; —2(n—ay) — Zd >1,tek 1]

NI»—\

[Q+a; — Xg>1een 1]
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elde edilir.
6.3.4. Ornek. D = {1®,3® 4@} derece dizisi i¢in Q(D) = 4 olur. Bu durumda
a1 < Yg1,ce 1 sarti geregi
1
LF(D) =5 (4+4—4) =2

olur, bkz. Sekil 6.6.

Sekil 6.6. D = {1(4), 34 4(2)} derece dizisinin maksimum déngiilii bir temel ¢izimi

Zdi>1,tek 1 oldugundan

QD) _6_
2 =33

LF(D) =

elde edilir, bkz. Sekil 6.7.

Sekil 6.7. D = {1®,3® 4™} derece dizisinin maksimum dongiilii bir temel ¢izimi
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Bir derece dizisinin bazilar1 baglantili bazilar1 da baglantisiz olarak bir ¢ok yolla
cizilebildigi bilinmektedir. Simdi temel ¢izim formlar1 da dahil olmak iizere tiim olasi

baglantili ¢izimlerin maksimum dongii sayis1 hesaplanacaktir.

6.3.6. Teorem. Q(D) = 0 olsun. Verilen bir D = {1(@),2(@2) 3(as) A} derece

dizisinin tiim baglantil1 ¢izimlerinin sahip olabilecegi maksimum dongii sayisi,

1. Eger tiim dereceler ¢ift ise

QD)

a) n=1iseyani Y2, a; = lise LC(D) = ——+1olur.
b) n>1liseyani Y%, a; > 1ise LC(D) = @ olur.
QD)

2. Eger tek dereceli en az bir kose varsa LC(D) = ——+ 1°dir.
Ispat. 1a) n = 1 oldugundan yani graf tek bir koseye sahip oldugundan cizilecek her bir
kenar yine ayni koseye baglanacaktir. Dolayisiyla her bir kenar1 bir dongii olacaktir. O

halde bu tek kdsede kenar sayist kadar yani m tane dongii olacaktir. Yani tiim kapali

bolgeler dongiilerden ibaret olacagindan 3.2.4.Teorem geregi @+ 1 tane dongi
cizilebilir.

1b) n > 1 iken maksimum dongiiye sahip ¢izimi yapmak icin en pratik yol, maksimum
dongiiye sahip bir temel ¢izim yapmaktir. Bir temel ¢izim yaparken ilk olarak k =

(ay + as + -+ + a,) —gen gizerek baslanir. Daha sonra da bu en uzun devirin iizerine 2k;

2ki—2
2

derecesine sahip her bir kose i¢in = k; — 1 tane dongii cizilerek sekil tamamlanmis

olur.
2. Ikinci olarak, tek dereceli en az bir kdse mevcut olsun. El sikisma lemmasi geregi tek

dereceli koselerin sayisi ¢ift olacagindan en az 2 tane tek dereceli kdse bulunacaktir.

Aranan ¢izimi yapmak i¢in ilk olarak %[al + 2+ Yasteex 1+ Xg, gipe 2] uzunluklu bir

yol ¢izilir. Herbir ¢ift d; derecesine sahip koseye % tane dongii eklenir. Burada iki alt

durum s6z konusudur:

2.a. a; = 0 durumu. Yolun iki ucunda da sallanan kose olamaz. Bu yiizden tek dereceli

koselerden ikisi, diyelim Ki d,, d;, derecelerine sahip iki kdse, yolun iki ucuna sirasiyla

dg—1
2

dp

ve 2_1 tane dongi ekleyerek yerlestirilir. Geriye Y4 1 tex 1 — 2 tane tek dereceli
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kose kalir. Bu saymin ¢ift olduguna dikkat ediniz. ikinci adimda bu tek dereceli koseler
dy, ve d; seklinde ikiser ikiger gruplanarak Sekil 6.2’de verilen B, graflarina

donustirilir. B, ¢’nin iki kosesinden birisi ilk adimda ¢izilen yol iizerinde kalacaktir.

Digeri ise bu kdsenin yol iizerinde olmayan komsu kosesi olur. Yol lizerindeki kdsenin

dkl

i3 e qes de;—1
,— tane dongii, digerine de —

2

derecesi dy; ise bu koseye tane dongii eklendiginde

boylelikle aranan graf elde edilmis olur. Bu grafin maksimum dongii sayisi ise

1 Zdi ) kl—2
L) =51 Z d;— Z 1S o+ Z (d; — 2)]
di>1,tek d;>1,tek d; gift
1
=21 ) @-2+2+ ) @-2)
d;>1,tek d;cift
1
=§[2m—2n+2)]
(D)
=241
=+

seklinde bulunur.

2.b. a; > 0 durumu. Burada da {i¢ durum mevcuttur:

2.b.0. Ygs1tek 1 = ay 0lsun. a; = 1 ise bu tek sallanan kdse ilk durumdaki gibi yolun

bir ucuna yerlestirilir. El sikisma lemmas1 geregi en az bir tane daha derecesi tek olan
kose mevceut olacagindan geriye kalan tek dereceli koselerden birisi, diyelim ki derecesi

d olani, yolun diger ucuna (d — 1)/2 tane dongili yardimiyla yerlestirilir. Derecesi bir ¢ift
d; sayist olan her bir koseye % tane dongii eklenir, eger kaldiysa derecesi tek say1 olan

koseler de ikiser ikiser gruplanip 2.a’daki gibi hareket edilirse hedeflenen ¢izime ulasilir.
a, = 2 ise bu durumda iki uca da birer sallanan kose konularak ve diger islemler a; = 1

durumundaki gibi takip edilerek benzer yolla sonuca gidilir.

2.b.0i. Yg 1tk 1> aq olsun. 2.b.i. sikkindaki gibi hareket edilerek istenen cizime

ulagilir.
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2.b.iil. Yg.51¢ex 1 < aqy olsun. Bu durumda n + 2 — a; uzunluklu bir yol ¢izilerek
baslanir. Bu uzunlugu bulmak i¢in 6nceki adimlarda cizilen %[al +24+ Ygseer 1+

D4, cirt 2] uzunluklu bir yol ile baslanirsa olmasi gerekenden fazla déngii ve yine olmasi

a1=Yd;>1,tek 1-2

gerekenden az sallanan kose elde edilir. Istenen sonuca ulasmak igin tane

dongiiniin her biri yerine bir ¢ift sallanan kenar eklenir ve her bir islemde yoldan bir kose
eksiltilir. Bu da n + 2 — a, uzunluklu bir yol elde edilecegi anlamina gelir. Yukaridaki

adimlarda oldugu gibi ¢ift ve tek dereceleri koseleri yerlestirerek istenen graf elde edilir.

Goriildiigii gibi bu ispatin 2.b kisminda takip edilen ortak yontem, verilen uzunlukta bir
yol ¢izerek bu yolun iki ucuna dongiiler yardimiyla iki adet tek dereceli kdse eklemek ve
kalan tek dereceli koseleri ikiser ikiser gruplayip B, s graflan olarak, kalan ¢ift dereceli
koseleri de gerekli sayida dongii ekleyerek yol {izerine yerlestirmek seklinde

Ozetlenebilir.

6.3.7. Ornek. D = {2®,4® 61} derece dizisi icin Q(D) = 10 olur ve boylece

QD) _ 10

LC(D) = —= = — = 5 elde edilir, bkz. Sekil 6.8. Bu ¢izimin ayni zamanda bir temel
2 2

¢izim olduguna dikkat ediniz.

Sekil 6.8. {22, 43, 6D}’ nin maksimum déngiilii baglantili bir ¢izimi

6.3.8. Ornek. D = {1®,3® 4™ derece dizisi i¢in Q(D) = 6 olur. O halde LC(D) =

()

=+ 1="+1=4 elde edilir, bkz. Sekil 6.9.
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Sekil 6.9. {19, 3@, 4®¥nin maksimum dongiilii baglantil1 bir ¢izimi

6.3.9. Ornek. D = {1®,3® 4@} derece dizisi i¢in Q(D) = 4 olur. Bu durumda

LC(D) = %224+ 1 =241 = 3 olur, bkz Sekil 6.10.

QO

Sekil 6.10. {1, 3, 4@} >nin maksimum dongiilii baglantil1 bir ¢izimi

6.4. Q(D) = —2 durumu

Q(D) = —2 olsun. O halde bu derece dizisi hem baglantili hem de baglantisiz ¢izilebilir.
QD) =—-2 ve D baglantili oldugunda D derece dizisine ait olan graf devir
bulundurmayan (agac) bir graftir. Bu da D’ye ait grafin hi¢cbir dongiiye sahip olmadigini

gosterir. Buradan da asagidaki sonuca ulasilir:
6.4.1. Teorem. Q(D) = —2 olsun. D derece dizisinin tiim baglantili G ¢izimleri i¢in

L(G) = LF(G) = LC(G) = 0
dir.
Ispat. Q(D) = —2 oldugunda G baglantili bir ¢izim ise G’nin higbir devir

bulundurmadig1 goriilmiistii. Buna gore sonug asikardir.

O halde Q(D) = —2 6zelligindeki bir D derece dizisinin G ¢iziminin baglantisiz oldugu

varsayilirsa bu durumda su sonug elde edilir:

6.4.2. Teorem. Q(D) = —2 ve G, bu derece dizisinin baglantisiz bir ¢izimi olsun.

a—2 - Zdi>1,tek 1

LF(G) = :
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ve

L(G)=m—% z 1

d; tek
dir.
Ispat. Yukaridaki duruma benzer sekilde ispat1 yapilabilir.

6.5. Q(D) < —4 durumu

Q(D) < —4 olan bir derece dizisinin tiim ¢izimlerinin kesinlikle baglantisiz oldugu
gosterilmisti. Ayrica Q(D) < —4 iken temel ¢izimlerin karma oldugunu, yani bir tane
ana bilesen ile yaninda belli sayida K,’den olusur. Bu K;’lerde herhangi bir dongii
olamayacagindan biitiin dongiiler ana devir {lizerindedir. Hatirlanacagi gibi ana bilesen,
uzunlugu a, + a; + -+ + a, olan bir devir ile bu devirin koselerine eklenen dongii ve
sallanan kenarlardan olusur. Derecesi ¢ift olan kdselerde dongii kullanilamayacagi icin
sallanan kenara ihtiya¢ olmayacaktir. Benzer sekilde derecesi tek olan kdselerde de

miimkiin olan en az say1 olan birer tane sallanan kenar: koymak yeterli olacaktir. O halde

ana bilesende ). 51er 1 tane 1 (sallanan kenar) kullanilir ve geriye kalan a; —

Ya;>1eek 1 tane Iiise ikiser ikiser kullanarak (a; — X.g,51ex 1)/2 tane K; olusturulur.

O halde AB ile gosterilecek olan ana  bilesenin  derece  dizisi

{1(Zdi>1'tek 1),2(“2), 3@s) . ,A@Y olur. a; > Ya;>1tek 1 oldugundan toplamsallik

ozelligi kullanilirsa
LF(D) = LF(AB) + YLF(K;)
= LF(AB)

_ Q(4B)
2

1
== E(a3 + 2a4 + -+ (A _Z)aA - Zdi>1,tek 1)

1
= QD) +a; = Xg>1ex 1)
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elde edilir.
6.5.1. Teorem. Eger Q(D) < —4 ise

LF(D) = %(Q(D) +a,— Z 1

d;>1,tek
dir.

6.5.2. Ornek. D = {143, 2( 3®) 5@ 9B 10M1 derece dizisi i¢in Q(D) = —8 olur.
O halde

LF(D) = 2((D) + a3 = Lgy1 e 1)
= (-8+45—7)

=15

elde edilir. Karsilik gelen temel ¢izim Sekil 6.11°deki gibidir.

19 tane K,

Sekil 6.11. D’ye karsilik gelen bir karma temel ¢izim

Ikinci olarak, Q(D) < —4 oldugunda LC(D)’yi ele almak istenirse hatirlanacag: gibi bu
durumda D’nin baglantili bir ¢izimi elde edilemez. Dolayisiyla LC (D) sayisi, bu durumda

taniml degildir.
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Sonuncu olarak, D derece dizisinin tiim ¢izimlerinin sahip olabilecegi maksimum dongii
sayist olan L(D) igin
1
L(D) =50 —5.52

=24

TQ%é

Sekil 6.12. {14%),2(1 3@ 52 9B 10M}’in maksimum déngiilii bir ¢izimi

bulunur, bkz. Sekil 6.12:
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7. SONUC

Graflar, son yillarda kimya, fizik, farmakoloji, elektronik miihendisligi, toplum bilim,
biyoloji gibi bircok alanda ortaya ¢ikan uygulamalart nedeniyle ciddi bir ¢alisma alani
haline gelmistir. Matematigin giiniimiizde diger disiplinlere en fazla uygulanabilen alt
dali graf teoridir. Bu nedenle bu alanda ¢ok fazla sayida arastirma mevcuttur ve sadece
matematikeiler i¢in degil, graflarin uygulanabildigi tiim bilim alanlarindaki arastirmacilar

icin 0onemli bir ¢aligma alani olmustur.

Bu tezde 250 yildir bilinen 6nemli bir graf invaryanti olan Euler karakteristigine benzer
sekilde yeni bir graf invaryanti tanimlanmistir. Adina omega denilen bu invaryant
yardimiyla verilen bir derece dizisine karsilik gelen tiim graf ¢izimlerinin ortak bir ¢ok
0zelligini elde etmek miimkiin olabilmektedir. Omega invaryantinin topolojik graf teori,
cebirsel graf teori, spektral graf teori ve topolojik graf indeksleri gibi alanlarda ve
bunlarin uygulamalarinda 6nemli uygulamalar1 ortaya c¢ikmaya basladigindan kisa

zamanda 6nemli bir kavram olarak literatiirdeki yerini alacagi dngoriilmektedir.
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