KI-KARE VE KOLMOGOROV-SMIRNOV UYGUNLUK TESTLERI
VE BUNLARIN KARSILA STIRILMASI

Mustafa AYTAC*

Yapilan aragtirmanin sonucunda uygulanan istatistik testin kuvvetli olabilme-
si i¢in, bu testin en gii¢lii ya da en kapsaml varsayimlan icermesi gerekir. Bu varsa-
yimlar gecerli oldugu zaman, istatistik testin giicii, alabildigi en yiiksek degere ¢ikar,
Diger bir deyimle aciklamak istersek, bu en gii¢lii ve en kapsamh varsayimlar gegerli
oldugu zaman, bu testlerin diger testlere nazaran, sifir hipotezi yanhs oldugunda
reddetme olasilif1, en yiiksek olamdir.

Parametrik istatistik testleri genellikle ortalamalarin ve varyanslarin testlerinde
kullanildig gibi bir, iki ve ikiden ¢ok yi1gina da aym gii¢ etkinliginde uygulanabilir.
Ciinkii parametrik testler, kullamglarim belirleyen ¢ok gii¢lii varsayimlara sahiptirler
Buna en giizel ornek t- testi veya F- testidir.

Parametrik istatistik testleri uygularken kabul edilen varsayimlar sunlardir:

a) Gozlemler birbirlerinden bagimsiz olmahdir. Bir diger ifade ile yigindan ah-
nip gozlenen birimin segilme sansi ve bu birimin aldig1 puan, yigindaki diger birim-
lerin se¢ilme sansim ve puanini etkilememelidir.

b) Parametrik istatistik testleri belli durumlarda — Normal dagilim gibi — sii-
rekli bir dagihimin varlifim kabul ederler.

¢) Yiginin gekli konusunda bir giiphe varsa, ornek sayisi merkezi limit teore-
minden yararlanabilmek amaciyla otuzdan fazla se¢ilmelidir.

d) Birimlerin aldif1 puanlar lizerinde aritmetik iglemlerin yapilabilmesi i¢in
incelenen degiskenler en azindan aralikli 6l¢ek diizeyinde dl¢iilmiis olmalidirlar.

e) Yignlar aym varyans veya o6zel durumlarda bilinen bir varyans oranina
sahip olmahdiriar.

Parametrik testleri, varyans analizinde kullanmak istiyorsak bu bes varsayi-
ma, agagidaki varsayim da eklememiz gerekmektedir.

f) Normal veya esit varyansa sahip yiginlarin ortalamalan, siitun veya siralar-
dan dogan etkilerin dogrusal bilegkeleri olmalidir. Yani etkiler toplanabilmelidir.

Son iki varsayimi bazi 6zel durumlarda one siirilebildiginden bir kenara bira-
kirsak, ilk dort varsayim énceden kabul edilen varsayimlardir. Bu varsayimlardan her-
hangi bir tanesi uygun degilse uygulanan parametrik testler yamltici sonuglar vere-
bilir. Bu nedenden dolay kiigiik hacimli orneklerle ¢aligirken her tiirlii boliiniim igin
gecerli olabilen test yontemlerine gerek vardir.

(*) Bursa Universitesi Iktisadi ve Sosyal Bilimler Fakiiltesi Yardime1 Dogenti.
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Parametrik olmayan istatistik testleri, klasik parametrik istatistik testlerinin
bir segenegi olarak ortaya ¢ikmistir *. Parametrik olmayan testler II. Diinya Sava-
sindan sonra ¢ok gelismis ve hemen hemen bir¢ok alanda uygulanma olanag bula-
bilmistir.

Bir gok istatistik¢i parametrik olmayan (Nonparametric) ve serbest dagihmh
(Distribution-Free) testleri ayni ad altinda kullanmaktadir. Fakat ashnda ikisinin
arasinda kiiciik bir fark vardir 2.

Parametrik olmayan testler, parametrelerin 6zel degerleri iizerine hi¢ bir var-
sayim yapamadifimiz durumlarda uygulanabilir. Biraz sonra inceleyecegimiz
KOLMOGOROV-SMIRNOV uygunluk testi buna bir ornektir. Serbest dagihmh
testler ise, yiginin hicimi ve sekli hakkinda bir varsayim olmadig1 durumlarda kul-
lanihir, Ki-Kare uygunluk testi de bunun i¢in bir érnektir.

Ayrica sunu da iizerinde énemle durarak belirtmemiz gerekir ki, parametrik
testlerin uygulanilacagi durumlarda parametrik olmayan test yontemlerine basvu-
rulmamahdir. Ciinkii parametrik test yontemleri, parametrik olmayan test yontem-
lerine gore daha kesin sonuclar verir. Bagka bir ifade ile herhangi bir a anlamhhk
seviyesinde bir testin sahip oldugu IL tip hata f; parametrik olmayan istatistik test-
lerde, parametrik istatistik testlerinden daha biiyiik ¢ikacaktur.

1- Tek Orneklemli Durumlarda Uygunluk Testleri:

Arastirmacilann, uygulamalarda sik sik karsilastiklann sorunlardan birisi; ele
alinan n birimlik bir 6rnegin hangi dagilima sahip bir yigindan geldiginin bulunma-
sidir. Bu tiirdeki sorunlann ¢oziimiinde yararlanilan testler, uygunluk testleridir.

Uygunluk testindeki sifir hipotezi, yifimin olasiik fonksiyonu iizerine kurul-
mus bulunan hipotezdir. Almasik hipotez ise sifir hipotezinin gegerli olmadig hi-
potezdir.

Calismamizda parametrik olmayan istatistik testlerden Ki-Kare ve Kolmogo-
rov-Smirnov uygunluk testlerini tek orneklemli durumlarda incelemeye ve bu iki
testin karsilagtirmasini yapmaya calisacagiz. Her iki test de hipotez edilen teorik
dagilim ve gozlenen birimlerin dagilimm arasindaki kargilagtirmaya dayandiriimistar.
Bununla beraber iki test de karsilastirmay1 yaparken birbirlerinden ayn olan yon-
temleri kullanirlar. Bu iki testi ele almamizin nedeni, bu iki testin daha onemli ve
diger uygunluk testlerine temel olmalarindan dolayidir.

Tek orneklemli durumlarda kullanilan bagka uygunluk testleri de vardir. Bun-
lar David Uygunluk Testi *, Lilliefors Uygunluk Testi ve Cramer von Mises Uygun-
luk Testleridir *.

David Uygunluk Testi, Kolmogorov-Smirnov Uygunluk Testinin bir secenegi
olarak diisiiniilebilir. Lilliefors ve Cramer von Mises Uygunluk Testleri ise Kolmogo-

1 Parametrik olmayan istatistik yontemi ilk olarak isaret (sign) testi ile uygula-
yan 1710 yihnda Arbuthnot olmustur. Lehmann, E.L.: Nonparametries, Hol-
den-Day, 1975, S. VIL

2 Freud, F.E. and Williams, F.J.: Elementary Business Statistics, Prentice-Hall,
1969, S: 352-354.

3 James V. Bradley, Distribution-Free Statistical Tests, Prentice-Hall Inc, New
Jersey 1968, s. 304-310.

4  William Jay Conover, Practical Nonparametric Statistics, John Wiley, New
York, 1959, s. 302-309.
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rov-Smirmov uygunluk testinin varsayimlanna dayanmakla birlikte bazi kiiciik fark-
hiliklar gosterirler. Bu farkhliklar ise kisaca sunlardir: Lilliefors Uygunluk Testinde,
test istatistigi gozlem degerlerinden dogrudan dogruya hesaplanmaz. Bunun yerine,

z=-——= s T S
doniigiimii yapilarak Z; degerlerinden bulunur. Cramer von Mises Uygunluk Testin-
de ise, gozlem degerleri siralayicl istatistikler olarak siralandiktan sonra ele alinirlar.

1.1. Ki-Kare Dagilin ve Ki-Kare Uygunluk Testi:

En eski ve en iyi uygunluk testi olarak bilinen Ki-Kare uygunluk testi, ilk
olarak 1900 yilinda Pearson tarafindan ele alinmigtir g

Ki-Kare Uygunluk Testinin nasil ve ne gekilde kullanildigina gecmeden once,
ispatlanni vermeden Kisaca nasil elde edildigine deginelim.

X'in Gamma fonksiyonu I' (x) olarak gosterilir ve soyle ifade edilir.

l"(xJ=f:°e'ttx_Idt x>0
Gamma I" (x)'in olasilik fonksiyonu ise soyledir:
o inel
flx;om)= {— = ;x>0
I'(n)
0 ;x<0

« ve n, gamma olasiik fonksiyonunun parametreleri olup, « >0ven>0
kosullan da saglanmahdir.
Acikhikla gosterilebilir ki ©,

f(x)=0 ve [© f(x;a n)dx=1 dir

Gamma olasihk fonksiyonunda iki pai'ametrenjn ozel degerler almas: Ki-Kare
olasihk fonksiyonunu ortaya ¢ikamnr. o = o ven= % (m > 0 ve tamsay1) oldugu
zaman [ (x; &, n) asagidaki gibidir.

—1/2_(m/2—1)
£y Fpm el
fe—, )= 2 r
2

0 . x<0

f (x;1/2, m/2) olasihk fonksiyonu, m serbestlik derecesi ve siirekli bir x degis-
kenine sahip Ki-Kare dagilimdir 7. x? 1) ile gosterilen Ki-Kare olasihik fonksiyo-
nunda (m) aym zamanda fonksiyonunun parametresidir.

Genel olarak Ki-Kare birikimli dagihm fonksiyonu olan

F(X;a n)=f': t(x;q n)dt

olasihig1 hesaplanmasindaki giicliikten dolay1 hazirlanmig Ki-Kare tablolan kullanila-
rak bulunabilir.

5 Conover, A.ge., s. 186.

6  Bernard Harris, Theory of Probability, Addison-Wesley, 1966, s. 65-69.

7  Robert V, Hoggy-Allen T. Craig: Introduction to Mathematical Statisties, Mac
Millan, Hong-Kong, Third Edition, 1972, s. 99-103.
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Ki-Kare testi,uygunluk testinden baska, bagimsizlik testi, tiirdeslik testi, belir-
li bir hipoteze uygunluk testi ile korelasyonun dogrusalhginin aragtirilmas testinde
de kullamlir &,

Ki-Kare uygunluk testi, ele aldigi 6rneklerin 6zelliklerine gore siniflandirma
yoluna gidilerek yapilir. Bu siniflandirma yapilirken, siiphesiz ki bir 6zelligin diger-
lerine oranla daha sik ortaya ¢ikacagi onceden diisiiniilebilir. Ayrica siniflama sayisi
ikiye esit veya daha fazla olabilir. Bu test her sinifa diisen nesne veya cevaplarin
gozlenen sayisi ile, sifir hipotezine bagh olarak beklenen say1 arasinda "'anlaml’’ bir
farkin olup olmadigim test etmek icin kullanihr.

Cramer ve Birnbaum, ''Gelistirilmis Minimum Ki-Kare yontemiyle (Modified
minimum Chi-Square Method)", Ki-Kare uygunluk testinin kullanilmasinda akilci
¢Oziimler getirmiglerdir. Bu yontemde her simiflama birbirine egit uzunlukta ele al-
nip, bu siniflamalardaki veriler ile parametrelerin tahminleri hesaplanarak bir olasi-
hik dagihim tablosu elde edilmektedir. Elde edilen bu olasiliklara gore hipotez edilen
gozlem degerleri bir simiflamaya konulmaktadir. Sonucta yine gozlem degerlerinin
dagilimi ile hipotez edilen dagilim arasinda bir karsilastirma yapilmaktadir °

1.1.1. Ki-Kare Uygunluk Testinin Varsayimlari:

Ki-Kare uygunluk testini kullanmadan 6nce asagidaki varsayimlan kabul ede-
riz.

a) Gozlem degerleri bagimsiz olup, herhangi bir yifindan n sayida tesadiifi
olarak ele alinmiglardir.

b) Verilerin dl¢gme diizeyi simiflandric olabilir.

Simiflandiner 6lgek de, gozlenen nesneler belirli Ozelliklere gore simflanir.
Her sinif bir say1 veya baska bir isaretle gosterilir. Bir sinifin numarasinin digerin-
den biiyiik veya kiiciik olmasi bir anlam tasimaz, yalmzca iki sinifin birbirinden ayn
oldugunu belirtir. Bu nedenden dolay1 bir simiftaki nesneler elden geldigince aym
yapilmaya ¢aligihr. Tasitlara, illere gore numara verilmesi gibi.

¢) Gozlem degerleri biitiin simflandirma olanaklarim iceren ve birbiri ile cakis-
mayan k tane simfta simiflandirlabilir.

1.1.2. Ki-Kare Uygunluk Testinin Hipotezleri ve Test statistigi:

F (x), X tesadiifi degigkeninin gercek fakat bilinmeyen dagihm fonksiyonu
olsun. F* (x)'de X'in tam olarak belirlenmis hipotez edilen dagihm fonksiyonu
olsun. O zaman hipotezlerimiz,

Hy =F(x) = F*(x) H, =F (x) # F*(x)
veya kelimelerle ifade etmek istersek,
H,: Gozlenen tesadiifi degiskenlerin dagihm fonkslyonu F* (x)'dir.
H,: Gozlenen tesadiifi degiskenlerin dagiim fonkisyonu F*(x)'den farkhdur.
Hemen goriilecegi gibi Ki-Kare uygunluk testindeki hipotezimiz yalnizea ¢ift
taraflidir. Tek tarafl testler bizi ilgilendirmez. Bagka bir ifade ile almasik hipotezi-

miz, hipotez edilen dagihimin gercek dagilimdan hangi yonde farkhiik gosterdigi
problemi ile ilgilenmez ve boyle bir soruya acikhik getirmez.

8 M. Kemal _Yoéurtcugil: Ki-Kare iizerine bir deneme-Ist. Universitesi iktisat Fak.
Yayinlari, Istanbul, 1978, s. 11-14.
9 Conover, A.g.e. s. 191-194,
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X'in dagihm fonksiyonu F* (x) dir. Varsayim altinda i'inci siniftaki X tesadii-
fi gozleminin olasihgini P; olarak gosterelim. O zaman B;'yi su sekilde tarif edebili-
B;j=P;.n; Al LSRN
Diger bir anlatimla B;, H, hipotezine gore i'inci sinifta beklenen birim sayisidir. O
zaman Ornekten alinan birimlerin Ki-Kare hesabindaki test istatistigimiz:

2 & (Gi—B)’
=g Bt
veya
X2 =§ Gi® = dir.
=, B
Formiilde:

G: i'inci ssmiftaki gozlenen birim saysi,

B: Hy hipotezine gore, i'inci sinifta beklenen birim sayisidir.

k: Gozlemlerin toplandigi siniflama sayisidar.

Daha dncede acikladigimz gibi X? tablosu, siirekli teorik dagihimindan hesap-
landig1 halde, formiilde kesikli durumlar i¢in hesaplama yapilmaktadir. Bu sorunu
siireklilik icin Yates Diizeltmesi (Yates' Correction) ile ¢ozmekteyiz * °.

Yates'in

xi—y (Gi—Bil -5
il Bi
formiilii kullamldig1 zaman, X* yaklasimi diizeltilebiliniyor. Bu diizeltme yalmzca
Ki-Kare dagihm bir serbestlik derecesine sahip oldugu zaman kullanlabilir. Eger
serbestlik derecesi birden fazla olursa kullanilmaz. Ayni zamanda degisik Ki-Kare
degerleri birlestirildigi zaman da dikkate alinmayabilir.

Formiilden de goniildiigii gibi B; degerleri biiyiik oldugu zaman 1/2 diizeltme-
si az etki eder. Fakat B; kiigiikse o zaman 6nemli bir diizeltmedir. Yates diizeltmesi
(Gi — Bj) < 1/2 oldugu zamanlarda dikkate ahinmayabilir. Ki-Kare degeri biiyiik
olursa gozlenen sikhklanin H hipotezinin dayandig1 yigindan gelmis olmasi daha az
olasidir ve Ki-Kare degerini etkileyen temel faktor (G; — B;) farkidir.

Ki-Kare uygunluk testi degisik seceneklerde daha iyi yararlamlabilmesi i¢in,
belirli bir olasihfa uygunluk testlerine de doniistiiriilebilir ** .

1.1.3. Ki-Kare Uygunluk Testinde Karar Alma:

Test istatistigimizdeki k& harfi, smiflandirmada ki simf sayisim ve Ki-Kare or-
nek dagiiminin serbestlik derecesini (s.d) belirler.

Ki-Kare tablo kritik degerinin bulunmasinda 6nemli rol oynadig i¢in s.d. iize-
rinde biraz duralim.

Ki-Kare dagiliminin s.d'si (¢ — 1) dir. Bunun nedeni k simfdan, (k — 1) simifin
birim sayisin1 bildigimiz zaman k'inci simiftaki birim sayisim kolayhkla belirleyebile-

10 Taro, Yamane, Statistics and Introductory Analysis, Harper International Edi-
tion, Singapore, Third Edition, 1973, s. 766-777.
11 Bakimz: Yogurtcugil, A.g.e., s. 27-61.
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cegimiz icindir. Ornegin 10 Ggrenciyi iktisat, isletme, sosyal siyaset ve Koop. ile
siyasal bilim béliimlerini segenler diye k= 4 simfa aywsak; ve Iktisadi 3 kisi (4 ,), Is-
letmeyi 2 kisi (A,) ve sosyal siyaset ve Koop. 3 kisi (43) secmigse, siyasal bilimleri
secen Ofrenci sayis1 Ay = [n — (4; + A, + A3)]'diir. Bundan dolay1 bu 6rnek i¢in
s.d'si tigtiir. Diger bir ifade ile, s.d. 8 — 1 esitlifinden hareket edersek;s.d =4-1=3
diir.

Ki-Kare uygunluk testini uygulayacagimiz zaman, P; olasiiklarini hesaplama-
dan Once gogunlukla hipotez edilen yifinin belirli parametrik tahminlerini drnek-
ten hesaplamamiz gerekebilir. Bu durumlarda test istatistigimizi daha onceki yon-
temle buluruz. Fakat s.d'si farkh olacag i¢in su gekilde hesaplanz: Tahmin edece-
gimiz her parametre i¢in onceki s.d.'den bir ¢ikaranz. L harfi 6rnekten tahmin ede-
cefiimiz parametre sayilarini gosteriyorsa bu durumda s.d. miz (k — 1 — L) dir.

Bu testde karara varmak icin, test istatigimizde bulunan deger ile k — 1 (veya
k —1 — L) s.d'si ve a 6nem seviyesinde Ki-Kare tablolarindan bulunan deger karsi-
lagtmhir. Hesaplanan X? degeri, tablodan bulunan Ki-Kare degerine egit veya ondan
biiyiikse, H hipotezinin a onem seviyesinde reddederiz.

1.1.4. Ki-Kare Uygunluk Testinde Beklenen Frekanslann (B;) Kiigiik

veya Serbestlik Derecesi Biiyiik Oldugu Zaman:

Ki-Kare uygunluk testinin uygulandigi alanlarda ¢ok sik rastlanilan yanhs
kullanma hatalanndan birisi de, beklenen frekanslarin kiiciik olmasidir. Siireksiz
boliinme olan binomun, normal bdlinmeye yaklasimi ile saglanan yararlar, aym
neden ile Ki-Kare boliinmesinin kullanilmas ile de saglanmaktadir. Ancak kullanim
beklenen birimlerin 10'dan biiyiik olmasi ile ssmirlanmigtar ' 2.

S.d'sinin bire yakin oldugu durumlarda, beklenen birimler 5'den kiigiik olursa
o sinifi bir 6nceki veya sonraki sinifla birlestirerek siniflama sayisini bir eksiltme yo-
luna gidilmelidir.

Beklenen birimlerin 5'den kiigiik olmas1 kosulu cesitli yazarlarca 10'dan ve
hatta Kendall'a gore 20'den az olmama seklinde daha kati olarak uygulamaya alin-
digim gormekteyiz ' 3.

Beklenen birimlerin — 6zellikle s.d'si 5'den kiigiikse — 5'den biiyiik olabilmesi
icin gruplama olanaklan aranarak biiyiik yapilmaya ¢alisiimalidir. Gruplama yapila-
miyorsa bu durumda hipergeometrik dagihma dayanan ve Fisher Kesinki — Kare
Analizi ad1 verilen bir test uygulanir. Bu analiz, hesaplanan faktoriyeller veya biiyiik
sayilarda, bunlarn logaritmalan iizerinden yapilmakta, en kiiciik birim sifira inince-
ye kadar marjinal toplamlar degismemek kogulu ile yeni tablolar hazirlanmakia-
dir 14,

Ki-Kare dagihiminin s.d.'si 30'dan biiyiik oldugu durumlarda, normal yaklasim
kullamhir. Ciinkii tablolagtinlmis Ki-Kare degerleri en fazla s.d.'si 30 olmak iizere
yapilmistir. Bu durumda agaZidaki normal yaklasimlardan birisini ve normal tablo-
lan kullanarak karara vanhr ' 5.

12 Yogurtcugil, A.g.e., s. 23.
13 Ayn eser,s. 42.

14 Aymn eser,s. 23.

15 Harris, a.g.e., s. 22,
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Fisher yaklasimi: X, n s.d.'inde bir Ki-Kare dagilimina sahipse, o zaman

Z=+/2x — v/2n—1
degiskeni 1 = 0 ve 02 = 1 olmak iizere yaklasik normal dagihr.

Wilson-Hilferty yaklasimi: X, n s.d'nde bir Ki-Kare dagihmina sahipse, o za-
man

g oo o 1r=(20m)
f ( n ) V(2/9n)
degiskeni u = 0 ve 0> = 1 olmak iizere yaklagik normal dagilir.

Yukarda verilen iki yaklagimdan en iyisini Wilson-Hilferty yaklagimi vermesi-
ne ragmen, hesaplanmasindaki zorluktan ve biktinel olmasindan dolayi, uygulama-
da ¢ogunlukla Fisher yaklagim kullanilir,

S.d.'si 30'dan biiyiik oldugu durumlarda Fisher yaklagimindaki Z degeri hesap-
lanarak, standart normal tablodan bulunan deger ile karsilastinlip bir karara vanhr.

1.1.5. Ki-Kare Uygunluk Testinin Etkinligi:

Siniflayic1 6lgme kullanildiginda veya verilen aym simiflardaki birimlerden
olustugunda, Ki-Kare testinin gii¢ etkinligi kavram anlamsizdir. Ciinkii boyle du-
rumlarda uygulanabilecek herhangi bir test yoktur. Eger veriler parametrik bir tes-
tin uygun diigecegi sekilde ise, o zaman Ki-Kare testinin kullanilmasi bilgilerin har-
canmasi demektir.

S.d.'si birden biiyiikse Ki-Kare testi siralanma etkilerine duyarh degildir ve
bundan dolay: da, eger hipotez siralanmay1 gozoniine aliyorsa, Ki-Kare testinin en
iyi test olmadigina dikkat etmek gereklidir.

1.2. Kolmogorov-Smimov Tek Omeklem Uygunluk Testi:

K-S uygunluk testi ilk olarak 1933 yihnda bir Rus matematikgisi olan Kol-
mogorov tarafindan ortaya atilmistir '®. Kolmogorov X, X,,...X, tesadiifi degis-
kenlerinin bilinen siirekli bir dagihm fonksiyonu F (X)'in, uygunluk problemleri
icin uygun test olan

Dp=n''2 sup  |Fp(x)—F (x)I
—oox < 00
istatistiginin limit dagihimini bulmustur.

1939 yilinda bagka bir Rus matematikcisi Smirnov iki 6rneklemli durumlar

icin bunu geligtirmistir. 1945 yilinda da Massey

n
TR _)1/2 max  |Fy, p(x) —F1,m ()|

+
KE=(
LR e s

K-S test istatistigini m < 40, n < 40 ve yine m ¥ n (m < 10, n < 10) drnek biiyiik-
liikleri icin gelistirmistir. Secilen biiyilk Ornekler i¢in bunun asimtotik dagihm
Smirnov tarafindan 1939 ve 1948'de aynca Kolmogorov tarafindan da 1954 yilinda
gelistirilmistir. Bu test istatistiginin tablolan ise 1960 yihnda Birnbaum-Hall tarafin-
dan m < 40, n < 40 i¢in bir araya getirilmistir.

16 Bundan sonra Kolmogorov-Smirnov'un bas harflerini (K-S) kullanacagiz.
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K-S tek orneklem uygunluk testini uygulayacagimiz zaman iki birikimli dagi-
him fonksiyonu iizerine dikkatlerimizi toplanz: bunlar hipotez edilen teorik birikim-
li dagihim ile gozlenen birikimli dagilimdir. Birikimli dagihm fonksiyonu F(X), veri-
len belli bir X degeri i¢in rastgele degisken X degerinin X'e esit veya kii¢iik olmas
olasihgidir, Yani F(X) =P (X <x). ;

Dagiim fonksiyonu bilinmeyen F(X)'den rastgele bir 6rnek ¢cekelim. X'in her
degeri icin F(X) ile hipotez edilen teorik birikimli dagihm fonksiyonu Fy(x) arasin-
da bir fark olup olmadigini arastinnz. Eger F(x) = Fy(x) ise, Fo(x) ile gbzlenen da-
gihm  fonksiyonu (empirical distribution function) olan S,(x) arasinda yakin bir
iligki olmasim bekleriz. K-S tek orneklem uygunluk testinin temeli Fy(x) ile Sp(x)
arasindaki iligkinin olup olmadigim belirleyebilmek icin F(x) = Fy(x) sifir hipote-
zinin "anlamh'’ olup olmadigina bakar.

Gozlenen dagiim fonksiyonu Sp(x)'i asagidaki gibi tammlanz '7. Gozlenen
dagilim fonksiyonu, x'in biitiin degerleri icin belirlenmis n hacimli bir rastgele or-
negin dagihm fonksiyonudur.

Boylece Sp(x) Ornegin siralayicl istatistikleri olan (order statistics) atlama
noktalarinda (Jump points), 1/n carpam ile gittikce ¢cogalan bir basamak fonksiyo-
nudur. Tesadiifi bir 6rnegin siralayici istatistiklerini X, X _ ... X % olarak gos-
terirsek, gozlenen dagiim fonksiyonunu sembolik olarak asagidaki sekilde gostere-
biliriz.

0 efer =x <X_ (1)

g 1 s
Sp (x) = . eger X(k)éxiX(k+1) sk=1,2,..n1

1 efer x=2X

1.2.1. K-S Uygunluk Testinin Varsayimlar:

Varsayimlanmizi agagidaki gibi siralayabiliriz:

a) Alinan ornek rastgele secilen bir 6rnektir.

b) Gozlenen oOrneklerin tam olarak belirlenmis bazi siirekli dagihmlarindan
[Fo(x)], gelip gelmedigini bu test ile anlamaya ¢ahsiriz. Bundan dolay: 6rnek dagi-
liminmn siirekli olduunu varsayanz. Boyle durumlarda test tamdir. Fakat dagihmin
belli parametreleri 6rnekten tahmin edildigi zaman, K-S uygunluk testi tam olarak
uygulanamaz. En azindan yaygim olarak tablolastinlmis K-S test istatistik degerleri
kullamlamaz. Eger test bu durumlarda kullamhrsa tutucu bir teste doniigecektir.
Yani birinei tip hata isleme olasihg (a), K-S test istatistiginin tablosu tarafindan ve-
rilen degerden daha kiiciik ¢ikacaktir. Bagka bir deyimle H, hipotezini reddetme
olasihg1 azalacaktir, Fakat F(x)'in dagihimu siireksiz ve Hy hipotezi bu testle redde-
dilirse elde edilen sonuc cok giivenilirdir * 8.

- ¢) Hipotez edilen teorik dagihmin tam olarak Srnekten bagimsiz olarak belir-
lendigi varsayihr.

17 d Dickinson Gibb N i Tofs
1?337“1, s.c7:lal-]74fl 1obons, Nonparametric Statistical Inference, Mc Graw Hill,

18 Malcolm, J. Slakter, "A Comparasion of the Pe 2

0 Ht arson X
: Goodness.—oi_'-flt Test with Respect to Validity"', Journal of ;;irilcf:r]xmsig??
cal Association, Vol. 60 (1965), s. 854-858, A
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d) Olgme diizeyinin dogrulugunu saglayabilmek icin birbirine ' esit olan
gozlem degerlerinin alinmamasina dikkat edilmelidir.

1.2.2. K-S Uygunluk Testinin Hipotezleri ve Test istatistigi:

Tek ve cift tarafh hipotez testlerimizi agsagidaki gibi belirtebiliriz:

Tek tarafl: test:

A Ho=F(x) 2 Fo(x) ; x€(— % 9
H; =F(x) <Fo(x) ; enazx'inbir degeri igin
veya :
A Ho=F(x) SFo(x) ; x€(—o°, o
H; =F(x) > Fo(x) ; en az x'in bir degeri i¢in
Cift tarafl test )
Hy :F(x) =Fo(x) ; x€(—o°, 00
H, :F(x) #Fo(x) ; en az x'in bir degeri icin

Test istatistiklerimiz, Fo(x) siirekli ve supremum Sp(x) iizerinde bir atlama
noktasina sahip degilse iki tarafli test igin
Dp= Sup |[Sp(x) —Fo(x)|
—oo{x oo

tek tarafli ise, A, 'deki tek tarafli hipotezimiz igin

Dp= Sup [Fo(x) —Sp(x)]
—oo L x oo
A, 'deki tek tarafli hipotezimiz icin
Dp= Sup [Sp(x) — Fo(x)]' dir 2°.
—oo x < o0
Dy, Dy ve Dy ”'in olasiik dagilimi, Fy(x) siirekli oldupu siirece Fy(x)'e bagh
degildir. Bundan dolay1 da D,,, Dy, ve D), test istatistikleri, bir serbest dagilim ista-
tistikleri olarak bilinir 2*.
Ayrica Vy, = D7 + Dy, doniisiimii ile yeni bir test gelistirilmis olup, bu test
yardimi ile yayilmalarda ki noktalarn yiizdesini test edebiliriz 22,
Sp(x) daha 6nce de belirttigimiz gibi goyledir. Gegerli olan X'in herhangi bir
degeri igin

k
Sn(x) = e

19 Bradley, A.g.e.,s. 300.

20 Fy(x) sireksiz ve supremum Sp(x) iizerinde bir atlama noktasina sahipse test
istatistiklerimiz asagidaki gibidir:
Dp = max [Sp(x) — Fo(x)|
Dy = max [Fy(x) —Sp (x)]
Dp ™= max [Sp(x) — Fo(x)] = — max [Fo(x) — Sp(x)]
Bradley, A.g.e. s. 296-298.

21 Gibbons, A.g.e., S. 76.

22 Urs V, Maag and Ghislaine Dicaire, '""'On Kolmogorov-Smirnov Type one Samp-
le Statistics,"" Biometrica, Vol. 58 (1971), S. 653-656.
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k: x'e esit veya ondan daha kiiciik olan gozlemlerin sayisidir. x'in her degerine
gore H, hipotezi altinda Sj(x)'in Fo(x)'e yakin olmasi beklenir. Eger H, hipotezi
dogru ise Fy(x) ile Sp(x) arasinda hemen hemen hi¢bir fark yoktur. Tersine bir du-
rumda ise aralarinda farklilik vardir.

1.2.3. K-S Uygunluk Testinde Karar Alma: |

Hesapladigimiz test istatistikleri Dy, D" ve D;,”, 1 — o giiven katsayisinda K-S
tablosundan bulunan degerlerden (D, o, D', o ve D7y, o) biiyiik ¢ikarsa, Hy hipo-
tezimizi a-anlamlilik seviyesinden reddederiz.

Cift tarafl test hipotezimiz igin Ornek sayis1 yirmiye esit veya daha kiigiik
olursa tamdir.

Tablo degerleri ¢cok iyi bir formiile dayandinldig i¢in 6rnek sayisinin 20 den
biiyiik oldugu durumlarin bazilarinda da tamdar.

K-S uygunluk testinin tablo degerleri, 1 < n < 40 igin verilmigtir. Eger
n > 40 ise bunun igin Dy, o/\/ 1 yaklagim kullamlabilir 3.

1.2.4. K-S Uygunluk Testinin Etkinligi:

Hergeyden once aklimiza goyle bir soru gelebilir, K-S tek 6rneklem uygunluk
testi siireksiz verilere de ayni etkinlikte uygulanabilir mi? Yukarida da degindigimiz
gibi K-S uygunluk testi siirekli dagihm fonksiyonlarimi varsayarak yola ¢ikar. Eger
test siireksiz dagihm fonksiyonlarini kullanirsa tutucu bir teste doniisiir.

Ramachandramurty, tek ve iki orneklemli durumlarda K-S testinin etkinligi-
nin alt limit degerini hesaplamstir. Bu hesaplamalara dayanarak K-S testinin t-tes-
tine gore A R E'si icin bir alt limit tarifi vermigtir 4.

Conover de, hipotez edilen dagilim fonksiyonu siireksiz oldugu zaman, K-S
tek orneklem uygunluk test istatistifinin tam olarak kritik diizeyinin bulunmasi
igin bir yontem geligtirmigtir. Ornek sayis1 30'a esit veya daha kiiciik olursa, bu
yontem tam olarak aymi dogruluk oraninda arastirmaya uygulanabilmektedir 2°.

‘Massey ise Ornek sayilarimizin ¢ok biiylik oldufu durumlarda K-S testinin
giiciiniin,

2[Vn'+ Dy, afn)]
1=H2mhe 9—22{2 dz
2[vn—Dp, a(n)]

integrali ile bulunan degerden daha kiiciik olmayacagim gostermigtir. Fakat buna
ragmen yukardaki formiil yardimi ile bulunan degerin, gercek K-S testinden daha
kiigiik olacagi da belirtilmistir 26,

Lee, S.W, normal dagihm testi ile K-S testinin giiciinii karsilastirmis ve bazi
durumlarda bu uygunluk testinin daha gii¢lii oldugunu belirtmigtir. Uygun olma-

23 Wayne W. Daniel: Applied Nonparametric Statistics, Haughton Mifflin Co.,
1978, S. 462. )

24 Ramachandramurty, P.V.: "On the Pitman Efficiency of onesided Kolmogorov-
Smirnov Test for Normal Alternatives', Annals of Mathematical Statistics, Vol.
37 (1966), S. 940-944, ‘

25 William Jay Conover: '"A Kolmogorov Goodness-of-fit Test for Distributions'
Journal of American Statistical Association, Vol 67 (1972), s. 591-5986.

26 Frank J. Massey: "The Kolmogorov-Smirnov Test for Goodness-of-fit'' Journal
of American Statistical Association, Vol 46 (1951), s. 68-78.
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yan durumlarda bile K-S uygunluk testi normal testden cok daha kotii ¢tkmamigtir 7,

K-S testinin parametrik testlerle kargilagtwrmasmi-degisik a ve 6rnek sayila-
rinda yapmak icin oldukca yogun ¢alhigmalar giiniimiizde de iizerinde durulan bir
konudur.

2- iki Uygunluk Testinin Kargilagtiriimas:

K-S ve Ki-Kare uygunluk tek orneklem testleri birbirlerinin se¢enegidirler.
Bunlarin uygulanabildigi veri ve tiirlerine bagka bir testle yaklasma olanag: yoktur.

Iki uygunluk testinin kargilastrlmasina ve degisik durumlarda hangisinin se-
cilebilecegine gegcmeden once, bu testlerin birinden digerine nasil ve hangi durum-
larda gecildigine kisaca deginelim.

Eger Fy(x) herhangi bir siirekli dagihm fonksiyonu ise, sifira egit veya biiyiik
biitiin Z degerleri (Z = 0) i¢in, agagidaki limit hali gergektir.

Limit' | P (Dt <=2 j=1—¢2e’
n e \/'_1‘
Bu limitin sonucu olarak, eger Fo(x) herhangi bir siirekli dagihm fonksiyonu ise
sifira esit veya biiyiik biitiin Z degerleri (Z > 0) icin, n sonsuza giderken 4n (D,,')? -
nin limit dagilim iki serbestlik derecesine sahip bir Ki-Kare dagilimidir 8. Bagka
bir ifade ile
Limit P [4n(Dy) <k]= X(?.’l ; Biitiin k'lar = 0
n—>ce

K-S uygunluk testi, ornegin rastgele ve birbiri icinde yakin iligkiler oldugunu
kabul edip, 6rnek yiginin siirekli oldugunu varsaymasina ragmen Ki-Kare Uygunluk
testi icin bunlar 6nemli degildir. Ayrica Ki-Kare uygunluk testi 6rnek yiinim siirek-
siz ve simiflayier verilerle kullanildigi zaman uygundur ve boyle verilere uygulamada
sik sik rastlanir.

Kuramsal olarak K-S uygunluk testi sonsuz gozlem sayis: ihtiva ettigi halde,
Ki-Kare sinirsiz sinif sayisi icerir. Fakat uygulamada her iki durum da séz konusu
degildir. Genelde Ki-Kare uygunluk testi yalmzea ¢ok biiyiik ve her simftaki sikhik-
larin beklenen degerlerinin ¢ok kiiciik olmadigi durumlarda, K-S uygunluk testi ise
her tiirlii Grnek biiyiikliigii (6zellikle kiiciik olanlar tercih edilir) i¢in uygulanabilir *°

K-S uygunluk testi incelenen degigkenin siirekli bir dagilim oldugunu varsayar.
Hipotez edilen birikimli dagilim Fy(x) siireksiz oldugunda, tahmin ettigimiz 6rnek
dagilimi (f)n), K-S test istatistifimiz D, den farkh olacaktir, Ciinkii Dy, kritik deger-
leri siirekli durumlar igin tablola.shrﬁmxstnr. Bu durumda test kullanilirsa sonu¢ ola-
rak cikan olasiik ifadesindeki hata hemen hemen kesindir (Test tutucudur). Lillie-
fors, hipotez edilen dagilim normal veya exponensiyal oldugu zaman, D,'in kritik
degerleri igin tam olarak tablolar olusturmugtur. Bu durumlarda K-S uygunluk tes-
tinin, Ki-Kare testinden daha giiclii ¢ciktigim orneklerle gostermis ve K-S uygunluk

27 Conover, A.g.e., S. 300-301,
28 Gibbons, A.g.e. S. 83.
29 Aym eser, S, 75.
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testinin secilmesini belirtmistir *°.

K-S uygunluk testi iki tarafh testler i¢in kullanildigi gibi bu testle, sapmalarin
yoniide D,," ve D, test istatistiklerinden kolaylikla bulunabilir. Ki-Kare uygunluk
testi gozlenen ile beklenen degerler arasindaki uyusmanin yoniinii gosteremez. Ciin-
kii Ki-Kare testindeki sapmalar kareli bir yapiya sahiptir. K-S test istatistigi aym za-
manda gercek yiZim dagihminin giiven sinirlari tahmininde ve belirlenmis bir varsa-
yim icin istenen minimum ornek biiyiikliigiiniin tahmin edilmesinde de kullanlabilir.
Ki-Kare test istatistifinin bu amaclar icin kullanilabilecek benzer ozellikleri yok-
tur 31, : '

Ki-Kare test istatistigi faydali gelebilen bir ozelllik i¢in anlamlica toplanabilir,
halbuki K-S uygunluk testi her gézlemi ayr ayn ele alip inceler. Boylece K-S uygun-
luk testinin, Ki-Kare testinde uygulanan, siniflamalarin birlestirilmesinden dogan
bilgi kayb1 yoktur ve bu durumlarda daha giicliidiir.

Ki-Kare uygunluk testi daha once degindigimiz gibi siniflamalarin sayisi azal-
tilarak serbestlik derecesi kiiciiltiiliir ve parametrelerin 6rnekten tahmin edilmesini
gerektiren durumlarda kolaylikla kullanabilecek bir test durumuna sokulur. K-S tes-
tinin bu tiirden bilinen kolayliklar1 yektur. Siiphesiz Ki-Kare uygunluk testinin
simiflamalarin birlestirilmesinden dogan bir sakincasi da vardir. Ki-Kare uygunluk
testinde siniflamalar birlestirildigi zaman, Ki-Kare test istatistiginin hesaplanmig
degeri — biitiin 6rnek biiyiikliikleri icin — tek degildir. Bundan dolayida bu test
siniflamalarin etkisi altinda kalir ve tahmini bir testtir. Buna karsilik K-S uygunluk
testi kiiciik ornek biiyiikliikleri icin bile tam olup, biiyiik 6rnek durumlarinda da
tahmin derecesi ¢ok kolaydir.

K-S uygunluk testinde elde edilen verilerin degerlendirilmesini yapmak Ki-Ka-
re uygunluk testinden daha kolaydir. Ama bu istiinliigii giiniimiizdeki teknolojik ge-
lismenin ¢ok hizhi olmasindan dolay: kaybolmusgtur.

Bu iki testin giic etkinliginin karsilagtirilmasi ve hangisinin secilecegi konusun-
da bugiine kadar belli bir temel olusturulamamigtir. Boyle bir temel olmamasinin
zorlugu bu iki uygunluk testinin glic fonksiyonlarinin degisik niceliklere bagh ol-
masmdan dolayidir 32,

30 Hubert W. Lilliefors: ""On the Kolmogorov-Smirnov Test Normality Distribu-
tion With Mean and Variance Unknown'' Journal of American Statistical Asso-
ciation, Vol. 64 (1969), S. 399-402. i
rerrersnenaneeeeny | ON the Kolmogorov-Smirnov Test for the Exponential Distribu-
tion with Mean Unknown,' Journal of American Statistical Association, Vol.
64 (1969), S. 387-389. :

31 K-S testinin giiven aralifinin olusturulmasi i¢in bakimz: Bradley, A.g.e., S. 301-
302. .

32 Gibbons, Ag.e., S. 87.

K-S uygunluk testinin giicii,

Sup |Fy(x) — F(x)|'e bagh oldugu halde
—o L x <o

Ki-Kare uygunluk testinin giicii

’;: [Fo(ai + 1) — Fo(ai)] — [F (aj + 1) — F (aj)]
i=1 F (aj +1) —F (qj)

kavramina baglidir, Formiilde
k: siniflama sayisi
aj: siiflarin sahip oldugu limit degerlerdir,

= U



Bu iki uygunluk testinden hangisinin secilebilecegi testin tam olup olmadigi-
na, kullanilabilir olup olmadigina ve biiyiik dlciide testi uygulayacak olan aragtirma-
ciya kalmistir. K-S uygunluk testi gerekli olan biitiin parametreleriyle siirekli bir y1-
gin1 iceriyorsa tamdir. Buna karsihk Ki-Kare uygunluk testinin her zaman yaklasik
bir deger oldugu hatirlanmahdir. K-S uygunluk testi 6rnek biiyiikliigiine bagh kal-
maksizin (kiiciik ornek biiyiikliikleri 6zellikle tercih nedenidir) ve varsayimlari sag-
landig1 durumlarda giivenle kullanilabilir.
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