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EKONOMIDE MATEMATİK ENIYILEME 

ÖZET 

İsmail ILHAN* 

Matematik anlamda eniyilerne probleminin önemi çok eski zamanlardan beri 
bilinmektedir. Buna karşın ekonomiye uygulanması ue bu alanda kazandığı önem 
yenidir. Bu önem ekonominin temel prensibi o ian sınırlı haynakların en iy i biçimde, 
en iyi yerde ve zamanda kullanılmasının sağlanmasındaki rolünden haynaklanmak ta· 
dır. Bu Çalışmada ekonominin verileri arasındaki ilişkiler matematiksel o larak ele 
alınmış, 'bir matematik eniyilemenin koşulları incelenmiş ue ekonomik yorumları 
ueril~eye çalışılmıştır. 

RESUME 

On sait depuis longtempıs que l'opptimisation d 'une foneti'a n en math~mati
que a une grande importance. Pourtant, les appllcçıtions de l'opptimisation dans la 
vi e economique so nt assez recentes. L 'impor(ance de ce s opplications augmentent 
de jour en jour. L .'existence de eelle-ci est dile au r6le de l 'utilisation des resources 
limitees d 'une meilleur (aç on, m eilleur /ieu et m eilleur te mps qui est le p rincipe 

·essentiel de l'economie. Dans cette ouurage no us essaions d'etudier les bases des 
relations qui existent au tre le s donnfıes de l'economie et d 'examiner /es conditions 
d 'opptimisation ·mathematiq ue: Enfin no us visons a les in teerpreter. 

'' 

ÇeŞitli etkeniere bağlı olarak gerçekleşeri bir olayı tanımlayan bir fonksiyo
nun eniyilenmesi (optimizasyonu) konusundaki çalışmalar oldukça eskidir. Matema
tiğin önemli bir dalını oluşturan ·"Matematik eniyileme" "Matematik pı:ogramlarna'' 
olarak da isimlendirilmektedir. Genelde, çok değişkenli bir fonksiyonun herhangi 
bir kısıtlamaya bağlı olmaksızın ya da, bir veya birden çok sayıda kısıtlamalara bağ. 

h olarak eniyilenmesini sağlayacak çözüm vektörünün (kümesinin) belirlenmesi soru
nudur. Bu sorunun araştıniması J. BernouUi (1658-1 701) ile başlamış , Euleur 
(1752-1833) ve Lagrange (1 763-1813) tarafından geliştirilmi ştir. Daha sonra Jakobi 
(1804-1851), Harnilton (1805-1 865) ve Weierstrass (1'815-1~97) gibi ünlü matema- . 
'tikçiler· konuya önem ve ün kazandırmışlardır. Günümüzde, bilgisayariann sağladığı 

olanaklann yardımı ile de pek çok alanda olduğu gibi ekonomi ·alanında 'da çok 
olumlu sonuçlar sa~layan bir açıklayıcı eleman olmuştur. Burada bu elemanın du-. 

* Doç. Dr. ; U. O. Iktisadi Idari Bilimler Fakültesi lJğretim Uyesi. 
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ra~an (statik) bir durumun açıklanmasındaki rolü ele alınacaktır. Dinamik bir yapı
nın incelenmesindeki açıklayıcı rolü ayrı bir incelemenin konusudur. 

1. MA TEMA TİK ENIYiLEME 

Matematik eniyileme, yapılması istenen tüm işlemlerin amacını belirleyen bir 
matematiksel fonksiyon (amaç fonksiyonu), amaca ulaşınada başvurutabilecek 
de~işik seçenekler (kararlar) ve bu seçenekleri oluşturan ba~ımsız elemanlar (karar 
de~işkenleri) dan oluşan bir süreçtir. Bu süreç iki aşamalıdır. Birinci aşama ilgiteni
len olayın analizini içerir. Karar vericinin karar de~işkenlerini belirlemesi, gözönüne 
alınan ekonomik sistemi açıklayan parametreler üzerinde bu de~işkenlerin etkilerini 
belirlemesi gerekir. 

İkinci aşama belirlenmiş modelin çözümü, sonuçların yorumlanması ve eniyi 
kararın oluşturulmasıdır. Bu ikinci aşama genelde teknik ve matematik aletlerin kul
lanılmasını gerektirir. 1970'1i yıllara kadar mümkün kararların sayısı çok olduğu za
man problemin çözümü son ~erece güç oldu~undan sürecin uygulanması hemen he
men imkansız oluyordu. Ancak bu gün bilgisayarların kullanımı ile bu güçlük önem-
li ölçüde aşılmış bulunmaktadır. · 

1.1. n Değişkenli Amaç Fonksiyonu ve Eniyilenmesi 

Karar alıcının amaçları yönünde tüm olası davranışlannı ifade edebilecek ya 
da kapsayacak f(x1 , x 2 , ••• , xn) fonksiyonunu en üst değerine (max.) ulaştıran 
<Xı, x2 , •• • , xn) de~işken de~erlerinin belirlenmesi problemi n çözümünü oluşturur. 

B~er mümkün kararların alanı sınırlı de~ilse (xı, x 2 , •• • , xn) karar de~şkenleri 
ne olursa olsun; 

(1) 

olacaktır. Bu eşitsizli~in sağlanması iki temel koşulu gerektirir. Ardışık iki türeve 
sahip oldu~unu varsaydı~ımız f(x) fonksiyonu için; 

a. Birinci sıradan kısmi türevlerin tamamı sıfır olmalı, 

df (x1 , x 2 .. ) df df df 
d~ = (dxı ' dx

2
' •••• , d~) = 0 

b. İkinci sıradan kısmi türevlerin oluşturdu~u matrisin det. de~eri negatif ol
malıdır. 

ya da kısaca 

olarak yazılır. 
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Birinci koşulun (a) ekonomikanlamını kolayca ifade edebiliriz; i'inci de~işke
nin (Xj) eniyilenmiş noktadaki (XI) de~erinde sa~lanacak bir marjinal değişmenin 
amaç fonksiyonu üzerindeki [f(x)] etkisi sıfır olmalıdır. Diğer bir deyişle x; ile ta
nıtılan lrıırarın eniyilenmiş noktada marjinal faydası sıfırdır. 

1 .2. n Değişkenli Amaç Fonksiyonu ve Sınırlı Eniyilerne 

a. Eş itlik Sınırlamalı Problem ve lagrange Çarpanı 
.Bu ikinci durumda f(x) = f(x 1 , x2, ... , xn) fonksiyonu 

gj(xı,x2 •·· · ·~)=gj . j=1,2, .... (3) 

eşitliklerini de sa~layan bir \xı, x2, ... , 'Xn) çözüm kümesi tarafından eniyilenmiş 
olacaktır. Yani (x1 , x 2 , •••• , ~) karar de~işkenleri kümesi ne olursa olsun 

(4) 

olmalıdır. 

Gerek f(x) amaç fonksiyonu ve gerekse gj(x)- gj = g(x) =O fonksiyonlan ilk 
iki sıradan türevli olmak üzere, (3) sınırlamalarını sa~layan (X1 , x2 , •••. , xn) kararlan 
için f(x) in bir göreceli eniyilenmiş de~ere (maksimuma) sahip olmasının 1. derece 
)(oşulu (gerek koşul); 

oF of (xı , X2, ..•. , Xn) . P ôg (Xı , X2o .•••. , Xn) 
--= -k AJ· ~ . O 

axi ôxi J = ı axi 

olmalıdır . 
. Burada F(x) = f(x)- Ag(x) = f(x 1 , x1 , ••. , ~)- Aj . gj {x1 , x1 , ... ,X n) olarak 

tanımlanan fonksiyona "Lagrange fonksiyonu ", p sayıdaki A 1 , A2 , •• • , Ap parametre
lerine de "Lagrange Çarpanlan" adı verilir. Bu sonuncu eşitliklerden , 

(6) 

eniyilenmiş kararlan belirlenir. Bu kararlar (6) eşitliğinden de anlaşıldı~ı üzere p 
sayıdaki, 

denklemlerini sağlayan (Aı , X2 , ••• • , Ap) parametrelerinin bir fonksiyonu dur. 

ôF(X) ôF(i-.;, i; , ... , xn) 
A· = = -------
J agj agj 

(j=1, 2, .... ,p) 

eşitli~i ile belirlenebilecek olan Aj parametrelerinin ilginç bir yorumu vardır. Aj pa
rametreleri, gj sınırlamalannda son birimdeki marjinal bi r değişmenin , eniyilenmiş 

noktada, amaç fonksiyon üzerindeki etkisini göstermektedir. 
Çok de~işkenli bir ve birden çok sayida eşitlik sınırlarnalanna sahip bir mate

matiksel eniyilerne probleminin çözümü için en uygun yöntem bu "Lagrange Çar
panları" kullanma yöntemidir. Bütün sınırlı eniyilerne problemlerinde kullanılabil-
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nr.:~ ~ıo,...; .. ~ G-~~::r~$f. y~:-ı'~tz.......-!.~ .u.aıu~ıu~ü o1!r'..2kb.d!!~ 

" %'-Y'~r. e~~ı~r <T~""'~ır··a!2'sma b~~h "(x) ı:;;ınksSy?!!:'ıı.:::um ~ir ~my11enmiş de:. 
~ere sehlp bu!umn11smm ıkinci rlerece koşulu ofara..lt Lagrnnge foilksiyonunun bi
rinci ve i'tbd sıradau kısmi ~ürevlerinin ~luşturdu~u H ·ss!.im Matrlsinirı kısmi ~i

· nörleı.inin de~e minant de~e.rleri aşa~ıdaki işaretiere sahip oirnalidır. 

i';) , . ~b. li:.- S•mr~a{'Tialı Pm bi em 
' . ıp:"'~ ~'lld<!! eş~tiikler olarnk gözcrw.ıe ;ıhlı~ .. 1:uz g.j \11.1, x2, ... , Xn) = 

gj sınıı .-:oş lJ~ı:ır•uı Lireı: eşitsizlik olarcık alınınaSi tvı:uuluhı~c; uygulamada daha 
yaygm biarak karşılaşılan bir durumdur. Zira problemin (amaç fonksiyonunun) en
iyii€om.asiıü etkileyen kaynak v-e faktörlerin belli limitleri aşmama ya da·onlann 
altına. düşmeme zoruniulukla; ı h€1' zaman vardır. Bu durumda problemin · 

{k= 1 , 2 , .... , q) (8) 

k~;;şuluna ba~lt olarak, 

f(x1 , xl? •.• , ~) 

fonksiyonunu "ı;,itfi!eyen (x1 , x2 , , ••• , ~n) çözüm vektörünü bı!ti!'€"n~k o?.aeli...\tır. 
Böyle bi pt\>hJemin bir çözüme sa .ip bulunup bul•ı::mıadığm n ooUTtenmesi · 

için Kuhn-TucJı..,r teoremteri olarak bilinen teoremlerdıan yarıu:lenıhr** · EşitUzlik 
kıs1tlamalanndan bazılannın :;;ı, O içfmin~e olması her zaman olasıdır. Çözüme 
~çmedım bunun düzeltilmesi ge!"'~rr, ~eşitsizli~in iki yanı da - 1 ile çarpılarak 
y?~ü değiştirilir). Daha sonra bu eşitsizli~·~, k adet ayla~ de~işken kullanılarak 
eşitnk1afl!' dönUşW,ülür. ~;z. F:s,ma~a eşitsizlik sınırlıtınabm (8} durumundan, 

Sk :; rk- h k (x) =(sı , Sz , .... , SqJ (9) 
\ 

eşitlik!erirıe dönüşecej{tir. Bu durumda genel problem: 

mmc i'" ) hk(x.} + ı;k::: rk x:;;ı,o' 
. 
sk ~ o (lO) . 

' 
* to gl g2 ... gn 

O· -~ g2 l ıı~ fu t~ 2 •• fı n 
1h= .gl fı ı lt >o ve H = gl l-ı. ı ,22•· r 2n >o •1 2 n 

gz fz ı lt 
ı.. z2 

gn fnı fn:ı · fon 

Burada f,, = --'-----
IJ OXi dXj 

oimaktadır. 

** Kuhn·Tuckeı: teoremleı:-i iç in bkz. tn~riligatcr Michael D.; Mathematical.Opti· 
mizrıtion and E-:onomic Theory·Prentice Hali Ine. Englewood c. N.J ., 1971. 
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yani hk(x) + sk = rk sınır koşullanna ba~lı olarak f(x) amaç fonksiyonunun eniyl· . 
lenmesi olacaktır. Lagrange fon~siyonumuz 

q 
F(x) = f(x) + 11 }:; (rk- hk(x)- sk] 

k=l . 
(ll) 

olmaktadır. F(x) in bir eniyilenmiş de~ere (maksimum'a) sahip olması için birinci 
derece koşulu · 

oF of 
~ = --:-0"1-.- o (12) 

İkinci derece, ya da yeter koşul ise bundan önceki durumda belirtildi~i gibi Hessian 
matrisi minörlerinin determinant de~erlerinin işareti ile ilgilidir. Burada, Ilk paramet
releri Kuhn-Tucker çarpanları adını alır . Ilk ~ O dır. Bu çarpanlar da ekonomik ola
rak Lagrange çarpanlarına benzer biçimde yorumlanır. Yani her biri eniyilenmiş 
noktada ait oldu~u kısıt faktördeki marjinal bir de~işikli~in amaç fonksiyon üzerin
deki etkisinin ölçüsü olmaktadır. 
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