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Bu calismada kobalans sayilarinin genellestirilmisi olan t-kobalans sayilari ele alinmig
ve bu sayilar ile Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimleri elde edilmistir.

Birinci boliimde balans sayilar1 ve kobalans sayilar1 hakkinda bazi 6énemli kavramlara
ve gosterimlere yer verilmis ve literatiirde bu sayilar ile ilgili yapilan ¢alismalardan bah-
sedilmistir.

Ikinci boliimde Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas tam say: dizileri hakkinda genel bir
bilgi verilmistir.

Ugiincii boliimde materyal ve yontem belirtilmistir.

Dordiincii boliim tezin orijinal kismi olup bu boliimde kobalans sayilarinin genellesti-
rilmisi olan t-kobalans sayilar1 ele alinmistir. Lucas t-kobalans ve t-kobalansir sayilari-
nin genel terimlerinin elde edilebilmesi icin ilk olarak 2x? — y? = 2t? — 1 Pell denk-
leminin tiim pozitif tam say1 ¢ézlimleri kiimesi belirlenmis ve bu kiime yardimiyla t-
kobalans, Lucas t-kobalans ve t-kobalansir sayilarinin genel terimleri elde edilmistir.
Tiim bu islemler t = 1 ve t > 2 icin 2t — 1 in tam kare olup olmamasina gore ii¢ fark-
It durumda ele alinmistir.

Besinci boliimde ise sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Balans Sayilari, Kobalans Sayilari, t-Kobalans Sayilari, Pell
Denklemleri, Coziim Temsilcileri Kiimesi.
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In this thesis, the general terms of all t-cobalancing numbers, Lucas t-cobalancing
numbers and t-cobalancers are determined.

In the first section, some notations and definitions on balancing and cobalancing num-
bers are given. Further some new results obtained recently on balancing numbers and
cobalancing numbers are given.

In the second section, general information on Fibonacci, Lucas, Pell and Pell-Lucas
integer sequences are given.

In the third section, the material and method are given.

In the fourth section, which is the original part of the thesis, the general terms of all ¢-
cobalancing numbers, Lucas t-cobalancing numbers and t-cobalancers are given. For
this reason, we first determined the set of all positive integer solutions of the Pell equa-
tion 2x? — y? = 2t% — 1 by using its set of representatives. Later we determined the
general terms of all t-cobalancing numbers, Lucas t-cobalancing numbers and t-
cobalancers. The problem is considered in three cases: t = 1 and 2t? — 1 is a perfect
square or not for t > 2.

In the last section, result is given.

Keywords: Balancing Numbers, Cobalancing Numbers, t-Cobalancing Numbers, Pell
Equations, Set of Representatives.
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1.GIRIS

Kobalans sayilar1 ilk defa Panda ve Ray (2005) tarafindan 6zel bir Diophantine denkle-

minin tiim pozitif tam say1 ¢ézlimleri elde edilirken ortaya ¢ikartilmistir. Soyle ki
1+2+-+n=m+D)+n+2)+--+n+71) (1.1)

Diophantine denklemini gercekleyen pozitif n tam sayisina kobalans, esitlikteki pozitif
7 tam sayisina ise kobalansir denir. Ornegin 2, 14, 84 birer kobalans sayis1 iken bu sayi-

lara karsilik gelen kobalansirlar sirasiyla 1, 6, 35 dir.
(1.1) esitliginden

_—2n—1+\/8n2+8n+1
B 2

r

oldugu gortiliir.

Kobalans sayilarmin tanimina dikkat edilirse bu sayilarin 1 den biiyiik veya esit olmasi

gerekir. Ancak

8(0)2+8(0)+1=1

tam kare oldugundan 0 bir kobalans sayis1 olarak kabul edilir.

Kobalans sayilar1 b, ile gosterilirse, bu sayilarinin baslangi¢ terimleri by = b; = 0,

b, = 2 olup genel terimi n > 2 i¢in

bp+1 = 6by —byq +2

dir. Benzer sekilde kobalansirlar 7, ile gosterilirse, bu sayilarin baglangi¢ terimleri ry =

riry =1, =0, = 1 olup genel terimi n > 2 i¢in



T+l = 61 — Tyg

dir.

Dikkat edilirse b,, nin bir kobalans sayis1 olmasi igin gerek ve yeter sart 8b2 + 8b,, + 1

in tam kare olmasidir. Dolayistyla /8b2 + 8b,, + 1 bir tam say1 olup bu sayiya Lucas-

kobalans sayis1 denir ve c,, ile gosterilir. O halde

c, =+/8b2 +8b, +1
dir. Ornegin 1, 7, 41, 239, 1393 birer Lucas-kobalans sayisidir.

Lucas-kobalans sayilarinin ise baslangig¢ terimleri ¢y = ¢; = 1, ¢, = 7 olup genel terimi
n = 2 igin

Cnt1 = 6Cy — Cng
dir.

t > 1 bir tam say1 olmak tizere (1.1) esitligine benzer sekilde
142++n=mn+1+t)+(n+2+t)+--+N+r+t) (1.2)

Diophantine denklemini gergekleyen pozitif n tam sayisina t-kobalans, esitlikteki pozi-

tif r tam sayisina ise t-kobalansir denir. Ornegin

e 5, 34, 203, 1188 birer 1-kobalans sayisidir ve bu sayilara karsilik gelen 1-koba-
lansirlar 2, 14, 84, 492 dir.

e 3,8, 25, 54 birer 2-kobalans sayisidir ve bu sayilara karsilik gelen 2-kobalan-
sirlar 1, 3, 10, 22 dir.

e 6,11, 45, 74 birer 3-kobalans sayisidir ve bu sayilara karsilik gelen 3-kobalan-
sirlar 2, 4, 18, 30 dur.

t-kobalans sayilar1 b, ve t-kobalansirlar da 7! ile gosterilirse (1.2) esitliginden

2



2rt —14/8(rH% +8trf + 1
2

b =

ve

_ —2b} — 2t — 14 /8(bL)? + 8(t + )b} + (2t + 1)?
B 2

T

elde edilir. Bu son denkleme gore b} nin bir t-kobalans olmasi i¢in gerek ve yeter sart

8(bL)? + 8(t + 1)bt + (2t + 1)? in bir tam kare olmasidir. Bu halde

= \/8(b,§)2 +8(t + 1)bj, + (2t + 1)2

bir tam say1 olup bu sayiya Lucas t-kobalans sayis1 denir.

Bu ¢aligmada tiim t > 1 tam sayilari i¢in t-kobalans, t-kobalansir ve Lucas t-kobalans

sayilarinin genel terimleri balans sayilarina bagl olarak elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu bolimde tezin ilerideki bolimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara ve

gosterimlere yer verilmistir.
2.1. Fibonacci ve Lucas Tam Sayi Dizileri

Fibonacci tam say1 dizisi ilk olarak Leonardo Fibonacci (1170-1250) tarafindan tanim-
lanmistir. Fibonacci matematigi Araplardan alip Avrupa'ya tanitan kisi ve 13. yiizyil
baslarinda yayimlanan “Liber Abaci” isimli kitabin yazari olarak bilinmektedir. On do-
kuzuncu yiizyilin baslarindan itibaren Fibonacci tam say1 dizisi lizerine yapilan arastir-
malarin sayis1 giderek artmis ve en meshur tam say1 dizisi olarak tarihe ge¢mistir. Hatta
dizi ile alakali Fibonacci Dernegi kurulmus ve 1963’ten itibaren “The Fibonacci

Quartery” isimli dergi bu konu ile ilgili yapilan ¢alismalar1 yayinlamaya baglamistir.
Fibonacci dizisi, ilk iki terimi haricinde diger tiim terimleri arasinda kendisinden hemen
once gelen ilk iki terim toplami olarak ifade edilebilen bir dizidir. Bu dizi E, ile gosteri-
lirse dizinin baslangig terimleri Fy = 0, F; = 1 olup genel terimi n > 2 i¢in

Fn = Fn—l +Fn—2

dir. Bu dizinin karakteristik denklemi x? — x — 1 = 0 olup bu denklemin kokleri

14++/5 1—-+/5
= 5 ve [ = >

a

dir. Bunlardan a; “altin oran” olarak bilinmektedir. Dizinin Binet formiilii n > 1 i¢in

oy — Bt
" a; — By

dir. Ustelik Fibonacci dizisinin genel terimi



[(n-1)/2]
. n—1-—i
by = Z ( i )
i=0
olarak da verilebilir.
Fibonacci tam say1 dizisinden baska 6nemli bir tam sayi1 dizisi de Lucas tam say1 dizisi-
dir. Bu dizi de Fibonacci dizisine benzemekle birlikte sadece baslangi¢ degerleri farkli-
dir. Lucas dizisi L,, ile gosterilirse, dizinin baslangi¢ terimleri Ly = 2, L; = 1 olup ge-
nel terimi n > 2 igin

Ln = Ln—l + Ln—Z

dir. Bu dizinin de karakteristik denklemi, Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi ile

ayni1 olup Binet formiilii n > 1 i¢in
Ly =af + 7
dir. Ustelik Lucas dizisinin genel terimi

[n/2]

b= [0+ ()
i=0
olarak da verilebilir.
Bu iki tam say1 dizisi arasinda birgok cebirsel bagint1 olup bu bagintilardan en 6nemlisi
Ly, =F 1+ Fona
dir. Diger baz1 bagintilar ise agagidaki gibidir:

FZn _Fn :FnLn



FZn = FnLn
L% — 5E% = 4(=1)"
LZmLZn = L%n+n + SFT%—TI
Foin = LyFn + (_1)nFm—n

2.2. Pell ve Pell-Lucas Tam Sayi Dizileri
Fibonacci ve Lucas tam say1 dizilerinden farkli olarak bilinen iki 6nemli tam say1 dizisi
daha vardir. Bu iki tam say1 dizisinden ilki Pell tam say1 dizisi olup bu dizi P, ile goste-
rilir. Bu dizinin baslangig terimleri Py = 0, P; = 1 olup genel terimi n > 2 i¢in

B, =2P,_1+ P,

dir. Diger tam say1 dizisi ise Pell-Lucas tam say1 dizisi olup bu dizi Q,, ile gosterilir. Bu

dizinin baslangig terimleri @y = Q4 = 2 olup genel terimi n > 2 i¢in
Qn = 2Qn-1 + Qn—
dir. Bu iki tam say1 dizisinin karakteristik denklemi
x2—2x—-1=0
olup bu denklemin kokleri
a=1+v2 ve f=1-+2 (2.1)
dir. Bu diziler igin Binet formiilleri ise n > 1 i¢in sirasiyla

an_ﬁn

P,
n 0(—,8

ve Q,=a"+p"

dir. Ustelik bu dizilerinin genel terimleri



[l(e—1)/21] [In/21)
_ n i _ ny ,;
P = Z (2ig1)2 ve Q=2 2 ()2

olarak da verilebilir.

Bu iki tam say1 dizisi arasinda da bir¢ok cebirsel baginti olup bu bagintilardan en 6nem-

lisi
Qn =P+ P, n+1
dir. Diger bazi cebirsel bagmtilar ise asagidaki gibidir.

_ PnQn+1 + QnPn+1

_ 8PnPn+1 + QnQn+1

Qo + (=D)™!
B 8

Pan = Fp4m + (_1)mPn—m

_1\n+1
Pnpn+m — (Q2n+m + (8 1) )Qm

P?

2.3. Balans Tam Sayi Dizisi

Balans tam say1 dizisi ilk olarak Behera ve Panda (1999) tarafindan birinci dereceden
142+ +n—-1=Mm+1D)+Mn+2)++(n+r) (2.2)

Diophantine denkleminin tam say1 ¢ozlimleri incelenirken ortaya ¢ikmistir. (2.2) deki

denklemi saglayan pozitif n tam sayisina balans, esitlikteki pozitif r tam sayisina ise

balansir (balans sayismin dengeleyicisi) denir. Ornegin 6, 35, 204, 1189, 6930 birer
balans sayisi iken bu sayilara karsilik gelen balansirlar sirasiyla 2, 14, 84, 492, 2870 dir.



(2.2) esitligi r ve n ye gore ¢oziiliirse

_—2n—1+\/8n2+1

2.3
r > (2.3)
ve
2r+1++V8r2+8r+1
n= > (2.4)

olarak elde edilir. (2.3) esitligine gére n nin bir balans sayisi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart 8n? + 1 in bir tam kare olmasidir.

(2.2) esitligine dikkat edilirse, balans sayilarinin 2 den biiylik veya esit olmasi gerektigi
goriliir. Ancak (2.3) esitligine gore

8(0)2+1=1 ve 8(1)>+1=32
birer tam kare oldugundan O ve 1 de birer balans sayisi olarak kabul edilir. Benzer se-

kilde (2.4) esitligine gore r nin bir balansir olmasi igin gerek ve yeter sart 812 + 8r +

1 in bir tam kare olmasidir. Ancak

8(0)2+8(0)+1=1
tam kare oldugundan O bir balansir olarak kabul edilir.
Balans sayilar1 B, ve bu sayilara karsilik gelen balansirlar da R,, ile gdsterilirse bu say1-
larin baglangi¢ terimleri By =0, By =1, B, =6 ve Ry = R; =0, R, = 2 olup genel
terimlerin > 2 igin

B,i1 =6B, —B,_1 V€ Ry11 =6R, — R4 +2

dir.



Daha sonra Panda ve Ray (2005) ise kobalans sayisini tanimlamislardir. Kobalans sayisi

1+2++n=m+D+M+2)++n+71) (2.5)
Diophantine denklemini ger¢ekleyen pozitif n tam sayisina denir. Denklemdeki pozitif
7 tam sayisina ise kobalansir (kobalans sayisinin dengeleyicisi) denir. Ornegin 2, 14, 84

birer kobalans sayis1 iken bu sayilara karsilik gelen kobalansirlar sirasiyla 1, 6, 35 dir.

(2.5) esitligi r ve n ye gore ¢oziiliirse

_—2n—1+\/8n2+8n+1

r 2

(2.6)

ve

_2r—1+V8r2+1
B 2

n (2.7)

olarak elde edilir. (2.6) esitligine gére n nin bir kobalans sayis1 olmasi igin gerek ve
yeter sart 8n? + 8n + 1 in bir tam kare olmasidir. Kobalans sayilarmin tanimima dikkat

edilirse bu sayilarin da 1 den biiyiik veya esit olmasi gerektigi goriiliir. Ancak (2.6) dan
8(0)2+8(0)+1=1
tam kare oldugundan O da bir kobalans sayist olarak kabul edilir. Benzer sekilde (2.7)
esitliginden 7 nin bir kobalansir olmasi i¢in gerek ve yeter sart 8r2 + 1 in bir tam kare
olmasidir. Ancak
8(0)2+1=1

tam kare oldugundan O da bir kobalansir olarak kabul edilir.

Kobalans sayilar1 b, ile gosterilirse, buna sayilarin sayilarinin baslangi¢ terimleri by =



by = 0,b, = 2 olup genel terimin > 2 i¢in

bn+1 = 6bn - bn—l +2

dir. Benzer sekilde kobalansirlar da 7, ile gosterilirse bu sayilarin baslangi¢ terimleri

1o =11 = 0,1, = 1 olup genel terimi n > 2 igin

Tp41 = 61y — Thg

dir.

(2.2) ve (2.5) esitlikleri géz Oniine alindiginda, her bir balansirin bir kobalans sayis1 ve

benzer sekilde her bir kobalansirin da bir balans sayis1 oldugu gériiliir, yani n > 1 i¢in

B, =141 Ve Ry =by

dir. Buna gore (2.2) esitliginden

—-2B, —1+.8B2+1 2b, +1+./8b%2+8b, +1
b, = z > z ve B, = — \/Zn = (2.8)

elde edilir.

(2.8) esitligine gore B, nin bir balans sayis1 olmasi icin gerek ve yeter sart 8B2 + 1 in

bir tam kare ve benzer sekilde b,, nin bir kobalans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

8b2 + 8b, + 1 in bir tam kare olmasidir. Dolaystyla \/8BZ + 1 ve /8bZ + 8b,, + 1
birer tam say1 olup bu tam sayilara sirasiyla Lucas-balans ve Lucas-kobalans sayilar

denir ve sirastyla C, ve c, ile gosterilir. O halde

C, =+/8B2+1 ve c, = /82 +8b, +1 (2.9)

10



dir. Ornegin 3, 17, 99, 577, 3363 birer Lucas-balans sayis1 iken, 1, 7, 41, 239, 1393 bi-

rer Lucas-kobalans sayisidir.

Lucas-balans sayilariin baslangig¢ terimleri Cy, = 1,C; = 3,C, = 17 olup genel terimi
n = 2 igin

Cn+1 = 6Cn - Cn—l

dir. Benzer sekilde Lucas-kobalans sayilarinin baslangi¢ terimleri ¢y =c¢; = 1,¢c, =7
olup genel terimi n > 2 i¢in

Cnt1 = 6C, — €y

dir. Dikkat edilirse balans sayilarinin karakteristik denklemi x? — 6x + 1 = 0 olup bu
denklemin kokleri

y=3+2v2 ve §=3-22 (2.10)

dir. Bu kokler yardimiyla balans sayilarinin Binet formiilii n > 1 igin

p =V =% (2.11)

dir. Benzer sekilde kobalans, Lucas-balans ve Lucas-kobalans sayilarinin Binet formiil-

leri ise n > 1 i¢in sirasiyla

) =y"(—1+\/7)+6"(1+x/§)_1 c _yh+en
n 4\/§ 2’7" 2
ve
(=142 — (1 +V2)8"
Ch = 2
dir.

11



Balans sayilar ile Pell sayilar1 arasinda yakin bir iliski vardir. Bu iligki ilk olarak Ray

(2009) tarafindan ortaya ¢ikartilmistir. Ray (2009)

“X bir balans sayisidir & 8x% + 1 bir tam kare”
gercegini gbz oniine alarak belli bir ise y > 1 tam sayisi icin 8x? + 1 = y? demis ve
buradan y? — 8x? = 1 Pell denklemini elde etmistir (Barbeau (2003) ve Mollin (1996)).

Bu Pell denkleminin en kiiglik pozitif tam say1 ¢6ziimii (temel ¢oziim) (yq,x;) = (3,1)

olup denklemin diger tiim tam say1 ¢oziimleri n = 1 igin
Yo + %,V8 = (3 +V8)" (2.12)

olmak iizere (y,, x,,) seklindedir. Benzer sekilde
In — xn\/g =3- \/§)n (213)
olup (2.12) ve (2.13) den

BV -3 VE)"
n — 4\/5

(2.14)

elde edilir ki bu balans sayilar1 i¢in Binet formiiliidiir. Diger yandan (2.10) ve (2.1) den

a’?=34+22=y ve B?=3-2V2=46

oldugundan, (2.11) ve (2.14) ten balans sayilarinin Binet formiiliiniin n > 1 i¢in

5 aZn _ an (2 15)
n — 4 \/E )
seklinde oldugu goriiliir. Diger yandan Pell sayilarinin Binet formiiliiniin B, = ar;;gn ol-

12



dugu gbz Oniine alinirsa (2.15) esitliginden

oldugu agiktir. Boylece balans sayilari ile Pell sayilari arasinda bir iliski kurulmus olur.

Benzer sekilde diger balans sayilariin Binet formiilleri ise

aZn—l _ BZn—l 1 aZn + ﬁZn aZn—l + ﬁZn—l
—_— =— Ve C, =
42 " 2

b, =

olup bu sayilarin genel terimleri yine Pell sayilarina bagl olarak

:PZn—l_1

b, >

y Co =Py +Pyyq ve ¢ =Py g+ Py

seklinde verilebilir. Boylelikle tiim balans sayilarinin genel terimleri Pell sayilarina bag-
11 olarak elde edilmis oldu, yani tiim balans sayilar1 ile Pell sayilar1 arasinda bir iliski

kurulmus olur. (Olajos 2010, Panda ve Ray 2011, Panda 2017).

Gozeri ve ark. (2017) ise balans ve kobalans sayilariin genel terimlerini Pell sayilarina

bagli olarak
B, =P?>+P,P,_;
ve n nin sirastyla tek ve ¢ift olmasi durumunda
b, =P:,+PP,_, ve b, =P? +PP,_;—1

olarak elde etmislerdir. Ayrica n.balans ve kobalans sayilarinin toplaminin, n nin tek

olmas1 durumunda bir tam kare, yani

Bn + bn = (Pn + Pn—l)2

13



¢ift olmasi durumunda ise

B,+b,=(P,+P,_1)*>—1

oldugunu ve benzer sekilde farklarinin ise n nin tek olmasi durumunda iki kare farki

Bn_bn =Pn2_Pr%—1

¢ift olmas1 durumunda ise iki kare farkinin 1 fazlasi, yani

B,—b,=P?—P>_, +1

oldugunu, bu sayilarin oraninin ise n nin tek olmasi durumunda

¢ift olmas1 durumunda ise
Bn Pn + Pn—l
bn Pn—l + Pn—2

oldugunu gostermiglerdir. Ayrica Lucas-balans ve Lucas-kobalans sayilarinin genel te-

rimlerini balans sayilarina bagli olarak asagidaki gibi elde etmisleridir.
C, =2B,+2b,+1 ve c,=2B,—2b,—1

Ardisik Pell sayilarinin toplaminin n nin tek olmast durumunda
P, +P, 1 = 1+2(Bg+bﬂ)

2 2

¢ift olmas1 durumunda ise
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P, 4P,y = Burz —bnsz — 1
2

2

ve kareleri farkinin yine n nin tek olmast durumunda
PZ—P; i =b,+B,1+1
¢ift olmas1 durumunda ise
P? — P71 =by + By
oldugunu gostermislerdir.

(n

n > 1 tam say1 olmak {iizere nTH) seklindeki sayilara tiggensel sayilar denir ve T,, ile

gosterilir. O halde

nn+1)
n= T

dir. Ornegin 1, 3, 6, 10, 15, 21 birer iiggensel sayidir.
Ustelik ardisik iki {iggensel sayinin toplami bir tam kare olup

Tpoy + Ty =n* = (T, = T,_1)*
dir.

Ucgensel sayilar ile balans ve kobalans sayilar1 arasinda yakin bir iliski vardir. Gergek-

ten de (2.2) esitligi

(n+r)(n+r+1)

2
) n

olarak yazilabileceginden, n nin bir balans sayis1 olmast igin gerek ve yeter sart n nin
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bir liggensel say1 olmasi, yani
T, +r, = Br%
dir. Benzer sekilde (2.5) esitligi de

(n+r)(n+r+1)

2
n“+n
2

olarak yazilabileceginden, n nin bir kobalans sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n? + n nin bir iiggensel say1 olmasi, yani
Tbn+rn = brzl + bn
dir.

Ucgensel sayilardan bazilar1 tam kare olup bu sayilara kare {iggensel sayilar denir ve S,

ile gosterilir. Ornegin 1, 36, 1225, 41616 birer kare iiggensel sayilardir.

Belli t,, ve s, tam say1 dizileri i¢in kare tiggensel sayilar

S =tn(tn+1)= 5

\ z 52 (2.16)

olarak yazilabilir. Bu durumda tiim bu tam say1 dizilerinin Binet formiilleri n > 1 i¢in

Sp =

aZn_ 2n\ 2 aZn_ 2n aZn_l_ 2n_2
( . )'S":—ﬁ d (2.17)

—_— ve t, =

42 42 " 4
dir.
(2.15) esitligine gore balans sayilarinin Binet formiiliiniin
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aZn _ 'BZn

B, =

oldugu g6z oniine alinirsa (2.17) esitliginden

oldugu goriiliir.

Oblong sayilari ise, tiggensel sayilarin iKi kati olan sayilardir ve bu sayilar O, ile goste-
rilir. Buna gore

0,=nn+1)
dir.

Oblong sayilart ile balans, kobalans, Lucas-balans ve Lucas-kobalans sayilari arasinda
da yakin bir iligki vardir. Gergekten de (33”_32—”_1_1). oblong sayisinin yarisi, n.balans
sayisinin karesine esit, yani

0(3Bn—an_1—1)

— p2
2 = By
. . by 41—3by =2 .
dir. Benzer sekilde - ) oblong sayisinin yarisi, n.kobalans sayisinin karesi ile

kendisinin toplamina esit, yani

O(bn+1—3bn—2

— )=b,§+bn

Cp—1
2

dir. Ustelik ( ).oblong sayisinin dort katinin bir fazlasi,n.Lucas-balans sayisinin

karesine esit, yani
40c,-1 +1=C?

2

n

Co—1 . . .
ve ( > ) oblong sayisinin dort katinin bir fazlasi, n. Lucas-kobalans sayisinin karesine
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esit, yani

40c,-1+ 1 =c2
2

dir (Gozeri ve ark. 2017).

Panda ve Ray (2011), Pell sayilarinin bazi toplamlarinin

2n n n
Zpi:Bn+bn+1» ZPZi—lan ve ZPZi:bn+1
i=1 i=1 i=1

seklinde oldugunu géstermislerdir. Ustelik 1 den (2n — 1) e kadar Pell sayilarmin top-

laminin, n. balans sayisi ile n. kobalans sayisinin toplamina esit, yani

2n—1
P, =B, + b, (2.18)
1

i=

oldugunu gostermiglerdir. Gozeri ve ark. (2017) ise yukaridaki (2.18) esitligine benzer

sekilde, Pell-Lucas sayilar1 i¢in
2n—1

Z Qi = Cn +Cn
i=0

oldugunu géstermiglerdir. Ayrica bu esitlikten farkli olarak, balans, kobalans, Lucas-

balans ve Lucas-kobalans sayilarinin basit siirekli kesirli agilimlarini ele almiglar ve

o

o5 1,4, 1, 5]

n—2 tane

[5; 1,4,1,5 n>5tek

bn+1 _ nzitane
b, |I[5 14,1 6] n>4gift
k ﬂtame

2
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oldugunu gostermislerdir.

Santana ve Diaz-Barrero (2006), ilk (4n + 1) Pell sayisinin toplaminin bir tam kare ve

Sepn] e

seklinde oldugunu gostermislerdir. Esasinda bu toplam

4n+1

— L2
Z Pi =Ch+1
i=1

dir. Ayrica Pell, Pell-Lucas ve balans sayilarinin bazi toplamlar1 da yine tam kare olup

4n—1

1+ Z P, =CZ%,
i=1

2n 2n
Q-1 = (4B,)* ve Z Byi—1 = B3,

i

dir. Daha sonra Tekcan ve Tayat (2014), ayn1 problemi ilk (2n + 1) Pell sayisinin top-
lami i¢in ele almislar ve ilk (2n + 1) Pell sayisinin toplaminin n nin ¢ift olmas: duru-

munda bir tam kare, n nin tek olmas1 durumunda ise bir tam karenin yarisi, yani

[ an+1 +ﬁn+1 2
2n+1 <f> n>2 cift
Z Pi = (an+1_ﬁn+1) )
i=1
l L‘/_+ n>1 tek
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oldugunu gostermislerdir. Bu esitligi goz oniine alarak

an+1 Bn+1 v an+1__ﬁn+1
ve =
n \/E

tam say1 dizilerini tanimlayarak, (2.19) daki esitligin X,, ve Y,, tam say1 dizilerine bagl

olarak

4n+1
> P= 2K = 2X, Y+ (CDP?
i=1

seklinde oldugunu belirtmislerdir.

Balans sayilar1 daha sonralar1 birgok matematik¢i tarafindan degisik balans sayilarina
genellestirilmistir. Liptai (2004) balans sayilari ile Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda
bir iligki olup olmadigimi ele almis ve 1 in hem balans hem de Fibonacci sayisinin oldu-
gunu gostermistir. Benzer sekilde Liptai (2006), hi¢bir Lucas balans sayisinin Fibonacci
sayist olmadigini belirtmistir. Szalay (2007) ise benzer problemi ele alarak, farkli bir
yontem kullanmis ve yine ayni sonuglari elde etmistir. Kovacs ve ark. (2010) ise balans
sayilarin1 genellestirmisler ve bu sayilar ile ilgili bazi cebirsel bagintilar elde etmisler-

dir. a > 0 ve b >0 aralarinda asal tam sayilar olmak iizere
(a+b)+@2a+b)+-+(@mn—-1)+b)=(an+1)+b)+--+(a(n+7r)+b)

Diophantine denklemini gergekleyen pozitif n tam sayisi i¢in an + b sayisina (a, b)-
balans, esitligi gercekleyen pozitif r tam sayisi i¢cin ar + b sayisina (a, b)-balansir de-
misler ve bu sayilari B,Ea’b) ve R,(la’b) ile gostermislerdir. (a, b)-balans ve (a, b)-balansir
sayilari ile ilgili baz1 cebirsel 6zdeslikler elde etmislerdir. Liptai ve ark. (2009) balans
sayilarini ele almiglar ve bu sayilart su sekilde genellestirmislerdir. y, k, [ >4 6zelligin-

deki tam sayilar olmak iizere

gt @—Dr =+ D 4+ -1
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denklemini saglayan x <y — 2 6zelligindeki x tam sayisina y igin (k, [)-kuvveti demis-
ler ve bununla ilgili bazi 6nemli cebirsel bagintilar elde etmislerdir. Kovacs ve ark.

(2010) ise k, x pozitif tam sayilar olmak iizere

M) =x(x+1).(x+k—-1)

esitligi tammlamuslar ve B, = Il (x) esitliginin sadece k € {2, 3,4} i¢in sonsuz sayida
tam say1 ¢oziimiiniin oldugunu gostermislerdir. Tengely (2013) ise k = 5 durumunu ele
almis ve

B, =x(x+1x+2)(x+3)(x+4)

denkleminin higbir tam say1 ¢oziimiiniin olmadigin1 géstermistir. Panda ve ark. (2018)
ise balans ve Lucas-balans sayilarinin bazi 6zel toplamlar ile ilgilenmislerdir. Patel ve
ark. (2018) ise tam olmayan balans ve Lucas-balans sayilarini ele almislar ve bu sayilar
ile ilgili baz1 sonuglar elde etmislerdir. Ray (2015) ise balans ve Lucas-balans sayilari-
nin toplamlarini matris yontemiyle ele almis ve ilgili sonuglar elde etmistir. Gozeri ve

ark. (2017) balans sayilar1 ve bu sayilarin Pell ve liggensel sayilar ile olan iliskisi iize-

_ 2 _

rinde durmuslar ve (%) ticgensel sayinin PZ":; L yani
P22n—1 -1
TQZn;l—Z ==

14By —Pp—1Qn—1—2
4

Pynt2+Pan+1—3

T , yani

). licgensel sayinin ise

ve benzer sekilde (

Trsr 10 2_P4n+2+P4-n+1_3
n n4—1 n—1 16

oldugunu gostermislerdir. Ayrica kare liggensel sayilar1 dikkate alarak (W) tic-

Q4n+2—

6 .
gensel sayimin 5, yani

Qin+2 — 6
Tspt+spi1-1 = ————

= 32
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+s,-1—1\ .. PZ:_:l i
ve (%) iiggensel saymnin da —2- 41 , yani
T 1__Fg%—1__1
sptsp—1-1 = —————
n+ 4

oldugunu belirtmislerdir. Kare tiggensel sayilarin genel teriminin ise
veya

oldugunu gostermislerdir. Ayrica liggensel sayilar ile kare liggensel sayilar arasindaki

Sn+1—Sp—1—2

iliskiyi de ele alarak ( -

). iicgensel sayinin n. kare tiggensel sayiya esit, yani

Tsn+l—5n—1—2 = Sn
4

ve (2.19) daki esitligin ise
dn+1

Z P, = (4s, + 2t, + 1)?
i=1

oldugunu gostermislerdir.
Ozkog ve Tekcan (2017) ise k > 1 tam say1 olmak iizere

Bf=0,B¥=1, B, =6kB¥-B¥_ |, n>1
b¥ =0, by =2, bk, =6kbk —bk_ +2, n>2
ck=1,cf=3 ¢ck =6kck-Cck ,, n>1

ck=1,ck=7 c, =6kck—c_ |, n>2
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k-balans sayilarini tanimlamiglar ve bunlarla ilgili baz1 cebirsel sonuglar elde etmisler-
dir. Soyle ki (n + 1). ve (n — 1). k-balans sayilarinin ¢arpiminin 1 fazlasinin ve benzer

sekilde k-kobalans sayilarinin ¢arpiminin 1 fazlasinin bir tam kare oldugunu belirterek

ByiBi_i+1=(BN)* ve by by +1=(b—1)>

oldugunu gostermislerdir. Ayrican > 1 igin
(Brlf+1 + Br’f)(BrlfH - B,’f) = B§n+1
ve her bir pozitif n ve m tam sayilari igin
Br’f+m = Br’fBrlﬁzH - Br]f—1Br]fz

esitliklerinin gergeklendigini gostermislerdir. Ustelik Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-
Lucas sayilarinin yukarida bahsedilen genel terimlerine benzer sekilde, tim k-balans

sayilarinin genel terimlerinin

[(n-1)/2] .
B = ZO ol G Ik
[(n-1)/2] . .
bk = Z(; 2-D' ("7 2T ek 4 (T ) ekt + bk
[(n-1)/2] . . ]
ck = ; (=1)! [3 (n - 11 - l) (6k)n—1-2i — (n - 12 - l) (6k)n—2—2i_
[(n-1)/2] . . ]
ck = Z (=1)! [7 (n - 12 - l) (6k)n—2-2i — (n - ? - l) (6k)n—3—2i_

i=0

seklinde oldugunu gostermislerdir.
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Daha sonra Panda ve Panda (2015) ise balans sayilarin1 hemen hemen balans sayilarina

genisletmislerdir. Panda ve Panda (2015)

| [m+D)+n+2)++Mm+r)]—-[1+2+--+nm—-1)] | =1 (2.20)

Diophantine denklemini gergekleyen pozitif n tam sayisina hemen hemen balans, esit-
likteki pozitif  tam sayisina ise hemen hemen balansir demislerdir. (2.20) deki esitlige

gore iki durumda problemi ele almiglardir:

r(r+1) _ (n—-1)n
2 2

(i) Eger nr + = 1 ise n ye birinci tip hemen hemen balans, r ye ise bi-

rinci tip hemen hemen balansir demislerdir. Bu durumda

_—2n—1+\/8n2+9
B 2

r (2.21)

dir.

r(r+1) _ (n—-1n

(if) Eger nr + — = —1 ise n ye ikinci tip hemen hemen balans, r ye ise

ikinci tip hemen hemen balansir demislerdir. Bu durumda ise

_—2n—1+V8n2—7
B 2

r (2.22)

dir.

B, birinci tip hemen hemen balans sayis1 ve B,"da ikinci tip hemen hemen balans sayisi
olmak iizere (2.21) esitligine gore B, 1 birinci tiphemen hemen balans sayist olmasi
icin gerek ve yeter sart 8(B,;)% + 9 un bir tam kare ve benzer sekilde (2.22) esitligine
gore B," 1 ikinci tip hemen hemen balans sayist olmasi i¢in gerek ve yeter sart

8(B;:*)? — 7 nin bir tam kare olmasidir. O halde

C;=.8(B)2+9 ve C*=.8(B)2-7 (2.23)
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birer tam say1 olup bu tam sayilara sirasiyla birinci ve ikinci tip hemen hemen Lucas-

balans sayilar1 demislerdir.

Panda (2017) ise hemen hemen kobalans sayilarini tanimlamistir. Yukaridaki hemen

hemen balans sayilarinin tanimina benzer sekilde
| [(m+D)++2)++Mm+7r)]-[1+2+--+n]|=1 (2.24)

Diophantine denklemini gergekleyen pozitif ntam sayisina hemen hemen kobalans,
esitlikteki pozitif r tam sayisina ise hemen hemen kobalansir demistir. Yine (2.24) esit-

ligine gore problemi iki durumda ele almistir.

(i) Eger nr + r(r2_+1) - @ = 1 ise n ye birinci tip hemen hemen kobalans, r ye ise

birinci tip hemen hemen kobalansir demislerdir. Bu durumda

_—2n—1+\/8n2+8n+9
B 2

, (2.25)

dir.

r(r+1) _ n(n+1)

(ii) Eger nr + — > —1 ise n ye ikinci tip hemen hemen kobalans, r ye ise

ikinci tip hemen hemen kobalansir demislerdir. Bu durumda

_—2n—1+\/8n2+8n—7
B 2

r (2.26)

dir.

b,, birinci tip hemen hemen kobalans sayis1 ve b,,* da ikinci tip hemen hemen kobalans
sayist olmak tizere (2.25) esitligine gore b,, 1n birinci tip hemen hemen kobalans sayisi

olmas1 icin gerek ve yeter sart 8(b;)% + 8b;; + 9 un bir tam kare ve benzer sekilde
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(2.26) esitligine gore b, 1n ikinci tip hemen hemen kobalans sayisi olmasi igin gerek ve

yeter sart 8(b;;*)? + 8b;* — 7 nin bir tam kare olmasidir. O halde

cr =+8(b:)2+8b; +9 ve c;f=./8(b;)2+8b; —7 (2.27)

birer tam say1 olup bu tam sayilara sirasiyla birinci ve ikinci tip hemen hemen Lucas-

kobalans sayilart demistir.
Tekcan (2019) ise birinci tip hemen hemen tiim balans sayilarinin genel terimlerinin

Brt = 3Bn: bgn = 2bn+1 - bn' bZn—l = 4bn - bn—l +1,

* — * —
Cn - 3Cn' Con = Cpy2 — 4'Cn+1' Con-1 = Cht+1 — ch

ve ikinci tip hemen hemen tiim balans sayilarinin genel terimlerinin ise

B3, 1=B,1+C,_q, B, =—-B,+C,, by"=3b, +1,

Con-1=8By1+ Cyhq, G =8B, — C, 3" =3¢,

oldugunu gostermistir. Ustelik balans, kobalans, balansir ve kobalansir arasindaki
B, =141 Ve R, = by,

iligkisine benzer bir iliskinin, hemen hemen tiim balans sayilar1 arasinda da oldugunu
belirtmistir. R; birinci tip hemen hemen balansir, R;* ikinci tip hemen hemen balansir,
7, birinci tip hemen hemen kobalansir ve ;™ ikinci tip hemen hemen kobalansir olmak
tizere n > 1 i¢in

* *

By =1pi1, By =1, by =Ry ve by =Ry

dir. Ayrica tiim balans sayilariin genel terimlerinin birinci ve ikinci tip hemen hemen

tiim balans sayilarina bagli olarak
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* * * * * *
B byp1—bypp—1 Cn _ Cp—1 —Cop—2

Bn:_n)bn: 2 'Cn:?' Cn 2
ve
Bn — 2n+13 Zn’bn — n 5 ’ Cn — 2n+12 2n’ c, = %

seklinde verilebilecegini ve Pell sayilariin genel terimlerinin de

2B, . .
Py, = —3 yPon_1 = byn_1 — b3y
veya
» o 2b;" +1
Pyn = Bapy1 — Bapy Ponq = —3

seklinde oldugunu gostermistir. Bunlardan farkli olarak hemen hemen balans sayilari ile
ticgensel ve kare iicgensel sayilari ele almis ve bu ikisi arasindaki bagintilari elde etmis-
tir. (2.16) da tanimlanan kare tiggensel sayilarin genel terimlerini, birinci tip hemen he-

men balans sayilarina bagl olarak

* * * * 2 * *
s = ban+1 — by — b2p—1+ by, _ By G =3

seklinde ve ikinci tip hemen hemen balans sayilarina bagli olarak

*% sk, 2 *k Kk *% *%
S = n+1 = by _ BZn+1 — Bon _ CZn+1 —C;n —2
"=\ e T T 4

seklinde elde etmistir. Ayrica kare iggensel sayilarin genel teriminin

2

—2B* 1 +C¥—-C* 1
Sn ( n— n n— >
veya

* %k * %k * %k * %k * * %k 2
s = <_ZBZn—1 +2B3, 5+ Chnpq — Con — €350 + CZn—2>
=
4
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seklinde oldugunu gostermistir. Tersine birinci tip hemen hemen tiim balans sayilarinin

genel terimlerinin

B, = 3s,

byn = =28p41 + 8y + 2t — 4y
by,_1=—4s, +s,_1 +4t, —t,_1+1

C, =6t, +3

Con = 3Sn+41 = SSp

* —
Con—1 = 5sp = 3Sp—1

ve ikinci tip hemen hemen tiim balans sayilarinin genel terimlerinin de

By, =—s, +2t, +1

B;:z—l =Sp—1t 2tn—l +1

bi* = —3s, +3t, + 1
3t =8s, — 2t, — 1
C;T*l—l = 8Sn_1 + Ztn—l +1

¢, =3s, + 35,1

oldugunu gostermistir. Boylelikle kare {iggensel sayilar ile birinci ve ikinci tip hemen
hemen tiim balans sayilar1 arasinda bir iliski kurmustur. Ayrica liggensel sayilar ile kare
ticgensel sayilar arasinda birinci ve ikinci tip hemen hemen balans sayilarini kullanarak

TB*

* = ok ok ok *k =
n+1—8Bpn—1-6 Sn ve T32n+3—32n+2—32n—1+32n—2—4 Sn
12 8

seklinde oldugunu gostermistir.

Behera ve Panda (1999), verilen herhangi bir x balans sayisi i¢in
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F(x) =2xy8x%?+1, G(x) =3x++/8x2+1 ve H(x) =17x+ 6y8x%2 +1
fonksiyonlarinin degerlerinin de birer balans sayisi ve
K(x) = 6xy/8x2+1+16x%+1

fonksiyonunun degerinin de tek balans sayis1 oldugunu gostermislerdir. Ustelik verilen

herhangi iki x ve y balans sayisi igin

FO,y) =x/8y2 + 1+ y4/8x2 + 1

fonksiyonlarimin degerlerinin de birer balans sayisi ve verilen herhangi ii¢ x, y, z balans

sayist icin de

f(x,v,2) = x/8y% + 1822 + 1 + yV8x%Z + 1v/8z + 1 + zV8x%Z + 1,/8y2 + 1 +
8xyz

fonksiyonunun degerlerinin de birer balans sayis1 oldugunu gostermisleridir. Ray (2009)
ise benzer problemi kobalans sayilari igin ele almig ve verilen herhangi iki x ve y koba-

lans sayilart i¢in

f(x)=3x++/8x2+8x+1+1
gx) =17x+6/8x%2+8x+1+8
h(x) = 8x% +8x + 1+ (2x + 1)y/8x% + 8x + 1
t(x,y) = %[Z(Zx + DRy + 1D+ Qx+1)/8y> +8y + 1

+(2y + 1)V/8x2 +8x + 1 +/8x2 + 8x + 1,/8y2 + 8y + 1 — 1]

fonksiyonlarinin degerlerinin de birer kobalans sayis1 oldugunu gostermistir. Daha son-

ra Tekcan ve ark. (2015) bu fonksiyonlarin hangi balans ve hangi kobalans sayilarini
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gosterdigini belirlemisler ve yukarida bahsedilen balans ve kobalans fonksiyonlar i¢in

F(B,) = By, G(By) = Buy1, H(By) =By, K(Bp) = Bany1,
f(Bn,Br) = By, f(Bn, By, Bl) = Bk
ve
fbp) = bny1, g(bn) = bpya, h(by) = byp, t(bn,bin) = bpim

oldugunu gostermislerdir. Bu fonksiyonlardan baska

—8xy +V8x2 +1,/8y2 +8y + 1+ 1
4

Bl(x'y) =

By(x,y) =x + 2y ++/8x2 + 1 +4/8y2 + 1+ 1
fonksiyonlarimi tanimlayarak
Bl(Bn'bn) = Bn ve BZ(Bn'bn) = Bn+1

oldugunu belirtmiglerdir. Ayrica k > 0 tam sayist i¢in

n—2
BE(x) = Byxy/8x2 + 14 Cyx? + 1+ 2byyip — z Byiiii1
i=0

fonksiyonunu tanimlamaiglar ve
BI% (Bn) = Bonyk
oldugunu gostermislerdir. Yine

bi(x) = Cox + By (V8x2 +8x + 1+ 1) + by

fonksiyonunu tanimlayarak
bi(bp) = by,
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oldugunu gostermislerdir. Bu fonksiyonlardan farkli olarak

2x +V8x2+1-—1

bi(x) =

2
2x/8y? +8y+1+2yV8x? +1+2z—1
bZ(x'y'Z) =

2

fonksiyonlarini tanimlamaiglar ve
bl (Bn) = bn+1 ve b2 (Bn' bml Cn) = bn+m

oldugunu gostermislerdir. Bu fonksiyonlara benzer sekilde k > 0 tam sayis1 igin

Cp(x,y) = Cr_qV8x2 + 1+ ¢ _1/8Y2 + 8y + 1 + Cppp—1
c(,y) =Cr_14/8y?+8y+1+4+c_1V8x2 + 1+ Cp_j4q

fonksiyonlarini tanimlamislar ve

Cy(Bn,bp) = Cpyk—1 ve cx(Bn,bp) = Cpyk—1

oldugunu gostermislerdir. Benzer sekilde

8B (x+y)+ C,(V8xZ + 1+ ./8y2 + 8y + 1) N

5 _ CeVBxZ + 14 ¢4/8y? +8y +1
zV8x2 + 1+ w,/8y2+8y+1
Pi(x,y,z,w) = >

Qi (%) = 32C,x% + 32B,x\/8x2 + 1 + Qy,
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Pell ve Pell-Lucas fonksiyonlarini tanimlayarak bu fonksiyonlar i¢in

PI}(Bn: bn) = P2n+2k' Pl?(Bn) bn) = P2n+2k—1' Pl(Bn' bnl Cnl Cn) = P4n—1

ve

Qk(B,) = Qant2k

oldugunu gostermislerdir. Son olarak ticgensel sayilar ile ilgili olarak

4x% +4y(y+1) +V8xZ + 1/8y2 +8y + 1+ 1

6y —2vV8x? +1+3,/8y?+8y+1+3
s(x,y) = >

20—y —1) +V8xZ+1—/8y2+y+1
t(x,y) =

2

fonksiyonlarmi tanimlayarak

S(Bn'bn) = Sn' S(Bn'bn) = Sp—1 V€ t(Bn'bn) = tn

oldugunu belirtmislerdir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Kobalans sayilar1 ve bu sayilarin genellestirilmisi olan diger kobalans sayilar1 ve bu
sayilarin daha Oonceden bilinen 6zel sayilar ile olan iliskisi, analitik sayilar teorisinde
cok onemli bir yere sahip olup bu konuda oldukc¢a fazla makale ve kitap vardir. Calis-
manin en énemli amaci, son zamanlarda kobalans sayilarda 6nemli bir yere sahip olan
t-kobalans, t-kobalansir ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimlerini t ye bagh

elde edebilmektir.

b%, bir t-kobalans sayisi ise (1.2) esitliginden

.2t —1+8(D)% + 8t +1
b, = >

oldugu goriiliir. Buna gore rfnin bir t-kobalansir olmasi igin gerek ve yeter sart
8(r,1)% + 8tr! +1 in bir tam kare olmasidir. O halde belli bir y > 1 tam sayis1 icin
8(r,H)? + 8trf + 1 = y? denilirse buradan

202t + )2 —y?2 =2t -1
olur. Eger bu son denklemde
x=2rt+t
degisken degisimi yapilirsa
2x% —y? =2t -1

Pell denklemi elde edilmis olur.

Bu c¢alismada ilk olarak bu Pell denkleminin (x,,y;,) tam say1 ¢oziimleri elde edildi.

Daha sonra ise
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esitliginden t-kobalansirlarin genel terimleri elde edildi. 7, belirlendikten sonra

2rt —14/8(rH% +8trf + 1
bL = :

esitliginden t-kobalans sayilarinin genel terimleri elde edildi. b} belirlendikten sonra

son olarak

cr = \/8(b;§)2 +8(t + )by, + (2t + 1)?

esitliginden Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimleri elde edildi.

Tiim bu problem, t =1 ve t > 2 igin 2t? — 1 in tam kare olup olmamasima gore iic

farkli durumda ele alindi.
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4. t-KOBALANS SAYILARI

Bu béliimde, kobalans sayilarinin daha genel bir hali olan t-kobalans sayilarindan, t-
kobalansirlardan ve Lucas t-balans sayilarindan bahsedilecek ve bu sayilarin genel te-

rimleri balans sayilarina bagl olarak elde edilecektir.

(2.5) esitliginde kobalans sayilari

1+2++n=m+D+M+2)++n+71)

Diophantine denklemini saglayan pozitif ntam sayisina denilmis, esitlikteki pozitif

r tam sayisina ise kobalansir denilmisti. Bu esitlik dikkate alinirsa t > 1 tam sayisi icin

1+2++n=mn+1+t)+(n+2+t)+ -+ n+r+t) (4.1)
Diophantine denklemini gergekleyen pozitif n tam sayisina t-kobalans, esitlikteki pozi-
tif r tam sayisina ise t-kobalansir denir. Ornegin 5, 34, 203, 1188 birer 1-kobalans sayi-
st iken bu sayilara karsilik gelen 1-kobalansirlar 2,14,84, 492 dir. Benzer sekilde 3, 8,

25 birer 2-kobalans sayisi iken bu sayilara karsilik gelen 2-kobalansirlar 1, 3, 10 dur.

(4.1) esitligi n ve r ye gore ¢oziilirse

2r—1+V8r2 +8tr+1
n= > (4.2)

ve

—2n—2t—1++8n2+8(t+1)n+ (2t + 1)
o J 2( )n+ 2t + 1) (4.3)

olur.

Kobalans sayilar1 ve kobalansirlara uyumluluk saglamasi agisindan t-kobalans sayilari
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bt ve t-kobalansirlar da 7;¢ ile gosterilirse (4.2) ve (4.3) esitliklerinden sirasiyla

2rf —1+8(rH)2 +8trf +1

ve

_ —2bf — 2t — 14+ +/8(b5)2 + 8(t + 1)bf + (2t + 1)?
B 2

T

(4.5)

elde edilir.

(4.5) esitligine gore, b. nin bir t-kobalans sayisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(bt)? + 8(t + 1)bf + (2t + 1)? nin bir tam kare olmasidir. Bu halde

ct =+/8(b5)% + 8(t + 1)b, + (2t + 1)2 (4.6)
bir tam say1 olup bu sayiya Lucas t-kobalans sayis1 denir.
4.1. 2x? — y? = 2t* — 1 Pell Denklemi

Bu alt boliimde 2x% — y? = 2t% — 1 Pell denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢dziimleri
kiimesi ele almacaktir. Ciinkii t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinimn
genel terimlerinin belirlenebilmesi i¢in bu Pell denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziim-
lerinin belirlenmesi gerekir. Soyle ki (4.4) esitligine dikkat edilirse, ¢ nin bir ¢-
kobalansir olmas: igin gerek ve yeter sart 8(1;f)? + 8tr;f + 1 in tam kare olmasidir. Bu-

na gore belli bir y > 1 tam sayisi i¢in
8(rH)? +8trf +1 =y? (4.7)
denilirse buradan 2(2r! + t)? — y? = 2t? — 1 elde edilir. Bu son esitlikte
x=2rt+t (4.8)
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olarak alinirsa

2x%2 —y? =2t -1 (4.9)

Pell denklemi elde edilmis olur. Bu Pell denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri

icin baz1 kavramlara ve gosterimlere ihtiyag vardir.
a, b, c € Rolmak tizere
F(x,y) = ax? + bxy + cy?

seklindeki polinomlara kuadratik form denir ve bu form F = (a, b, ¢) ile gosterilir. F

nin diskriminant A ile gosterilir ve A = b? — 4ac olarak tamimlanr.
Ustelik

1. a,b,c € Zdir & F tam formdur.

2. a,c>0veA <0 & F pozitif taniml1 formdur.
3. A > 0 < F indefinite (belirsiz) formdur.

4. obeb(a,b,c) =1 < F ilkel (primitive) formdur.

Verilen bir F formunun diskriminanti mod 4 te sifira 0 a veya 1 e denktir. Bu durum b
nin ¢ift veya tek olmasi ile ilgilidir. Gergekten de b ¢ift, yani belli bir k tam sayis1 igin
b = 2k ise

A = b? — 4ac = (2k)? — 4ac = 4(k? — ac) = 0 (mod 4)
ve b tek, yani b = 2k + 1 ise

A=b?—4ac=R2k+1)*>—4ac=1+4(k?+k —ac) =1 (mod 4)

dir. Yani diskriminantin mod 4 de 0 veya 1 e denk olup olmamas1 b nin tek veya cift

olmasina baglidir.
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a,c > 0ve A < 0 olmast durumunda verilen form

— b oN2_ A2 — b v2_ A 2
F(x,y)—a(x+2ay) - Y° veya F(x,y)—c(y+2cx) X

olarak yazilabileceginden her (x,y) # (0,0) i¢in F(x,y) > 0 dir. Bu nedenle F ye po-
zitif tanimli form denir. A > 0 olmasi durumunda bazi1 (x,y) degerleri i¢in F(x,y) > 0
olabilecegi gibi, baz1 (x,y) degerleri igin F(x,y) < 0, hatta baz1 (x,y) degerleri igin

F(x,y) = 0 olabilir. Bu nedenle F ye indefinite form denir.

A bir diskriminant olmak tlizere

xz—%y2 A =0 (mod 4)

FA(X,_')/) =
x? +xy—%y2 A =1 (mod 4)

olarak tanimlanan forma Pell form denir. Dikkat edilirse F, Pell formu diskriminanti A

olan bir tam formdur.

A # 0 herhangi bir diskriminant olmak iizere Q(v/A) = {x + yVA : x,y € Q} kuadratik

say1 cisminde bir @ = x + yvA elemaninin eslenigi ve normu sirasiyla a ve N(a) ile

gosterilir ve sirastyla
a=x—yJ/A ve N(a)zac_x

olarak tanimlanair.

g A =0 (mod 4)
Pa =
1+VA
2

A =1 (mod 4)

icin 0, = {x + ypa:x,y € Z} kiimesi, Q(+/A) nin bir alt halkas: olup 0, halkasindaki

herhangi bir o elemanin normu ile F, Pell formu arasinda asagidakigibi bir iligki vardir.
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Teorem 4.1.1. a € Opelemanin normu bir Pell form belirtir, yani N(a) = Fy(x,y) dir
(Flath 1989).

ispat. A = 0 (mod 4) ise belli bir k tam sayis1 i¢in A = 4k olup p, = Vk ve bdylece

a = x + yVk elemanin normu

N(a) = (x + yVk)(x — yVk) = x* — ky® = Fy(x,y)

Pell formdur. Benzer sekilde A = 1 (mod 4), yani belli bir k tam sayisiigin A = 1 + 4k
14+VI+4k

ise pp = ve boylece

1+vV1+4k 2x+y+yvl+4k
a=x+y > = >

elemanint hormu

N(ar) = (2x+y+32/\/1+W) (2x+y—32/\/m)

= x%? + xy — ky?
FA(X,_')/)

Pell formdur. Buna gore her iki halde de N(a) = Fa(x,y) oldugundan, @ € O,clemanin

normu bir Pell form belirtir.

Teorem 4.1.2. a € 0, birimdir & N(a) = +1 dir (Flath 1989).
Ispat. Eger a birim ise a8 = 1 olacak sekilde bir f € 0, vardir. Norm fonksiyonunun

carpimsal, yani herhangi iki « ve f i¢in N(af) = N(a)N(pf) oldugu dikkate alinirsa

af=1oN@f)=1e N@NPB) =1 N(a) = +1

olur. Tersine eger N(a) = +1 ise a~! = — € 0, olacagindan a birim olmak zorun-
N(a)

dadir.
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0, nin birimlerinin kiimesi O, ile gosterilirse bu kiime 0; = {@ € 0, : N(a) = 1}

dir. F, Pell formu igin

Pell}(A) = {(x,y) EZ X Z : Fy(x,y) = +1}

kiimesinde herhangi iki (x1,y;) Ve (x3,y,) elemaninin ¢arpimi (ikili iglem)

x+ypa = (X1 +y14) (X2 + Y20n)

olmak tizere (x1,y1) * (x2,¥,) = (x,y) dir. Burada dikkat edilirse

A
(122 + 7 Y12, X1y2 + y1x2) A =0 (mod 4)
(xl'yl) ) (xz'J’z) = |
A-1
| (x1xz + Y1Y2, X1¥2 + Y1X2 +y1¥2) A =1 (mod 4)

dir. Bu carpma islemine gore, Pell*(A) bir grup olup bu grup ile O; arasinda
Y : Pell¥(A) - 0;, W(x,y) =x+ ypa
seklinde bir grup izomorfizmi vardir. 0, da normu 1 olan elemanlarin kiimesi Oy ; =
{a € 0p:N(a) = 1} olup Pell(A) = {(x,y) EZ X Z : Fy(x,y) = 1} olarak tanimlanan
kiime i¢in
wl: Pell(d) - 0},

bir grup izomorfizmidir.

0, halkasinin 1 den biiyiik en kii¢iik birimine temel birim denir ve bu temel birim &, ile

gosterilir. Ornegin Os halkasmin temel birimi &5 = %ﬁ iken 0,( halkasinin temel bi-

rimi e, = 9 + 4+/5 dir.
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€, temel birimi i¢in

en N(gp) =1 ise

Tp =
g8 N(gp) = —1ise

tanimlansin. Bu takdirde Pell*(A) = 0y ve Pell(A) = 0; , dir.

F = (a, b, ¢) diskiriminant1 Aolan bir indefinite form olsun. Bu takdirde F formu

(ax +#y) (ax +¥y)

F(x,y) = »

olarak yazilabilir. Bu durumda

b++A

M(F)={ax+ :x,yEZ}

olarak tanimlanan kiimeye F nin modiilii denir.

F = (a, b, ¢) formu ve rastgele bir n tam says1 icin ax? + bxy + cy? = n Diophantine

denkleminin tim tam say1 ¢6ziimleri kiimesi ile Fnin M (F) modiili arasinda yakin bir

iliski vardir. x; + 104 € 0y Ve ax + 2%y € M(F) icin

X1—3Nn ayq
[x y] b A =0 (mod4)
—CcY1 X1 +391
[x" y']=X (4.10)
X1+ %)’1 ayy
[x y] 1+h A =1 (mod4)
. —Cy1 X1+ =W

olarak tanimlansin. Bu takdirde
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5 =ax + 5 y € M(F)

b+ VA , b++VA
(x1 +y1pa) | ax + y

olup W(x,y) = ax + # y olarak tanimlanan doniisiim i¢in kolayca goriilecegi tizere

¥ ={(xy):Flx,y) =n} - {a € M(F):N(a) = an}

dir. Buna gére ax? + bxy + cy? = n Diophantine denkleminin tiim tam say1 ¢dziimle-

rini bulmak demek esasinda M (F) nin normu an olan elemanlarin1 bulmak demektir.

ax? + bxy + cy? = n denkleminin her iki tarafi 6nce 4a ilegarpilir ve sonra her iki ta-

rafa b?y? eklenirse

n=ax?+ bxy + cy? © 4an = 4a’x? + 4abxy + 4acy?
& 4an — 4acy? = 4a®x? + 4abxy
© 4an — 4acy? + b*y? = 4a’x? + 4abxy + b?*y?
& (b? — 4ac)y? + 4an = 4a’x? + 4abxy + b%y?

© Ay? + 4an = (2ax + by)?

oldugu goriiliir. Yukarida tanimlanan 7, i¢in

(|anTA|% (TA -1

A o ) an > 0 ise

0<y<h=

anTA|% (TA +1

<0 i
A ) an ise

Ta

araligindaki y degerleri icin Ay? + 4an nin tam kare olup olmadigma bakilir. Eger belli

bir yo degeri i¢in tam kare ise

—byy £/ Ay¢ + 4an
2a

Ay2 + 4an = (2axy + byy)? © x5 =
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elde edilir. Boylece ax? + bxy + cy? = n denklemi icin bir Rep = {[x, V,]} ¢dziim
temsilcileri kiimesi elde edilmis olur. Bu ¢6ziim temsilcileri kiimesi ve (4.10) dan elde

edilecek olan M ¢6ziim matrisi i¢in denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi

{£(y): [x y] = [xo yolM', t €Z}

dir. Ay? + 4an tam kare olacak sekilde bir y, tam say1 degeri yoksa denklemin tam say1
¢oziimleri yoktur. Oregin, 17x2 + 32xy + 14y? = 9 Diophantine denklemi ele alin-
sm. Burada F = (17,32,14) olup A = 4 - 18 dir. x> — 18y2 = 1 Pell denkleminin te-

mel ¢ozimi (xq,y;) = (17,4) oldugundan O;, halkasmintemel birimi &;,, = 17 +

4+/18 dir. Buna gore N(&7,) = 1 oldugundan 77, = 17 + 4v/18 ve boylece

1
17-9- (17 + 4V18)|? /16 + 418
0<y<h= ( ) < >E8.246
72 17 + 4/18

olur. 0 < y < 8 arahigindaki y degerleri igin Ay? + 4an = 72y? + 612 ifadesi y, = 2
ve y; = 4 i¢in tam karedir ve y nin degerleri i¢in sirastyla xo = —1 ve x; = —5 olarak

elde edilir. O halde ¢6ziim temsilcileri kiimesi Rep = {[—1 2],[—5 4]} tiir. (4.10) dan

7 68

6 8 1] olarak elde edilir. Dolayisiyla denkleminin tiim tam

¢Oziim matrisi ise M = [:LSL

say1 ¢coziimleri kiimesi

{xCey): [x y] =[-1 2]M", [-5 4]M", t € Z}
dir.

Bu aciklamalardan sonra esas konuya gecilebilir. (4.9) daki Pell denklemi i¢in indefinite

form F = (2,0, —1) olup bu formun diskriminant: A = 8 dir. Dolayisiyla g = 3 + 2v/2

olup ¢6zlim matrisi

_ 3 4
M= [2 ; (4.11)
dir. Bu ¢0zliim matrisi i¢in ilk olarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.3. n > 1 i¢in M matrisinin n. kuvveti

C 4B
n _ n n
M ‘[ZBn C,

dir (Tekcan ve Erdem 2020).
Ispat. n = 1icin C; = 3,B; = 1 oldugundan n = 1 i¢in dogrudur. Esitligin n — 1 i¢in

dogru oldugu kabul edilsin, yani

Cn_ 4B, _
Mn—l — n—1 n 1]
2Bn—l Cn—l

olsun. Bu takdirde 8B,,_1 + 3C,,_; = C,ve3B,_; + C,,_1 = B,, oldugundan

myn-t=[3 4 [

Cn—l 4'Bn—1]
2 31

ZBn—l Cn—l

_ [8Bp-1+3C—y 12B,_ 4 + 4Cn_1]
~ l6B,_4 +2C,_1 8B,_4+3C,

_[C. 4B,
~ 2B, c,
= M"

dir. Yani esitlik her n i¢in dogrudur.

(4.9) daki Pell denkleminin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi

1. t=1
2. t > 2igin 2t% — 1 tam kare

3. t > 2igin 2t — 1 tam kare degil

olmak tizere ii¢ farkli durumda ele alinacaktir.
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1. Durum: t = 1.

Teorem 4.1.4. t = 1 ise 2x? — y? = 1 Pell denkleminin tiim tam say1 ¢oziimleri kiime-
si {(—2B, + C,,4B, — C,) : n > 1} dir (Tekcan ve Erdem 2020).
Ispat. t = 1 icin 2x? — y? = 1 Pell denklemi elde edilir. Buna gére

0<ys<Us=|

2 1\ 2)(3+2V2
DI (1- L) = [

;<2 + 2\/§>
34 2v2

Ta

araligindaki y degerlerinden sadece y, = 1 icin Ay$ + 4am = 8y + 8 bir tam Karedir

Ve Yo 1n bu degeri igin

_ +JAy§ +4am — by, +/8(1)% +8
B 2a B 4

X = il

olarak elde edilir. Buna gore ¢6ziim temsilcileri kiimesi Rep = {[+1 1]} dir. Burada
n>1igin [1 — 1]M" denklemin tiim (x,, ), ) tam say1 ¢oziimlerini iiretir. Diger yan-

dan Teorem 4.1.3 geregi

C 4B
n _ n n
M= [ZBn C,

oldugundan

C, 4B
1 —1]b§ o' =[=2B, +Cy 4B, —C,]
n n

yani denklemin tiim tam say1 ¢éziimleri kiimesi {(—2B, + C,, 4B, — C,) : n = 1} dir.

Ornek 4.1.5. t = 1igin 2x% —y? =1 Pell denkleminin ¢dziim temsilcileri kiimesi

Rep = {[+1 1]} olup denklemin tiim tam say1 ¢6ziimleri kiimesi

{(1,1),(5,7),(29,41), (169, 239), (985, 1393), (5741, 8119, ...}
dir.

45



2. Durum: t > 2 igin 2t? — 1in tam kare olmas1 hali.

Bu durumda ilk olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.6. h > 2 tam sayis1 igin 2t?> — 1 = h? denkleminin tiim tam say1 ¢dziimleri
kiimesi {(P;,,_1,¢,) : n = 1} dir (Tekcan ve Erdem 2020).

Ispat.2t? — 1 = h? esitliginden 2t? — h?> = —1 Pell denklemi elde edilir. Bu denkle-
min ¢6ziim temsilcileri kiimesi Rep = {[+1 1]} olup burada n > 1 igin [1 — 1]M"
denklemin tiim (t,, h,) tam say1 ¢oziimlerini iireteceginden, denklemin tiim tam sayi

¢ozlimleri kiimesi {(—2B, + C,, 4B, — C,, : n = 1} dir. Ancak dikkat edilirse

—2B, +C, =P,,_, Ve 4B, —C, =c,

oldugundan denklemin tiim tam say1 ¢oztimleri kiimesi {(P,,_1,¢c,) : n = 1} dir.

4.1.6 Teoremine gore, P,,_1-kobalans, P,, _;-kobalansir ve Lucas P,,,_;-kobalans sayi-

larinin genel terimleri ele alinmis olacaktir.

2t% — 1 nin tam kare olmas1 durumunda ¢6ziim temsilcileri kiimesindeki elemanlarin

sayisina gore iki hal s6z konusudur: #Rep = 4 veya #Rep > 4.

Teorem 4.1.7. #Rep = 4 ise 2x? — y? = 2t? — 1 Pell denkleminin tiim tam say1 ¢o-
ziimleri kiimesi

(x3n+1' y3n+1) = (ZBn + tCn'4tBn + Cn)
(X3n42,Y3n+2) = (2hB, + hCy,4hB, + h(,)

(X3n,Y3n) = (—2B, +tC,,4tB, — C;)

olmak tlizere

{(X3n41, V3n+1)s (X3n42, Yan42):m = 03 U {(x3,, y3,) 1 = 1}

dir (Tekcan ve Erdem 2020).
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Ispat. #Rep = 4 durumunda ¢6ziim temsilcileri kiimesi Rep = {[+t 1],[+h h]} olup

1. n>0i¢in [t 1]M" denklemin tim (X3, 41, ¥3,+1) tam say1 ¢oziimlerini
2. n>1igin [t — 1]M" denklemin tiim (x3,,y3,) tam say1 ¢oziimlerini

3. n=0igin [h h]M"™ denklemin tim (X3,42, V3n42) tam say1 ¢6ziimlerini

tiretir. Dolayistyla denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi teoremdeki gibidir.

Ornek4.1.8. t = 5 icin 2x% — y? = 49 Pell denkleminin ¢dziim temsilcileri kiimesi

Rep = {[+5 1],[£7 7]} olup denklemin tiim tam say1 ¢6ztimleri kiimesi

{(5,1),(7,7),(13,17),(17,23), (35,49), (73,103), (97,137), ...}

dir.

Teorem 4.1.9. #Rep =2k > 4ise 1 <i <k —2igin tp;_1 Ve tp;, t <t; <tz <+ <
tor—s <M1 <ty <ty < <ty_4 <hvets_,—ts =2t> — 1 ozelligindeki pozi-
tif tam sayilar olsun. Bu takdirde 2x? — y? = 2t — 1 Pell denkleminin tiim tam say1

¢Oziimleri kiimesi
(X2k-Dn+1, Y2k-1)n+1) = (2B, + tC,,4tB, + C,)
(Xk—Dn+i+1 Yk-1n+i+1) = (2tgiBy + ty;_1Cy, 4ty By + 3;Cy)
(X@k-Dn+k Y@k-Dn+k) = (2hB, + hCy, 4hB, + hCy)
(X2k-1)n> Y@k-1)n) = (—2B, + tCy, 4tB, — C,)
(X@k-Dn—i» Yk-Dn—i) = (=2t2iBy + t2i-1Cy, 4ty—1 By — t5,C)

olmak tzere

{(x@r-1n+1 Y2k-Dn+1)r (X2k=1n+i+1 Y2k—-Dn+i+1)y (X@k=1)n+kr Y2k—-1n+k)
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n = 0} U {(Xk—1)n Yk-1n) X@k—Dn—i Yk-1n—i) : 1 = 1}

dir (Tekcan ve Erdem 2020).

Ispat. #Rep = 2k > 4 olmas1 durumunda ¢dziim temsilcileri kiimesi

Rep = {[+t 1], [£ty;—1 tyl,[£h h]}

olup bu durumda

1. n>0i¢in [t 1]M"™ denklemin tim (X(2x—1)n+1, Y(2k—1)n+1) tam say1 ¢oziimle-
rini

2. n=1igin [t — 1]M™ denklemin tiim (X(2x—1)n, Y(2k—1)n) tam say1 ¢oziimlerini

3. n=0i¢in [h h]M" denklemin tim (X(2x—1)n+k» Y(2k—1)n+k) tam say1 ¢oziim-
lerini

4. 1<i<k— 2olmak lizere
n = 0igin [ty; 1 t;]M™ denklemin tim (x(2x—1)n+i+1, Y(2k-1)n+i+1) tam say1
¢Oziimlerini
n =1 igin [ty;_q — t3;]M™ denklemin tim (X(2k—1)n—i» Y(2k—1)n—;) tam say1

¢Oziimlerini

tiretir. Buradan sonug goriiliir.

#Rep = 2k > 4 olmasi durumunda ¢6ziim temsilcileri kiimesi ve bu siniftaki elemanla-
rin t ye bagl tek tiirlii olarak yazilmas1 miimkiin degildir. Ornegin, Cizelge 4.1 de baz
t degerleri i¢in ¢oziim temsilcileri kiimesi verilmistir. Cizelgeden de goriilecegi lizere
bu ¢6zlim temsilcileri kiimesindeki elemanlar arasinda t ye bagl belli bir diizen yoktur.
Bu nedenle 1<i<k—2 igin ty;_4 Ve tr;,t <t;1 <t3 < <ty_5<hl1<t,<
ty < - < typ_gq < h, 2t5;_; —t3, = 2t%> — 1 6zelligindeki pozitif tam sayilar olmak

tlizere ¢Oziim temsilcileri kiimesi

Rep = {[+t 1],[£ty;—1 ty],[£h h]}

olarak alind.
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Cizelge 4.1 2t — 1 tam kare

t Coziim Temsilcileri Kiimesi

985 | {[+985 1],[+995 199], [+1025 401], [+1267 1127], [+1393 1393]}

5741 | {[£5741 1], [+6001 2471], [+6739 4991], [+6805 5167], [+8119 8119]}

{[£33461 1], [£35155 15247], [+38935 28153],

33461
[+40409 32039], [+47321 47321]}
{[£195025 1], [+195083 6767], [+195257 13457],
[+197005 39401], [+197743 46207], [+199547 59737],
[+202985 79601], [+205933 93527], [+205973 93703],
[+207607 100657], [+209405 107849], [+211327 115103],
195025

[+219883 143623], [+222425 151249], [+227837 166583],
[+236623 189503], [+243355 205849], [+243443 206057],
[+246977 214303], [+250747 222887], [+254665 231601],

[+271133 266377], [+275807 275807]}

Ornek 4.1.10.t = 985 igin 2x% — y? = 190449 = 1393? Pell denkleminin ¢oziim
temsilcilerinin kiimesi Rep = {[+985 1],[+995 199], [+1025 401],[+1267 1127],
[£1393 1393]} olup denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi

{(985, 1), (995, 199), (1025, 401), (1267, 1127), (1393, 1393),
(1547, 1687), (2273, 2897), (2587, 3383), (2953, 3937), (2957, 3943), -}

dir.

3. Durum. 2t > 2 i¢in 2t?> — 1 in tam kare olmamas1 hali. Bu durumda da iki hal soz

konusudur: #Rep = 2 veya #Rep > 2.
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Teorem 4.1.11. #Rep = 2 ise denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi

(x2n+11 y2n+1) = (ZBn + tCn'4tBn + Cn)

(Xan yZn) = (_ZBn + tCn'4‘tBn - Cn)

olmak lizere

{(X2n+1,Y2n+1) 1 1 = 0} U {(x20, ¥2n) 1 m 2 1}

dir (Tekcan ve Erdem 2020).
Ispat. #Rep = 2 ise ¢oziim temsilcileri kiimesi Rep = {[+t 1]} olup burada

1. n=0i¢in [t 1]M"™ denklemin tim (X541, V2n+1) tam say1 ¢6ziimlerini

2. n>1igin [t — 1]M™ denklemin tim (x5, Y2, ) tam say1 ¢oziimlerini

tiretir. Dolayisiyla denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri kiimesi {(X2,41, V2n4+1):n = 0} U

{(X2n,y2n) : 0 = 1} dir.

Ornek 4.1.12. t =4 icin 2x? — y? = 31 denkleminin ¢6ziim temsilcileri kiimesi

Rep = {[+4 1]} olup denklemin tiim tam say1 ¢6ziimleri kiimesi agsagidaki gibidir.

{(4,1),(10,13),(14,19),(56,79),(80,113), (326,461), (466, 659), ... }

Teorem 4.1.13. #Rep =2k > 2ise 1 < i<k —1liginty;_q Ve ty, t <t; <tz3 < <
tor—g 1 <ty <ty < <tyu_p Ve 2t3,_; —t3 = 2t> — 1 ozelligindeki pozitif tam
sayilar olsun. Bu takdirde 2x% — y? = 2t? — 1 Pell denkleminin tiim tam say1 ¢dziimle-
ri kiimesi

(X2kn+1,Y2im+1) = (2B, + tC,4tB, + C;)

(X2kn+i+1 Y2kn+i+1) = 2ty By + ty;_1Cp, 4ty 1By + £3,C)

(kanﬁkan) = (_ZBn + tCn'4tBn - Cn)
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(X2kn—i» Y2kn—i) = (—2t3;By + ty;_1Cy, 4ty 1By — t5,Cy)

olmak lzere

{2k +1 Y2in +1) (C2kn +i+1, Y2ikn +i+1): 1 = 0} U

{2k Y2in )» 2k —is Yoin—i):n = 1}

dir (Tekcan ve Erdem 2020).

Ispat. #Rep = 2k > 2 olmas1 durumunda ¢6ziim temsilcileri kiimesi

Rep = {[£t 1], [Zty;_1tx]}
olup burada

1. n>0i¢in [t 1]M™ denklemin tim (X34, 41, Y2kn+1) tam say1 ¢oziimlerini
2. n>1igin [t — 1]M™ denklemin tim (X;p,, V2kn ) tam say1 ¢oziimlerini
3. n=0i¢in [ty;_q ty;]M™ denklemin tim (Xypp 4+i+1, V2kn+i+1) tam say1 ¢ozim-
lerini
4, n>1igin [ty;_q —ty;|M™ denklemin tim (Xyp,—;, Y2kn—i) tam say1 ¢oziimle-
rini
tiretir. O halde denklemin tiim tam say1 ¢oztiimleri kiimesi {(X2xn+1, Vokn+1)» (X2kn+i+1s

Yakn+i+1) * 1 = 03U {(X2kn, Y2kn ) (X2kn—i» Yakn—i) * 1 = 1} dir.

#Rep = 2k > 2 olmasi durumunda da ¢oziim temsilcileri kiimesi ve bu smiftaki ele-
manlarin ¢ ye bagl tek tiirlii olarak yazilmas1 miimkiin degildir. Ornegin Cizelge 4.2 de
baz1 t degerleri i¢in ¢6ziim temsilcileri kiimeleri verilmistir. Cizelgeden de goriilecegi
lizere ¢ozliim temsilcileri kiimesindeki elemanlar arasinda t ye bagl bir diizen yoktur.
Bu nedenle 1<i<k—1 i¢in ty;_1,ty, t <t <tz3<-<ty_31<t, <ty <
< tog—2, Zt%i_l — t%l- = 2t% — 1 dzelligindeki pozitif tam sayilar olmak {izere ¢oziim
temsilcileri kiimesi

Rep = {[£t 1], [Ety;_1t3;]}

olarak alind.
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Cizelge 4.2 2t — 1 tam kare degil

t Coziim Temsilcileri Kiimesi
58 {[£58 1], [£62 31], [+74 65]}
142 {[+142 1], [+148 59], [+182 161]}
54 {[£54 1], [+56 21], [+60 37], [+70 63]}
135 {[+135 1], [+137 33], [+173 153], [+187 183]}

152 | {[+152 1], [+154 35], [+158 61], [+178 131], [+196 175], [+212 209]}

209 | {[+299 1], [+£301 49], [+311 121], [+359 281], [+385 343], [+415 407]}

{[+275 1], [+277 47], [+293 143], [+295 151], [+307 193], [+317 223],
[+353 313], [+383 3771}

275

Ornek 4.1.14. t = 58 igin 2x? — y? = 6727 Pell denkleminin ¢6ziim temsilcileri kii-
mesi Rep = {[+58 1],[£62 31],[£74 65]} olup denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri

kiimesi
{(58, 1), (62, 31), (74, 65), (92, 101), (124, 155), (172, 229), -}
dir.
4.2. t-Kobalansir, t-Kobalans ve Lucas t-Kobalans Sayilari
Bu alt bolimde t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimleri
ele alinacaktir. Bir dnceki kisimda 2x? — y? = 2t? — 1 Pell denkleminin tiim pozitif

(Xn, ¥) tam say1 ¢oziimleri belirlenmisti. x,, ler belirlendikten sonra (4.8) den x, =

21t + t esitligi goz Oniine aliarak, ilk olarak

esitliginden t-kobalansirlarin genel terimleri belirlenecektir. ;¥ belirlendikten sonra
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21t —1+/8(1r)2 +8trf +1
bL = ;

esitliginden t-kobalans sayilarinin genel terimleri belirlenecektir. b belirlendikten son-

ra son olarak

ct = \/8(b;§)2 +8(t+ 1)b. + (2t + 1)2

esitliginden Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimleri belirlenecektir. Yine burada da

t =1vet > 2igin 2t?> — 1 in tam kare olup olmamasina gore ii¢ durum s6z konusudur.
1. Durum: t = 1 hali.

Teorem 4.2.1. 1-kobalansir, 1-kobalans ve Lucas 1-kobalans sayilarinin genel terimleri
n = 1i¢in

1 — 1 _ 1 _
Tw =Dbny1, by =Bpy1 —1 Ve ¢y = Chpg

dir (Tekcan ve Erdem 2020).
Ispat. Teorem 4.1.4 te t = 1 icin 2x% — y? = 1 Pell denkleminin tiim tam say1 ¢oziim-
leri kiimesinin {(—2B, + C,, 4B, — C,) : n = 1} oldugu gosterilmisti. Buna gore (4.8)

den

_ —2Bpy1 + G — 1
2

(a2n+2_ﬂ2n+2) + a2n+2+ﬁ2n+2

_ 42 2 =
2
— a2n+2 (l _ L) + ,an+2 (l + L) _1
4 442 4 g\2) 2
B a2n+1 _ ﬁZn+1 1
B 42
= bn+1
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oldugu goriiliir. Diger yandan +/8(1;1)2 + 8tr;f + 1 = y, oldugundan (4.4) ten

2 —1+8(r)2 + 8 + 1

1
b; 5
— 2bn+1 -1+ 4Bn+1 B Cn+1
2
a2n+1_ﬁ2n+1 1 a2n+2_ﬁ2n+2 a2n+2+'32n+2
S v it SR S
2
an+1 L @ & gt 2L BB
2
a2n+2 _ 32n+2
= -1
42
=By —1

elde edilir. Buna gore (4.6) dan

¢l = BN + 1651 +9 = [8(BL,1)? +1 = Cry

olur.

Ornek 4.2.2. 1-kobalansir, 1-kobalans ve Lucas 1-kobalans sayilar1 asagidaki gibidir.

rl:2, 14, 84, 492, 2870, 16730, 97512, 568344, -
bl :5, 34, 203, 1188, 6929, 40390, 235415, 1372104, -

cl:17, 99, 577, 3363, 19601, 114243, 665857, 3880899, ---

2. Durum: t > 2 tam sayisi igin 2t — 1 in tam kare olmas1 hali. Yine burada da iki hal

s0z konusudur: #Rep = 4 veya #Rep > 4.

Teorem 4.2.3. #Rep = 4 ise t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin

genel terimleri n > 1 igin

54



. _ 2B, +tC—t

; —2B, +tC, —t
3p—1 = >

_ 2t(By + bys1) + 2B, +C, — 1
B 2

_ 2t(By + byy1) — 2B, — G, — 1
B 2

t
b3n—1

Cp = J8(b§n)2 +8(t + Db, + (2t + 1)2

ctq = \/8(b§n_1)2 +8(t + b, + (2t + 1)?

ven = 0 i¢in
; 2hB, + hC, —t
T3n+1 = )
; 2hB, 1 —t—1
b3n41 = 2

i = 84y y1)? + 8+ Dby + (20 + 17

dir (Tekcan ve Erdem 2020).
Ispat. #Rep = 4 olsun. Bu takdirde Teorem 4.1.7 dikkate almirsa x,, = 27, + t oldu-

gundan n = 1 i¢in

L 2B, +tC, —t
T3n _'_____72_____

olur. Diger yandan kolayca goriilecegi lizere

-1

2n 2n 2n 2n
a“" — a“” +
4Bn+Cn—1=4< 4 >+—ﬁ

42 2

(o)
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(1432 + (1 -V2)

2
a2n+1 + 2n+1
= ﬁ -1
2
aZn_ 2n a2n+1_ 2n+1 1
A
42 42 2
= 2B, + 2b, 1

dir. Bu durumda (4.4) ve (4.7) den

2B, +tC, —t — 1 + 4tB, + C,
2

t
b3n_

_t(4B, +C, — 1)+ 2B, +C, — 1
B 2

_ 2t(By +by41) + 2B, +C, — 1
B 2

elde edilir. Dolayisiyla (4.6) dan

Cin = J8(b§n)2 + 8(t + 1)b, + (2t + 1)?
oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 4.2.4. 5-kobalansir, 5-kobalans ve Lucas 5-kobalans say1lari

r>:1, 4, 6, 15, 34, 46, 99, 210, 280, 589, 1236, 1644,...
b2:4, 12, 17, 39, 85, 114, 242, 510, 679, 1425, 2987, 3972,...
co:21, 43, 57, 119, 249, 331, 693, 1451, 1929, 4039, 8457, ...

dir.
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Teorem 4.2.5. #Rep =2k > 4ise 1 < i<k —2icinty;_q Ve ty;, t <t <tz <+ <
tor—s < M1 <ty <ty < <tyu_y4 <hve2ts_, —t5, = 2t*> — 1 ozelligindeki pozi-
tif tam sayilar olmak tizere t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin

genel terimleri n > 1 igin

2B, +tC, —t
Tk-1)n = - 3
. _ —2B, +tC, —t
T2k-1)n-1 = >

; —2ty;By + 131G — t
T2k-1)n—-i-1 = >

e _ 2t(By + bys1) + 2B, + C, — 1
Qk-1)n = )

ot  2t(By +bpy1) — 2B, — G, — 1
k-1n-1 = 2

bt o (—2ty; +4t3;_1)B, + (t2i-1 — )0, —t =1
Qk-1n—-i-1 2

Clok—1yn = \/8(bfzk—1)n)2 +8(t + Db(yy_1y, + (2t + 1)?

Clok-1)n—1 = \/8(b€2k—1)n—1)2 +8(t + 1)b{y_1yp—1 + (2t + 1)?

Clak—1)n—i—1 = \/8(b€2k—1)n—i—1)2 +8(t + Dbiy_1yp—i—1 + 2t +1)?

ven > 0igin
; 2hB, + hC, — t
TQk-1)n+k—1 = 2
: Rty + Aty 1)By + (L1 + 8206, —t— 1
biok—1n+i = >
. 6hB, + 2hC, —t —1
biok—1ntk-1 = 2
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2
Clak—1ym+i = \/8(b€2k—1)n+i) +8(t + Db(yy_1ypg T (2 + 1)2

Clak—1)nth-1 = \/8(b(tZk—1)n+k—1)2 +8(t + Dbip_1ynr—1 + 2t + 1)?

dir (Tekcan ve Erdem 2020).

Ispat. Teorem 4.1.9 dikkate alinirsa x,, = 2%;¢ + t oldugundan n > 1 i¢in

2B, +tC, —t
r(Zk—l)n = f

oldugu goriilir. Diger yandan 4B, + C,, — 1 = 2(B, + b, 1) oldugundan

ot _t(4B, +C, — 1)+ 2B, +C, — 1
Qk-1)n = 2

_ 2t(By + by41) + 2B, +C, — 1
- 2

dir. Buradan

Clok—1)n = \/S(bka_l)n)z +8(t + Db(yy_1y, + (2t +1)?

elde edilir. Diger tiim esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 4.2.6. 985-kobalansir, 985-kobalans ve Lucas 985- kobalans sayilar1 asagidaki

gibidir.
r28% : 5, 20, 141, 204, 281, 644, 801, 984, 986, 1199,

b8% : 104, 220, 704, 900, 1124, 2092, 2492, 2952, 2957, 3487, -

¢8> : 2189, 2451, 3661, 4179, 4781, 7443, 8557, 9843, 9857, ...
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3. Durum: t > 2 tam sayisi igin 2t? — 1 in tam kare olmamas1 hali. Yine burada da iki

hal s6z konusudur: #Rep = 2 veya #Rep > 2.

Teorem 4.2.7. #Rep = 2 ise t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin

genel terimleri n > 1 igin

. 2B, +tC, —t
Ton = f
‘ _ —2B, +tC, —t
Ton-1 = )
‘ 2t(B, + b,41) + 2B, +C, — 1
bZTl = 2
‘ 2t(B, + by41) — 2B, —C, —1
byn—1 =

2

ck, = \/B(bgn)z + 8(t + Db, + (2t + 1)?

Chaos = 84 1)? + 8+ Db,y + (20 + 17

dir (Tekcan ve Erdem 2020).
Ispat. Teorem 4.1.11 dikkate alimirsa x,, = 27;f + t oldugundan

, 2B, +tC,—t
TZn_f

ve buradan

pt = 2By +buy) +2B, + Gy — 1
2n 2

ve son olarak

ck, = \/B(bgn)z + 8(t + b, + (2t + 1)?

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
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Ornek 4.2.8. t = 4 i¢in 4-kobalansir, 4-kobalans ve Lucas4-kobalans sayilari

rt:3, 5 26, 38, 161, 231, 948, 1356, 5535, -
by :9, 14, 65, 94, 391, 560, 2291, 3276, 13365, -

Cf{ : 33, 47, 191, 273, 1113, 1591, 6487, 9273,
dir.

Teorem 4.29. #Rep =2k >2ise 1 <i<k—1iginty;_q Ve ty;, t <t <tz <+ <
tor—g 1<ty <ty < <tyu_p Ve 2t5_; —t5, = 2t> — 1 Ozelligindeki pozitif tam
sayilar olmak tiizere t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel te-

rimlerin > 1 i¢in

. 2B, +tC, —t
Tokn = f
, _ —2B, +tC, —t
Tkn-1 = 2
. _ —2tyB, +ty_1Cy — t
Mkn—i-1 = )
. 2t(B, + b,41) + 2B, +C, —1
. 2t(B, + b,41) — 2B, —C, — 1
ban—l = 2

: (2t + 4t 1)By + (L1 — )G —t— 1
bzin-i-1 = >

Chin = \/S(békn)z +8(t + Dby + (2t + 1)

Cékn—l = \/8(b£kn—1)2 + 8(t + 1)b§kn—1 + (Zt + 1)2

Chjn—i_1 = \/8(b5kn—i—1)2 +8(t + 1)b5,,_i_1 + (2t + 1)?

ven = 0i¢in
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. 2tyBy by 4Gy —t
erTl-l-i - 2

bt (2t + A4ty 1)By + (b1 H )0, —t— 1
2kn+i — 2

Coimai = J8(b§kn+i)2 + 8(t + 1)bS, 4 + (2t + 1)2

dir (Tekcan ve Erdem 2020).

Ispat. Teorem 4.1.13 den goriiliir.

Ornek 4.2.10. 58-kobalansir, 58-kobalans ve Lucas 58-kobalans say1lari

r>8:2, 8, 17, 33, 57, 59, 95, 147, 210, 312, 458, 470, 684, -
b8 : 17, 40, 67, 110, 171, 176, 265, 392, 545, 792, 1145, 1174,

c,518 : 155, 213, 285, 403, 573, 587, 837, 1195, 1627, 2325, 3323,
dir.
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5.SONUC

Bu tezde kobalans sayilarinin daha genel hali olan t-kobalans sayilari ele alinmis ve t-

kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimleri elde edilmistir.

n > 1 tam say1 olmak iizere

1+2++n=m+D)+n+2)+--+n+71)

Diophantine denklemini ger¢ekleyen pozitif n tam sayisina t-kobalans, esitlikteki pozi-

tif r tam sayisina ise t-kobalansir denir.

t-kobalans sayilar1 b ve t-kobalansirlar da 7;¢ ile gosterilirse yukaridaki esitlikten

21t —1++/8(r)2 +8trf +1
b =
2
ve

_ —2b} — 2t — 14 /8(b5)? + 8(t + )bl + (2t + 1)?
B 2

t
rTl

elde edilir. Buna gore b: nin bir t-kobalans sayis1 olmasi igin gerek ve yeter sart

8(bL)? + 8(t + 1)bl + (2t + 1)? in tam Kare olmasidir. Bu halde

ct = \/8(b,ﬁ)2 + 8(t + )b + (2t + 1)?

bir tam say1 olup bu sayiya Lucas t-kobalans sayis1 denir. Benzer sekilde rf nin bir t-
kobalansir olmast icin gerek ve yeter sart 8(r;Y)? + 8tr;f + 1 in tam kare olmasidir. Bu-

na gore sifirdan farkli pozitif y tam sayisi i¢in

8(rH?% +8trf +1 = y?

denilirse
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202t + )2 —y?2 =2t -1

olur. Bu son esitlikte x = 21¢ + t olarak alinirsa
2x* —y* =2t* -1

Pell denklemi elde edilmis olur. Bu Pell denklemin tim (x,,, y,,) pozitif tam say1 ¢oziim-
leri kiimesi, t = 1 ve t > 2 tam sayis1 i¢in 2t — 1 in tam kare olup olmamasina gore
ti¢ farkli durumda ele alindi. Her {i¢ durumda da denklemin tiim pozitif tam say1 ¢6ziim-
leri kiimesi belirlendikten sonra, sirasiyla t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans

sayilarinin genel terimleri elde edildi.

Burada 2x2 — y? = 2t? — 1 Pell denkleminin tim (x,,,y,) pozitif tam say1 ¢dziimii

belli oldugundan x,, = 2rf + t esitliginden

X, —t

t-kobalansir sayilariin genel terimleri elde edildi. Daha sonra

C2nf—148(r)2 +8trf +1

bt 5

esitliginden t-kobalans sayilarinin genel terimleri elde edildi. Son olarak

ct =/8(bt)% + 8(t + 1)bL + (2t + 1)?2

esitliginden de Lucas t-kobalans sayilarin genel terimleri elde edildi.
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Esasinda t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimlerinin
elde edilmesi problemi, 2x? — y? = 2t? — 1 Pell denklemi i¢gin ¢oziim temsilcileri Kii-
mesinin belirlenmesi problemine dayanir. Eger ¢6zliim temsilcileri kiimesi belli ise bu
Pell denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri belirlenerek, t-kobalansir, t-kobalans
ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel terimleri kolayca elde edilir. Ancak t ler biiyii-
diikge, ¢Oziim temsilcileri kiimesinin elemanlarin belirlenmesi zor olabilir veya biraz
zaman alabilir. Ancak uygun bir bilgisayar programi ile (Maple gibi) ¢6ziim temsilcileri
kiimesi kolayca belirlenebilir ve bu ¢6ziim temsilcileri kiimesindeki elemanlar yardi-
miyla, 2x? — y? = 2t? — 1 Pell denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢dziimleri kiimesi
belirlenmek suretiyle, t-kobalansir, t-kobalans ve Lucas t-kobalans sayilarinin genel

terimleri balans sayilarina ve t ye bagl olarak elde edilir.
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