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OZET

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmstir.

Ikinci boliimde diger béliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavram ve dnermeler
verilmistir.

Ucgiincii boliimde hemen hemen paradegme manifoldu, hemen hemen paradegme
metrik manifoldu tanimlanip 6zellikleri incelenmistir. Bir hemen hemen paradegme
manifoldun torsiyon tensor alani tanimlanip, manifold lizerinde normal yap1 kurulmustur.
Ustelik bir K-paradegme manifoldu tanimlanip, manifoldun K-paradegme olmasi igin bazi
sartlar verilmistir. Ayrica para-Sasakian manifoldu tanitilip 6zellikleri incelenmistir. Yine bu
boéliimde paradegme manifoldlarin egrilik 6zellikleri ¢aligilmistir.

Dordiincii boliim orijinal ¢alismamizi olusturmaktatir. Bu boliimde Zbigniew Olszak
mn 1986 yilinda yaptig: {i¢ boyutlu normal hemen hemen degme metrik manifoldlar ile ilgili
caligmanin ii¢ boyuttaki normal hemen hemen paradegme metrik manifoldlardaki karsiliklar
bulunmustur. Normal hemen hemen paradegme metrik manifoldlar ile ilgili temel 6nermeler
verildikten sonra, manifoldun Ricci egrilik tensorii hesaplanmistir. Bir kompakt M manifoldu
tizerinde K sabit egriliginin sifirdan biiyiik, sifirdan kiigiik veya esit olma durumlarina gore
siniflandirma verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann egrilik tensorii, hemen hemen paradegme yapi, hemen
hemen parakompleks yapi, hemen hemen paradegme metrik manifold, paradegme metrik
manifold, K-paradegme manifold, Einstein manifold, Killing vektor alani, dagilim.



ABSTRACT

This study which is designed as master science thesis covers four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

Second chapter contains some well-known definitions and results which will be
used in other chapters.

In the third chapter, the features of almost paracontact manifolds and almost
paracontact metric manifolds were examined. The torsion tensor field of almost paracontact
manifold was defined and on manifold the normal structure was constructed. Also a K-
paracontact manifold was defined and some properties were given to be a K-paracontact
manifold. Also para-Sasakian manifold was introduced and was given the properties. In this
chapter paracontact manifolds curvature properties were also studied.

Chapter IV contains the original work. After by giving the basic lemmas about
normal almost paracontact metric manifolds, Ricci curvature tensor was calculated. On a
compact M manifold, the classification was given according the conditions of constant
curvature K.

Key Words: Riemannian curvature tensor, almost paracontact structure, almost
paracomplex structure, almost paracontact metric manifold, paracontact metric manifold, K -
paracontact manifold, Einstein manifold, Killing vector field, distribution.
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1. GIRIS

Degme geometri bundan iki yiizyll once, Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin
geometrik optikler lizerindeki ¢alismalarindan dogmustur ve Sophus Lie, Elie Carton ve
Darboux gibi pek ¢ok Onemli matematik¢i bu alanda caligmalar yapmistir (Etnyre
2002). Degme geometrinin koklerine, 1872 de Lie’nin degme transformasyonu
diferensiyel denklem sistemlerinin c¢alisilmasinda geometrik bir ara¢ olarak
tanimlamasiyla rastlanir. Degme geometri, plir matematigin diger alanlariyla baglantilar
icerir ve mekanik, optik, termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarinda

onemli bir yere sahiptir.

1970 lerin baglarinda, degme geometride, topolojik metotlar 6nemli bir rol almaya
basladi. Fakat global topolojik sonuglarin alinmasi 1980 lerin ortalarini buldu. Bundan
sonra, 3-boyutlu degme geometri ve topoloji ¢aligmalarinin engin ve yararh faaliyetler
oldugu goriildii ve daha yiiksek boyutlu degme topolojiyi anlamak i¢in 6nemli adimlar

atilmaya baslandi.

[lk olarak 1976 yilinda Sato diferensiyellenebilir bir manifold iizerinde
p*=1-n®&, n(&)=1ve D=cekn

sartin1 saglayan (¢, <&,77) hemen hemen paradegme yapiy1 tanitmustir (Sato 1976).

1977 yilinda Adati T ve Miyazawa T, Sato tarafindan tanitilan hemen hemen
paradegme manifoldlarin 6zel durumlar olarak diisiiniilen para-Sasakian manifoldlar
tanimlamiglardir (Adati ve Miyazawa 1977). Hemen hemen degme manifoldlardaki X -
degme ve Sasakian yapilara benzer olarak 1977 yilinda Sharfuddin ve Hussain
paradegme metrik ve para-Sasakian yapilar1 iizerine c¢alismiglardir (Sharfuddin ve

Hussain 1977). Hemen hemen paradegme metrik manifoldlarin 6zellikleri ve paradegme



metrik manifoldlarda konformal doniisiimler Zamkovoy tarafindan incelenmistir

(Zamkovoy 2009).

Bir 2n +1-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu

@ (L]) tipinde tensor alani, £ bir vektor alan1 ve 77 da 1— form olmak iizere
9" =1-n®& ¢p(&)=0,1n(5)=1,n°p=0, D=Cekn
sartin1 saglayan bir (¢, £,7) hemen hemen paradegme yapisina sahiptir.
(p,&,m) hemen hemen paradegme yapisi ile verilen diferensiyellenebilir M

manifolduna hemen hemen paradegme manifold denir.

M (@, &,17) hemen hemen paradegme manifoldu lizerinde
g(@X,pY) =—g(X.Y)+n(X)n(Y), g(X,5) =n(X), X.Y € y(M)
sartin1 saglayan bir g yari-Riemann metrigi vardir. g yari-Riemann metrigi ile verilen

bir hemen hemen paradegme M manifolduna bir hemen hemen paradegme metrik

manifold denir.

M (@, &,n, g) bir hemen hemen paradegme metrik manifold olsun.
dn(X,Y)=F(X,Y)

sartin1 saglarsa manifold paradegme metrik manifold olarak adlandirilir.

Hemen hemen paradegme metrik yap1 normal ise manifold para-Sasakian manifold

olarak adlandirilir.

Ayrica her para-Sasakian manifold bir paradegme metrik manifold dur.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan ve orijinallik igceren bu tezin amaci,
diferensiyellenebilir manifoldlar iizerinde tanimlanan paradegme, hemen hemen
paradegme, hemen hemen paradegme metrik, K —paradegme ve para-Sasakian yapi

kavramlarini iyi bir sekilde anlamak ve anlagilabilir hale getirmektir.



Dért boliimden olusan bu tezin birinci boliimii Giris kismina ayrilmstir. Ikinci
boliimiinde tistte bahsedilen bu kavramlarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in temel bilgiler
verilmistir. Uciincii boliimiinde ise ilk olarak bir diferensiyellenebilir manifold iizerinde
paradegme yap1 kavrami tanimlanmigtir. Daha sonra ise hemen hemen paradegme,
hemen hemen paradegme metrik, K -paradegme yapi1 ve para-Sasakian kavramlari
tanitilmis ve bu manifold tipleri ile ilgili teoremler, sonuglar verilmistir. Ayrica
paradegme manifoldlarin egriligi incelenmistir. Dordiincii boliim orijinal boliimdiir. Bu
boliimde Zbigniew Olszak 1 1986 yilinda yaptigi li¢ boyutlu normal hemen hemen
degme metrik manifoldlar ile ilgili ¢calismanin {i¢ boyuttaki normal hemen hemen
paradegme metrik manifoldlardaki karsiliklar1 bulunmustur. Ug boyutlu normal hemen
hemen paradegme manifoldun Ricci tensorii hesaplanmistir. Son olarak ise manifold

tizerindeki sabit K egriliginin aldig1 degerlere gére manifold isimlendirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Simetrik Iki-Lineer Form

Tamm 2.1.1: V' bir reel vektor uzayi olsun.
¢ VxV >R

> > >

doniisimii Va,beR ve V u,v,wel igin
i) g(u,v)=9(v,u)
ii) g(au+bv,w)= ag(u, w)+bd(v, w)

d(u,av+bw) =ag(u,v)+bg(u,w)
ozelliklerine sahip ise ¢ donilisiimiine V' reel vektdr uzay: lizerinde bir simetrik iki-

lineer form denir (O’Neill 1983).
Ayrica,

)Vvel ve v#0 icin #(v,v)>0 ise, ¢ simetrik iki-lineer formuna pozitif

taniml,

- -

i) VvelV ve v#0 icin ¢(v,v) <0 ise, ¢ simetrik iki-lineer formuna negatif
taniml,

iii) VvelV ve v#0 icin ¢(v,v)>0 ise bu durumda ¢ simetrik iki-lineer
formuna yari-pozitif tamml,

iv) Vvel ve v#0 icin ¢(v,v)<0 ise bu durumda ¢ simetrik iki-lineer

formuna yari-negatif tanimh dir denir.



Bundan baska,

a) ¢ nin dejenere olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢(v,w) =0 ve

VweV igin v =0 olmasidir.

b) ¢ nin dejenere olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢(v,w) =0 ve

VweV igin v # 0 olmasidir.

Tanim 2.1.2: V' bir vektor uzayi ve

o VxV >R
bir simetrik iki-lineer form olsun.
g, WxwW >R
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu /7 altuzayinin boyutuna ¢ simetrik

iki-lineer formunun indeksi denir ve ¢ ile gosterilir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.1: Bir ¢ simetrik iki-lineer formun dejenere olmamasi i¢in gerek ve
yeter sart ¢ nin herhangi bir baza goére ters matrisinin mevcut olmasidir (O’Neill,

1983).

Ornek 2.1.1:;
2:R*xR> >R

gv,w)=viw, —v,w,
dontisiimii iki-lineer ve simetriktir. gye karsilik gelen matrisi g ={0 J dir ve
regiilerdir. Boylece g dejenere degildir (O Neill 1983).
Ornek 2.1.2:

g:R*xR> >R

gv,w)=vw, —v,w,



1 0 O
dontisiimii iki-lineer ve simetriktir. gye karsilik gelen matrisi g={0 —1 0| dir ve
0O 0 O

regiiler degildir. Boylece g dejeneredir (O’Neill 1983).

Tammm 2.1.3: Bir V' vektor uzay1 iizerinde dejenere olmayan simetrik iki-lineer
forma V' vektor uzayi lizerinde bir skalar ¢arpma denir. V iizerindeki bir skalar

carpma ¢ ise (V, @) ikilisine skalar carpimh vektor uzayr denir. ¢ skalar carpiminin
indeksi g ise 0 < g <bhoyV dir. Ayrica skalar carpim uzayinin indeksi, iizerinde tanimli

skalar ¢arpiminin indeksi olarak tanimlanir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.4: v,wel icin v#0 ve w=0 iken <v,w>:O ise v ve w
vektorleri diktir denir ve v | w seklinde gdsterilir (O’Neill 1983).

Ornek 2.1.3: Omek 2.1.1 deki skalar carpim goz Oniine alalm. R* de
v=(,b),v' =(b,l),u=(1,0),u’ =(0,1), w=w'" =(1,1) vektorlerini se¢elim.

vi= (5,1

(O h)=u' & w=w'=(D

v=(1b)

e
u=(1,0)

Dikkat edilirse burada u' ve u,v' ile v, wile w' birbirine dik vektorlerdir.

v,weV ortogonal ise v L w yazilir ve g(v,w) =0 denklemini saglar (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.5: V' vektor uzaymin bir altuzayr W ise W* = {v eVivl W} olsun.

W+ altuzaymna V nin dik altuzay1 denir.



Uyan 2.1.1: Ancak, W" altuzayma W nin dik tiimleyeni diyemeyiz. Ciinkii

W + W genellikle ¥ nin tamanu degildir. Bunu asagidaki 6rnekle agiklayabiliriz.

Ornek 2.1.4:
w=Sp{l)}>w'=w

Teorem 2.1.2: W bir V skalar ¢arpim uzayimnin altuzayr olsun. O zaman su

ozellikler vardir.

i) boyW +boyW ™ = boyV

ii) (7 ) = W (O"Neill 1983).

Tanim 2.1.6: V' lizerinde bir skalar carpma ¢ ve W,V nin bir altuzay1 olsun. Eger
W iizerinde ¢ dejenere degil ise /W ya dejenere olmayan altuzay, dejenere ise W ya

dejenere altuzay denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.3: ' n boyutlu bir vektor uzay ve W, V' nin bir altuzayi olsun.

O zaman;
W dejenere degildir< V =W ®@W~
dir.

Burada W altuzayi,
wt = {y|¢(x0,y) =0,Vx, eW,ye V}

dir (O’Neill 1983).

Ispat: (<) V=W ®W" ise
boy V =boy (W + W) =boy W +boy W -boy (W "W ) =boy W +boy W*
boy (W nW*)=0= W nw*={0} (2.1.1)
dir. Fakat;

WAaw={fewx Lw) (2.12)

dir.



X, eW,Vy eV icin,
#(x,,y)=0 1se (2.1.1) ve (2.1.2) den x, =0 elde edilir.

Bu ise W nin dejenere olmamasi1 demektir.
(=) : W dejenere degil ise
x, eW,Vy eV icin,
#(xy,)=0=x,=0 (2.1.3)

dir.

(2.1.2) ve (2.1.3) den dolayr W nW*=0 elde edilir.

O halde;
boy V =boy(W +W*)=boy W +boy W -boy(W " W) =boy W +boy W~
dir. Buradan;

V=wew:"

oldugu elde edilir.

Tammm 2.1.7: Bir V' vektor uzay:1 lizerindeki skalar carpma ¢ olsun. velV

o

olarak tanimlanir. Normu bir birim olan vektére birim vektor ve ortogonal birim

vektoriiniin normu

N
\%

vektorlerin climlesine ortonormal vektor sistemi denir (O’Neill 1983).

—

Teorem 2.1.4: Bir V;t{O} skalar carpim uzayi1 bir ortonormal baza sahiptir
(O’Neill 1983).

Bundan sonra ¢ gosterimi yerine g gosterimini kullanacagiz.

Teorem 2.1.5: ' vektdr uzay i¢in bir ortonormal baz {el,ez,...,en} ve V ilizerinde

tanimli bir skalar i¢ carpim g olsun. ¢, = g(e,,e;) olmak iizere Vv € V' vektorii



- n -
v= ") g(v,e,)e,
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.8: 7 bir skalar carpim uzay1 olsun. V' nin indeksi ¢ olmak {izere g =1

ve boyV > 2 ise V' skalar carpim uzayina bir Lorentz uzayi denir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.9: V' bir skalar ¢arpim uzay1 ve W,V nin dejenere olmayan bir altuzay1

olsun.
TV -w
. v ,veW
w(y)=<~- -
) 0, veW*

seklinde tanimlanan lineer doniisiime v nin W iizerine dik izdiisiimii denir (O’Neill

1983).

Tamm 2.1.10: V ve V, sirastyla, (,) ve ((,)) skalar ¢arpimlari ile verilen skalar

carpim uzaylarive T:V — V lineer doniigiimii verilsin Vv,weV igin

KT (). TON)) = (v.w)
ise T ye skalar ¢arpim koruyor denir (O’Neill 1983).
T lineer doniisiimii i¢in T (:) =6 ise (:, :v> =0 ve (,) dejenere olmadigindan
A :v eV i¢in ; = 6 dir. Dolayisiyla, 7' lineer doniistimii bire-bir dir.

Tammm 2.1.11: V' ve W skalar ¢arpim uzaylari olsun. Skalar ¢arpimi koruyan

T:V — W lineer doniistimiine bir lineer izometri denir.
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Eger T:V — W lineer donligiimii lineer izometri ise boyV = boyW dir. Bunun tersi

de dogrudur (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.6: V' ve W skalar ¢arpim uzaylarinin ayni boyutlu ve ayni indeksli
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart V' den W ya bir lineer izometrinin var olmasidir

(O’Neill 1983).

2.2. Yari-Riemann Manifoldlar

Bu kisimda, yari-Riemann manifoldlarin temel kavramlari tanitilacaktir.

Tamm 2.2.1: M bir C* manifold olsun.
g, T, MxT,M—>R
(u,v) > g, (u,v)
biciminde tanimli, simetrik, iki-lineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli (0,2) tensor
alan1 olmak iizere M bir g metrik tensorii ile donatilmigsa (M , g) ye bir yari-Riemann
manifold denir (O’Neill 1983).
p € M noktasinda 7, M tanjant uzayinin bir ortonormal baz sistemi
gle,e)=11<i<r
g(ejej) =—1 r+1<j<n

seklinde belirlenebilir. Boylece bu baz sistemine gore g ye karsilik gelen matris

10 0
) 1

%00 1 0
0 0 ~1]

formundadir. ¢ =n—r pozitif tamsayis1 Vp € M noktasi i¢in aynidir.

Bundan sonraki kullanimlarda (M, g) yari-Riemann manifoldu, kisaca M ile

gosterilecektir.
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Tamm 2.2.2: M bir yari-Riemann manifold olsun. g nin sabit indeksi ¢ ya
M yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. ¢ indeksli ve n—boyutlu bir yari-
Riemann manifold M ile gosterilir. Burada metrik tensoriin indeksi ile yari-Riemann

manifoldun indeksi gosterilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.3: M bir yari-Riemann manifold olsun. Eger n>2 ve g=1 ise bu

durumda M| yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir.

Ozel olarak ¢ =0 ise bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve g de bir

Riemann metrigidir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.4: R} Oklid n —uzay verilsin. 0 < g <n, olmak iizere ¢ tamsayis1 igin,
RY tzerinde
q n
gp(Xpﬂyp):_zxiyi-i_inyi
i=1 i=q+1

ile verilen metrik tensér géz Oniline alinirsa, (R],g) ikilisi yari-Oklid uzay olarak

adlandirihir ve R} ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.2.5: M bir C” yari-Riemann manifoldu ve g, M iizerinde tanimlanmis

bir metrik tensor olsun. Eger Vpe M ve v eT, (M) igin,
g|p :T,(M)xT,(M)—>R

olmak tlizere

- - -

i)g(v,v)>0 veya v =0 ise v tanjant vektoriine uzay benzeri,

-> - -
ii) g(v,v) <0 ise v tanjant vektdriine zaman benzeri,

> -

iii) g(v,v)=0, v#0 ise v tanjant vektoriine 151k (null) benzeri denir

(O’Neill 1983).
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Tanim 2.2.6: M bir yari-Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.

J: M—>M i¢ine (inclusion) doniisiimii olmak {izere her p € M i¢cin

(J(@)(p)=2(j(p))
seklinde tanimli j(g) doniisiimii M fiizerinde bir metrik tensér ise M ye M nin bir

yari-Riemann altmanifoldu denir (O’Neill 1983).

Bir yari-Riemann manifold iizerinde konneksiyon dedigimizde, aksi sdylenmedikge,
yari-Riemann konneksiyonu kastedecegiz. Bu konneksiyon asagidaki teorem ile

nitelendirilmistir.

Teorem 2.2.1: g bir yari-Riemann metrik olsun. Vg =0 olacak sekilde bir tek

torsiyonsuz V afin konneksiyonu vardir (Nelson 1967).

Tamm 2.2.7: (M", g) bir yari-Riemann manifoldu olsun

iki—lineer

VixM) xxM) — (M)
doniigtimii;

VX,Y,Ze z(M),Y f,ge C*(M,R) icin,

DV oy Z=FVyZ+gV,Z,
iV, (fY)= [V, Y+ X(f)Y,
i)V, Y-V, X -[X,Y]=0,
M) Xg(Y,Z)=g(V Y, Z)+ &Y.V, Z),
ozellikleri saglandiginda V ya M" {izerinde torsiyonsuz bir yari-Riemann konneksiyon

denir. Bu konneksiyona kisaca M" iizerindeki yari-Riemann konneksiyonu denir

(O’ Neill 1983).
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Tamm 2.2.8: M bir C* yari-Riemann manifold olsun. M iizerindeki vektor

alanlarmin uzay1 y(M) olsun.
[ ]: 2M)x (M) > 2 (M)
(X,Y)—[Xx,7]
doéniisimii Vf € C*(M,R) igin
[,y )r)= X -v(xp)

seklinde tanimlanirsa, [, ] ye bir Lie operatorii denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.9: (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. X € y(M) i¢in L, , keyfi
bir (p,q) tipinde tensér alanini yine (p,q) tipinde bir tensér alanina gotiiren ve

asagidaki kosullar1 saglayan bir operatér olup X vektor alanina goére Lie tiirev

operatorii olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).
)Ly (f)=X(f), Vf eC*(M,IR)
)L, Y =[X,Y] VYeyM)
i) £, 2(Y,2) = X(g(¥,2)) - g(X,Y} 2) - ¢(X, 2} V), VY, Z e x(M).

Tanmm 2.2.10: (M g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani i¢in,

L, g =0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alami denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.11: (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. M {izerinde verilen her
bir diferensiyel g —forma bir diferensiyel g +1—form karsilik getiren diferensiyel

operatdrii dig tiirev operatorii olarak adlandirilir ve d ile gosterilir. Ozel olarak bir
1 —form w ve bir 2 —form Q i¢in d operatorii

2dw(X,Y) = X(W(Y)) = Y(W(X)) - w[X, Y]
ve

3dQUX,Y,Z) = X(QY,2)+ Y (QUZ, X))+ Z(QX,Y))
~o(x,v]2)-Q(r.z] x)-(z,x] V)

olarak tanimlanir (Duggal ve Bejancu 1996).
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(M,g) bir yari-Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann
konneksiyon olsun. O zaman VX,Y,Z € y(M) olmak iizere Riemann konneksiyonu,
26V, Y, 2)=Xg(Y,2)+Yg(Z,X)—-Zg(X,Y)
—g(X[r. Z) + e(v.[2, X)) + 2(Z,[X,Y))

Kozsul formiilii ile tek tiirlii belirtilir (Yano ve Kon 1984).

n

Tanmm 2.2.12: (M",g) bir yari-Riemann manifold ve x,x,,...,x, M" nin lokal

koordinatlari olsun. V' = f(x)dx, Andx, A..dx, ve f(x)>0 ise V

ye M" lizerindeki bir hacim form denir (Sharpe 1997).

Tamm 2.2.13: (M",g) bir yari-Riemann manifold olsun. M" iizerinde bir hacim

form mevcut ise M " ye yonlendirilebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tamm 2.2.14: (M",g) bir yari-Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir yari-

Riemann konneksiyonu olsun. O zaman,

R ) (M) <5 (M) X (M?) =y (M)
R(X,Y)Z=V V,Z-V\,V, Z-V, /2 (2.2.1)
ile tanimlanan (1,3)-tipli tensor alan1 R ye M” nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, VX,Y,Z,V,We y(M") olmak lizere, R Riemann egrilik tensorii

NR(X,Y)Z =-R(Y,X)Z,

i) g(R(X, Y)W, W) =—g(R(X,Y)W,V),
i\ R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0,
MNg(RX, YW, W)= g(R(V,W)X,Y)

ozelliklerini saglar (O'Neill 1983).

Onerme 2.2.1: (M"g) bir yari-Riemann manifold, ¥V da M" iizerinde bir Yari-
Riemann konneksiyonu ve £ (1,1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(V,E)Y)=V  EY - E(V,Y)
dir (O'Neill 1983).
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Onerme 2.2.2: (M" g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alani

olmak tizere, V X,Y,Z vektor alanlari igin,
g(V F)Y,z)=g(v,(V,F)Z)
esitligi gegerlidir (O'Neill 1983).

Onerme 2.2.3: (M",g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alani olmak lizere, V X Y,Z vektor alanlari igin,
g((v,G)r,2)=-¢(r.(v,G)z)
dir (O'Neill 1983).
Tanmm 2.2.15: (M"g) bir yari-Riemann manifoldu ve {e,e,,...,e, }, lokal
ortonormal vektOr alanlar1 olmak {izere,

St y(M"yx y(M") = R

(X,Y)—> S(X,Y)= Zn“gi g(R(e,, X)Y,e.) (2.2.2)

i=1

S =iz{R - R(X,.)Y}

seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina M” iizerinde Ricci egrilik tensorii
denir.

Ayrica, (0,2)-tipli Q Ricci operatorii

S(X.Y)=g(0X,Y)
esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.16: (M, g) n-boyutlu bir yari-Riemann manifold olsun. V X,Y € y(M)
i¢in
S(X,Y)=1g(X,Y)
olacak bicimde M {izerinde bir 4 fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensorii S,

metrik tensér g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu adi verilir (Yano ve Kon

1984).
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Tanmm 2.2.17: (M,g) bir yari-Riemann manifoldu ve {el,ez,...,en}, lokal

ortonormal vektor alanlar1 olmak {izere,
n
=Y ¢S(e.e)
i=1

degerine M nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.18: M" bir C” manifold olsun. Keyfi bir p € M" noktast igin 7,M"
nin » —boyutlu altuzay1 (» <n) D ve D, nin bir kolleksiyonu D = {Dp} olmak iizere,
p noktasini ihtiva eden M" nin bir U agik altciimlesi tizerinde C* smifindan lineer
bagimsiz {xl,xz,...,x,} vektor alanlart U nun her g € M" noktasinda hala D, nin bir

bazi oluyorsa D ye M" {izerinde bir » —boyutlu dagilim ve {xl,xz,...,xr} climlesine

U tizerinde D igin bir lokal baz denir (Sharpe 1997).

Tamm 2.2.19: M" bir C” manifold ve M" nin bir r-boyutlu dagilimi D olsun.

M" nin bir haritas1 X = {xl,xz,...,xn} olmak tizere, i,...,i climlesi D dagilimi
ox,  Ox,
icin bir baz olusturuyorsa X haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger

M" nin her noktasinda tanimli olan D dagilimi i¢in bir diizlemsel harita

bulunabiliyorsa D dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Teorem 2.2.2: (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M" nin bir r-
boyutlu dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

her X,Y € D i¢in [X, Y] € D olmasidir (Sharpe 1997).
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3. PARADEGME MANIFOLDLAR

Bu béliimde konunun anlagilabilirligini saglayacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

3.1. Hemen Hemen Paradegme Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen paradegme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmigtir.

Tammm 3.1.1: M,(2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ¢,&,n da

M?**" dizerinde swrasiyla, (1,1)-tipinde bir tensdr alani, bir vektdr alani ve 1-form
olsunlar. Eger ¢, &,n igin, M iizerinde
& =1, (3.1.1)
i’ =1d-n®&, (3.1.2)
iii) D = ¢ekirdek 77; n tarafindan iiretilen dagilim
D hemen hemen parakompleks yapiya sahiptir. (3.1.3)
esitlikleri saglaniyorsa, o zaman (¢,&,n) Ugliisiine M  iizerinde bir hemen hemen
paradegme yapi ve bu yapi ile birlikte (M,p,&,n7) dortlisiine bir hemen hemen

paradegme manifold denir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.1.1: (M,p,&,n7) dortlisiic hemen hemen paradegme manifold olmak

lizere;
i) p(&)=0, (3.1.4)
ii) 70 =0, (3.1.5)
iii) rank o = 2n (3.1.6)

dir (Zamkovoy 2009).
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Ispat:

i) (3.1.2) denklemi ve 7(&)=1 esitligini kullanarak ¢°(&)=¢&-n(E)Eé=0  elde
edilir. Buradan ya @&=0, yada ¢*(&)=0¢¢ durumlar s6z konusudur. i1k énce
p(&)#0 oldugu kabul edilsin. @*(&)=0p& ve (3.1.2) denklemi kullanilirsa
0(0°E)=0" (0&) = & —n(p(E))E =0 esitligi  elde edili. Bu son esitlikten
& =n(p(£))E  denklemine sahip olunur. Bu denkleme tekrar ¢ etki ettirilirse

0’ E =n(pE)pE =0 ve buradan da 0=7(p&)pé denklemi bulunur. @& # 0 oldugundan
n(@eé)=0 elde edilir. Simdi @& =n(p(&))E ve n(pé) =0 denklemleri ile beraber
p&=0 elde edilir. Bu ise (&) # 0kabulil celisir. O halde 7(¢&)#0 olmalidir. Bu
durumda 0 =7n(pé)pé denkleminden ve 7(@é) # 0 oldugundan @& =0 olur. Bu kabiil
ile tekrar gelisir. O halde @*(¢)=0¢¢ durumu séz konusu olamaz. O halde @&=0

olmalidir.

ii) (3.1.2) den VX € y(M) icin ¢*(X)=X —n(X)& denkleminde X yerine ¢(X)

yazilirsa;
9’ (X) =9 (pX) = p(p” (X))
= p(X - n(X)E); ¢ lineer oldugundan
= (X)) —p(n(X)S)
= (X)) —n(X)p(S)
9’ (X) = p(X) = n(p(X)& (3.1.7)
elde edilir. (&) =0 oldugundan
9’ (X) = p(X) (3.1.8)

(3.1.7) ve (3.1.8) den n(p(X))~E =0 ve &karakteristik vektdr alani sifirdan farkl
oldugundan 7(¢(X)) = Oelde edilir. Buise (770 @)(X) =0(X) yani (770¢)=0 olur.

lineer

iii) p: y(M) —> y(M) donisiimiiniin ¢ekirdegi Ker ¢ olmak tizere;
Ker ¢ = {X € ;((M)|¢)(X) = 0}

seklindedir. VX € Kerg icin; p(X) =0, esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa
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0=p(p(X))=X —-n(X)E ve buradan da X =7n(X)S elde edilir. Boylece VX € Kerg
icin X € Sp{f} olur ki bu da
Kerg c Sp{&} (3.1.9)
demektir. VX e Sp{&} icin
X =4
P(X) = 2p(5) ;9(&) =0
P(X) =0
olur. Boylece VX € Sp{f} icin X € Kerg olur ki bu da
Spié} < Kerg (3.1.10)
(3.1.9) ve (3.1.10) dan Kerg = Sp{&} demektir.

Sonug olarak

rank ¢ + sifirlik ¢ =boy y(M) =2n+1
olur ve sifirlik ¢ =boy(Ker ¢) =1 oldugundan
rank @ =2n
elde edilir.

3.2. Hemen Hemen Paradegme Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen paradegme manifoldlar iizerinde bir metrik

tanimlayacagiz ve bazi 6zelliklerini ele alacagiz.

Teorem 3.2.1: (M,p,&,n7) 2n+1-boyutlu bir hemen hemen paradegme manifold
olsun. Bu durumda M manifoldu iizerinde bir G yari-Riemann metrik tensor alani
G(X.§) =n(X), VX € y(M) (3:2.1)
olacak sekilde vardir (Zamkovoy 2009).

Ispat: M de yari-Riemann metrik tensér alam1 G olsun. G yi G yardimiyla

asagidaki gibi tamimlayalim. VX,Y € y(M) ig¢in,

G(X,Y)=G(@ X, Y)+n(X)n(Y)



20

G(X,Y) = G(X =n(X)EY =n(V)E) +n(X)n(Y)

dir. Buradan G nin iki-lineer, simetrik ve dejenere olmadig1 kolayca goriiliir. Burada

Y =¢& yazilip ve (3.1.1) denklemi kullanilirsa

G(X,&) = G(X —n(X)E,E-n(&)E) +n(X)n(&)
G(X,&)=G(X —n(X)&,E-1.8) +n(X).1
=G(X -n(X)S,0) +n(X)
= G(p’X,0) +1(X)

=0+n(X)

=n(X)

bulunur.

Teorem 3.2.2: (M, p,&,n)bir hemen hemen paradegme diferensiyellenebilir
yari-Riemann manifoldu iizerinde VX,Y € y(M) ve £ € y(M) igin

D) g(p(X), p(Y)) = =g (X, Y) +n(X)n(Y) (3.2.2)
i) 77(X) = g(X, <) (3.2.3)

ozelliklerini saglayacak sekilde bir g yari-Riemann metrigi vardir (Zamkovoy 2009).
ispat:
g(X,Y)= 5 (G(X Y)- G((pX oY)+ 77(X)77(Y)) olarak tanimlansin.

g(pX,pY = (5((pX, pY)— 5((02)(, P’Y)+ 77((/)X)77((pY)) (3.1.2) ve (3.1.5) den

N | —

= L{Gox.o1) - GX —n(0)EY —n(1)®))

l\)I»—‘

NI»—‘

( (X, 0Y) — G(X,Y) + n(Y)G(X, ) + n(X)G(&, Y)]
nXONY)G(E, &)

=~ (G(eX., p¥) - G(X.Y) + 29(X)(¥) = (X (Y))

l\)lr—‘

=-g(X,Y)+n(X)n(Y)
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ii) (3.2.2) esitliginde Y = & alinirsa;
2(@(X), () = —g(X, &) + n(X (&) ;(3.1.1)ve(3.1.4) den
n(X) = g(X,&)
olur.

Simdi asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢ 3.2.1: M hemen hemen paradegme manifoldu tizerinde
n(X)=g(X,<)
g(@(X),p(Y)) = =g(X,Y) +n(X)n(Y)
olacak sekilde g yari-Riemann metrigi i¢in
g(@X,Y)+g(X,pY)=0
dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: Teorem 3.2.2 geregince g yari-Riemann metrigi istenilen 6zelliklerde vardur.

Buna gore;

g(@(X),p(Y)) = -g(X,Y) +n(X)n(Y)
ifadesinden

g8(X,Y) = —g(@(X),p(Y)) +n(X)n(Y)

yazilabilir. Bu nedenle X yerine ¢X alinirsa;

2(@X,Y)=-g(@* X, pY)+n(@X)n(Y)  (3.1.2) ve (3.1.5) den

=—g(X —=n(X)s,pY)+0.n(Y)

=—g(X, oY) +n(X)g(&,pY) +0 (3.2.3) den
=—g(X,Y) +n(X)n(eY) (3.1.5) den
= _g(X9 ¢Y)

g(eX,Y)+g(X,pY)=0

elde edilir. O halde, g ye gore ¢ anti-simetriktir.

Tamm 3.2.1: (M, p,&,77) bir hemen hemen paradegme manifold olsun. (3.2.2)

2n+l1

ve (3.2.3) kosullarin1 saglayan g yari-Riemann metrigine (M """, ¢,&,n) lizerinde



22

hemen hemen paradegme metrik, (¢,&,7, g) yapisina da hemen hemen paradegme

metrik yapy, (M*""',p, & n,g) beslisine de hemen hemen paradegme metrik
manifold denir (Zamkovoy 2009).

2n+l1

Tamm 3.2.2: (4,£,7,2) hemen hemen paradegme metrik yapist ile birlikte M

icin lokal ortonormal baz sistemi insa edilebilir. A ***' nin bir koordinat komsulugu U

olsun. U da & ya ortogonal olacak sekilde bir birim vektdr alam1 X, olsun ve

|¢X\|” =1 dir. Bu durumda (3.1.4), (3.1.5), (3.2.2) den

g(@X,, &) = g(@* X, &) +n(eX (&)

=0
Ve
g(pX,, X)) =—g(@p* X, 0X,) —n(eX,)n(X,)
=-g(X, X))
esitliginden
g(pX,,X)=0

olacak sekilde @X,,& ve X, e diktir. Benzer sekilde U iizerinde &, X, ve @X, e dik
olacak sekilde bir X, birim vektor alan1 alabiliriz. |¢X 2|2 =—1 olur. @X,,&, X, X, ve
X, ye diktir. Bu sekilde devam edilirse U iizerinde bir (X,,¢X,,&),i=1..n lokal
ortonormal bazi elde edilir ve bu baza ¢ —bazi1 denir (Zamkovoy 2009).

Boylece M*"" in indeksi n-dir.

Tanimm 3.2.3: M iizerinde bir (¢,&,7n,2) hemen hemen paradegme metrik yapisi
verilsin. VX,Y € y(M) igin

F(X,Y)=g(X,pY) (3.2.4)

seklinde tanimli antisimetrik F doniisiimiine (¢,&,77,g) hemen hemen paradegme

metrik yapisinin Temel 2-Formu denir (Zamkovoy 2009).

Sonuc 3.2.2: M """ yari-Riemann manifoldu olsun. F temel 2-form ters simetriktir

ve Tanim 3.2.2 yardimiyla 7 A F" # 0 dir.
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Tanim 2.2.12, Tanim 2.2.13 ve Sonug 3.2.2 yardimiyla Sonug 3.2.3 verilebilir.

Sonu¢ 3.2.3 M" iizerinde bir hemen hemen paradegme metrik yapist (¢,&,7,g)

olmak tlizere M" yonlendirilebilirdir.
3.3. Hemen Hemen Paradegme Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

Tamm 3.3.1: M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M nin her p
noktasi i¢in J* =1 olacak sekilde T M tanjant uzayinn bir J endomorfizmasi varsa,

o zaman M tizerindeki (1,1) tipindeki J tensor alanina bir hemen hemen

parakompleks yapi denir. Bir J hemen hemen parakompleks yapisi ile verilen
manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold denir (Kaneyuki ve Willams

1985).

Teorem 3.3.1: (M, ¢p,&,1) bir hemen hemen paradegme manifold olsun. Bu

taktirde M *>""' xR iizerinde bir hemen hemen parakompleks yap1 vardir (Kaneyuki ve

Willams 1985).

2n+1

Ispat: R, bir reel dogruyu gostermek iizere M*"*'xR carpim manifoldu

distiniilsiin.

2n+l . . . .
" xR iizerinde her bir vektor alanm

st

bicimindedir. Burada X ile M ye teget bir vektor alani, ¢ ile R nin bir noktasinin

O zaman M

koordinati ve f, h ile de M*""' xR de diferensiyellenebilir fonksiyon gosterilmektedir.

M?*' xR nin tanjant uzay: iizerinde bir hemen hemen parakompleks yap1 J

J(X,f%j =[¢X+f§,n<x>%j

[} )] -(berrom-0)
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seklinde tanimlanir. O zaman kolayca
JP=1
elde edilir ve J lineer déniisiimii M *"*' xR {izerinde bir hemen hemen parakompleks

yap1 olur. Gergekten de;

JZ(X,f%) - J(coX + fé,n(X)%j

[co oX + fE)+n(X)E n(eX + fE) ]

O*X + (1) +n(X)E,(n(eX) + n(f&))~ j

[X n(X)E+ fpé+n(X)E, 0+ f(&))— j

oldugundan
J? =

ve dolayisiyla J dontisiimii M xR iizerinde bir hemen hemen parakompleks yapidir.

Tanmm 3.3.2: J, M" iizerinde bir hemen hemen parakompleks yapt olsun. M”

iizerinde J tensor alamna gore Nijenhuis torsiyon tensdrii;
N, (X,Y)=J[x,Y]+[sx,Jv]-J[ux,Y]-J[x,J7]
=[x, v]+[ux,0v]-J[ux,¥]-J[X,J7]
seklindedir (Bucki ve Miernowski 1985).

Tamm 3.3.3: (M?",J) hemen hemen parakompleks manifold olsun. O zaman,

N, =0 ise J doniisiimiine integrallenebilir dir denir (Bucki ve Miernowski 1985).
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Tamm 3.3.4: Eger M*" xR iizerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapisi
integrallenebilir ise (¢,&,7) hemen hemen paradegme yapisina normal dir denir
(Bucki ve Miernowskil985).

Asagida ¢ nin

N, (X.Y) =@’ [X.Y]+[pX,0Y |- p[pX.Y]- o[ X, pY]
ile tammli N, Nijenhuis torsiyon tensérii yardimiyla hemen hemen parakompleks

yapinin normallik sartina karsilik gerek ve yeter sartlar bulunmaya calisilacaktir.

N, (1,2) tipinde bir tensor alani oldugundan M {izerindeki her X ve Y vektor alani

igin
N, ((X,0),(r,0)) ve N J((X ’0)’(0’ %n

hesaplanirsa N, nin degeri hesaplanmis olur. Gergekten de;

N, ((x,0),(v,0)= 7*[(x,0), (¥, 0)]+ [/ (X,0),/(Y,0)]
—J[J(X,0),(¥,0)]- J[(X,0),J(Y,0)]

N,((x,0),(r,0))=([x,r]0)+ [(goX, n(X)itj , (goY, n(Y)%ﬂ
—J[[coX 77(X) (Y, O)} { coY ny) ﬂ
= ([x.v]0)+ [coX oY]- [U(X) ,n(Y)—} [(DX,U(Y)%}{U(X)%@YD

—J([coX Y] 77(X) J J([X oY} XU(Y)—D

= ([x.¥10)+ (px.p¥]- n(X)n(Y){ d } (iﬂ(Y)n(X)—%n(X)n(Y)j%

dt’ dt
,ﬂ(Y)[(pX, j } n coX(ﬂ(Y))— - 77(Y)— ()X + ﬂ(X)[ oY }
n n(X)%.(l)qu LoY(n(X) Z) ~ J(px. Y],n(X)[E, Y } + n(X)%-(l)Y

d d d d
=Y (X)) - J[[X, coYlﬂ(Y)[X,E } FX M)~ U(Y)E'(I)XJ
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—([x,v}0)+ ([(px, oY - (Xm0 + 0.%, (pX(n(Y))% — oY ((X)) %j

—J[[(pX,Y] n(X).0 ~ Yi(X) j [[X ov) (Y)-0+X(77(Y))%j

~(x.v]0)+ ([coX oY HeX (n(1) - ¥ (”(X)))ij

—J[[qu,Y] Yi(X) j ([X oY} X(n(Y)) ]

=(x.v]o)+ ([(pX oY | (X (17(Y)) — qu(n(X)))—j
olox. Y=Y nC0é . Y]jtj

(pr oY |+ X (n(Y)é.n[X, (pY]j]
N, ((x,0),(r.0)= (X, Y]+ [pX,pY]- oleX, Y]~ o[ X, pY]

(Y (X))~ X (GONE(@X (D) - oY (X)) — X, Y] - . o7 ) )

dt

dir.

N,(X.Y)=[X,Y]-n[X, Y] +[pX,0Y]- ploX,Y]-o[X,pY]  (33.1)

2dn(X,Y) = X((Y)) - Y (1(X)) - n[X, Y] (3.3.2)

(L)Y = X (n(Y)) - n({pxX, Y))

(L,MX =Y (X)) - n({pY, X])

oldugundan
N, ((X,0),(v,0))= (Ng,(x, Y) - 2dn(X, V)&, (L)Y - (Lq,yn)X)%j

elde edilir.

NJ((X,O), (0, %D = [(X,O), [0, %H + {J(X,O), J(O, %ﬂ
- J[J(X,O), (o, %ﬂ - J{(X,O), J(O, %ﬂ
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- ([X,O]— [o,%} [X,%} + [0,0]j + quX (X )%} (5,0)}

o) (04| xopeol

~(0.0)+ ([qox,é]— [n()ﬂ%ﬁ} [px 0]+ [U(X)%, éD

—J([(PX,O]—{U(X)%,%} [(’)X’%H”(X)%’OD

-J([x,¢]-[0.0}[x,0]+[0.¢])

o)

(fox. 000 2] -s((x.lo)

[l el-en00 % |- ol clalx.c15

(- dlx.gl o el-(enoo el 4
olup;
(LN = Ly oY )= Dl 1.1}

oldugundan dolayz;
(Zep)X = L.(pX)-gl¢, X]

=& ox]+ ol x . £]

= glx,¢]-[px,¢]

(L)X = L. (n(X))-n[e, X]

oldugundan;

o) (0.8 -{ (o e &)

olur.
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Simdi dért tane tensér alant NV, N® N® ve N® ii sirasiyla,

NY(X,Y)=N,(X,Y)-2dn(X,Y)& (3.3.3)
N X,Y) = (L)Y -(L,m)X (3.3.4)
NO(X,Y)=(L.0)x (3.3.5)
NY(X,Y)=(LmX (3.3.6)

olarak tanimlansin.

Yardimci Teorem 3.3.1: Bir hemen hemen ((p, ¢, 77) paradegme yapist i¢in;

N =0ise N =N® = N® =0 dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: NV(X,Y)=N,(X,Y)-2dn(X,Y)é
oldugundan;
NO(X,&) =N, (X,&) - 2dn(X,E)é
dir.
N, (X, Y) = [X,Y]-n[X, Y] +[pX, 0V |- plpX, Y]- o[ X, 0] (3.1.4) den
=[x, &]-n(X. EDE + X 0] - ploX, &]- o[ X 0]
=[x, &]-n(x, D& - plox. &]
ve
(3.3.2) esitliginde ¥ = & konumu yapilirsa;
2dn(X,€) = X((£) — EM(X) —n[X.&] (3.1.1) den
= X.() - &(m(0)-nlXx. €]
= —&(n(X))-nlx,£]
oldugundan
NO(X, &) =[x, &]-n([(x. )¢ - plox. €]+ Em(0))E +nlx, £J
= [x.¢]-plox. &]+ En(x)E
dir.
N =0 oldugundan

[X. &]-plox, &+ En(X))E=0
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olmalidir.
(X, ¢]-olox, ¢]+ (X0))e) = n(0)
X, E]-nlpleX, £])+ n(E(m(XN))E =0
(X, E]+ EXO)ME) =0 (3.1.1) den
X, &+ Em(x))=0
—nl&, X ]+ EnX))=0
ve buradan da
nlg, X]= &mx))
oldugu goriiliir. Bu esitlik;
N*(X) = (L)X = &) - nlé, x]
de kullanilirsa
N*(X) = E(n(X)) - &m(X))
=0
bulunur.
ol([x, ]+ olg, ox ]+ (En(0))e) = (0)
o[ X, E]+ @*[E, X |+ En(X)p(£) =0 (3.1.2) ve (3.1.4) den
olx. ]+ [€.ox]-n((é. X )E + En(X).0=0
olX. ]+ [£ X ]-n((E, ex]E =0
olX, &)+ [, px]- £llpx))s =0
olX.&l+[£,px]=0
olX. &)= ¢ ox]
oldugundan;
olx,¢]=[px . ¢]
dir. Bu esitlik;
NOWX,Y) = (Lp)x = p[x.&]-[px.¢]
de kullanilirsa;
NOX,Y) =[pxX,&]-[pX . &]
=0

bulunur.
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Diger taraftan;
0=N,(X,Y)-2dn(pX,Y)S
esitliginde,
N, (@X.Y) = [pX,Y]-nlpX, Y +|0* X, 0 |- o> XY |- plX .0¥] (3.1.2) den
=[x, Y]-nlpX, Y £+ [X - n(X)E 0¥ |- o[ X - n(X)E.Y]- pleX. oY ]
=[pX, Y]-nloX, Y + [X, 0¥ |- [n(X)&, 0¥ | - o[ X, Y]+ p[n(X)&, Y]
— plX, pY]

=[x, Y]-nlpx, Y& + [X, 0¥ |- n(X)[E, oY |+ Y (7(X))E - p[ X, Y]
+ (X[, Y]- oY (n(X))E - gleX , oY ]

dir. Burada
ols,v]=[¢.07]
esitligikullanilirsa
N, (X, Y) = [pX,Y]-nlpX, Y]E +[X, Y]+ Y (7(X))é - 9 X, Y] plpX , oY |

~Y(n(X))pé

olur. (3.3.2) den
2dn(pX,Y)E = (X (V) = Y ((@X ))E = nlpX, Y 5(3.1.5) den
= (X (7(Y)) - Y (0))& - nlex, Y ¢
= X (n(Y )& —nleX. Y|
= pX (V)& — X (V))&
=0
Bulunan degerler N =0 da kullanilarak;
0=N,(pX,Y)-2dn(pX,Y)¢
=[pX, Y]+ @X(n(N))¢ + [X, oY |+ 0¥ ((X))E - o[ X, Y]
— glpX, Y]

0 =n[eX,Y]- pX(n(N)n(€) + n[X, oY |+ @Y (n(X)7(&)
- n(e[X.Y]) - n(plex, or])

0=nleX,Y]-eX(n(Y))+n[X, oY ]+ oY (7(X))
0=-n[Y,pX]- X (n(1))+n[X, oY ]+ oY (n(X))
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0=-N?(X,Y) (3.3.7)

Dolayistyla N® =0 dur.

Onerme 3.3.1: M nin (¢,&,77) hemen hemen paradegme yapisinin normal olmasi
icin gerek ve yeter sart
N,-2d®&=0

olmasidir (Zamkovoy 2009).
3.4. K-Paradegme Manifoldlar

Tanim 3.4.1: (2n+1)—boyutlu hemen hemen paradegme metrik manifoldu

(M,p,&,n,2) olsun. Eger VX,Y € y(M) igin

1
dn(X,¥) = (Xn(0) = Yn(X) = n(x.7))
olarak tanimlandiginda
F(X,Y)=g(X,p(Y))=dn(X,Y)
oluyorsa (¢@,&,n,g) dortlisiine paradegme metrik yapt ve (M,@,&,n,g) ye de
paradegme metrik manifold denir (Zamkovoy 2009).

Tamm 3.4.2: (2n+1) boyutlu bir M paradegme metrik manifoldu verilsin. Eger
(p,&,m,2) hemen hemen paradegme metrik yapisinda yer alan & vektor alam1 g ye

gore bir Killing vektor alani ise o zaman M iizerindeki degme yapiya K-paradegme

yap1ve M ye de K-paradegme manifold denir (Zamkovoy 2009).

Onerme 3.4.1: L, K =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V¢ € Ricin ¢ nin K y1

invaryant birakmasidir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Teorem 3.4.1: (2n+1) boyutlu bir M manifoldu, (@,&,7n,g) paradegme metrik
yapist ile verilsin. Bu durumda N® =N® =0 dir. Ayrica N =0« ¢ Killing
vektor alanidir (Zamkovoy 2009).
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Ispat: M , paradegme metrik manifold oldugundan;
dn(X,Y)=g(X,p(Y))
dir. Burada X yerine ¢(X),Y yerine ¢(Y) yazilirsa
dn(e(X),e(Y)) = g(p(X),*(Y))

=-g(X,0’(V)); @' (¥)= oY)
=—g(X,p(Y))

Dolayisiyla
dn(e(X),p(Y)) = —dn(X.Y) (3.4.1)
elde edilir. Ayrica (3.4.1) de Y yerine ¢(Y) yazilirsa
dn(p(X),p*(Y)) =—=dn(X,p(Y)) (3.1.2) den
dn(e(X),Y =n(Y)s) = —dn(X,p(Y))
dn(p(X),Y) =n(¥)dn(p(X),s) = —dn(X,p(Y))

Burada
dn(p(X),8) = g(@p(X),p(S))
veE
(&) =0
oldugundan
dn(p(X),Y) +dn(X,p(Y)) =0 (3.4.2)

elde edilir. Ayrica
(3.3.2) de X yerine ¢(X) yazilirsa

2d(p(X).Y) = (X (V) = Y(p(x ) = (X)), Y] (34.3)
olur. Benzer sekilde Y yerine ¢(Y) yazilirsa
2dn(X (Y )) = Xn(p(V) = p(V)(X) = X, (V)] (3:4.4)

(3.4.3) ve (3.4.4) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
2dn(p(X),Y)+ 2dn(X,p(Y)) = o(X (V) —p()n(X) = nlp(X ). Y] -n[X, 0(1)]
2dn(p(X),Y)+ 2dn(X,p(Y))= N*(X,Y)
olarak bulunur. Boylece
N*=0
olur. Diger taraftan

dn(X,5) =g(X,9(5)) =0
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Ve

(3.3.2) de Y yerine & yazilirsa
2dn(X,&) = (Xn(&) - En(X) —n([X,€]); n(&)=1veX(1)=0
sn(X)-n(x.¢)=0
elde edilir. Buradan;
N*(X) = (L)X
= én(X) -n(£. X))
=0
olur. Boylece ilk kismun ispat: biter.
(L:g)(X.&)= &£, X)-gl[£. x] &)-g(X.[£.£)
= &n(X) -n((&, X))
= (Lfn)X
=0
elde edilir. Biliniyor ki 7 ile d Lie tiirevi altinda invaryant oldugundan L.dn =0 dir.
Dolaysiyla V X,Y € y(M) igin
(Lga’n)(X, Y)=0
&n(X,Y)-dn(¢, x}Y)-dn(x.[5,Y])=0
olur. dn(X,Y) = g(X,@(Y)) oldugundan
&(X, o) -g([& XL o(M)-g(X.p(& Y])=0 (3.4.5)

olur. Diger yandan
(L)X, 0(1)= &(p(Y), X) - g([&. X ] (1)) - g(X.[£,0(1)))
X (L0)M)=g(X[2 o)) - g(X 0 7])
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(L.2)(X.0(N)+ (X, (L.p)(1))= &g(o(1), X) - g([&, X ] oY) - g(X. (&, Y]))
elde edilir. (3.4.5) den
(L)X, oY)+ g(X, (Lp)(¥))=0

olur.



34

N’ =0 ise

(L:g)(X.0(Y))
elde edilir. Bu esitlik VXY € (M) i¢in dogru oldugundan L.g =0 dir. Dolayisiyla &
bir Killing vektor alanidir.

& bir Killing vektdr alani ise L,g =0 olacagindan g(X (L)Y ))=0 olur. Bu

esitlik VX € y(M) i¢in saglandigindan N° =0 dir.

Onerme 3.4.2: M bir paradegme metrik manifold olsun. Bu durumda M ***'in

K-paradegme manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vi i=-pX (3.4.6)
olmasidir (Zamkovoy 2009).

Ispat: M bir K —paradegme manifold olsun. Bu durumda bir paradegme metrik

manifoldda, XY vektor alanlari igin;

g(X,pY) =dn(X.,Y)=—{Xn(¥)-Yn(X)-n(X,Y])}

— [\)|,_

=—{(V )0 - (V,)X)}

[\

— 8V, £ V)=V, £.X)

:%g(VX(;:,Y)+g(YaVX§)

=g(V,&.Y)
dir. Ayrica ¢ antisimetrik oldugundan;
g(X.oV) =—g(eX.) = ¢(V,&.Y)
veya
g(Vi&.Y)=—g(eX.Y) (3:4.7)
elde edilir. Boylece V & =-@X oldugu goriiliir.
Tersine eger V ,& = —pX ve ¢ antisimetrik ise

0=g(eX,Y)+g(X,pY)
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0=g(V,&.Y)+g(vV,¢.X)

0=(Lg)X,Y)
dir. Bu durumda & bir Killing vektor alamidir ve (¢,&,7,g2) paradegme metrik yapist
bir K-paradegme yapidir.

Teorem 3.4.1 yardimiyla asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 3.43: M bir paradegme metrik manifold olsun. M*""ninK -

paradegme manifold olmasi icin gerek ve yeter sart N° =0 olmasidir (Zamkovoy

2009).

Yardimer Teorem 3.4.1: M nin bir (p,&,77,2) hemen hemen paradegme metrik
yapisi i¢in
28((V @)V, Z)= -3dF (X, pY,pZ) - 3dF(X,Y,Z) - g(N"(Y,Z),pX)
+ N, Z)n(X)+2dn(pY, X)n(Z) = 2dn(pZ, X n(Y) (3.4.8)
dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: g ye gore V yari-Riemann konneksiyonu i¢in; Koszul formiiliinden

2¢(V,Y,Z)= Xg(Y,Z) + Ya(X,Z) - Zg(X, )+ (X, Y] Z2)+ g([2, X ) Y) - g([¥, Z] X)

dir. Diger yandan;
3dF(X,Y,Z)= XF(Y,Z)+YF(Z,X)+ ZF(X,Y) - F(Xx,Y] Z2)- F(z,x]Y)- F(¥,Z] X)

dir. Bu denklemlerden ve
F(X,Y)=g(X,pY)
esitliginden istenilen sonucu elde edilir.
2¢((V9)Y,2)=2¢(V , (9Y) ~ ¢V Y, Z)
= Zg(VX (pY), Z)— 2g(g0VXY, Z); @ antisimetrik
= 2g(VX((0Y),Z)+ 2g(VXY,(pZ)
= Xg(pY,Z) + oYg(X,Z) - Zg(X, pY)
+g(X,0r] 2)+ ¢(Z, x] oY)~ (oY, Z] X)
+Xg(Y,pZ) + Yg(X, pZ) — pZg(X,Y)
+2(x. v} 92)+ g(lpz, X] ¥)- 27,07} X)
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28((V @)Y, Z)=-XF(Y,Z) + @Yg(X,Z) - ZF (X,Y)
+g((x.pr] 2)+ F((z,x]Y)-g(pY, 2] X)
+ XF(Y,Z)+YF(X,Z)- pZg(X,Y)
+F([x,Y]) 2)+ g(lpz, X1 7)-g([Y, 2] X)

3dF (X,pY,pZ) = XF(@Y,pZ) + oYF(pZ, X))+ ¢ZF (X, ¢Y)
- F((x,0Y] 92)- F(lpz, X oY)~ F(pY.pZ] X)
esitliginde
XF(¢Y,9Z)=-XF(Y,Z)
OYF(pZ, X) = pYg(pZ,0X) = Y (- g(Z, X)+n(Z)n(X))
= —pYg(Z, X)+ Y (n(Z)n(X))
QZF (X,9Y) = pZg(X,9’Y) = pZg(X,Y —n(Y)&)
=Zg(X.Y)-pZn(Y)g(X.,3)
= pZg(X,Y) - pZ(n(X)n(Y))
F(x,pv)92)=g([X.0¥] 9°Z)= g(X.0Y) Z - n(2)¢)
=g([X, 0¥ 2)- (X, 0¥ n(Z)
Fgz. X oY)=g(lgpz. X1 9°Y )= g(lpz. X1 Y - n(¥)&)
=g(loz, x17) =09z, X Jn(v)

esitlikleri kullanilirsa;
3dF (X, Y, 0Z) =—XF(Y,Z) - pYe(Z, X) + oY (1(Z)n( X))+ ¢Zg(X,Y) - pZ (X )n(Y))

~g(x, 0] Z)+n( X, 0¥ Dn(2) - g(0z, X1 ¥)+ n([0Z, X Dn(¥)
~F(lpY,pz] X)

olur.

—3dF(X,Y,Z)=—-XF(Y,Z)+YF(X,2)- ZF(X,Y)+ F(X,Y} 2)+ F(z, X} Y)+ F(Y,Z] X)

(3.3.1), (3.3.2) ve (3.3.3) den;

g, 2),0x )= g(Y.2)+ [oV.0Z]- ploY, Z]- o[V, 0Z]- Y (1 Z))E + Z(n(Y))E, X )
=g([v.z) ox)+ g(lpY.pz] X )- gloloY. Z] X )- g(o[Y.0Z] @X)
- g(Y(2)&,0X )+ g(Z(n(Y )&, 9X)
= F(lv.z) X)+ F((pv.02) X)+ g([o¥. Z) X)-n(X)n([pY. Z))
+g([¥,9z] X)-n(X)n([Y,92])+0
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(3.3.7) den;
NOE, Zn(X) = (oY (Z)) - pZ((Y)) - oY, Z] - 1[Y, pZ I (X)
=Y N(Z2)n(X) - pZ (Y )n(X) oY, ZJn(X) - n[Y . oZ Jp(X)

(3.3.2) den;
2dn(pY, X)n(Z) = pY ((XN)n(Z2) - nleY. X |n(2)
(3.3.2) den;
= 2dn(pZ, X)n(Y) = ~pZ((X)n(Y) +nleZ, X Jp(Y)
esitliklerinden

~3dF (X, Y, pZ)-3dF(X,Y,Z)—g(N"(Y,2),0X)+ N® (Y, Z)n(X)

+2dn(pY, X)n(Z) - 2dn(eZ, X)n(Y)

=+ XF(Y,2)+pYe(Z, X) - oY (n(Z)n(X)) - pZg(X,Y) + pZ((X)n(Y))
+2(X,0Y) 2)-n(X, oY Dn(2) + g9z, X1 ¥)-n((0Z, X Dn(Y)
+F(lpY,0Z], X)- XF(Y,Z)+YF(X,Z)- ZF(X.,Y)+ F((X.,Y] Z)+ F(z,X]Y)
+F([v.z] x)-F(v,z] x)- F(¥,02] X )- g(lp¥.Z] X )+ nloY, Z}r(X)
—g([Y.0z] X )+ nCOn([Y, eZ])+ oY (2)(X) - 9Z (Y ))(X) —nleY. Z]Jp(X)
—n[Y,pZn(X)+ oY (X))W(Z) - nleY . X 1(2) — 9Z (X ))n(Y) + n[oZ, X n(Y)

= pYg(Z, X) ~ oY (0(ZIn(X)) = pZg (X V) + 9Z(n(Xn()+ g([X, 9¥] Z) + gllpz. X] Y)
+YF(X,2)-ZF(X,Y)+ F((x,Y] 2)+ F(z, x]Y)- g(oY.Z] X)- g([¥,9Z] X)

+ @Y ((D)n(X) —pZ(n(Y)n(X) + oY (n(X)n(Z) — Z(n(X)n(Y)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte;
oY ((Z)n(X) + Y (X Nn(Z) = pY (1(X)n(2))

Ve

—pZ (O N(X) = pZ (XY = —pZ(n(X)n(Y))
oldugundan
—~3dF (X, Y, pZ)-3dF(X,Y,Z)—g(N"(Y,2),0X)+ N® (Y, Z)n(X)
+2dn(pY, X)n(Z) - 2dn(pZ, X)n(Y)
= pYg(X,2) - Y (1(Z)n(X)) - pZg(X,Y) + pZ(n(X)n(V))+ g([X. Y] Z) + gllpZ. X ] ¥)
+YF(X,Z2)-ZF(X,Y)+ F(X,Y] 2)+ F(z, x| Y)- g(lpY. 2] X)- g([Y,0Z] X)
+ oY (1(X)(Z)) = pZ(n(X)n(Y))
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—~3dF (X, @Y, pZ)-3dF(X,Y,Z) - g(N"(Y,Z),pX)+ N® (Y, Z)n(X)
+2dn(eY, X)n(Z) = 2dn(eZ, X)n(Y)

= pYe(X,2) - pZg(X. )+ g(X. 0¥} Z)+ gz, X] Y)
+YF(X,Z)-ZF(X,Y)+ F(X,Y] 2)+ F(z, x]Y)+ g(pz,Y] X)- g([Y,9Z] X)

=2g((V,9)Y,Z)

olur.

Yardimc1 Teorem 3.4.2: (¢,&,77,g) paradegme metrik yapisina sahip ve F =dn
ve N® =0 o6zelligindeki M manifoldu i¢in
28((V,0)Y.Z) = ~g(N" (Y, 2),9X) + 2dn(Y . X)(Z) = 2d5(0Z, X)n(Y)  (3.49)
dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: Yardime1 Teorem 3.4.1 de dF =d*n =0 (Poincare yardime1 Snermesinden)

esitlikleri kullanilirsa ispat kolayca elde edilir.

Sonug¢ 3.4.1: (3.4.9) denkleminde X yerine & alinirsa
28((V.p)v.2)=—g(N" (¥, 2).08) +2dn(pY. E(Z) - 2d1(¢Z. ) (Y)

=2F(oY,Em(Z) - 2F(pZ,5)n(Y); (2.5.1) den

=2g(pY,pSn(Z) = 2g(pZ,pSn(Y)
=0

elde edilir ve bdylece bir paradegme metrik manifoldda

V.p=0 (3.4.10)

sonucuna ulagilir.

Teorem 3.4.2: Bir paradegme metrik manifoldda & nin integral egrisi bir

geodeziktir (Zamkovoy 2009).

Ispat: g(&,&) =1 oldugundan herhangi bir X vektér alani icin
g(Vy5,8)=0 (3.4.11)
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dir. X,& ya ortogonal olan bir vektor alan1 olmak tlizere, V bir metrik konneksiyon

oldugundan g(V.¢,&) =0 oldugu agiktir ve & ya ortogonal bir X' vektor alant igin;

g(V.EX)=—g(&V . X)=—g(£,V E+[&, X))
=-g(&.V,&) - g(&.[8.X]) s 3.4.11)den
=-g(&,[£,X)

-n([£.x])

=2dn(¢, X)
elde edilir. dn(&, X) =0 oldugundan dolay1

g(V &, X) =0 sonucuna ulasilir ve buradan da
V.g=0 (3.4.12)

olur.

Bir paradegme manifold iizerinde

h: y(M)— y(M)
X > h(X)= %(ng)(X) . %(ng()o —gL.(X))

olacak sekilde bir h tensor alan1 tanimlansin.

X yerine & alinirsa

he =2 (L)) = plé. €] [pe. €] =0

hé=0 (3.4.13)
oldugu goriiliir (Zamkovoy 2009).

Yardimer Teorem 3.4.3: Bir paradegme metrik manifoldda, 4 bir simetrik
operatOrdiir. Ayrica
V& =—pX +phX (3.4.14)
dir. A, ¢ ile anti-degismelidir ve izA = 0=h & dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: Bir paradegme metrik manifoldda (3.4.10) ve (3.4.11) Oozellikleri

saglandigindan
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glolx.¢]-[px. ] Y)

gV eV X -V £V, 0X,Y)
(V. -V (E+ gV EY)

g- Vo &+ v, EY)

dir. Burada X veya Y yerine & alirsak denklem sifir olur. (3.3.7) denklemi, & ya

glL.px,7)

ortogonal olan X ve Y vektor alanlari igin 7([@X,Y])+n([X,pY])=0 olarak elde
edilir. Ayrica metrik konneksiyonu 6zelliginden
—g(V & V) —g(Vi&,0Y) =gV Y,8)+g(V,0Y,5)
olur. Bu durumda
g(hX,Y) = g(L.p)X.Y )= g(V . V.£) + g(V 1Y .)
=1V ¥) +17(V Y )
=1(VypX) +1(V , X)

= g((L.p)Y, X)
=g(X,hY)

olur ve boylece 4 simetriktir.

(3.4.9) nolu denklemde Y yerine & yazip L. nin simetrigi alinirsa

22((V£),2) = -g(NV(&,2), X )+ 2d (&, X)n(2) - 2d(9Z, X)n(£)

— —glp*[&. 2]+ [pg, 2]~ ple., 97 ] - plpe, 2]+ 2dn (£, 7)€, X )
-2dn(eZ,X)

— —g(p*[, 2] - l&, 9] X ) - 2d1(9Z, X)

= g(co(Lg(p)Z X )— 2g(pZ,pX)

= —g((Lp)Z, X)+ (L) Z Jp(X) + 28(Z, X) - 20(Z)n(X)
= —g((L.p)X.Z)+2g(X,2) - 2g(n(X)E, Z)

veya
28(V e~V £, Z) = ~g((L.p) X +2X - 209(X)E, Z)
elde edilir ve buradan
1
-V &= _§(L5¢)X + X —-n(X)é

sonucuna ulasilir. Bu denklemin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

1
—VX§=—§¢(L§¢)X+¢X (3.4.15)
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olarak bulunur. 4 tensor alanmi

1 1
h=—L.go=—NY
D)

seklinde tanimlandigindan (3.4.15) denklemi

V& =—pX +phX (3.4.106)
olarak yazilabilir.

Simdi /4 nin anti-degismeli oldugu gosterilsin. (3.3.1) ve (3.4.14) denklemlerinden

2dn(X,Y)=2g(X,pY)=g(V,¢&,Y)—g(V,é, X)
=g(—pX + phX,Y)— g(—@Y + phY, X)

=—g(pX,Y) + g(phX.Y) + g(pY, X) — g(phY, X)
dir. ¢ nin antisimetriligini ve 2 nin simetriligini kullanarak
28(X,Y) = g(X,Y) + g(phX,Y) + g(X, pY) + g(hY, pX)
elde edilir ve bu son denklemden
gl(ph+hp)X.Y)=0

olur. Bu durumda

ho+oh=0 (3.4.17)
olmast 4 mnin antisimetrik oldugunu gosterir. (3.4.16) denklemine ¢ etki ettirilirse
o(V, &) =—X+n(X)E+hX denklemi elde edilir. Bu son denklemde X yerine &
yazilip ve V& =0 6zeligi kullanilirsa h £=0 elde edilir. Bir lineer dontistimiiniin izi baz
seciminden bagimsiz oldugundan daha Once tanimlanan ¢-bazi goz Oniine alinsin.

Boylece

iz b= [g(he, ) - ghge, ge,) + g(hE. &)

i=1

:i[g(hewei) + g((phel.,(De,-)]

= [ghe, )~ glhe, ) + e (e, ]

=0
elde edilir.
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3.5. Para-Sasakian Manifoldlar

Tamm 3.5.1: M*>' (p,&,n,g) paradegme metrik yapisina sahip bir paradegme
metrik manifold olsun. Eger M nin paradegme metrik yapist normal ise bu durumda
M manifoldu bir para-Sasakian yapiya sahiptir ve M manifolduna da para-Sasakian
manifold denir. Bir para-Sasakian manifold, bir paradegme metrik manifolddur fakat

tersi her zaman dogru degildir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.5.1: M *"*' bir paradegme metrik manifold olsun. Bu durumda M*""' de

bir (¢,&,n,g) hemen hemen paradegme metrik yapisi bir para-Sasakian yapidir gerek
ve yeter sart

(V@)Y =—g(X,Y)g +n(Y)X (3.5.1)
denkleminin saglanmasidir, burada V, g ye gore yari-Riemann konneksiyondur.

Ozellikle bir para-Sasakian manifold, K-paradegmedir (Zamkovoy 2009).

Ispat: M*"" de (¢,&,717,2) hemen hemen paradegme metrik yapisi bir para-
Sasakian yap1t olsun. Eger (¢,&,7,g) yapist bir normal paradegme metrik yapi ise
F=dn, N =0 ve N® =0 dir. Bu durumda

(3.2.2) denklemlerinden (3.4.4) denklemi
28((V @)Y, Z) = 2dn(pY, X)(Z) - 2dn(9Z, X)n(Y)
=2g(pY,pX)n(Z) = 28(pZ, pX)n(Y)
g(V )Y, Z) = g(¥,pX))(Z) - g(9Z, pX)(Y)
=[-8V, X) +n(MCOMZ) - = ¢(Z, X) + (2O ()
=—g(X,n(Z) +g(X,Z)n(Y)
g((V,0)Y.2)=g(-g(X.1)¢ + (V) X, Z)
seklinde olur ve buradan da (3.5.1) denklemi elde edilir.
Tersine bir (@,&,7n,g) hemen hemen paradegme metrik yapist (3.5.1) denklemini

saglasin. (3.5.1) de Y yerine & alinirsa
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(Vxp)&=-g(X,5)E+n()X
VoS-V &=-n(X)S+X
—pV, E=—nX)E+X

elde edilir. Bu son denkleme ¢ uygulanirsa

— @’V & =-n(X)pé + X
_VX§ =pX

Vié=—pX (3.5.2)
olur.

_g(anY)_g(Xawy):g(VX§9Y)+g(X=vY§):O
=(L:g)(X,Y)=0

dir. Yani & nin bir Killing vektor alan1 oldugu gortiliir.

Bu durumda

an(X. ) = () - YO -n((x.v))

_1
2

:%{g(ng,Y) -g(X,V,&)}
= g(V&,Y)=—g(pX,Y)=F(X,Y)

olarak elde edilir ve boylece (¢,&,7m7,2) nin bir paradegme metrik yapt oldugu

(V@)= (V,)(X)}

sonucuna ulagilir.
Simdi Nijenhuis torsiyonu yardimiyla yapinin normal oldugu gosterilsin. (3.5.1)
denklemi kullanilirsa
[0k X, ¥) = 9*[X, Y]+ X, 07 |- plooX, Y] - 0] X, Y |
=@’V Y =@’V X +V 0¥ =V ,0X =V Y + oV ,0X — gV , oY + ¢V , X
=p(Vy@)X =(V,0) X —p(V @)Y +(V , 9)Y
= (- g(Y. X) +n(X)Y )~ (- (0. X)& +n(X)Y)
~9(-g(X. 1) +n(NX)+ (- g(@X . V)& +n(V)gX)
=g(pY, X)5 —g(pX,Y)S
=2g(X,pY)S =2F(X,Y)S =2dn(X.Y)S

elde edilir. Bu durumda

[p.0]-2dn®&=0
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dir ve buradan da (¢,&,7n,g2) paradegme metrik yapisinin bir para-Sasakian yapi

oldugu goriiliir.
3.6. Paradegme Manifoldlarin Egriligi

Onerme 3.6.1: Bir M *""' paradegme metrik manifoldunda
(V:h)X =—pX + h>pX + oR(&, X)E (3.6.1)
(R, X)E + pR(S.9X)S) = 20°X —21° X (3.6.2)

dir. Burada & karakteristik vektor alanidir ve X € M """ dir (Zamkovoy 2009).

2n+1

Ispat: X bir vektor alam olmak iizere M in yari-Riemann egrilik tensori

(3.4.12) den
R, X)E=V.V, -V, V.5V &
=V, V-V é

dir. Bu durumda (3.4.10),(3.4.14),(3.4.16) esitliklerinden
=V (~pX + phX) + 9&, X |- ph]&, X ] (3.6.3)
==V, X +V . 0hX + 9V . X = ¢V , & — phV . X + ¢hV &
=—V . X+ V. hX + oV . X =@V &~ phV . X + ohV &
=gV X — (=X + phX) — phV . X + ph(-pX + phX)
=gV WX + 0’ X — *hX — phV .X — phX + phphX
=0’ X -9’’’ X +p(V .h)X
=’ X -’ X + (V. hX

elde edilir.

Boylece

R X)) =9’ X - P X + (V. )X (3.6.4)
bulunur ve (3.6.3) denklemine ¢ uygulanirsa

PR(E, X)E =~V (X —hX) + ¢*[£, X ]~ p*h[E, X]
= V(X = hX)+ (VX =)+ [&, X]- (i, X)e
- h[faX]"' n(h[é:: X])é:
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=~V X + VX +(V, X)E (V. hX)E+V, X =V &
=1V X)g+71(V &) = hV X +hV & +n(hV X)g

—1(hV 4 $)S
= (V)X =V E+hV &

elde edilir. Ayrica (3.4.14) ve (3.4.16) denklemleri kullanilirsa
PR(E, X)E=(V.NX =V, E+hV ¢ (3.6.5)
= (V)X +@X —phX — heoX + hphX
= (V.h)X + X — phX + phX — h*pX
PR(E, X)E = (V. )X + X — P pX (3.6.6)

olur ve boylelikle (3.6.1) denklemi elde edilmis olur.
(3.6.6) denkleminde X yerine @X yazilirsa

PR(E,pX)E = (V. WX +9* X -9’ X
olur. Ayrica (3.4.10), (3.4.16), (3.4.13) denklemlerinden
=—p(V.)X +9’X —h’p’ X
=-’X+¢’X (V. .h)X (3.6.7)

elde edilir. Bu durumda (3.6.4) ve (3.6.7) denklemleri toplanirsa (3.6.2) denklemi elde

edilir.

Sonug 3.6.1: Bir M*""' paradegme metrik manifoldunda, & dogrultusunda Ricci
egriligi
S(&,8)=-2n+izh’
seklinde verilir (Zamkovoy 2009).

ispat: {ei,(pei,gg} lokal ortonormal ¢@-bazi gbz Oniine alinsin. O halde (2.2.2) nolu

esitlikte X =Y = ¢ alinirsa

S(s,¢) = Z g(R(e;, )5 ¢,) — g(R(ge;, $)S, ¢e;) + g(R(S,6)6,S)

esitligi elde edilir. (3.6.2) denklemi yardimiyla
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g(R(E, X)E, X) + g(pR(E, @X)&, X) = 2g(9" X — 1 X, X)
elde edilir. Yari-Riemann egrilik tensorii 6zelikleri kullanilarak
g(R(X,8)E, X) - g(R(pX,5)E, 0X) = -2g(p° X = h* X, X)

elde edilir. Yukaridaki denklemin izi alinacak olunursa
S(&,6) =) g(R(e,,&)E e,) — g(R(pe,, E)E, pe,)
i=1

- _22’1: (g(¢zei ’ei) - g(hzej s e,’ ))
i=l

=23 (g(e.e) - glhene)
i=1

= 2n+izh?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.6.2: M*"" bir K-paradegme manifold olsun. M*""" de O Ricci egrilik

operatorii olmak tizere
Q¢ =-2ng
dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: M """ bir K-paradegme manifold olsun.

g(R(X,)Y,X)=R(X,Y,X,5)
:g(VXVYé:—VVXer,X)—g(Vyvxf—Vvaf,X) (3.6.8)
dir. Bir K-paradegme manifoldda ¢ Killing vektor alani yani L.g = 0oldugundan,

M?**" de bir X,Y vektor alani igin

0= (L.g)NX.Y)= L.g(X.¥) - g(L.X.Y) - g(X.L.Y)
= g(ng,Y)-i-g(X,VéY)—g(ng,Y)-f-g(VXf,Y)
—8(X, V. V) +g(X,V,S)

dir ve buradan

g(Vye, ¥)+g(X,V,5)=0 (3.6.9)
olur. Buradan Y yerine X alinirsa
g(Vy&,X)=0 (3.6.10)

elde edilir. Ayrica (3.6.10) denkleminin Y vektor alanina gore tiirevi alinirsa
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gVyVyS, X)+g(V4E,Vy X)=0 (3.6.11)
elde edilir. Ayrica (3.6.9) denkleminden
g(vvyx‘faX)+g(vYXavX‘§):0 (3.6.12)

denklemi elde edilir. Bu durumda (3.6.11) ve (3.6.12) denklemlerinden
g(VyVy&— vvyxégs X)=0
olur ve bdylece (3.6.8) denkleminden
ViVyé - vayf =R(X,85)Y
elde edilir. Bu durumda bir K-paradegme manifoldda (3.5.2) denklemi yardimiyla
(V,0)Y =R(&, X)Y (3.6.13)
denklemi elde edilir.
X,& ya ortogonal olan bir birim vektor alani olsun. Bu durumda (3.4.9)
denkleminde Y yerine X alinip (3.6.13) kullanilirsa
28((V,0)X,Z) = ~g(N" (X, 2),0X )+ 2d (X, X)(Z) — 2d1(9Z, X )n(X)
=—gllp. o)X, 2) - 2d0(X, 2)E, X ) - 28 (X, X)n(Z)
+2n(X)n(X)n(Z) +2g(Z, X)n(X) = 2n(Z)n(X)n(X)
=—g([x,z] pX)- gl[pX, 0Z] X )- g(lpX, 2] X)- g([X.,pZ] X)
-2n(2)
=g(pVyZ,X)- gV, X, X)—g(V x0Z,0X) + g(V ,0X, pX)
—8(V Z,9X) + g(9V ,0X , X ) — g(¢V ¢Z, pX)
+g(oV , X, X)) —2n(2)
=—2((V,0)Z, X)+ 2((V,0) X, X )+ g((V 0)Z, X )
- g((Vq,z(p)X , X )— 2n(2)
=-g(R(&, X)Z,X)+ g(R(S,2)X, X)
+g(R(&,9X)Z,X) - g(R(E,92) X, X) - 2n(Z)
=-2n(2)
=2g(&,72)

bulunur. Bu durumda ¢ bazmna ait bir {X,} lokal ortonormal baz alinirsa
2n
g(0&.Y) =2 6g(R(E, X)X, Y)=
i=1

=3 58, 9) X, Y)

i=1

=-2ng(&,Y)
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elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 3.6.3: Bir para-Sasakian manifoldda
R(X,Y)g =n(X)Y —n(¥)X
dir (Zamkovoy 2009).

Ispat: (3.5.1) ve (3.5.2) denklemlerinden
RX,Y)E=V V,E-V,V E=V [,
=V 0¥ +V,0X +¢[X,Y]
=—(Vyo)Y +(V,0)X

=gX, V) —n(¥)X —g(¥, X)S+n(X)Y
=n(X)Y —n(¥)X

sonucuna ulagilir.

Simdi hemen hemen paradegme manifoldlar ile ilgili 6rnekler verilecektir.

Ornek 3.6.1: R’ Kartezyen uzayinda (x, y,z) Kartezyen koordinatlar olsun. R’ de
(¢,¢&,n) ile standart hemen hemen paradegme yapisi
@0, =0, —2x0,, ¢0,=0,, ¢0,=0, £=0,, n=2xdy+dz (3.6.13)

0, :i, o0, _9 ve 0, _9
ox oy 0z

olacak sekilde verilsin.
Kolayca,
N,(0,,0;)—2dn(0,,0,)§ =0, 1<i< j<3,
saglandig1 gortilebilir. Boylece (3.3.3) sart1 saglanir ve yapi normaldir.
M =R’xR, cR’ olsun ve (3.6.13) daki bir normal hemen hemen paradegme
metrik yapis1 asagidaki sekilde tanimlansin.

(¢,&,m) yap1 ve g Lorentz metrigi

-2z 0 0
[g(@i,a].)]z 0 4x°+2z 2x
0 2x 1
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olacak sekilde verilsin.

Yari-Riemann konneksiyonu yardimiyla

2 2
vfh@l :_562 +(1+ E ]63’ va'az :v%al 2162 +(1_ E Ja”
z z z z
1 1 X
v,0,=V,0,=V,0,=V,0,=—0,+—0,——0,,
! : ? } 2z 2z z

2
V.0, =27"a1 +§az —[1+2i]a3, V.0,=0.

z

bulunur.

Bir 3-boyutlu M hemen hemen paradegme metrik manifoldu i¢in gegerli olan
V.e=a(X -n(X)3)+ fpX
esitligi ve yukarida verilen iliskilendirmeleri kullanarak « = 8 =(2z)"' bulunur ve

(p,&,1m, g) yapisi quasi-para-Sasakian degildir (Welyczko 2009).

Ornek 3.6.2: M =R, xR” olsun ve (3.6.13) deki bir normal hemen hemen

paradegme metrik yapisi asagidaki sekilde tanimlansin.

(p,&,m) yap1 ve g Lorentz metrigi

-x> 0 0
2
[g@.0)]=] 0 5 2x
0 2x 1

olacak sekilde verilsin.

Yari-Riemann konneksiyonu yardimryla

V.o, Ly V.0,=V,0, _35,-50,,
X X
1 2
V.0,=V,0,=—50,--0,
X X

V.0, =§al, V.8,=V,0, =xizal, V.0,=0.

bulunur.

Bir 3-boyutlu M hemen hemen paradegme metrik manifoldu i¢in gecerli olan

V.&=a(X —n(X)E) + BpX
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esitligi ve yukarida verilen iliskilendirmeleri kullanarak o =0ve 8 =x" bulunur ve

(p,&,1m,2) yapist quasi-para-Sasakian dir ve para-Sasakian degildir (Welyczko 2009).
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4. NORMAL HEMEN HEMEN PARADEGME METRIK MANIiFOLDLAR

Bu boliim orijinal sonuglar igermektedir.

4.1. Normal Hemen Hemen Paradegme Metrik Manifoldlar

Tanimm 4.1.1: dF =0 ve (¢,&,n7) normal ise (¢,&,7,2) hemen hemen paradegme

metrik yapisina quasi-para-Sasakian denir (Welyczko 2009).

Tamm 4.1.2: (M, p,&,n,g) bir paradegme metrik manifold olsun. O zaman,
verilen bu yapi1

dF =0 (F, kapahdir), dn =0 (n,kapalidir)

sartlarmi sagliyorsa M *"*' manifolduna para-kesimplektik manifold denir (Dacko ve

Olzsak 2007).

Onerme 4.1.1: Bir (2n +1) — boyutlu hemen hemen paradegme metrik manifoldun
normal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
PV x @)Y = (V@)Y +(V,11)(¥) =0 (4.1.1)

olmasidir. BuradaV ,yari-Riemann konneksiyonudur (Welyczko 2009).

Onerme 4.1.2: Bir 3 —boyutlu M hemen hemen paradegme metrik manifoldu

(Vi)Y = g(@V 16, Y)g —n(Y)pV & (4.1.2)
denklemini saglar (Welyczko 2009).

Onerme 4.1.3: Bir 3 —boyutlu M hemen hemen paradegme metrik manifoldu igin

asagidaki ti¢ kosul birbirine denktir:
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(a) M normaldir,
(b) M iizerinde
(Vxo)Y = p(g(X,Y)S —n(Y)X) + a(g(eX,Y)S —n(Y)eX) (4.1.3)
sartin1 saglayan «, f fonksiyonlar1 vardir.
(¢) M iizerinde
V& =a(X —n(X)5)+ fpX (4.1.4)
sartin1 saglayan «, f fonksiyonlart vardir (Welyczko 2009).
(4.1.3) ve (4.1.4)nolu esitlikleri i¢in tamiml1 &, f fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sonug

verilebilir.

Sonug¢ 4.1.1: «, B fonksiyonlari,
2a =iz{X -V &}, 2 =1z{X - oV &} (4.1.5)
ile verilir (Welyczko 2009).

Onerme 4.1.4: Bir 3 —boyutlu M hemen hemen paradegme metrik manifoldu icin
asagidaki ti¢ kosul birbirine denktir:
(a) M quasi-para-Sasakian dir,
(b) M iizerinde
(V@)Y = p(g(X.Y)s —n(Y)X) (4.1.6)
olacak sekilde bir £ fonksiyonu vardir.
(c) M tizerinde
V& = poX 4.1.7)
olacak sekilde bir # fonksiyonu vardir (Welyczko 2009).

Ozellikle, bdyle bir manifold para-Sasakian dir ancak ve ancak (4.1.6) ya da
(4.1.7)kosullarinda B =—1 igin.

Bu boliimiin amact M {izerinde bir normal hemen hemen paradegme yapisinin

egrilik o6zelliklerini bulmaktir. (¢,&,7,2) hemen hemen paradegme yapisi olsun.

(4.1.2) nolu esitlige (4.1.4) nolu esitlik uygulandiginda (4.1.3) esitligi elde edilir
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Teorem 4.1.1: M , 3-boyutlu normal hemen hemen paradegme manifold olsun. Bu

takdirde M nin Ricci tensorii asagidaki gibidir.

Ispat: (4.1.4) nolu esitligin kovaryant tiirevi alindiginda ve (4.1.3) nolu esitlik

kullanildiginda
Vi V&=V (a(Y =n(Y)E) + oY)
= X(a)(Y -n(Y)E) +aV Y —aXn(Y)E—an(Y)V &
+ X (B)Y + BV yoY
= X(a)(Y —n(V)§) +aV .Y —a(g(V,Y,§) +g(¥,V )
—an(V)(a(X - n(X)E)+ X )+ X(B)pY + BV oY
(Y, ¥) +ag(X,Y)
~ X = e “(— an(Xm(r)+ fe(, ng)]
—a’n(MX +a’n(X (V) —apn(Y)pX + X (B)pY + pV woY
= X(@)Y ~n(N)E) +aV ¥ —an(V V)E +ag(pX oY )&
—afe(Y,eX)é —a’n(NX +a’n(Xn(Y)E - apn(Y)pX + X (B)pY
+ PV oY
= X(@)@’Y +a(V Y =n(V  Y)E)+ BV oY —afg(Y,pX)é —a’n(Y) X
+a’n(Xn(Y)é —apfn(eX + X (B)pY +a’g(pX,pY)é
= X (@)Y +a(V Y =n(V  Y)E)+ BV Y — Bg(oX, Y )é — afg(X, pY)é
- Bn(Me* X —apn(NeX +afe(pY, X)é —a’n(V)X +a’n(X)n(¥)é
—afn(Y)eX + X (B)oY +a’g(pX,pY)é

V. Vi&=alVyY =0V &)+ PV Y +(a® - f)g(eX, oY )&
+ X ()Y + X(B)pY —(a” + (V)" X —2afn(Y)¢X.

olarak bulunur.
Oyleyse egri doniisiimii igin
RX,Y)S =V V&=V, V&=V y)S
RX,Y)E =V (alY —n(Y)S) + BpY)
- Vy(a(X —n(X)S) + foX)
—allx.¥]-n(x.Y[))- polx.Y]
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U(VXY)§+g(Yan§)§]
1Y)V &
+X(B)pY + PV oY = X(a)n(Y)S

n(VyX)$+ g(X,Vyf)fJ
+1(X)Vy &
—Y(B)pX = VX +Y(a)n(X)S
_a[X9Y]+an([X=Y])§_ﬂ¢(VXY_VYX)

R(X,Y)fZX(CZ)Y-i-(ZVXY—(Z(

-Y(@)X-aV, X+ a[

R(X,N)E = X(a)Y —a(g(Y,V  E)E +n(Y)V &)
+ X(B)@Y + BV oY — X (a)n(Y)é
~Y(@)X +a(g(X,V,E)E +n(X)V &)
~Y(B)pX — BV X + Y (a)n(X)E
- ﬂgp(VXY -V, X)

gV, (a(X (X)) + fpX))é }
+ (V)X = n(X)E) +n(Y) feX
+ X(B)pY + BV oY — X (a)n(Y)E

g(X.(a(Y =n(V)&) + PpY))E }
+ (X )Y —n(Y)E)) +n(X)BeY
—Y(B)pX — BV X +Y(a)n(X)E
- /B(p(VXY -V, X)

RX,V)E = X(a)Y - o{

—Y(a)X+0{

R(X,Y)é=X()Y —a’g(Y, X)é+a’n(X)n(Y)é
—afe(Y,pX)E —a’n(N)X +a’n(Y)n(X)é
—afin(Y)pX + X(B)pY + BV xpY = X(a)n(Y)S
~Y()X +a’g(X,Y)é —a’n(Y)n(X)é
+afe(X,pY)é +a’n(X)Y —a’n(X)n(Y)é
+afn(X)eY —Y(B)eX — fV,pX +Y(a)n(X)S
= Pp(VY -V, X)
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R(X,Y)é = X(a)Y —afg(Y,pX)é —a’n(Y)X
—afn (Y)pX + X(B)pY + BV oY
- X(a)n(Y)é =Y (a)X +afg(X,pY)é +a’n(X)Y
+afn (X)eY -Y(L)eX — pV,oX
+Y(a)n(X)§ - Pp(V, Y -V, X)

R(X,Y)E=-Y(a)p’ X + X(a)@’Y + 20fB2(X,pY)E
+a’((X)Y —n()X) + af(n(X)pY —n(Y)pX)
+ X(B)pY =Y (B)pX + B(V Y =V, ¢X)
- Po(V Y -V, X)

R(X,Y)é=-Y(a)p’ X + X ()@Y +2afg(X,pY)E
+a’ ((X)Y —n(Y)X)+ af(n(X)pY —n(Y)pX)
+ X(B)oY =Y (B)eX + BV y0)Y —(V,p)X)

R(X,Y)E=-Y(a)’ X + X(a)@’Y + 20f2(X,pY)E
+a’ ((X)Y —n(Y)X) +af(n(X)pY —n(Y)pX)
+ X(B)oY —Y(B)pX
ﬂ[ﬂ(g(X Y)E—n(Y)X) + a(g(pX,Y)E —n(Y)pX) }
- B(g¥,X)¢—n(X)Y)-a(g(pY, X)) —n(X)pY)

R(X,Y)é =-Y(a)p* X + X(a)@’Y +2afg(X,pY)é
+a’ (XY =n(V)X) + af(n(X)pY —n(Y)pX)
+ X(B)pY —Y(B)pX
+ B7e(X,Y)é = BN X + pag(pX ,Y)E - fan(Y)eX)
- B7e(Y, X)¢ + B n(X)Y - Pag(pY, X)& + Ban(X)pY

R(X,Y)E =-Y(a)p’ X + X ()@Y + a* (n(X)Y —n(¥) X)
+2af(n(X)pY —n(Y)pX)
+ 2 (n(X)Y —n(V)X) + X(B)pY =Y (B)pX
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R(X,Y)§=-Y (@) X + X(a)p’Y + &’ ((X)Y = n(Y)X)
— (Y (B) +2apn(Y))pX
+(X(B)+2afn(X)eY + B (n(X)Y —n(¥)X)

R(X.Y)E =-Y(a)p’ X + X(a)p’Y +(a” + B )n(X)Y —=n(Y)X)
—(Y(B)+2apn(Y)eX +(X () +2afpn(X))pY

R(X, V)¢ =~(Y (@) +(a’ + B nY)e’ X +(X(a) + (@’ + 2 )n(X))p’Y
—(Y(B)+2afn(Y )X +(X(B)+2apn(X))pY

R(X,Y)é=(X(a)+(a® + B nX)e’Y —(Y () +(a’ + B n(Y)e’ X +
+(X(B)+2a8n(X)pY —(Y(B)+2apn(Y))pX
elde edilir.

(4.1.8)

Bir {E,,E,,E,} ¢ - baz ele alinsin.

Eo :é:a E1 :¢E29 Ez :¢E1a g(¢Ela¢El):_g(E1aE1):_1 IQIH

S(0.6) = Y R(E. D) E)

esitliginden S, Ricci egrilik tensorii bulunabilir.
S(Y,8) = g(R(E,,Y)S, Ey) + g(R(E|, Y)S, E)) — g(R(E,, V)&, E,)
S(Y,8)=0+E,(0)g(¢’Y, E) - (Y(a)+ (& + B (Y )g(@’E,, E))
+E,(P)g(Y,E\) - (Y(B) + 2afn(Y))g(¢E,, E,)
- E,()g(¢’Y, E,) + (Y () + (& + (Y )g(9’E,, E,)
— E,(B)g(@Y, Ey) + (Y (B) + 2afn(Y))g(¢E,, E,)
=E(a0)g(Y,E\) - Ey(a)g(Y, E,) + E\(P)g(oY, E,)
~E,(B)g(9Y E,) = 2(Y(a) +(a” + B )n(Y)
+E,(2)g(Y,E))E, — E,(2)g(Y, E,)E,
=g(Y, grada) + g(gradf, oY) - E ()g(Y, E,)
—2(Y(a) + (@ + B*)n(Y))

S(Y,&) ==Y (@) +(pY) S~ (&(a) + 2(a” + B*)n(Y) (4.1.9)
egrilik tensorii R(X,Y,Z, W) =g(R(X,Y)Z,W) ile gosterilirse (4.1.8) nolu esitlikten
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R(é:,Y,Z,é:) = _R(é::Yaé:vZ)
=—~(&(a)+(a” + B*)e(@'Y,2)
—(&(P) +2ap)g(pY,2)

R(EY,Z,8) = (E(a) + (@ + Bg(@Y . 0Z) ~ (E(B) + 2ap)g ¢V, Z)

elde edilir.
REY,Z,E)=(E(a) + (@ + B9 . ¢Z) (4.1.10)
E(B)+2a6)=0 (4.1.11)

Diger taraftan, boyut 3 oldugunda egrilik tensérii her zaman asagidaki esitligi

saglar.
R(X, Y, ZW)=g(X,W)SY,Z)-g(X,Z2)SY, W)+ g(Y,Z)S(X, W)

—g(Y,W)S(X,Z)—%T(g(X,W)g(Y,Z)—g(X,Z)g(Y,W)) (4.1.12)

Burada 7, skalar egriliktir. (4.1.9), (4.1.10), (4.1.12) nolu esitliklerden
R(.Y,Z,5)=S8S(Y,Z)-n(Z)S(Y. W) +g(Y,Z)S(S,5)

-n(Y)S(5,2) —%T(g(Y,Z) —n(Z)n(Y))

(E(@) + (@ + )@Y ,97) = S(Y, 2) - n(Z)(9¥) B - Y () — {(@) + 2(a> + B (Y))
—2g(Y, Z)(Ea) +(a* + B))
—n(N(92)B-Z(@) - {E(@) + 2’ + B n(2))

(&, 2) =0 M(Z)

= (Y, 2) - n(Z) (@)~ Y (@)
_a((@92) B~ Z(@))
F2E(@)+ 2’ + BT (Z)
2g(V. Z)(E(@) + (@ +ﬂ2))+%rg(<oY, o7)
= SV, 2) - n(Z)(@V)f - Y (@)
_AYN(@2)f - Z(@))
F2(E@)+ 2’ + F )Y (Z)
+2g(Y,9Z) - nNIZNE@) + (o + )

1
+5Tg(¢Y,¢Z)
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S(Y,2) =(§(Ot)+(0!2 +47)-2(&(a)+(a” +ﬂ2))—%fjg(¢Y,¢Z)
+1(Z)(=Y () +(9Y) B) +n(Y)(=Z(a) + (9Z) ) (4.1.13)
=2’ + (Y )n(Z)

esitligine ulasilir.

Teorem 4.1.2: M 3-boyutlu hemen hemen paradegme manifold olsun.Bir kompakt

M manifoldu iizerinde sabit K egriliginin bir normal hemen hemen paradegme metrik

yapisi (¢, &,7,g) olsun.
2a = divé =0, Bu durumda yap1 quasi-para-Sasakian ve K <0 dir. Ayrica, K=0 ise

rank7 =1. Bu durumda yap1 para-kosimplektik ve K <0 ise rank#z =3 diir.

Ispat: Manifold sabit egrilikli oldugundan
R(X.,Y)Z =K(g(Y,Z)X —g(X,2)Y)
S(X,Y)=g(R(E,,X,Y)E,)+ g(R(E,, X,Y)E,)— g(R(E,, X,Y)E,)
_ K(g(X, Y)g(Ey, E,) — g(Ey, X)g(Y, E)) + g(X,Y)g(E,, E,) ]
-8(X,E)g(Y.E)-g(X.Y)g(E,, E,)+g(X,E,)g(Y,E,)
= K(3g(X,Y) - (g(X,g(Y,E)E, + (Y, E))E, - g(Y,E,)E,))

S(X,Y)=2Kg(X.Y)

(4.1.9) nolu esitlikten ve S =2Kg(X,Y) oldugundan

R(.Y.2,6)=K(g(Y,2) - g(Y.$)g(Z,$))

(@) +a® + B)-g(V,Z)+n(Y)n(2)) = K(e(Y, 2) - n(Y)n(Z))

)+ K+a’+ B =0 (4.1.14)
elde edilir.
S(Y,&) =2Kn(Y) = (Y)Y (@)~ (&() +2(a” + f)n(Y)
Y(a)=(pY)B+Q2K +&(a)+2(a” + f2)n(Y) =0
Y(a)—(@YV)B+(K+a’+ B )nY)=0 (4.1.15)
(4.1.15) nolu esitligi
da(Y) - g(gradf, oY) + (K +a* + f)n(Y) =0

formunda tekrar yazip kovaryant tiirevi alindiginda
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XY (a)—g(V ygradp,pY) — g(gradB,V oY)
+(X(a? + @)+ (K +a® + ) Xn(Y) =0
(Vyda)Y)+da(V Y)—g(V  gradf,pY) - g(gradf,(V y@)Y + ¢V ,Y)
+(X(a® + )+ (K +a’ + BV )Y +n(V 4 Y)) =0
(Vyda)Y)—g(V ,gradf,eY)—g(gradf,(V y@)Y)+ (X (a’ + B*)n(Y)
+(K+a’ + OV mX)+da(V ,Y)—g(gradf,oV ,Y)+(K+a’ + 7 )n(V,Y)=0
(Vyda)Y)—g(V ygradf, oY) — g(gradB,(V @)Y + (X (a® + B )n(Y)
+(K+a’+H)V,(¥)=0
elde edilir.

X ve Y ye gore antisimetrizasyon yapilirsa
(Vyda)(X) - g(V,gradf,eX) - g(gradp,(V,p)X) + (Y (a’ + *)n(X)
+(K+a”+ B*)(V,m)(X)=0
(Vyda)(Y) = (Vyda)(X) - g(V ygradf,pY) + g(V,gradf, pX) + (V@) X = (V,@)Y)
+(X (@ + ()= (Y (& + (X)) + (K +a” + BV )Y =(V,)X) =0

g(Vygradf,pX)—g(V ygradf,pY) - (V@)Y = (V,0)X)f 4.1.16)
+H(X (@ + B — (Y (e + FO(X) + 2K +a” + f2)dn(X,Y) =0 h

elde edilir.
{E,,E,,E, |, bazi ele alinsin. (4.1.16) nolu denklemde

E,=¢,X=E =¢F,,)Y=E, =¢F,,g(¢E,,¢E,) =—g(E,E)) =-1
esitliklerini yerine yazip (4.1.3) nolu esitligi ve dn =—fF oldugunu kullanarak
8(V s gradfp, ok,) — g(V ; gradp, E\) = (V , )0E, = (V ., ) E))
+2(K +a’ + p*)dn(E,, E,)) =0
Simdi ((V, @)Y —(V,9)X)p ifadesi hesaplansin.

(Vx0)Y =—(Bg(@X,0Y) + ag(X, oY ))é —n(Y)(Be’ X + apX)
(V,0) X =—=(Sg(9Y, X)) + ag(Y,pX))E —n(X)(Se’Y + agY)

(V5 @)E, = (V ; 0)E) S = —ag(E,, ¢E, )¢ + ag(E,, pE,)S
=20

O halde ((V ,9)Y —(V,0) X)) =-2aép olarak bulunur.
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dn(E,E,)=-pF(E,,E,)=-Pg(E,,pE,)=-p

hesaplamalarindan sonra
g(V . gradp,E,) ~ g(V , gradp, E) — (-2a8)f + 2(K + &’ + f*) (=) =0

g(Vgradp,E\) - g(V . gradf,E,) =25 -2(K +a’ + ) =0 (4.1.17)
esitligi elde edilir.
(4.1.11) nolu esitligi g(gradp,&)=-2af ile ifade edilip (4.1.4) ve (4.1.14) nolu

esitliklerden yararlanarak kovaryant tiirevi alindiginda

$(B) =-2ap
g(gradp,&) =-2ap
g(V.gradf,&) + g(gradp,v .&) = 25(a) B —2a&(f)

=-2(~(K +a’ + ") -2a&(p))
g(Vggradﬂ,f):2,B(K+a2 + %) =2a&(B) (4.1.18)
sonucuna ulagilir.

Laplace A sembolii ile gosterilir ve A =div grad ile ifade edilirse (4.1.17) ve

(4.1.18) den AS =0 elde edilir. M kompakt oldugundan f =sabit olacaktir. O halde

iki durum s6z konusudur.
)g#0
ii)f=0

Birinci durum: £ sabit= &£(f) =-2af (4.1.11)den
0=-2ap
£ # 0 oldugundan « =0 olur.

Ohalde f#0= a=0; M quasi para-Sasakian dir.

Ikinci durum: f=0=Ya+(K+a’)n(Y)=0 (4.1.15) den

g(grado,Y)+ (K +a*)g(Y,£)=0
g(grada + (K +a*)&E,Y)=0

Yani grada sadece E, yoniinde olacaktir. £, ve E, deki iz diisiimii sifirdur.
grada + (K +a*)é =0

olur. X e gore tiirev alinirsa



61

V,grada +(Xa*)é+(K +a’)V =0
V ,grada +(Xa*)é + (K +a)a(X —n(X)E) =0
Sonug olarak
V. grada + Ej(a)é+a(K+a’)E=0
V. grada + E (a*)¢ +a(K +a*)E, =0
—V grada - E,(a*)—a(K+a’)E,=0
2
Aa = Zg(VEigrada,Ei)
i=0
esitligi yardimiyla
Aa=g(Vygrada,E))+ g(Vgrada,E\) - g(V grada, E,)
=-E,(a’)-a(K+a’)-a(K+a?)
=2aE,(a)-a(K +a’)—a(K +a®)
=—a(-2(K+a’)+(K+a’)+ (K +a’))
Aa=0
Aa = Zzlg(VEl grada,E,) = -2aé(a)
i=0
(4.1.14) den S =0 olur. Boylece f =0 = a =sabit dir. Fakat 2« =div& =sabit

olur ve M nin kompaktligindan o =0 olur. O halde her durumda o =0 ve [ =sabit

cikmaktadir.

(4.1.14) den K =—7 <0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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