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ÖZET 

 

 
      Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. 

 

      Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

 

      İkinci bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavram ve önermeler 
verilmiştir. 

 

      Üçüncü bölümde hemen hemen paradeğme manifoldu, hemen hemen paradeğme 
metrik manifoldu tanımlanıp özellikleri incelenmiştir. Bir hemen hemen paradeğme 
manifoldun torsiyon tensör alanı tanımlanıp, manifold üzerinde normal yapı kurulmuştur. 
Üstelik bir K-paradeğme manifoldu tanımlanıp, manifoldun K-paradeğme olması için bazı 
şartlar verilmiştir. Ayrıca para-Sasakian manifoldu tanıtılıp özellikleri incelenmiştir. Yine bu 
bölümde paradeğme manifoldların eğrilik özellikleri çalışılmıştır. 

 

      Dördüncü bölüm orijinal çalışmamızı oluşturmaktatır. Bu bölümde Zbigniew Olszak 
ın 1986 yılında yaptığı üç boyutlu normal hemen hemen değme metrik manifoldları ile ilgili 
çalışmanın üç boyuttaki normal hemen hemen paradeğme metrik manifoldlardaki karşılıkları 
bulunmuştur. Normal hemen hemen paradeğme metrik manifoldlar ile ilgili temel önermeler 
verildikten sonra, manifoldun Ricci eğrilik tensörü hesaplanmıştır. Bir kompakt M manifoldu 
üzerinde K sabit eğriliğinin sıfırdan büyük, sıfırdan küçük veya eşit olma durumlarına göre 
sınıflandırma verilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Riemann eğrilik tensörü, hemen hemen paradeğme yapı, hemen 
hemen parakompleks yapı, hemen hemen paradeğme metrik manifold, paradeğme metrik 
manifold, K-paradeğme manifold, Einstein manifold, Killing vektör alanı, dağılım. 
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ABSTRACT 
 

 

      This study which is designed as master science thesis covers four chapters. 

 

      The first chapter is devoted to the introduction. 

 

      Second chapter contains some well-known definitions and results which will be 
used in other chapters. 

 

      In the third chapter, the features of almost paracontact manifolds and almost 
paracontact metric manifolds were examined. The torsion tensor field of almost paracontact 
manifold was defined and on manifold the normal structure was constructed. Also a K-
paracontact manifold was defined and some properties were given to be a K-paracontact 
manifold. Also para-Sasakian manifold was introduced and was given the properties. In this 
chapter paracontact manifolds curvature properties were also studied. 

 

      Chapter IV contains the original work. After by giving the basic lemmas about 
normal almost paracontact metric manifolds, Ricci curvature tensor was calculated. On a 
compact M  manifold, the classification was given according the conditions of constant 
curvature K . 

 

 

Key Words: Riemannian curvature tensor, almost paracontact structure, almost 
paracomplex structure, almost paracontact metric manifold, paracontact metric manifold, K -
paracontact manifold, Einstein manifold, Killing vector field, distribution. 
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1. GİRİŞ 

 

 

      Değme geometri bundan iki yüzyıl önce, Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin 

geometrik optikler üzerindeki çalışmalarından doğmuştur ve Sophus Lie, Elie Carton ve 

Darboux gibi pek çok önemli matematikçi bu alanda çalışmalar yapmıştır (Etnyre 

2002). Değme geometrinin köklerine, 1872 de Lie’nin değme transformasyonu 

diferensiyel denklem sistemlerinin çalışılmasında geometrik bir araç olarak 

tanımlamasıyla rastlanır. Değme geometri, pür matematiğin diğer alanlarıyla bağlantılar 

içerir ve mekanik, optik, termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarında 

önemli bir yere sahiptir. 

 

      1970 lerin başlarında, değme geometride, topolojik metotlar önemli bir rol almaya 

başladı. Fakat global topolojik sonuçların alınması 1980 lerin ortalarını buldu. Bundan 

sonra, 3-boyutlu değme geometri ve topoloji çalışmalarının engin ve yararlı faaliyetler 

olduğu görüldü ve daha yüksek boyutlu değme topolojiyi anlamak için önemli adımlar 

atılmaya başlandı. 

 

      İlk olarak 1976 yılında Sato diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde  

ξηϕ ⊗−= I2 , 1)( =ξη ve ηçekD =  

şartını sağlayan ),,( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapıyı tanıtmıştır (Sato 1976). 

 

      1977 yılında Adati T ve Miyazawa T, Sato tarafından tanıtılan hemen hemen 

paradeğme manifoldların özel durumları olarak düşünülen para-Sasakian manifoldları 

tanımlamışlardır (Adati ve Miyazawa 1977). Hemen hemen değme manifoldlardaki K -

değme ve Sasakian yapılara benzer olarak 1977 yılında Sharfuddin ve Hussain 

paradeğme metrik ve para-Sasakian yapıları üzerine çalışmışlardır (Sharfuddin ve 

Hussain 1977). Hemen hemen paradeğme metrik manifoldların özellikleri ve paradeğme 
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metrik manifoldlarda konformal dönüşümler Zamkovoy tarafından incelenmiştir 

(Zamkovoy 2009). 

 

       Bir 12 +n -boyutlu diferensiyellenebilir M  manifoldu  

)1,1(ϕ  tipinde tensör alanı, ξ  bir vektör alanı ve η  da −1 form olmak üzere 

ηϕηξηξϕξηϕ ÇekDI ====⊗−= ,0,1)(,0)(,2 o  

şartını sağlayan bir ),,( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısına sahiptir. 

      ),,( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısı ile verilen diferensiyellenebilir M  

manifolduna hemen hemen paradeğme manifold denir. 

 

       ),,( ηξϕM  hemen hemen paradeğme manifoldu üzerinde 

)(,),(),(),()(),(),( MYXXXgYXYXgYXg χηξηηϕϕ ∈=+−=  

şartını sağlayan bir g  yarı-Riemann metriği vardır. g  yarı-Riemann metriği ile verilen 

bir hemen hemen paradeğme M  manifolduna bir hemen hemen paradeğme metrik 

manifold denir. 

 

      ),,,( gM ηξϕ  bir hemen hemen paradeğme metrik manifold olsun. 

),(),( YXFYXd =η  

şartını sağlarsa manifold paradeğme metrik manifold olarak adlandırılır. 

 

      Hemen hemen paradeğme metrik yapı normal ise manifold para-Sasakian manifold 

olarak adlandırılır. 

  

      Ayrıca her para-Sasakian manifold bir paradeğme metrik manifold dur. 

 

      Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan ve orijinallik içeren bu tezin amacı, 

diferensiyellenebilir manifoldlar üzerinde tanımlanan paradeğme, hemen hemen 

paradeğme, hemen hemen paradeğme metrik, −K paradeğme ve para-Sasakian yapı 

kavramlarını iyi bir şekilde anlamak ve anlaşılabilir hale getirmektir.  
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      Dört bölümden oluşan bu tezin birinci bölümü Giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci  

bölümünde üstte bahsedilen bu kavramların daha iyi anlaşılabilmesi için temel bilgiler 

verilmiştir. Üçüncü bölümünde ise ilk olarak bir diferensiyellenebilir manifold üzerinde 

paradeğme yapı kavramı tanımlanmıştır. Daha sonra ise hemen hemen paradeğme, 

hemen hemen paradeğme metrik, K -paradeğme yapı ve para-Sasakian kavramları 

tanıtılmış ve bu manifold tipleri ile ilgili teoremler, sonuçlar verilmiştir. Ayrıca 

paradeğme manifoldların eğriliği incelenmiştir. Dördüncü bölüm orijinal bölümdür. Bu 

bölümde Zbigniew Olszak ın 1986 yılında yaptığı üç boyutlu normal hemen hemen 

değme metrik manifoldları ile ilgili çalışmanın üç boyuttaki normal hemen hemen 

paradeğme metrik manifoldlardaki karşılıkları bulunmuştur. Üç boyutlu normal hemen 

hemen paradeğme manifoldun Ricci tensörü hesaplanmıştır. Son olarak ise manifold 

üzerindeki sabit K  eğriliğinin aldığı değerlere göre manifold isimlendirilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4

 

 

 

 

2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

      Bu bölümde kullanılacak temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

2.1. Simetrik İki-Lineer Form 

 

      Tanım 2.1.1: V  bir reel vektör uzayı olsun. 

                                                         R→×VV:φ  

dönüşümü R∈∀ ba,  ve ∀ Vwvu ∈
→→→

,,  için 

i) ),(),(
→→→→

= uvvu φφ  

ii) =+
→→→

),( wvbuaφ ),(
→→

wuaφ + ),(
→→

wvbφ  

),(
→→→

+ wbvauφ ),(),(
→→→→

+= wubvua φφ  

özelliklerine sahip ise φ  dönüşümüne V  reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik iki-

lineer form denir (O’Neill 1983). 

      Ayrıca, 

i) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( >
→→

vvφ  ise, φ  simetrik iki-lineer formuna pozitif 

tanımlı, 

ii) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( <
→→

vvφ  ise, φ  simetrik iki-lineer formuna negatif 

tanımlı, 

iii) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( ≥
→→

vvφ  ise bu durumda φ  simetrik iki-lineer 

formuna yarı-pozitif tanımlı, 

iv) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( ≤
→→

vvφ  ise bu durumda φ  simetrik iki-lineer 

formuna yarı-negatif tanımlı dır denir. 
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      Bundan başka, 

a) φ  nin dejenere olmaması için gerek ve yeter koşul 0),( =
→→

wvφ  ve 

→

∈∀ Vw  için 
→→

= 0v  olmasıdır. 

b) φ  nin dejenere olması için gerek ve yeter koşul 0),( =
→→

wvφ  ve 

→

∈∀ Vw  için 
→→

≠ 0v  olmasıdır. 

 

      Tanım 2.1.2: V  bir vektör uzayı ve 

                                                         R→×VV:φ  

bir simetrik iki-lineer form olsun. 

                                                      R→×WW
W

:φ  

negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu W  altuzayının boyutuna φ  simetrik 

iki-lineer formunun indeksi denir ve q  ile gösterilir (O’Neill 1983). 

 

      Teorem 2.1.1: Bir φ  simetrik iki-lineer formun dejenere olmaması için gerek ve 

yeter şart φ  nin herhangi bir baza göre ters matrisinin mevcut olmasıdır (O’Neill, 

1983). 

 

      Örnek 2.1.1:  

2211

22

),(
:

wvwvwvg
g

−=
→× RRR

 

dönüşümü iki-lineer ve simetriktir. g ye karşılık gelen matrisi ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
10

01
g  dır ve 

regülerdir. Böylece g  dejenere değildir (O’Neill 1983). 

 

      Örnek 2.1.2:  

2211

33

),(
:

wvwvwvg
g

−=
→× RRR
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dönüşümü iki-lineer ve simetriktir. g ye karşılık gelen matrisi 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

000
010
001

g  dır ve 

regüler değildir. Böylece g  dejeneredir (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.1.3: Bir V vektör uzayı üzerinde dejenere olmayan simetrik iki-lineer 

forma V  vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma denir. V üzerindeki bir skalar 

çarpma φ  ise ),( φV  ikilisine skalar çarpımlı vektör uzayı  denir. φ  skalar çarpımının 

indeksi q  ise Vboyq ≤≤0  dir. Ayrıca skalar çarpım uzayının indeksi, üzerinde tanımlı 

skalar çarpımının indeksi olarak tanımlanır (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.1.4: Vwv ∈
→→

,  için 
→→

≠ 0v  ve 
→→

≠ 0w  iken 0, =
→→

wv  ise 
→

v  ve 
→

w  

vektörleri diktir  denir ve 
→→

⊥ wv  şeklinde gösterilir (O’Neill 1983). 

 

      Örnek 2.1.3: Örnek 2.1.1 deki skalar çarpımı göz önüne alalım. 2R  de 

)1,1(),1,0(),0,1(),1,(),,1( ====== ııı wwuubvbv  vektörlerini seçelim. 

 

 

Dikkat edilirse burada ıu ve ıvu,  ile wv, ile ıw  birbirine dik vektörlerdir. 

Vwv ∈,  ortogonal ise wv ⊥  yazılır ve 0),( =wvg  denklemini sağlar (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.1.5: V  vektör uzayının bir altuzayı W  ise 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⊥∈=

→→
⊥ WvVvW olsun. 

⊥W  altuzayına V  nin dik altuzayı  denir. 
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       Uyarı 2.1.1: Ancak, ⊥W  altuzayına W  nın dik tümleyeni diyemeyiz. Çünkü 

+W ⊥W  genellikle V  nin tamamı değildir. Bunu aşağıdaki örnekle açıklayabiliriz. 

 

      Örnek 2.1.4:  

( ){ } WWSpW =→= ⊥1,1  

 

      Teorem 2.1.2: W  bir V  skalar çarpım uzayının altuzayı olsun. O zaman şu 

özellikler vardır. 

i) boyVboyWboyW =+ ⊥  

ii) ( ) WW =
⊥⊥  (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.1.6: V  üzerinde bir skalar çarpma φ  ve VW ,  nin bir altuzayı olsun. Eğer 

W  üzerinde φ  dejenere değil  ise W  ya dejenere olmayan altuzay, dejenere ise W  ya 

dejenere altuzay denir (O’Neill 1983). 

 

      Teorem 2.1.3: V  n boyutlu bir vektör uzay ve W , V  nin bir altuzayı olsun.  

      O zaman; 

W  dejenere değildir ⊥⊕=⇔ WWV  

dır. 

      Burada ⊥W  altuzayı, 

{ }VyWxyxyW ∈∈∀==⊥ ,,0),( 00φ  

dır (O’Neill 1983). 

      İspat: ⊥⊕=⇐ WWV:)(  ise  

boyV =boy =+ ⊥ )( WW boyW +boy ⊥W -boy =∩ ⊥ )( WW boy +W boy ⊥W  

boy =∩ ⊥ )( WW 0⇒ ⊥∩WW ={ }0                                                                           (2.1.1) 

dır. Fakat; 

                                                      ⊥∩WW ={ }WxWx ⊥∈                                    (2.1.2) 

dır. 
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VyWx ∈∀∈ ,0  için, 

0),( 0 =yxφ  ise (2.1.1) ve (2.1.2) den 00 =x  elde edilir. 

 

Bu ise W  nın dejenere olmaması demektir. 

W:)(⇒  dejenere değil ise 

VyWx ∈∀∈ ,0  için, 

                                                      0),( 0 =yxφ 00 =⇒ x                                          (2.1.3) 

dır. 

      (2.1.2) ve (2.1.3) den dolayı ⊥∩WW =0 elde edilir. 

      O halde; 

boy =V boy( )⊥+WW =boy +W boy ⊥W -boy( =∩ ⊥ )WW boy +W boy ⊥W  

dır. Buradan; 
⊥⊕= WWV  

olduğu elde edilir. 

 

      Tanım 2.1.7:  Bir V  vektör uzayı üzerindeki skalar çarpma φ  olsun. Vv ∈
→

 

vektörünün normu  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→

vvv ,φ  

olarak tanımlanır. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim 

vektörlerin cümlesine ortonormal  vektör sistemi denir (O’Neill 1983). 

 

      Teorem 2.1.4: Bir 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧≠
→

0V  skalar çarpım uzayı bir ortonormal baza sahiptir 

(O’Neill 1983).  

       Bundan sonra φ  gösterimi yerine g gösterimini kullanacağız. 

 

      Teorem 2.1.5: V  vektör uzayı için bir ortonormal baz { }neee ,...,, 21  ve V üzerinde 

tanımlı bir skalar iç çarpım g olsun. ),( iii eeg=ε  olmak üzere Vv ∈∀
→

 vektörü 
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∑
=

→→

〉〈=
n

i
iii eevv

1

,ε  

olacak şekilde tek türlü yazılabilir (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.1.8: V  bir skalar çarpım uzayı olsun. V  nin indeksi q  olmak üzere 1=q  

ve 2≥boyV  ise V  skalar çarpım uzayına bir Lorentz uzayı denir (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.1.9: V  bir skalar çarpım uzayı ve VW ,  nin dejenere olmayan bir altuzayı 

olsun. 

WV →:π  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈

∈
= ⊥

→→

→→

→

Wv

Wvv
v

,0

,
)(π

 

şeklinde tanımlanan lineer dönüşüme 
→

v  nin W  üzerine dik izdüşümü denir (O’Neill 

1983). 

 

      Tanım 2.1.10: V  ve V , sırasıyla, 〉〈 ,  ve 〉〉〈〈,  skalar çarpımları ile verilen skalar 

çarpım uzayları ve VVT →:  lineer dönüşümü verilsin Vwv ∈∀
→→

,  için 

 

 

 

ise T  ye skalar çarpımı koruyor denir (O’Neill 1983). 

      T  lineer dönüşümü için 
→→

= 0)(vT  ise 0, =〉〈
→→

wv  ve 〉〈 ,  dejenere olmadığından 

Vw∈∀
→

 için 
→→

= 0v  dır. Dolayısıyla, T  lineer dönüşümü bire-bir dir. 

 

      Tanım 2.1.11: V  ve W  skalar çarpım uzayları olsun. Skalar çarpımı koruyan 

WVT →:  lineer dönüşümüne bir lineer izometri  denir. 

〉〈=〉〉〈〈
→→→→

wvwTvT ,)(),(
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      Eğer WVT →:  lineer dönüşümü lineer izometri ise boyWboyV =  dır. Bunun tersi 

de doğrudur (O’Neill 1983). 

 

      Teorem 2.1.6: V  ve W  skalar çarpım uzaylarının aynı boyutlu ve aynı indeksli 

olması için gerek ve yeter şart V  den W  ya bir lineer izometrinin var olmasıdır 

(O’Neill 1983). 

 

2.2. Yarı-Riemann Manifoldlar 

 

      Bu kısımda, yarı-Riemann manifoldların temel kavramları tanıtılacaktır. 

 

      Tanım 2.2.1: M bir ∞C  manifold olsun. 

),(),(

:

vugvu

MTMTg

p

ppp

→

→× R
 

biçiminde tanımlı, simetrik, iki-lineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli (0,2) tensör 

alanı olmak üzere M bir g  metrik tensörü ile donatılmışsa ( )gM ,  ye bir yarı-Riemann 

manifold denir (O’Neill 1983). 

      Mp∈  noktasında MTp tanjant uzayının bir ortonormal baz sistemi 

njreeg
rieeg

jj

ii

≤≤+−=
≤≤=
1,1)(

1,1),(
 

şeklinde belirlenebilir. Böylece bu baz sistemine göre g ye karşılık gelen matris  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

1...00
...
010
.1.
...
0...01

g  

formundadır. rnq −=  pozitif tamsayısı Mp∈∀  noktası için aynıdır. 

 

      Bundan sonraki kullanımlarda ),( gM  yarı-Riemann manifoldu, kısaca M  ile 

gösterilecektir. 
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      Tanım 2.2.2: M  bir yarı-Riemann manifold olsun. g  nin sabit indeksi q  ya  

M  yarı-Riemann manifoldunun indeksi denir. q  indeksli ve −n boyutlu bir yarı-

Riemann manifold n
qM  ile gösterilir. Burada metrik tensörün indeksi ile yarı-Riemann 

manifoldun indeksi gösterilir (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.2.3: n
qM  bir yarı-Riemann manifold olsun. Eğer 2≥n  ve 1=q  ise bu 

durumda nM1  yarı-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu  denir. 

      Özel olarak 0=q  ise bu durumda nM  bir Riemann manifoldu ve g  de bir 

Riemann metriğidir (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.2.4: n
qR  Öklid −n uzay verilsin. ,0 nq ≤≤  olmak üzere q  tamsayısı için, 

n
qR  üzerinde  

∑ ∑
= +=

+−=
q

i

n

qi
iiiippp yxyxYXg

1 1
),(  

ile verilen metrik tensör göz önüne alınırsa, ),( gn
qR  ikilisi yarı-Öklid uzay olarak 

adlandırılır ve n
qR  ile gösterilir (O’Neill 1983). 

 

      Tanım 2.2.5: M  bir ∞C  yarı-Riemann manifoldu ve g , M  üzerinde tanımlanmış 

bir metrik tensör olsun. Eğer Mp∈∀  ve )(MTv p∈
→

 için, 

R→× )()(: MTMTg ppp
 

olmak üzere 

i) 0),( >
→→

vvg  veya 
→→

= 0v  ise 
→

v  tanjant vektörüne uzay benzeri, 

ii) 0),( <
→→

vvg  ise 
→

v  tanjant vektörüne zaman benzeri, 

iii) 0),( =
→→

vvg , 
→→

≠ 0v  ise 
→

v  tanjant vektörüne ışık (null) benzeri denir 

(O’Neill 1983). 
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      Tanım 2.2.6: M  bir yarı-Riemann manifoldu ve MM ,  nin bir altmanifoldu olsun. 

:j MM →  içine (inclusion) dönüşümü olmak üzere her Mp∈  için 

 

))(()))((( pjgpgj =  

şeklinde tanımlı )(gj  dönüşümü M  üzerinde bir metrik tensör ise M  ye M  nin bir 

yarı-Riemann altmanifoldu denir (O’Neill 1983). 

 

      Bir yarı-Riemann manifold üzerinde konneksiyon dediğimizde, aksi söylenmedikçe, 

yarı-Riemann konneksiyonu kastedeceğiz. Bu konneksiyon aşağıdaki teorem ile 

nitelendirilmiştir. 

 

      Teorem 2.2.1: g  bir yarı-Riemann metrik olsun. 0=∇g  olacak şekilde bir tek 

torsiyonsuz ∇  afin konneksiyonu vardır (Nelson 1967). 

 

      Tanım 2.2.7: ),( gM n  bir yarı-Riemann manifoldu olsun 

 

:∇ )(Mχ × )(Mχ
lineeriki−
→ )(Mχ  

dönüşümü; 

                                ),(,),(,, RMCgfMZYX ∞∈∀∈∀ χ  için, 

 

[ ]
( ) ( ),,,),()

,0,)
,)()()

,)

ZYgZYgZYXgiv
YXXYiii

YfXYffYii

ZgZfZi

XX

YX

XX

YXgYfX

∇+∇=
=−∇−∇

+∇=∇

∇+∇=∇ +

 

özellikleri sağlandığında ∇  ya nM  üzerinde torsiyonsuz bir yarı-Riemann konneksiyon 

denir. Bu konneksiyona kısaca nM  üzerindeki yarı-Riemann konneksiyonu denir 

(O’Neill 1983). 
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      Tanım 2.2.8: M  bir ∞C  yarı-Riemann manifold olsun. M  üzerindeki vektör 

alanlarının uzayı )(Mχ  olsun. 

[ ] )()()(:, MMM χχχ →×  

[ ]YXYX ,),( →  

dönüşümü ),( RMCf ∞∈∀  için 

 

 

şeklinde tanımlanırsa, [ ],  ye bir Lie operatörü denir (Yano ve Kon 1984). 

 

      Tanım 2.2.9: ),( gM  bir yarı-Riemann manifoldu olsun. )(MX χ∈  için XL , keyfi 

bir ),( qp  tipinde tensör alanını yine ),( qp  tipinde bir tensör alanına götüren ve 

aşağıdaki koşulları sağlayan bir operatör olup X  vektör alanına göre Lie türev 

operatörü olarak adlandırılır (Yano ve Kon 1984). 

      i) ),(),()( IRMCffXfLX
∞∈∀=  

      ii) [ ] )(,, MYYXYLX χ∈∀=  

      iii) [ ] [ ] ).(,),,,(),,()),((),( MZYYZXgZYXgZYgXZYgLX χ∈∀−−=  

 

      Tanım 2.2.10: (Mⁿ,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. Her X vektör alanı için, 

0=gLX  ise X vektör alanına bir Killing vektör alanı denir (Yano ve Kon 1984). 

 

      Tanım 2.2.11: ),( gM  bir yarı-Riemann manifoldu olsun. M  üzerinde verilen her 

bir diferensiyel −q forma bir diferensiyel −+1q form karşılık  getiren diferensiyel 

operatörü dış türev operatörü olarak adlandırılır ve d  ile gösterilir. Özel olarak bir 

−1 form w  ve bir −2 form Ω  için d  operatörü 

[ ]YXwXwYYwXYXdw ,))(())((),(2 −−=  

ve 

[ ] [ ] [ ] ),,(),,(),,(
)),(()),(()),((),,(3
YXZXZYZYX

YXZXZYZYXZYXd
Ω−Ω−Ω−
Ω+Ω+Ω=Ω

 

olarak tanımlanır (Duggal ve Bejancu 1996). 

[ ]( ) )()(, XfYYfXfYX −=
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      ),( gM  bir yarı-Riemann manifoldu ve ∇  da M  üzerinde bir Riemann 

konneksiyon olsun. O zaman )(,, MZYX χ∈∀  olmak üzere Riemann konneksiyonu,  

[ ] [ ] [ ]),,(),,(),,(
),(),(),(),(2

YXZgXZYgZYXg
YXZgXZYgZYXgZYg X

++−
−+=∇

 

Kozsul formülü ile tek türlü belirtilir (Yano ve Kon 1984). 

 

      Tanım 2.2.12: ),( gM n  bir yarı-Riemann manifold ve nxxx ,...,, 21  nM  nin lokal 

koordinatları olsun. ndxdxdxxfV ...)( 21 ∧∧=  ve 0)( >xf  ise V  

 ye nM  üzerindeki bir hacim form denir (Sharpe 1997). 

 

      Tanım 2.2.13: ),( gM n  bir yarı-Riemann manifold olsun. nM  üzerinde bir hacim 

form mevcut ise nM  ye yönlendirilebilirdir denir (Sharpe 1997). 

 

      Tanım 2.2.14: (Mⁿ,g) bir yarı-Riemann manifoldu ve ∇ da Mⁿ üzerinde bir yarı-

Riemann  konneksiyonu olsun. O zaman, 

 

R :χ(Mⁿ)×χ(Mⁿ)×χ(Mⁿ)→χ(Mⁿ) 

                                     [ ]ZZZZYXR YXXYYX ,),( ∇−∇∇−∇∇=                             (2.2.1) 

ile tanımlanan (1,3)-tipli tensör alanı R  ye Mⁿ nin Riemann eğrilik tensörü denir. 

      Ayrıca, )(,,,, nMWVZYX χ∈∀  olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü 

),),((),),(()
,0),(),(),()

),,),((),),(()
,),(),()

YXWVRgWVYXRgiv
YXZRXZYRZYXRiii
VWYXRgWVYXRgii

ZXYRZYXRi

=
=++

−=
−=

 

özelliklerini sağlar (O'Neill 1983). 

 

      Önerme 2.2.1: (Mⁿ,g) bir yarı-Riemann manifold, ∇ da Mⁿ üzerinde bir Yarı-

Riemann konneksiyonu ve E (1,1)-tipli bir tensör alanı olsun. O zaman, 

( ) )() YEEYYE XXX ∇−∇=∇  

dır (O'Neill 1983). 
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      Önerme 2.2.2: (Mⁿ,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensör alanı 

olmak üzere, ∀  X,Y,Z vektör alanları için, 

( )( ) ( )( )ZFYgZYFg XX ∇=∇ ,,  

eşitliği geçerlidir (O'Neill 1983). 

 

      Önerme 2.2.3: (Mⁿ,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensör 

alanı olmak üzere, ∀  X,Y,Z vektör alanları için, 

( )( ) ( )( )ZGYgZYGg XX ∇−=∇ ,,  

dır (O'Neill 1983). 

      Tanım 2.2.15: (Mⁿ,g) bir yarı-Riemann manifoldu ve { neee ...,,, 21 }, lokal 

ortonormal vektör alanları olmak üzere, 

 

                                               ( )∑
=

=→
n

i
iii eYXeRgYXSYX

1
,),(),(),( ε                 (2.2.2) 

                                            { }YXRRizS .),(→=  

 

şeklinde tanımlı (0,2)-tipindeki S tensör alanına Mⁿ üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

denir. 

      Ayrıca, (0,2)-tipli Q Ricci operatörü 

 

                                           S(X,Y)=g(QX,Y) 

 

eşitliği ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). 

 

      Tanım 2.2.16: ),( gM  n-boyutlu bir yarı-Riemann manifold olsun. )(, MYX χ∈∀  

için  

),(),( YXgYXS λ=  

olacak biçimde M  üzerinde bir λ  fonksiyonu var ise yani M  nin Ricci tensörü S , 

metrik tensör g  nin bir katı ise M  ye Einstein manifoldu adı verilir (Yano ve Kon 

1984). 

 

R→× )()(: nn MMS χχ
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      Tanım 2.2.17: ),( gM  bir yarı-Riemann manifoldu ve { }neee ,...,, 21 , lokal 

ortonormal vektör alanları olmak üzere, 

∑
=

=
n

i
iii eeS

1

),(ετ  

değerine M nin skalar eğriliği denir (Yano ve Kon 1984). 

 

      Tanım 2.2.18: nM  bir ∞C  manifold olsun. Keyfi bir nMp∈  noktası için n
pMT  

nin −r boyutlu altuzayı ( nr ≤ ) D  ve pD  nin bir kolleksiyonu { }pDD =  olmak üzere, 

p  noktasını ihtiva eden nM  nin bir U  açık altcümlesi üzerinde ∞C  sınıfından lineer 

bağımsız { }rxxx ,...,, 21  vektör alanları U  nun her nMq∈  noktasında hala pD  nin bir 

bazı oluyorsa D  ye nM  üzerinde bir −r boyutlu dağılım ve { }rxxx ,...,, 21  cümlesine 

U  üzerinde D  için bir lokal baz denir (Sharpe 1997). 

 

      Tanım 2.2.19: nM  bir ∞C  manifold  ve nM  nin bir r -boyutlu dağılımı D  olsun. 

nM  nin bir haritası { }nxxxX ,...,, 21=  olmak üzere, 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

rxx
,...,

1

 cümlesi D  dağılımı 

için bir baz oluşturuyorsa X  haritasına D  dağılımına göre düzlemseldir denir. Eğer 
nM  nin her noktasında tanımlı olan D  dağılımı için bir düzlemsel harita 

bulunabiliyorsa D  dağılımına integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997). 

 

      Teorem 2.2.2: (Frobenius Teoremi) nM  bir ∞C  manifold  ve nM  nin bir r -

boyutlu dağılımı D  olsun. D  dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul 

her DYX ∈,  için [ ] DYX ∈,  olmasıdır (Sharpe 1997). 
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3. PARADEĞME MANİFOLDLAR 

 

 

Bu bölümde konunun anlaşılabilirliğini sağlayacak temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

3.1. Hemen Hemen Paradeğme Manifoldlar 

 

      Bu kısımda, hemen hemen paradeğme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar 

verilmiştir. 

 

      Tanım 3.1.1: )12(, +nM -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ηξϕ ,,  da 
12 +nM  üzerinde sırasıyla, (1,1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form 

olsunlar. Eğer ηξϕ ,,  için, 12 +nM  üzerinde  

                                         i) ,1)( =ξη                                                                         (3.1.1) 

                                         ii) ,2 ξηϕ ⊗−= Id                                                            (3.1.2) 

     iii) =D çekirdek η ; η  tarafından üretilen dağılım 

D hemen hemen parakompleks yapıya sahiptir.                                                       (3.1.3) 

eşitlikleri sağlanıyorsa, o zaman ( ηξϕ ,, ) üçlüsüne M  üzerinde bir hemen hemen 

paradeğme yapı ve bu yapı ile birlikte ),,,( ηξϕM  dörtlüsüne bir hemen hemen 

paradeğme manifold denir (Zamkovoy 2009). 

 

      Teorem 3.1.1: ),,,( ηξϕM  dörtlüsü hemen hemen paradeğme manifold olmak 

üzere; 

                                                i) ,0)( =ξϕ                                                     (3.1.4) 

                                                ii) ,0=ϕη o                                                   (3.1.5) 

                                                iii) rank n2=ϕ                                               (3.1.6) 

dir (Zamkovoy 2009). 
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      İspat: 

      i)  (3.1.2) denklemi ve 1)( =ξη  eşitliğini kullanarak 0)()(2 =−= ξξηξξϕ  elde 

edilir. Buradan ya  ϕξ =0, ya da  ϕξξϕ 0)(2 =  durumları söz konusudur. İlk önce 

0)( ≠ξϕ  olduğu kabul edilsin. ϕξξϕ 0)(2 =  ve (3.1.2) denklemi kullanılırsa 

)( 2ξϕϕ = 0))(()(2 =−= ξξϕηϕξϕξϕ  eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikten 

ξξϕηϕξ ))((=  denklemine sahip olunur. Bu denkleme tekrar ϕ  etki ettirilirse 

ξϕ 2 = ϕξϕξη )( =0 ve buradan da 0= ϕξϕξη )(  denklemi bulunur. 0≠ϕξ  olduğundan 

0)( =ϕξη  elde edilir. Şimdi ξξϕηϕξ ))((=  ve 0)( =ϕξη denklemleri ile beraber 

ϕξ =0 elde edilir. Bu ise 0)( ≠ξϕ kabulü çelişir. O halde 0)( ≠ϕξη  olmalıdır. Bu 

durumda ϕξϕξη )(0 =  denkleminden ve 0)( ≠ϕξη  olduğundan ϕξ =0 olur. Bu kabül 

ile tekrar çelişir. O halde ϕξξϕ 0)(2 =  durumu söz konusu olamaz. O halde ϕξ =0 

olmalıdır. 

  

      ii) (3.1.2) den )(MX χ∈∀  için ξηϕ )()(2 XXX −=  denkleminde X yerine )(Xϕ  

yazılırsa; 

))(()()( 223 XXX ϕϕϕϕϕ ==  

                                                          ϕξηϕ );)(( XX −=  lineer olduğundan 

                                                          ))(()( ξηϕϕ XX −=  

                                                          )()()( ξϕηϕ XX −=  

                                         ξϕηϕϕ ))(()()(3 XXX −=                                           (3.1.7) 

elde edilir. 0)( =ξϕ  olduğundan 

                                                )(3 Xϕ )(Xϕ=                                                           (3.1.8) 

 (3.1.7) ve (3.1.8) den  0))(( =ξϕη X  ve ξ karakteristik vektör alanı sıfırdan farklı 

olduğundan 0))(( =Xϕη elde edilir. Bu ise )(0))(( XX =ϕη o  yani )( ϕη o =0 olur.  

      iii) )()(: MM
lineer

χχϕ →  dönüşümünün çekirdeği Ker ϕ  olmak üzere; 

Ker { }0)()( =∈= XMX ϕχϕ  

şeklindedir. ϕKerX ∈∀  için; 0)( =Xϕ , eşitliğinin her iki tarafına ϕ  uygulanırsa 
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 ξηϕϕ )())((0 XXX −== ve buradan da ξη )(XX = elde edilir. Böylece ϕKerX ∈∀  

için { }ξSpX ∈  olur ki bu da 

                                           { }ξϕ SpKer ⊂                                                   (3.1.9) 

demektir. { }ξSpX ∈∀  için  

λξ=X  

0)(;)()( == ξϕξλϕϕ X  

0)( =Xϕ  

olur. Böylece { }ξSpX ∈∀  için ϕKerX ∈  olur ki bu da 

                                          { } ϕξ KerSp ⊂                                                    (3.1.10) 

      (3.1.9) ve (3.1.10) dan { }ξϕ SpKer =  demektir. 

Sonuç olarak 

rank +ϕ sıfırlıkϕ =boy 12)( += nMχ  

olur ve sıfırlıkϕ =boy(Ker 1) =ϕ  olduğundan 

rank n2=ϕ  

elde edilir.  

 

3.2. Hemen Hemen Paradeğme Metrik Manifoldlar 

 

      Bu kısımda hemen hemen paradeğme manifoldlar üzerinde bir metrik 

tanımlayacağız ve bazı özelliklerini ele alacağız. 

 

      Teorem 3.2.1: ),,,( ηξϕM 2n+1-boyutlu bir hemen hemen paradeğme manifold 

olsun. Bu durumda M  manifoldu üzerinde bir G  yarı-Riemann metrik tensör alanı 

)(),(),( MXXXG χηξ ∈∀=                                    (3.2.1) 

olacak şekilde vardır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: M  de yarı-Riemann metrik tensör alanı G  olsun. G  yi G  yardımıyla 

aşağıdaki gibi tanımlayalım. )(, MYX χ∈∀  için, 

)()(),(),( 22 YXYXGYXG ηηϕϕ +=  
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)()())(,)((),( YXYYXXGYXG ηηξηξη +−−=  

dir. Buradan G  nin iki-lineer, simetrik ve dejenere olmadığı kolayca görülür. Burada 

ξ=Y  yazılıp ve (3.1.1) denklemi kullanılırsa 

)()())(,)((),( ξηηξξηξξηξ XXXGXG +−−=  

1).().1,)((),( XXXGXG ηξξξηξ +−−=  

)()0,)(( XXXG ηξη +−=  

                                                   )()0,( 2 XXG ηϕ +=  

                                                   )(0 Xη+=  

                                                   )(Xη=  

bulunur. 

 

      Teorem 3.2.2: ),,,( 12 ηξϕ+nM bir hemen hemen paradeğme diferensiyellenebilir 

yarı-Riemann manifoldu  üzerinde )(, MYX χ∈∀  ve )(Mχξ ∈  için 

i) )()(),())(),(( YXYXgYXg ηηϕϕ +−=                                          (3.2.2) 

ii) ),()( ξη XgX =                                                                              (3.2.3) 

özelliklerini sağlayacak şekilde bir g yarı-Riemann metriği vardır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: 

      i) ( ))()(),(),(
2
1),( YXYXGYXGYXg ηηϕϕ +−=  olarak tanımlansın. 

              ( ))()(),(),(
2
1,( 22 YXYXGYXGYXg ϕηϕηϕϕϕϕϕϕ +−=  (3.1.2) ve (3.1.5) den 

                              = ( )))(,)((),(
2
1 ξηξηϕϕ YYXXGYXG −−−  

                              ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

++−
=

),()()(

),()(),()(),(),(
2
1

ξξηη

ξηξηϕϕ

GYX

YGXXGYYXGYXG
 

                               = ( ))()()()(2),(),(
2
1 YXYXYXGYXG ηηηηϕϕ −+−  

                               )()(),( YXYXg ηη+−=  
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      ii) (3.2.2) eşitliğinde ξ=Y  alınırsa; 

)4.1.3()1.1.3(;)()(),())(),(( veXXgXg ξηηξξϕϕ +−= den 

                                      ),()( ξη XgX =  

olur. 

      Şimdi aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

      Sonuç 3.2.1: M  hemen hemen paradeğme manifoldu üzerinde  

),()( ξη XgX =  

       )()(),())(),(( YXYXgYXg ηηϕϕ +−=  

olacak şekilde g  yarı-Riemann metriği için  

0),(),( =+ YXgYXg ϕϕ  

dır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: Teorem 3.2.2 gereğince g  yarı-Riemann metriği istenilen özelliklerde vardır. 

Buna göre; 

)()(),())(),(( YXYXgYXg ηηϕϕ +−=  

ifadesinden 

              )()())(),((),( YXYXgYXg ηηϕϕ +−=  

yazılabilir. Bu nedenle X  yerine Xϕ alınırsa; 

                          )()(),(),( 2 YXYXgYXg ηϕηϕϕϕ +−=       (3.1.2) ve (3.1.5) den 

                                          ξη )(( XXg −−= , )(.0) YY ηϕ +  

                                                      0),()(),( ++−= YgXYXg ϕξηϕ                 (3.2.3) den 

                                          )()(),( YXYXg ϕηηϕ +−=                           (3.1.5) den 

                  ),( YXg ϕ−=  

     0),(),( =+ YXgYXg ϕϕ  

elde edilir. O halde, g  ye göre ϕ  anti-simetriktir. 

 

      Tanım 3.2.1: ),,,( 12 ηξϕ+nM  bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. (3.2.2) 

ve (3.2.3) koşullarını sağlayan g  yarı-Riemann metriğine ),,,( 12 ηξϕ+nM  üzerinde 
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hemen hemen paradeğme metrik, ),,,( gηξϕ  yapısına da hemen hemen paradeğme 

metrik yapı, ),,,,( 12 gM n ηξϕ+  beşlisine de hemen hemen paradeğme metrik 

manifold denir (Zamkovoy 2009). 

 

      Tanım 3.2.2: ),,,( gηξφ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı ile birlikte 12 +nM  

için lokal ortonormal baz sistemi inşa edilebilir. 12 +nM nin bir koordinat komşuluğu U  

olsun. U  da ξ  ya ortogonal olacak şekilde bir birim vektör alanı 1X  olsun ve 

12
1 −=Xφ  dir. Bu durumda (3.1.4), (3.1.5), (3.2.2) den  

0
)()(),(),( 11

2
1

=
+= ξηϕηϕξϕξϕ XXgXg

 

ve 

),(
)()(),(),(

11

1111
2

11

XXg
XXXXgXXg

ϕ
ηϕηϕϕϕ

−=
−−=

 

eşitliğinden 

0),( 11 =XXg ϕ  

olacak şekilde ξϕ ,1X  ve 1X  e diktir. Benzer şekilde U üzerinde 1, Xξ  ve 1Xϕ  e dik 

olacak şekilde bir 2X  birim vektör alanı alabiliriz. 12
2 −=Xφ  olur. 112 ,,, XXX ϕξϕ  ve 

2X  ye diktir. Bu şekilde devam edilirse U  üzerinde bir ( ) niXX ii ...1,,, =ξφ  lokal 

ortonormal bazı elde edilir ve bu baza −ϕ bazı denir (Zamkovoy 2009). 

      Böylece 12 +nM  in indeksi n-dir.  

 

      Tanım 3.2.3: M  üzerinde bir ( ),,, gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı 

verilsin. )(, MYX χ∈∀  için 

),(),( YXgYXF ϕ=                                                   (3.2.4) 

şeklinde tanımlı antisimetrik F  dönüşümüne ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme 

metrik yapısının Temel 2-Formu denir (Zamkovoy 2009). 

 

      Sonuç 3.2.2: 12 +nM  yarı-Riemann manifoldu olsun. F  temel 2-form ters simetriktir 

ve Tanım 3.2.2 yardımıyla 0≠∧ nFη  dır.  
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      Tanım 2.2.12, Tanım 2.2.13 ve Sonuç 3.2.2 yardımıyla Sonuç 3.2.3 verilebilir. 

 

      Sonuç 3.2.3 nM  üzerinde bir hemen hemen paradeğme metrik yapısı ),,,( gηξϕ  

olmak üzere nM  yönlendirilebilirdir. 

 

3.3. Hemen Hemen Paradeğme Manifoldların Torsiyon Tensörü 

 

      Tanım 3.3.1: M  bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer M  nin her p  

noktası için IJ =2  olacak şekilde MTp  tanjant uzayının bir J  endomorfizması varsa, 

o zaman M  üzerindeki )1,1(  tipindeki J  tensör alanına bir hemen hemen  

parakompleks yapı denir. Bir J  hemen hemen parakompleks yapısı ile verilen 

manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold denir (Kaneyuki ve Willams 

1985). 

 

      Teorem 3.3.1: ),,,( 12 ηξϕ+nM  bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. Bu 

taktirde R×+12nM  üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı vardır (Kaneyuki ve 

Willams 1985). 

 

      İspat: R , bir reel doğruyu göstermek üzere R×+12nM  çarpım manifoldu 

düşünülsün. 

      O zaman R×+12nM  üzerinde her bir vektör alanı  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dfX ,  

biçimindedir. Burada X  ile M  ye teğet bir vektör alanı, t  ile R  nin bir noktasının 

koordinatı ve hf ,  ile de R×+12nM  de diferensiyellenebilir fonksiyon gösterilmektedir. 

R×+12nM  nin tanjant uzayı üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı J  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dXfX

dt
dfXJ )(,, ηξϕ  

[ ] ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dYfXhYX

dt
dhY

dt
dfX ,,,,,  
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şeklinde tanımlanır. O zaman kolayca 

IJ =2  

elde edilir ve J  lineer dönüşümü R×+12nM  üzerinde bir hemen hemen parakompleks 

yapı olur. Gerçekten de; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dXfXJ

dt
dfXJ )(,,2 ηξϕ  

                                                              ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

dt
dfXXfX )(,)( ξϕηξηξϕϕ  

                                                              ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

dt
dfXXfX )()(,)()(2 ξηϕηξηξϕϕ  

                                                              ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=

dt
dfXfXX )(0,)()( ξηξηϕξξη  

                                                              = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dfX ,  

                                         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dfXJ ,2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dt
dfX ,  

olduğundan 

IJ =2  

ve dolayısıyla J  dönüşümü R×M  üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapıdır. 

 

      Tanım 3.3.2: J , nM  üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı olsun. nM  

üzerinde J  tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü; 

       [ ] [ ] [ ] [ ]JYXJYJXJJYJXYXJYXN J ,,,,),( 2 −−+=  

                    [ ] [ ] [ ] [ ]JYXJYJXJJYJXYX ,,,, −−+=  

şeklindedir (Bucki ve Miernowski 1985). 

 

      Tanım 3.3.3: ),( 2 JM n  hemen hemen parakompleks manifold olsun. O zaman, 

0=JN  ise J  dönüşümüne integrallenebilir dir denir (Bucki ve Miernowski 1985). 
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      Tanım 3.3.4: Eğer R×nM 2  üzerindeki bir J  hemen hemen parakompleks yapısı 

integrallenebilir ise ),,( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısına normal dir denir 

(Bucki ve Miernowski1985). 

      Aşağıda ϕ  nin  

[ ] [ ] [ ] [ ]YXYXYXYXYXN ϕϕϕϕϕϕϕϕ ,,,,),( 2 −−+=  

ile tanımlı ϕN  Nijenhuis torsiyon tensörü yardımıyla hemen hemen parakompleks 

yapının normallik şartına karşılık gerek ve yeter şartlar bulunmaya çalışılacaktır. 

)2,1(JN  tipinde bir tensör alanı olduğundan M  üzerindeki her X  ve Y  vektör alanı 

için 

( ) ( )( )0,,0, YXNJ  ve ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dXN J ,0,0,  

hesaplanırsa JN  nin değeri hesaplanmış olur. Gerçekten de; 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] [ ]
[ ] [ ])0,(),0,()0,(),0,(

)0,(),0,(0,,0,0,,0, 2

YJXJYXJJ
YJXJYXJYXNJ

−−
+=

 

( ) ( )( ) [ ]( )

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

dt
dYYXJY

dt
dXXJ

dt
dYY

dt
dXXYXYXN J

)(,,0,)0,(,)(,

)(,,)(,0,,0,,0,

ηϕηϕ

ηϕηϕ

[ ]( ) [ ]

[ ] [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−+=

dt
dYXYXJY

dt
dXYXJ

Y
dt
dX

dt
dYX

dt
dY

dt
dXYXYX

)(,,,,)(,,

,)()(,,)(,)(,0,,

ηϕηϕ

ϕηηϕηηϕϕ
 

 

 

 

[ ]( ) [ ]

[ ]

[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−−+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−+=

X
dt
dY

dt
dYX

dt
dXYYXJ

dt
dXY

Y
dt
dXY

dt
dXYXJ

dt
dXYY

dt
dX

Y
dt
dXX

dt
dY

dt
dYX

dt
dXY

dt
dYX

dt
dXY

dt
d

dt
d

dt
dYXYXYX

)1.()())((,)(,,)))((

)1.()(,)(,,()))((.1)1.()(

,)()1.()())((,)(,

)()()()(,)()(,(0,,

ηηηϕη

ηηϕηϕϕη

ϕηϕηηϕϕη

ηηηηηηϕϕ
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[ ]( ) [ ]

[ ] [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+=

dt
dYXYYXJ

dt
dXYXYXJ

dt
dXY

dt
dYX

dt
dYXYXYX

))((0).(,,)(0).(,,

))(())((,.00).()(,0,,

ηηϕηηϕ

ηϕηϕηηϕϕ
 

[ ]( ) [ ] ( )( )

[ ] [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

dt
dYXYXJ

dt
dXYYXJ

dt
dXYYXYXYX

))((,,)(,,

))(()(,,0,,

ηϕηϕ

ηϕηϕϕϕ
 

[ ]( ) [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

dt
dYXYXYX

dt
dYXXYYX

dt
dXYYXYXYX

ϕηξηϕϕ

ϕηξηϕϕ

ηϕηϕϕϕ

,,))((,

,,)(,

)))(())(((,,0,,

( ) ( )( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]( ) ),,))(())((,))(())((

,,,,(0,,0,

dt
dYXYXXYYXYXXY

YXYXYXYXYXN J

ϕηϕηηϕηϕξηη

ϕϕϕϕϕϕ

−−−−+

−−+=

 

dır. 

                     [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]YXYXYXYXYXYXN ϕϕϕϕϕϕξηϕ ,,,,,),( −−+−=          (3.3.1) 

                    [ ]YXXYYXYXd ,))(())((),(2 ηηηη −−=                                          (3.3.2) 

                        [ ]( )YXYXYL X ,))(()( ϕηηϕηϕ −=  

                     [ ]( )XYXYXL Y ,))(()( ϕηηϕηϕ −=  

olduğundan 

           ( ) ( )( ) =0,,0, YXN J ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

dt
dXLYLYXdYXN YX )()(,),(2),( ηηξη ϕϕϕ  

elde edilir. 

 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dJXJ

dt
dX

dt
dXN J ,0,0,,0,0,,0,0,  

                               ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

dt
dJXJ

dt
dXJJ ,0,0,,0,0,  
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                           [ ] [ ] ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= 0,,)(,0,0,,,00, ξηϕ

dt
dXX

dt
dX

dt
dX  

                              ( ) ( )[ ]0,,0,,0,)(, ξηϕ XJ
dt
d

dt
dXXJ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

                            [ ] [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−+= ξηϕηξϕ ,)(0,,0,)(,)0,0(

dt
dXX

dt
dXX  

                               [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−− 0,)(,,,)(0,

dt
dX

dt
dX

dt
d

dt
dXXJ ηϕηϕ  

                               [ ] [ ] [ ] [ ]( )ξξ ,00,,0,0, +−− XXJ  

 

( ) [ ] [ ]( )0,,)(,,,0,0, ξξηξϕ XJ
dt
dXX

dt
dXN J −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

                                [ ] [ ] [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

dt
dXX

dt
dXX ξηξϕξηξϕ ,,,)(,,  

                                 [ ] [ ] [ ]( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−=

dt
dXXXX ξηξηξϕξϕ ,)(,,,  

olup; 

( )( ) ( )( ) [ ]( )∑
=

−=
r

i
rirXrX YYXYwYYwLYYwL

1
111 ,...,,,...,,...,,...,  

olduğundan dolayı; 

( ) ( ) [ ]XXLXL ,ξϕϕϕ ξξ −=  

                                [ ] [ ]ξϕϕξ ,, XX +=  

                                [ ] [ ]ξϕξϕ ,, XX −=  

ve 

( ) ( ) [ ]XXLXL ,)( ξηηη ξξ −=  

olduğundan; 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dXLXL

dt
dXN J ηϕ ξξ ,,0,0,  

olur. 
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      Şimdi dört tane tensör alanı )3()2()1( ,, NNN  ve )4(N  ü sırasıyla, 

( ) ( )
( )

)6.3.3()(),(

)5.3.3(),(

)4.3.3(),(

)3.3.3(),(2),(),(

)4(

)3(

)2(

)1(

XLYXN

XLYXN

XLYLYXN

YXdYXNYXN

YX

η

ϕ

ηη

ξη

ξ

ξ

ϕϕ

ϕ

=

=

−=

−=

 

olarak tanımlansın. 

 

      Yardımcı Teorem 3.3.1: Bir hemen hemen ( )ηξϕ ,,  paradeğme yapısı için; 

0)1( =N  ise 0)4()3()2( === NNN  dır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: ξηϕ ),(2),(),()1( YXdYXNYXN −=  

olduğundan; 

ξξηξξ ϕ ),(2),(),()1( XdXNXN −=  

dır. 

                   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]YXYXYXYXYXYXN ϕϕϕϕϕϕξηϕ ,,,,,),( −−+−=    (3.1.4) den 

                                   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0,,0,),(, XXXXX ϕξϕϕϕξξηξ −−+−=  

                                   [ ] [ ] [ ]ξϕϕξξηξ ,),(, XXX −−=  

ve 

(3.3.2) eşitliğinde ξ=Y  konumu yapılırsa; 

                  [ ]ξηηξξηξη ,))(())((),(2 XXXXd −−=    (3.1.1) den 

                                    ( ) [ ]ξηηξ ,)()1.( XXX −−=  

                                    ( ) [ ]ξηηξ ,)( XX −−=  

olduğundan 

                  [ ] [ ]( ) [ ] ( ) [ ]ξξηξηξξϕϕξξηξξ ,)(,,,),()1( XXXXXXN ++−−=  

[ ] [ ] ( )ξηξξϕϕξ )(,, XXX +−=  

dır. 

0)1( =N  olduğundan 

 [ ] [ ] ( ) 0)(,, =+− ξηξξϕϕξ XXX  
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olmalıdır. 

 [ ] [ ] ( )( ) )0()(,, ηξηξξϕϕξη =+− XXX  

[ ] [ ]( ) ( )( ) 0)(,, =+− ξηξηξϕϕηξη XXX  

                                       [ ] ( ) 0)()(, =+ ξηηξξη XX    (3.1.1) den 

                                       [ ] ( ) 0)(, =+ XX ηξξη  

                                    [ ] ( ) 0)(, =+− XX ηξξη  

ve buradan da 

                                        [ ] ( ))(, XX ηξξη =  

olduğu görülür. Bu eşitlik; 

                                        ( ) ( ) [ ]XXXLXN ,)()(4 ξηηξηξ −==  

de kullanılırsa 

                                         ( ) ( ))()()(4 XXXN ηξηξ −=  

                                                     =0 

bulunur. 

                                   [ ] [ ] ( )( ) )0()(,, ϕξξηϕξϕξϕ =++ XXX  

                                 [ ] [ ] 0)()(,, 2 =++ ξϕξηϕξϕξϕ XXX    (3.1.2) ve (3.1.4) den 

                    [ ] [ ] [ ]( ) 00).(,,, =+−+ XXXX ξηξϕξηϕξξϕ  

                                     [ ] [ ] [ ]( ) 0,,, =−+ ξϕξηϕξξϕ XXX  

                                      [ ] [ ] ( )( ) 0,, =−+ ξϕηξϕξξϕ XXX  

                                                           [ ] [ ] 0,, =+ XX ϕξξϕ  

                                                          [ ] [ ]XX ϕξξϕ ,, −=  

olduğundan; 

                                                           [ ] [ ]ξϕξϕ ,, XX =  

dır. Bu eşitlik; 

                                                     ( ) [ ] [ ]ξϕξϕϕξ ,,),()3( XXXLYXN −==  

de kullanılırsa; 

                                                     [ ] [ ]ξϕξϕ ,,),()3( XXYXN −=  

                                                                       0=  

bulunur. 
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      Diğer taraftan; 

                                      ξϕηϕϕ ),(2),(0 YXdYXN −=  

eşitliğinde, 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]YXYXYXYXYXYXN ϕϕϕϕϕϕϕξϕηϕϕϕ ,,,,,),( 22 −−+−=    (3.1.2) den 

                [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]YXYXXYXXYXYX ϕϕϕξηϕϕξηξϕηϕ ,,)(,)(,, −−−−+−=  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]YX

YXYXYXYXYXYX
ϕϕϕ

ξηϕϕϕξηϕξϕηϕ
,

,)(,,)(,,,
−

+−−+−=
 

[ ] [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]
[ ] ( ) [ ]YXXYYX

YXXYYXYXYXYX
ϕϕϕξηϕξϕη

ϕξηϕϕξηϕξϕηϕ
,)(,)(

,)(,)(,,,
−−+

−+−+−=
 

dır. Burada 

                                                          [ ] [ ]YY ϕξξϕ ,, =  

eşitliğikullanılırsa 

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ]
( )ϕξη

ϕϕϕϕξηϕϕξϕηϕϕϕ

)(
,,)(,,,),(

XY
YXYXXYYXYXYXYXN

−

−−++−=

 

olur. (3.3.2) den 

                          ( ) [ ]ξϕηξϕηηϕξϕη YXXYYXYXd ,))(())((),(2 −−=    ;(3.1.5) den 

( ) [ ]ξϕηξηϕ YXYYX ,)0())(( −−=  

[ ]ξϕηξηϕ YXYX ,))(( −=  

( )ξηϕξηϕ )())(( YXYX −=  

0=  

Bulunan değerler 0)1( =N  da kullanılarak; 

ξϕηϕϕ ),(2),(0 YXdYXN −=  

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
[ ]YX

YXXYYXYXYX
ϕϕϕ

ϕξηϕϕξηϕϕ
,

,)(,)(,
−

−+++=
 

[ ] ( ) [ ] ( )
[ ]( ) [ ]( )YXYX

XYYXYXYX
ϕϕϕηϕη

ξηηϕϕηξηηϕϕη
,,

)()(,)()(,0
−−

++−=
 

[ ] ( ) [ ] ( ))(,)(,0 XYYXYXYX ηϕϕηηϕϕη ++−=  

[ ] ( ) [ ] ( ))(,)(,0 XYYXYXXY ηϕϕηηϕϕη ++−−=  
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),(0 )2( YXN−=                                                             (3.3.7) 

      Dolayısıyla 0)2( =N  dır. 

 

      Önerme 3.3.1: M nin ),,( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısının normal olması 

için gerek ve yeter şart 

02 =⊗− ξϕ dN  

olmasıdır (Zamkovoy 2009). 

 

3.4. K-Paradeğme Manifoldlar 

 

      Tanım 3.4.1: −+ )12( n boyutlu hemen hemen paradeğme metrik manifoldu 

),,,,( gM ηξϕ  olsun. Eğer )(, MYX χ∈∀  için 

[ ]( )( )YXXYYXYXd ,)()(
2
1),( ηηηη −−=  

olarak tanımlandığında 

),())(,(),( YXdYXgYXF ηϕ ==  

oluyorsa ),,,( gηξϕ  dörtlüsüne paradeğme metrik yapı ve ),,,,( gM ηξϕ  ye de 

paradeğme metrik manifold denir (Zamkovoy 2009). 

 

      Tanım 3.4.2: )12( +n  boyutlu bir M  paradeğme metrik manifoldu verilsin. Eğer 

),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısında yer alan ξ  vektör alanı g  ye 

göre bir Killing vektör alanı ise o zaman M  üzerindeki değme yapıya K-paradeğme 

yapı ve M  ye de K-paradeğme manifold denir (Zamkovoy 2009). 

 

      Önerme 3.4.1: 0=KLX  olması için gerek ve yeter koşul Rt ∈∀ için tϕ nin K yı 

invaryant bırakmasıdır (Kobayashi ve Nomizu 1963). 

 

      Teorem 3.4.1: )12( +n  boyutlu bir M  manifoldu, ),,,( gηξϕ  paradeğme metrik 

yapısı ile verilsin. Bu durumda 0)4()2( == NN  dır. Ayrıca ξ⇔= 0)3(N  Killing 

vektör alanıdır (Zamkovoy 2009). 
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      İspat: M , paradeğme metrik manifold olduğundan; 

))(,(),( YXgYXd ϕη =  

dır. Burada X  yerine )(Xϕ ,Y  yerine )(Yϕ  yazılırsa 

))(,(
)()(;))(,(

))(),(())(),((
33

2

YXg
YYYXg

YXgYXd

ϕ
ϕϕϕ

ϕϕϕϕη

−=
=−=

=

 

Dolayısıyla 

           ),())(),(( YXdYXd ηϕϕη −=                                                    (3.4.1) 

elde edilir. Ayrıca (3.4.1) de Y  yerine )(Yϕ  yazılırsa 

                              )2.1.3())(,())(),(( 2 YXdYXd ϕηϕϕη −= den 

                        ))(,())(),(( YXdYYXd ϕηξηϕη −=−  

      ))(,()),(()()),(( YXdXdYYXd ϕηξϕηηϕη −=−  

Burada 

                                     ))(),(()),(( ξϕϕξϕη XgXd =  

ve 

                                                 0)( =ξϕ  

olduğundan 

  0))(,()),(( =+ YXdYXd ϕηϕη                                                       (3.4.2) 

elde edilir. Ayrıca 

      (3.3.2) de X  yerine )(Xϕ  yazılırsa 

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]YXXYYXYXd ,)(,2 ϕηϕηηϕϕη −−=                          (3.4.3) 

olur. Benzer şekilde Y  yerine )(Yϕ  yazılırsa 

  ( )( ) [ ])(,)()())((,2 YXXYYXYXd ϕηηϕϕηϕη −−=                        (3.4.4) 

(3.4.3) ve (3.4.4) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa 

( )( )+YXd ,2 ϕη ( )( ) =YXd ϕη ,2 ( ) )(YX ηϕ )()( XY ηϕ− ( )[ ]YX ,ϕη− [ ])(, YX ϕη−  

( )( )+YXd ,2 ϕη ( )( ) ),(,2 2 YXNYXd =ϕη  

olarak bulunur. Böylece  

02 =N  

olur. Diğer taraftan 

0))(,(),( == ξϕξη XgXd  
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ve 

      (3.3.2) de Y  yerine ξ  yazılırsa 

[ ]( )( ) 0)1(1)(;,)()(),(2 ==−−= XveXXXXd ξηξηξηξηξη  

                          [ ]( ) 0,)( =− ξηξη XX  

elde edilir. Buradan; 

( )XLXN ηξ=)(4  

                                                                     [ ]( )XX ,)( ξηξη −=  

                                                                     0=  

olur. Böylece ilk kısmın ispatı biter. 

( ) [ ]( ) [ ]( )ξξξξξξξξ ,,,,),(,)( XgXgXgXgL −−=  

                                                  [ ]( )XX ,)( ξηξη −=  

                                                  ( )XL ηξ=  

                                                  0=  

elde edilir. Biliniyor ki η  ile ηd  Lie türevi altında invaryant olduğundan 0=ηξdL  dır. 

Dolayısıyla )(, MYX χ∈∀  için  

0),)(( =YXdL ηξ  

[ ]( ) [ ]( ) 0,,,,),( =−− YXdYXdYXd ξηξηηξ  

olur. ))(,(),( YXgYXd ϕη =  olduğundan 

 [ ]( ) [ ]( )( ) 0,,)(,,))(,( =−− YXgYXgYXg ξϕϕξϕξ                                        (3.4.5) 

olur. Diğer yandan  

( ) [ ]( ) [ ]( ))(,,)(,,)),(()(,)( YXgYXgXYgYXgL ϕξϕξϕξϕξ −−=  

( ) [ ]( ) [ ]( )( )Yξ,X,g(Y)ξ,X,g)(Y)(LX,g ξ ϕϕϕ −=  

eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa 

( ))(,)( YXgL ϕξ + ( ) [ ]( ) [ ]( )( )YXgYXgXYgYLXg ,,)(,,)),(())((, ξϕϕξϕξϕξ −−=  

elde edilir. (3.4.5) den 

( ) ( ) 0))((,)(,)( =+ YLXgYXgL ϕϕ ξξ  

olur. 
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03 =N  ise 

( ))(,)( YXgL ϕξ  

elde edilir. Bu eşitlik )(MYX, χ∈∀  için doğru olduğundan 0=gLξ  dır. Dolayısıyla ξ  

bir Killing vektör alanıdır. 

ξ  bir Killing vektör alanı ise 0=gLξ  olacağından ( ) 0))((, =YLXg ϕξ  olur. Bu 

eşitlik )(MX χ∈∀  için sağlandığından 03 =N  dır. 

 

      Önerme 3.4.2: 12nM +  bir paradeğme metrik manifold olsun. Bu durumda 12nM + in  

K-paradeğme manifold olması için gerek ve yeter şart 

                                           XξX ϕ−=∇                                                     (3.4.6) 

olmasıdır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: 12nM +  bir −K paradeğme manifold olsun. Bu durumda bir paradeğme metrik 

manifoldda, YX,  vektör alanları için; 

[ ]( ){ }YXXYYXYXdYXg ,)()(
2
1),(),( ηηηηϕ −−==  

                          ( ) ( ){ })()(
2
1 XY YX ηη ∇−∇=  

                           ( ) ( )XgYg YX ,,
2
1 ξξ ∇−∇=  

                         ( ) ( )ξξ XX YgYg ∇+∇= ,,
2
1  

                                                              ( )Yg X ,ξ∇=  

dır. Ayrıca ϕ  antisimetrik olduğundan; 

( )YgYXgYXg X ,),(),( ξϕϕ ∇=−=  

veya 

                                      ( ) ),(, YXgYg X ϕξ −=∇                                                       (3.4.7) 

elde edilir. Böylece ξX∇ =- Xϕ  olduğu görülür. 

      Tersine eğer ξX∇ Xϕ−=  ve ϕ  antisimetrik ise  

),(),(0 YXgYXg ϕϕ +=  
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                                                  =0 ( )Yg X ,ξ∇ ( )Xg Y ,ξ∇+  

                                                  ),)((0 YXgLξ=  

dır. Bu durumda ξ  bir Killing vektör alanıdır ve ),,,( gηξϕ  paradeğme metrik yapısı 

bir K-paradeğme yapıdır. 

      Teorem 3.4.1 yardımıyla aşağıdaki önerme verilebilir. 

 

      Önerme 3.4.3: 12 +nM  bir paradeğme metrik manifold olsun. 12 +nM nin K -

paradeğme manifold olması için gerek ve yeter şart 03 =N  olmasıdır (Zamkovoy 

2009). 

 

      Yardımcı Teorem 3.4.1: M  nin bir ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik 

yapısı için  

( )( ) )),,((),,(3),,(3,2 )1( XZYNgZYXdFZYXdFZYg X ϕϕϕϕ −−−=∇  

                                    )(),(2)(),(2)(),()2( YXZdZXYdXZYN ηϕηηϕηη −++    (3.4.8) 

dır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: g ye göre ∇  yarı-Riemann konneksiyonu için; Koszul formülünden 

( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )XZYgYXZgZYXgYXZgZXYgZYXgZYg X ,,,,,,),(),(),(,2 −++−+=∇
 

dır. Diğer yandan; 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )XZYFYXZFZYXFYXZFXZYFZYXFZYXdF ,,,,,,),(),(),(),,(3 −−−++=
 

dır. Bu denklemlerden ve 

),(),( YXgYXF ϕ=  

eşitliğinden istenilen sonucu elde edilir. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )XZYgYXZgZYXg
YXZgZXYgZYXg

XZYgYXZgZYXg
YXZgZXYgZYXg

ZYgZYg
ikantisimetrZYgZYg

ZYYgZYg

XX

XX

XXX

,,,,,,
),(),(),(

,,,,,,
),(),(),(

,2),(2
;,2),(2

,)(2,)(2

ϕϕϕ
ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ

ϕϕ
ϕϕϕ

ϕϕϕ

−++
−++

−++
−+=

∇+∇=
∇−∇=

∇−∇=∇
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( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )XZYgYXZgZYXF
YXZgZXYFZYXF

XZYgYXZFZYXg
YXZFZXYgZYXFZYg X

,,,,,,
),(),(),(

,,,,,,
),(),(),(,)(2

ϕϕ
ϕ

ϕϕ
ϕϕ

−++
−++

−++
−+−=∇

 

 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )XZYFYXZFZYXF
YXZFXZYFZYXFZYXdF

,,,,,,
),(),(),(),,(3
ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
−−−

++=
 

eşitliğinde 

( )
( )

( ))()(),(
),()(),(

))(,(),(),(
)()(),(

)()(),(),(),(
),(),(

2

YXZYXZg
XgYZYXZg

YYXZgYXZgYXZF
XZYXZYg

XZXZgYXZYgXZYF
ZYXFZYXF

ηηϕϕ
ξηϕϕ

ξηϕϕϕϕϕ

ηηϕϕ
ηηϕϕϕϕϕϕ

ϕϕ

−=
−=
−==

+−=
+−==

−=

 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) )(,,,

)(,,,,,, 2

ZYXZYXg
ZZYXgZYXgZYXF

ηϕηϕ
ξηϕϕϕϕϕ

−=
−==

 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) )(,,,

)(,,,,,, 2

YXZYXZg
YYXZgYXZgYXZF

ηϕηϕ
ξηϕϕϕϕϕ

−=
−==

 

eşitlikleri kullanılırsa; 

( ) ( ))()(),()()(),(),(),,(3 YXZYXZgXZYXZYgZYXFZYXdF ηηϕϕηηϕϕϕϕ −++−−=
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( )XZYF

YXZYXZgZYXZYXg
,,

)(,,,)(,,,
ϕϕ

ηϕηϕηϕηϕ
−

+−+−
 

 

olur. 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )XZYFYXZFZYXFYXZFZXYFZYXFZYXdF ,,,,,,),(),(),(),,(3 +++−+−=−
 

(3.3.1), (3.3.2) ve (3.3.3) den; 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) 0,)(,,

,)(,,,,,,
,))((,))((

,,,,,,,,
,))(())((,,,,),,()1(

+−+
−++=

+−
−−+=

+−−−+=

ZYXXZYg
ZYXXZYgXZYFXZYF

XYZgXZYg
XZYgXZYgXZYgXZYg

XYZZYZYZYZYZYgXZYNg

ϕηηϕ
ϕηηϕϕφ

ϕξηϕξη
ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕξηξηϕϕϕϕϕϕϕ
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(3.3.7) den; 

[ ] [ ]( ) )(,,))(())(()(),()2( XZYZYYZZYXZYN ηϕηϕηηϕηϕη −−−=  

                    [ ] [ ] )(,)(,)())(()())(( XZYXZYXYZXZY ηϕηηϕηηηϕηηϕ −−−=  

 

(3.3.2) den; 

[ ] )(,)())(()(),(2 ZXYZXYZXYd ηϕηηηϕηϕη −=  

(3.3.2) den; 

[ ] )(,)())(()(),(2 YXZYXZYXZd ηϕηηηϕηϕη +−=−  

eşitliklerinden 

)(),(2)(),(2
)(),()),,((),,(3),,(3 )2()1(

YXZdZXYd
XZYNXZYNgZYXdFZYXdF

ηϕηηϕη
ηϕϕϕ

−+
+−−−

 

= ( ) ( ))()(),()()(),(),( YXZYXZgXZYXZYgZYXF ηηϕϕηηϕϕ +−−++  

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]
[ ]( ) [ ]( ) [ ]
[ ] [ ] [ ] )(,)())(()(,)())(()(,

)(,)())(()())((,)(,,
)(,,,,,,,,,

,,,,),(),(),(,,
)(,,,)(,,,

YXZYXZZXYZXYXZY
XZYXYZXZYZYXXZYg

XZYXZYgXZYFXZYFXZYF
YXZFZYXFYXZFZXYFZYXFXZYF

YXZYXZgZYXZYXg

ηϕηηηϕηϕηηηϕηϕη
ηϕηηηϕηηϕϕηηϕ

ηϕηϕϕφ
ϕϕ

ηϕηϕηϕηϕ

+−−+−
−−++−

+−−−+
++−+−+

−+−+

 

 

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

)())(()())(()())(()())((
,,,,,,,,),(),(

,,,,)()(),()()(),(

YXZZXYXYZXZY
XZYgXZYgYXZFZYXFYXZFZXYF

YXZgZYXgYXZYXZgXZYXZYg

ηηϕηηϕηηϕηηϕ
ϕϕ

ϕϕηηϕϕηηϕϕ

−+−+
−−++−+

+++−−=

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte; 

( ))()()())(()())(( ZXYZXYXZY ηηϕηηϕηηϕ =+  

ve 

( ))()()())(()())(( YXZYXZXYZ ηηϕηηϕηηϕ −=−−  

olduğundan 

)(),(2)(),(2
)(),()),,((),,(3),,(3 )2()1(

YXZdZXYd
XZYNXZYNgZYXdFZYXdF

ηϕηηϕη
ηϕϕϕ

−+
+−−−

 

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) ( ))()()()(
,,,,,,,,),(),(

,,,,)()(),()()(),(

YXZZXY
XZYgXZYgYXZFZYXFYXZFZXYF

YXZgZYXgYXZYXZgXZYZXYg

ηηϕηηϕ
ϕϕ

ϕϕηηϕϕηηϕϕ

−+
−−++−+

+++−−=
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)(),(2)(),(2
)(),()),,((),,(3),,(3 )2()1(

YXZdZXYd
XZYNXZYNgZYXdFZYXdF

ηϕηηϕη
ηϕϕϕ

−+
+−−−

 

[ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

( )ZYg
XZYgXYZgYXZFZYXFYXZFZXYF

YXZgZYXgYXZgZXYg

X ,)(2
,,,,,,,,),(),(

,,,,),(),(

ϕ
ϕϕ

ϕϕϕϕ

∇=
−+++−+

++−=
 

olur. 

 

      Yardımcı Teorem 3.4.2: ),,,( gηξϕ  paradeğme metrik yapısına sahip ve ηdF =  

ve 0)2( =N  özelliğindeki M manifoldu için  

( )( ) )),,((,2 )1( XZYNgZYg X ϕϕ −=∇ )(),(2)(),(2 YXZdZXYd ηϕηηϕη −+       (3.4.9) 

dır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: Yardımcı Teorem 3.4.1 de 02 == ηddF  (Poincare yardımcı önermesinden) 

eşitlikleri kullanılırsa ispat kolayca elde edilir.  

 

      Sonuç 3.4.1: (3.4.9) denkleminde X  yerine ξ  alınırsa 

( )( ) )),,((,2 )1( ϕξϕξ ZYNgZYg −=∇ )(),(2)(),(2 YZdZYd ηξϕηηξϕη −+  

                                   
0

)(),(2)(),(2
)1.5.2(;)(),(2)(),(2

=
−=
−=

YZgZYg
denYZFZYF

ηϕξϕηϕξϕ
ηξϕηξϕ

 

elde edilir ve böylece bir paradeğme metrik manifoldda 

     0=∇ ϕξ                                                                 (3.4.10) 

sonucuna ulaşılır. 

 

      Teorem 3.4.2: Bir paradeğme metrik manifoldda ξ  nın integral eğrisi bir 

geodeziktir (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: 1),( =ξξg  olduğundan herhangi bir X  vektör alanı için 

                            0),( =∇ ξξXg                                                      (3.4.11) 
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dır. ξ,X  ya ortogonal olan bir vektör alanı olmak üzere, ∇  bir metrik konneksiyon 

olduğundan 0),( =∇ ξξξg  olduğu açıktır ve ξ  ya ortogonal bir X  vektör alanı için; 

[ ]( )
[ ]( )

[ ]
[ ]( )

),(2
,

),,(
)11.4.3(;,,(),

,,),(),(

Xd
x

Xg
denXgg

XgXgXg

X

X

ξη
ξη
ξξ

ξξξξ

ξξξξξ ξξ

=
−=
−=

−∇−=

+∇−=∇−=∇

 

elde edilir. 0),( =Xd ξη  olduğundan dolayı 

0),( =∇ Xg ξξ  sonucuna ulaşılır ve buradan da 

                                 0=∇ ξξ                                                              (3.4.12)  

olur. 

       

      Bir paradeğme manifold üzerinde 

( ))()(
2
1))((

2
1)(

)()(:

XLXLXLXhX

MMh

ξξξ ϕϕϕ

χχ

−==→

→
 

olacak şekilde bir h tensör alanı tanımlansın. 

      X  yerine ξ  alınırsa 

[ ] [ ] 0,,))((
2
1

=−== ξϕξξξϕϕξ ξ XLh  

                                       0=ξh                                                                               (3.4.13) 

olduğu görülür (Zamkovoy 2009). 

 

      Yardımcı Teorem 3.4.3: Bir paradeğme metrik manifoldda, h  bir simetrik 

operatördür. Ayrıca  

hXXX ϕϕξ +−=∇                                                   (3.4.14) 

dır. ϕ,h  ile anti-değişmelidir ve iz 0=h =hξ  dır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: Bir paradeğme metrik manifoldda (3.4.10) ve (3.4.11) özellikleri 

sağlandığından 
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( ) [ ] [ ]( )
( )
( )
( )Yg

YXg
YXXg

YXXgYXLg

XX

XX

XX

,
,))((

,
,,,,)(

ξϕξ

ξϕξϕ

ϕξϕξϕ

ξϕξϕϕ

ϕ

ϕξ

ξϕξ

ξ

∇+∇−=

∇+∇−∇=

∇+∇−∇−∇=

−=

 

dır. Burada X  veya Y  yerine ξ  alırsak denklem sıfır olur. (3.3.7) denklemi, ξ  ya 

ortogonal olan X  ve Y  vektör alanları için [ ]( ) [ ]( ) 0,, =+ YXYX ϕηϕη  olarak elde 

edilir. Ayrıca metrik konneksiyonu özelliğinden 

),(),(),(),( ξϕξϕξξ ϕϕ YgYgYgYg XXXX ∇+∇=∇−∇−  

olur. Bu durumda 

( )

( )
),(
,)(

)()(
)()(

),(),(,)(),(

hYXg
XYLg

XX
YY

YgYgYXLgYhXg

YY

XX

XX

=

=

∇+∇=

∇+∇=

∇+∇==

ϕ

ηϕη

ϕηη

ξϕξϕ

ξ

ϕ

ϕ

ϕξ

 

olur ve böylece h  simetriktir. 

      (3.4.9) nolu denklemde Y  yerine ξ  yazıp ϕξL  nın simetriği alınırsa 

( ) ( )
[ ] [ ] [ ] [ ]( )

[ ] [ ]( )
( )
( ) ( )
( ) ( )ZXgZXgZXLg

XZXZgXZLXZLg
XZgXZLg

XZdXZZg
XZd

XZdZZZZg

XZdZXdXZNgZg X

,)(2),(2,)(
)()(2),(2)()(,)(

),(2,)(
),(2,,,

),(2
,),(2,,,,

)(),(2)(),(2),,(),(2

2

2

)1(

ξηϕ

ηηηϕηϕ

ϕϕϕϕϕ
ϕηϕϕξϕξϕ

ϕη
ϕξξηϕξϕϕξϕϕϕξξϕ

ξηϕηηϕξηϕξξ

ξ

ξξ

ξ

−+−=

−++−=

−=
−−−=

−
+−−+−=

−+−=∇

 

veya  

( ) ( )ZXXXLgZg XX ,)(22)(,2 ξηϕξϕϕξ ξ −+−=∇−∇  

elde edilir ve buradan 

ξηϕξϕ ξ )()(
2
1 XXXLX −+−=∇−  

sonucuna ulaşılır. Bu denklemin her iki tarafına ϕ  uygulanırsa 

       XXLX ϕϕϕξ ξ +−=∇− )(
2
1                                             (3.4.15) 
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olarak bulunur. h  tensör alanı 

 )3(

2
1

2
1 NLh == ϕξ   

şeklinde tanımlandığından (3.4.15) denklemi 

 

                                   (3.4.16) 

olarak yazılabilir. 

      Şimdi h  nın anti-değişmeli olduğu gösterilsin. (3.3.1) ve (3.4.14) denklemlerinden 

),(),(),(),(
),(),(

),(),(),(2),(2

XhYgXYgYhXgYXg
XhYYgYhXXg

XgYgYXgYXd YX

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ξξϕη

−++−=
+−−+−=

∇−∇==
 

dır. ϕ  nin antisimetriliğini ve h  nın simetriliğini kullanarak 

),(),(),(),(),(2 XhYgYXgYhXgYXgYXg ϕϕϕϕϕ +++=  

elde edilir ve bu son denklemden 

( ) 0,)( =+ YXhhg ϕϕ  

olur. Bu durumda 

                                                   0=+ hh ϕϕ                                                (3.4.17) 

olması h  nın antisimetrik olduğunu gösterir. (3.4.16) denklemine ϕ  etki ettirilirse 

hXXXX ++−=∇ ξηξϕ )()(  denklemi elde edilir. Bu son denklemde X  yerine ξ  

yazılıp ve 0=∇ ξξ özeliği kullanılırsa hξ =0 elde edilir. Bir lineer dönüşümünün izi baz 

seçiminden bağımsız olduğundan daha önce tanımlanan ϕ -bazı göz önüne alınsın. 

Böylece 

                                      İz h= [ ]∑
=

+−
n

i
iiii hgeehgeheg

1

),(),(),( ξξϕϕ   

                                           = [ ]∑
=

+
n

i
iiii ehegeheg

1
),(),( ϕϕ  

                                           = [ ]∑
=

+−
n

i
iiiiii eheehegeheg

1
 )()(),(),( ηη   

                                           =0 

elde edilir.                                                                              

 

hXXX ϕϕξ +−=∇
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3.5. Para-Sasakian Manifoldlar 

 

      Tanım 3.5.1: ),,,(,12 gM n ηξϕ+  paradeğme metrik yapısına sahip bir paradeğme 

metrik manifold olsun. Eğer M  nin paradeğme metrik yapısı normal ise bu durumda 

M  manifoldu bir para-Sasakian yapıya sahiptir ve M manifolduna da para-Sasakian 

manifold denir. Bir para-Sasakian manifold, bir paradeğme metrik manifolddur fakat 

tersi her zaman doğru değildir (Zamkovoy 2009). 

 

      Teorem 3.5.1: 12 +nM  bir paradeğme metrik manifold olsun. Bu durumda 12 +nM  de 

bir ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı bir para-Sasakian yapıdır gerek 

ve yeter şart 

                                  XYYXgYX )(),()( ηξϕ +−=∇                                     (3.5.1) 

denkleminin sağlanmasıdır, burada ∇ , g  ye göre yarı-Riemann konneksiyondur.  

Özellikle bir para-Sasakian manifold, K-paradeğmedir (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: 12 +nM  de ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı bir para-

Sasakian yapı olsun. Eğer ),,,( gηξϕ  yapısı bir normal paradeğme metrik yapı ise 

0, )1( == NdF η  ve 0)2( =N  dır. Bu durumda 

        (3.2.2) denklemlerinden (3.4.4) denklemi 

( )

( )
[ ] [ ]

( ) ( )ZXYYXggZYg
YZXgZYXg

YXZXZgZXYXYg
YXZgZXYgZYg

YXZgZXYg
YXZdZXYdZYg

X

X

X

,)(),(,)(
)(),()(),(

)()()(),()()()(),(
)(),()(),(,)(

)(),(2)(),(2
)(),(2)(),(2,)(2

ηξϕ
ηη

ηηηηηη
ηϕϕηϕϕϕ

ηϕϕηϕϕ
ηϕηηϕηϕ

+−=∇
+−=

+−−+−=
−=∇
−=
−=∇

 

şeklinde olur ve buradan da (3.5.1) denklemi elde edilir. 

       Tersine bir ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı (3.5.1) denklemini 

sağlasın. (3.5.1) de Y  yerine ξ  alınırsa 
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XX
XX

XXg

X

XX

X

+−=∇−
+−=∇−∇
+−=∇

ξηξϕ
ξηξϕϕξ

ξηξξξϕ

)(
)(

)(),()(
 

elde edilir. Bu son denkleme ϕ  uygulanırsa 

X
XX

X

X

ϕξ
ϕϕξηξϕ

=∇−
+−=∇− )(2

 

                                   XX ϕξ −=∇                                                        (3.5.2) 

olur. 

0),)((
0),(),(),(),(

==
=∇+∇=−−

YXgL
XgYgYXgYXg YX

ξ

ξξϕϕ
 

dır. Yani ξ  nın bir Killing vektör alanı olduğu görülür. 

      Bu durumda 

[ ]( ){ }

{ }

{ }

),(),(),(

),(),(
2
1

))(())((
2
1

,)()(
2
1),(

YXFYXgYg

XgYg

XY

YXXYYXYXd

X

YX

YX

=−=∇=

∇−∇=

∇−∇=

−−=

ϕξ

ξξ

ηη

ηηηη

 

olarak elde edilir ve böylece ),,,( gηξϕ  nin bir paradeğme metrik yapı olduğu 

sonucuna ulaşılır. 

      Şimdi Nijenhuis torsiyonu yardımıyla yapının normal olduğu gösterilsin. (3.5.1) 

denklemi kullanılırsa 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( )
( ) ( )

ξηξξϕ
ξϕξϕ

ϕηξϕηξϕ
ϕηξϕηξϕ

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕ

ϕϕϕϕ

),(2),(2),(2
),(),(

)(),()(),(
)(),()(),(

)()()()(

,,,,),(,
22

2

YXdYXFYXg
YXgXYg

XYYXgXYYXg
YXXYgYXXYg

YYXX
XYXYXYXY

YXYXYXYXYX

XXYY

YXYXYXYX

===
−=

+−++−−
+−−+−=

∇+∇−∇−∇=

∇+∇−∇+∇−∇−∇+∇−∇=

−−+=

 

elde edilir. Bu durumda 

[ ] 02, =⊗− ξηϕϕ d  
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dır ve buradan da ),,,( gηξϕ  paradeğme metrik yapısının bir para-Sasakian yapı 

olduğu görülür. 

 

3.6. Paradeğme Manifoldların Eğriliği 

 

      Önerme 3.6.1: Bir 12 +nM  paradeğme metrik manifoldunda 

             ξξϕϕϕξ ),()( 2 XRXhXXh ++−=∇                                       (3.6.1) 

       ( ) XhXXRXR 22 22),(),( −=+ ϕξϕξϕξξ                                                         (3.6.2) 

dır. Burada ξ  karakteristik vektör alanıdır ve 12 +∈ nMX  dir (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: X  bir vektör alanı olmak üzere 12 +nM  in yarı-Riemann eğrilik tensörü 

(3.4.12) den 

[ ]

[ ]ξξ

ξξξξξ

ξξ

ξξξ

XX

XXXXR

,

,),(
∇−∇∇=

∇−∇∇−∇∇=
 

dır. Bu durumda (3.4.10),(3.4.14),(3.4.16) eşitliklerinden 

                 [ ] [ ]XhXhXX ,,)( ξϕξϕϕϕξ −++−∇=               (3.6.3) 

XhXhX

XhXhX

hXhXhXhhXXhX

hXXhXhhXXhX
hXhXhXX
hXhXhXX

XX

XX

)(

)(

)()(

22

222

22

ξ

ξ

ξξ

ξξ

ξξξξ

ξξξξ

ϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ξϕϕξϕϕϕϕ

ξϕϕξϕϕϕϕ

∇+−=

∇+−=

+−∇−−+∇=

+−+∇−+−−∇=

∇+∇−∇−∇+∇+∇−=

∇+∇−∇−∇+∇+∇−=

  

elde edilir. 

Böylece 

                                       XhXhXXR )(),( 22
ξϕϕξξ ∇+−=                                  (3.6.4) 

bulunur ve (3.6.3) denklemine ϕ   uygulanırsa 

[ ] [ ]
( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ]( )ξξηξ

ξξηξξη

ξϕξϕϕξξϕ

ξξ

ξ

XhXh
XXhXXhXX

XhXhXXXR

,,
,,)()(

,,)(),( 222

+−

−+−∇+−−∇=

−+−∇−=
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ξξ
ξξη

ξηξξξηξη

ξξηξη

ξ

ξξξ

ξξξξξ

XX

X

XX

X

hXh
h

XhhXhX
XhXXhXX

∇+∇−∇=
∇−

∇+∇+∇−∇+∇−

∇−∇+∇−∇+∇+−∇=

)(
)(

)()()(
)()(

 

elde edilir. Ayrıca (3.4.14) ve (3.4.16) denklemleri kullanılırsa 

              ξξξξϕ ξ XX hXhXR ∇+∇−∇= )(),(                                                (3.6.5) 

                          
XhhXhXXXh

hXhXhhXXXh

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ξ

ξ

2)(

)(

−+−+∇=

+−−+∇=
 

                            XhXXhXR ϕϕξξϕ ξ
2)(),( −+∇=                                               (3.6.6) 

olur ve böylelikle (3.6.1) denklemi elde edilmiş olur. 

      (3.6.6) denkleminde X  yerine Xϕ  yazılırsa 

                               XhXXhXR 222)(),( ϕϕϕξϕξϕ ξ −+∇=  

olur. Ayrıca (3.4.10), (3.4.16), (3.4.13) denklemlerinden 

                                XhXXh 222)( ϕϕϕ ξ −+∇−=  

                                             XhXXh )(22
ξϕϕ ∇−+−=                                           (3.6.7) 

elde edilir. Bu durumda (3.6.4) ve (3.6.7) denklemleri toplanırsa (3.6.2) denklemi elde 

edilir. 

 

      Sonuç 3.6.1: Bir 12 +nM  paradeğme metrik manifoldunda, ξ  doğrultusunda Ricci 

eğriliği  
22),( izhnS +−=ξξ  

şeklinde verilir (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: { }ξϕ ,, ii ee  lokal ortonormal ϕ -bazı göz önüne alınsın. O halde (2.2.2) nolu 

eşitlikte ξ== YX  alınırsa  

∑
=

+−=
n

i
iiii RgeeRgeeRgS

1
),),((),),((),),((),( ξξξξϕξξϕξξξξ  

eşitliği elde edilir. (3.6.2) denklemi yardımıyla 
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),(2),),((),),(( 22 XXhXgXXRgXXRg −=+ ϕξϕξϕξξ  

elde edilir. Yarı-Riemann eğrilik tensörü özelikleri kullanılarak 

),(2),),((),),(( 22 XXhXgXXRgXXRg −−=− ϕϕξξϕξξ  

elde edilir. Yukarıdaki denklemin izi alınacak olunursa 

( )

( )
2

1

2

1

22

1

2

),(),(2

),(),(2

),),((),),((),(

izhn

eehgeeg

eehgeeg

eeRgeeRgS

n

i
iiii

n

i
iiii

n

i
iiii

+−=

−−=

−−=

−=

∑

∑

∑

=

=

=

ϕ

ϕξξϕξξξξ

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

      Önerme 3.6.2: 12 +nM  bir K-paradeğme manifold olsun. 12 +nM  de  Q  Ricci eğrilik 

operatörü olmak üzere  

ξξ nQ 2−=  

dir (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat: 12 +nM  bir K-paradeğme manifold olsun.   

             ),,,(),),(( ξξ XYXRXYXRg =  

                            ),(),( XgXg XXYYYX YX
ξξξξ ∇∇ ∇−∇∇−∇−∇∇=           (3.6.8) 

dır. Bir K-paradeğme manifoldda ξ Killing vektör alanı yani 0=gLξ olduğundan, 

12 +nM  de bir YX ,  vektör alanı için 

),(),(
),(),(),(),(
),(),(),(),)((0

ξ

ξ

ξ

ξξξ

ξξξξ

Y

X

XgYXg
YgYXgYXgYXg
YLXgYXLgYXgLYXgL

∇+∇−

∇+∇−∇+∇=

−−==

 

dır ve buradan 

                                              0),(),( =∇+∇ ξξ YX XgYg                                        (3.6.9) 

olur. Buradan Y  yerine X  alınırsa 

                                              0),( =∇ Xg Xξ                                                          (3.6.10) 

elde edilir. Ayrıca (3.6.10) denkleminin Y  vektör alanına göre türevi alınırsa 
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                                         gXg XY +∇∇ ),( ξ ( 0), =∇∇ XYXξ                            (3.6.11) 

elde edilir. Ayrıca (3.6.9) denkleminden 

                                              0),(),( =∇∇+∇∇ ξξ XYX XgXg
Y

                            (3.6.12) 

denklemi elde edilir. Bu durumda (3.6.11) ve (3.6.12) denklemlerinden 

                                                  0),( =∇−∇∇ ∇ Xg XXY Y
ξξ  

olur ve böylece (3.6.8) denkleminden 

                                                     YXRYYX X
),( ξξξ =∇−∇∇ ∇  

elde edilir. Bu durumda bir K-paradeğme manifoldda (3.5.2) denklemi yardımıyla   

                                                       YXRYX ),()( ξϕ =∇                                         (3.6.13) 

denklemi elde edilir. 

      ξ,X  ya ortogonal olan bir birim vektör alanı olsun. Bu durumda (3.4.9) 

denkleminde Y  yerine X  alınıp (3.6.13) kullanılırsa  
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( ) ( ) ( )
( )

),(2
)(2

)(2),),((),),((
),),((),),((

)(2,)(
,)(,)(,)(

)(2),(
),(),(),(
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η
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bulunur. Bu durumda ϕ  bazına ait bir { }iX  lokal ortonormal baz alınırsa 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

      Önerme 3.6.3:  Bir para-Sasakian manifoldda 

XYYXYXR )()(),( ηηξ −=  

dır (Zamkovoy 2009). 

 

      İspat:  (3.5.1) ve (3.5.2) denklemlerinden 

[ ]

[ ]

XYYX
YXXYgXYYXg

XY
YXXY

YXR

YX

YX

YXXYYX

)()(
)(),()(),(

)()(
,

),( ,

ηη
ηξηξ

ϕϕ
ϕϕϕ

ξξξξ

−=
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∇+∇−=
+∇+−∇=
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sonucuna ulaşılır. 

 

Şimdi hemen hemen paradeğme manifoldlar ile ilgili örnekler verilecektir. 

 

      Örnek 3.6.1: 3R  Kartezyen uzayında ),,( zyx  Kartezyen koordinatlar olsun. 3R  de 

( ),, ηξϕ  ile standart hemen hemen paradeğme yapısı  

                     dzxdyx +=∂==∂∂=∂∂−∂=∂ 2,,0,,2 3312321 ηξϕϕϕ          (3.6.13) 

z
ve

yx ∂
∂

=∂
∂
∂

=∂
∂
∂

=∂ 321 ,  

olacak şekilde verilsin.  

      Kolayca, 

,31,0),(2),( ≤<≤=∂∂−∂∂ jidN jiji ξηϕ  

sağlandığı görülebilir. Böylece (3.3.3) şartı sağlanır ve yapı normaldir. 

      32 RRR ⊂×= +M  olsun ve (3.6.13) daki bir normal hemen hemen paradeğme 

metrik yapısı aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

      ( ),, ηξϕ yapı ve g  Lorentz metriği  
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

−
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2240
002
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x
xzx

z
g ji  
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olacak şekilde verilsin. 

      Yarı-Riemann konneksiyonu yardımıyla 
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bulunur. 

      Bir 3-boyutlu M hemen hemen paradeğme metrik manifoldu için geçerli olan 

XXXx βϕξηαξ +−=∇ ))((  

eşitliği ve yukarıda verilen ilişkilendirmeleri kullanarak 1)2( −== zβα  bulunur ve 

),,,( gηξϕ  yapısı quasi-para-Sasakian değildir (Welyczko 2009). 

 

      Örnek 3.6.2: 2RR ×= +M  olsun ve (3.6.13) deki bir normal hemen hemen 

paradeğme metrik yapısı aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

      ( ),, ηξϕ yapı ve g  Lorentz metriği  
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olacak şekilde verilsin. 

      Yarı-Riemann konneksiyonu yardımıyla 
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bulunur. 

      Bir 3-boyutlu M hemen hemen paradeğme metrik manifoldu için geçerli olan 

XXXx βϕξηαξ +−=∇ ))((  
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eşitliği ve yukarıda verilen ilişkilendirmeleri kullanarak 20 −== xveβα  bulunur ve 

),,,( gηξϕ  yapısı quasi-para-Sasakian dır ve para-Sasakian değildir (Welyczko 2009). 
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4. NORMAL HEMEN HEMEN PARADEĞME METRİK MANİFOLDLAR 

 

 

      Bu bölüm orijinal sonuçlar içermektedir. 

 

4.1. Normal Hemen Hemen Paradeğme Metrik Manifoldlar 

 

      Tanım 4.1.1: 0=dF  ve ),,( ηξϕ  normal ise ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme 

metrik yapısına quasi-para-Sasakian denir (Welyczko 2009). 

 

      Tanım 4.1.2: ),,,,( 12 gM n ηξϕ+  bir paradeğme metrik manifold olsun. O zaman, 

verilen bu yapı 

,(0 FdF = kapalıdır),  ,(0 ηη =d kapalıdır) 

şartlarını sağlıyorsa 12 +nM  manifolduna para-kosimplektik manifold denir (Dacko ve 

Olzsak 2007). 

 

      Önerme 4.1.1: Bir −+ )12( n boyutlu hemen hemen paradeğme metrik manifoldun 

normal olması için gerek ve yeter koşul 

                                      0))(()()( =∇+∇−∇ YYY XXX ηϕϕϕ ϕ                                  (4.1.1) 

olmasıdır. Burada∇ ,yarı-Riemann konneksiyonudur (Welyczko 2009). 

 

      Önerme 4.1.2: Bir −3 boyutlu M  hemen hemen paradeğme metrik manifoldu  

                                     ξϕηξξϕϕ XXX YYgY ∇−∇=∇ )(),()(                                  (4.1.2) 

 denklemini sağlar (Welyczko 2009). 

 

      Önerme 4.1.3: Bir −3 boyutlu M  hemen hemen paradeğme metrik manifoldu için 

aşağıdaki üç koşul birbirine denktir: 
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      (a) M  normaldir, 

      (b) M üzerinde 

                      ))(),(())(),(()( XYYXgXYYXgYX ϕηξϕαηξβϕ −+−=∇             (4.1.3) 

şartını sağlayan βα ,  fonksiyonları vardır. 

      (c) M üzerinde 

                          XXXX βϕξηαξ +−=∇ ))((                                                         (4.1.4) 

şartını sağlayan βα ,  fonksiyonları vardır (Welyczko 2009). 

)3.1.4(  ve )4.1.4( nolu eşitlikleri için tanımlı βα ,  fonksiyonları için aşağıdaki sonuç 

verilebilir. 

 

      Sonuç 4.1.1: βα ,  fonksiyonları, 

                                   =α2 İz{ } =∇→ βξ 2,XX İz{ }ξϕ XX ∇→                           (4.1.5) 

ile verilir (Welyczko 2009). 

 

      Önerme 4.1.4: Bir −3 boyutlu M  hemen hemen paradeğme metrik manifoldu için 

aşağıdaki üç koşul birbirine denktir: 

      (a) M quasi-para-Sasakian dır, 

      (b) M üzerinde 

                                          ))(),(()( XYYXgYX ηξβϕ −=∇                                    (4.1.6) 

olacak şekilde bir β  fonksiyonu vardır. 

      (c) M üzerinde 

                                              XX βϕξ =∇                                                                 (4.1.7) 

olacak şekilde bir β  fonksiyonu vardır (Welyczko 2009). 

 

      Özellikle, böyle bir manifold para-Sasakian dır ancak ve ancak )6.1.4(  ya da 

)7.1.4( koşullarında 1−=β  için. 

 

      Bu bölümün amacı M  üzerinde bir normal hemen hemen paradeğme yapısının 

eğrilik özelliklerini bulmaktır. ),,,( gηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısı olsun. 

(4.1.2) nolu eşitliğe (4.1.4) nolu eşitlik uygulandığında (4.1.3) eşitliği elde edilir 



 53

 

      Teorem 4.1.1: M , 3-boyutlu normal hemen hemen paradeğme manifold olsun. Bu 

takdirde M  nin Ricci tensörü aşağıdaki gibidir. 

 

      İspat: (4.1.4) nolu eşitliğin kovaryant türevi alındığında ve (4.1.3) nolu eşitlik 

kullanıldığında 
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olarak bulunur. 

      Öyleyse eğri dönüşümü için 
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         (4.1.8) 

elde edilir. 

 

Bir { } ϕ210 ,, EEE - bazı ele alınsın.        

1),(),(,,, 111112210 −=−==== EEgEEgEEEEE ϕϕϕϕξ  için 
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i
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eşitliğinden S , Ricci eğrilik tensörü bulunabilir. 
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                   )())(2)(()()(),( 22 YYYYS ηβααξβϕαξ ++−+−=                           (4.1.9) 

eğrilik tensörü ),),((),,,( WZYXRgWZYXR =  ile gösterilirse (4.1.8) nolu eşitlikten 
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),()2)((),())()((),,,( 22 ZYgZYgZYR ϕαββξϕϕβααξξξ +−++=  

elde edilir. 

                                             ),())()((),,,( 22 ZYgZYR ϕϕβααξξξ ++=             (4.1.10) 

                                            0)2)(( =+ αββξ                                                         (4.1.11) 

 

      Diğer taraftan, boyut 3  olduğunda eğrilik tensörü her zaman aşağıdaki eşitliği 

sağlar. 
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      Burada τ , skalar eğriliktir. (4.1.9), (4.1.10), (4.1.12) nolu eşitliklerden  
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      (4.1.13) 

eşitliğine ulaşılır. 

 

      Teorem 4.1.2: M  3-boyutlu hemen hemen paradeğme manifold olsun.Bir kompakt 

M manifoldu üzerinde sabit K  eğriliğinin bir normal hemen hemen paradeğme metrik 

yapısı ),,,( gηξϕ  olsun. 

      02 == ξα div , Bu durumda yapı quasi-para-Sasakian ve 0≤K  dır. Ayrıca, K=0 ise 

rank 1=η . Bu durumda yapı para-kosimplektik ve 0<K  ise rank 3=η  dür. 

 

      İspat: Manifold sabit eğrilikli olduğundan 
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),(2),( YXKgYXS =  

      (4.1.9) nolu eşitlikten ve ),(2 YXKgS =  olduğundan 
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ηηηηβααξ

ξξξξ
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                                             0)( 22 =+++ βααξ K                                             (4.1.14) 

elde edilir. 

)())(2)(()()()(2),( 22 YYYYKYS ηβααξαβϕηξ ++−−==  

0)())(2)(2()()( 22 =++++− YKYY ηβααξβϕα  

                                    0)()()()( 22 =+++− YKYY ηβαβϕα               (4.1.15) 

      (4.1.15) nolu eşitliği 

0)()(),()( 22 =+++− YKYgradgYd ηβαϕβα  

formunda tekrar yazıp kovaryant türevi alındığında 
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elde edilir. 

      X  ve Y  ye göre antisimetrizasyon yapılırsa 
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elde edilir. 

      { } ϕ;,, 210 EEE  bazı ele alınsın. (4.1.16) nolu denklemde  

1),(),(,,, 111112210 −=−====== EEgEEgEEYEEXE ϕϕϕϕξ  

eşitliklerini yerine yazıp (4.1.3) nolu eşitliği ve Fd βη −=  olduğunu kullanarak 
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      Şimdi βϕϕ ))()(( XY YX ∇−∇  ifadesi hesaplansın. 
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      O halde βϕϕ ))()(( XY YX ∇−∇ = αξβ2−  olarak bulunur. 
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βϕββη −=−=−= ),(),(),( 212121 EEgEEFEEd  

hesaplamalarından sonra 

0))((2)2(),(),( 22
12 12

=−+++−−∇−∇ ββαβαξββ KEgradgEgradg EE  

         0)(22),(),( 22
21 21

=++−=∇−∇ βαβαξβββ KEgradgEgradg EE          (4.1.17) 

eşitliği elde edilir. 

      (4.1.11) nolu eşitliği αβξβ 2),( −=gradg  ile ifade edilip (4.1.4) ve (4.1.14) nolu 

eşitliklerden yararlanarak kovaryant türevi alındığında 
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                        )(2)(2),( 22 βαξβαβξβξ −++=∇ Kgradg                    (4.1.18) 

sonucuna ulaşılır. 

      Laplace ∆  sembolü ile gösterilir ve =∆ div grad ile ifade edilirse (4.1.17) ve 

(4.1.18) den 0=∆β  elde edilir. M  kompakt olduğundan =β sabit olacaktır. O halde 

iki durum söz konusudur. 

      i) 0≠β  

      ii) 0=β  

 

Birinci durum: β  sabit αββξ 2)( −=⇒     (4.1.11) den 

αβ20 −=  

0≠β  olduğundan 0=α  olur. 

      O halde ;00 =⇒≠ αβ M  quasi para-Sasakian dır. 

 

İkinci durum: 0)()(0 2 =++⇒= YKY ηααβ    (4.1.15) den 
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      Yani αgrad  sadece 0E  yönünde olacaktır. 1E  ve 2E  deki iz düşümü sıfırdır. 

0)( 2 =++ ξαα Kgrad  

olur. X  e göre türev alınırsa 
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      (4.1.14) den 0=β  olur. Böylece =⇒= αβ 0 sabit dir. Fakat =α2 div =ξ sabit 

olur ve M nin kompaktlığından 0=α  olur. O halde her durumda 0=α  ve =β sabit 

çıkmaktadır. 

      (4.1.14) den 02 ≤−= βK  elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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