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ÖZET 
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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 

 

İlk bölümde, tezin amacı ve kapsamı belirtildi. İkinci bölümde tezin devamında 

kullanılacak bazı temel tanım ve teoremler verildi. Üçüncü bölümde ise materyal ve 

yöntemden bahsedildi. 

 

Dördüncü bölümde bulgulardan bahsedildi. Açık birim diskte çok değerli harmonik 

fonksiyonların sabordinasyon ile tanımlanan bazı alt sınıfları ve bu sınıflara ait 

fonksiyonlar için katsayı sınırları,  distorsiyon teoremleri verildi. Ayrıca bu sınıflar için 

ekstremal fonksiyonlar ve konvolusyon özellikleri de elde edildi. 

 

Son bölüm olan beşinci bölümde teze ait bir genel inceleme yapıldı. 

 

Anahtar Kelimeler: Harmonik fonksiyon, çok değerli fonksiyon, sabordinasyon, 

analitik fonksiyon 

2021, vii+67 sayfa.
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This thesis consists of five chapters. 

 

In the first chapter, the aim and scope of the thesis are stated. In the second part, some 

basic definitions and theorems that will be used in the continuation of the thesis are given. 

In the third part, the material and method are mentioned. 

 

In the fourth chapter, the findings are mentioned. Some subclasses of multivalued 

harmonic functions defined by sabordination in the open unit disk and coefficient bounds 

and distortion theorems for functions belonging to these classes are given. In addition, 

extremal functions and convolution properties are obtained for these classes. 

 

In the fifth chapter, which is the last chapter, a general examination of the thesis is made. 
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SİMGE ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Simgeler Açıklama 

ℕ Doğal sayılar kümesi. 

ℝ Reel sayılar kümesi. 

𝑈 {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1 } açık birim diski. 

𝒜(𝑈) 𝑈 birim diskinde analitik bütün fonksiyonların sınıfı. 

𝐽𝑓(𝑧0) 𝑓 fonksiyonunun 𝑧0 noktasındaki Jakobiyeni. 

𝑓(𝑧) = ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅  ℎ ve 𝑔 iki analitik fonksiyon olmak üzere 𝑓 harmonik 

fonksiyonu . 

𝐻(𝑝) Çok değerli harmonik fonksiyonların sınıfı. 

𝜑 Schwarz fonksiyonu. 

𝒱 Schwarz fonksiyonlarının sınıfı. 

𝑓 ≺ 𝑔 𝑓 fonksiyonunun 𝑈 da 𝑔 fonksiyonuna sabordine 

olması. 

𝑓1 ∗ 𝑓2 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐻(𝑝) fonksiyonları için Hadamard Çarpımı. 

𝒮∗ 𝑓(0) = 𝑓 ′(0) − 1 = 0 ile normalize edilmiş yıldızıl 

fonksiyonların sınıfı. 

𝒦 Normalize edilmiş konveks fonksiyonların sınıfı. 

𝒮∗(𝛼) 𝛼 mertebeli yıldızıl fonksiyonların sınıfı. 

𝒦(𝛼) 𝛼 mertebeli konveks fonksiyonların sınıfı. 

𝑆𝐻(𝑝) Orijine göre yıldızıl olan çok değerli harmonik 

fonksiyonların sınıfı. 

𝑇𝐻(𝑝) 𝑆𝐻(𝑝) sınıfına ait negatif katsayılı harmonik 

fonksiyonların sınıfı. 

𝑆𝐻°(1) 𝑝 = 1 ve 𝑏1 = 0 için 𝑆𝐻(𝑝) alt sınıfı. 

𝑐𝑙𝑐𝑜𝑇𝐻(𝑝) 𝑇𝐻(𝑝) sınıfının kapalı konveks örtüsünün uç noktaları 

{ℎ𝑛+𝑝−1}, {𝑔𝑛+𝑝−1} 𝑇𝐻(𝑝) sınıfının ekstrem noktaları. 

𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼) 𝛼 mertebeli çok değerli harmonik yıldızıl fonksiyon 

sınıfı. 

𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) 𝑆𝐻∗(𝑝) sınıfının 
𝑧ℎ′(𝑧)−𝑧𝑔′(𝑧)

ℎ(𝑧)+𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ≺
𝑝+[𝑝𝛥+(𝑝−𝛼)(𝛤−𝛥)]𝑧

1+𝛥𝑧
 

şartını sağlayan fonksiyonlarının alt sınıfı. 

𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfına ait negatif katsayılı çok değerli 

harmonik fonksiyonların alt sınıfı. 

𝐷𝑝
𝑘 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonu için modifiye edilmiş Salagean 

operatörü. 

𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) 
𝑆𝐻(𝑝) sınıfının 

𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
−�̅�(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�

(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

≺
𝑝+[𝑝𝛥+(𝑝−𝛼)(𝛤−𝛥)]𝑧

1+𝛥𝑧
 

şartını sağlayan fonksiyonlarının alt sınıfı. 

𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfının negatif katsayılı olan 

fonksiyonlarının alt sınıfı. 

𝐹𝑚(𝛼1, . . . 𝛼𝑙;𝛽1, . . . 𝛽𝑚)(𝑧)𝑙  Hipergeometrik fonksiyonlar. 

(𝜆)𝑛 Pochhammer fonksiyonu. 

𝐻𝑝(𝛼1, …𝛼𝑙; 𝛽1, … 𝛽𝑚)𝑓(𝑧) Hipergeometrik fonksiyonlar ile oluşturulan harmonik 

fonksiyon. 

𝑧(𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]𝑓(𝑧))′ Genelleştirilmiş Dziok-Srivastava operatörü. 
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𝐿𝜆,𝑙,𝑚
1,𝛼1 𝑓(𝑧) Genelleştirilmiş Dziok-Srivastava operatörü yardımıyla 

tanımlanan harmonik fonksiyon. 

𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧) 𝐿𝜆,𝑙,𝑚

1,𝛼1 𝑓(𝑧) fonksiyonu yardımıyla tanımlanan 

fonksiyon. 

𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧)) 𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧) fonksiyonu yardımıyla tanımlanan fonksiyon. 

𝐿𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) 𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧)

𝑧𝑝
− 𝛼 |

𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧)

𝑧𝑝
− 1| ≺

1+𝛤𝑧

1+𝛥𝑧
 şartını sağlayan 

harmonik fonksiyonların alt sınıfı. 

𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) 𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧))(1 − 𝛼𝑒
−𝑖𝜃) + 𝛼𝑒−𝑖𝜃 ≺

1+𝛤𝑧

1+𝛥𝑧
  şartını 

sağlayan harmonik fonksiyonların alt sınıfı. 
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1. GİRİŞ 

 

Çok değerli fonksiyonlar teorisi 1933’te P.Montel’in “Leçons sur les Fonctions 

Univalentes ou Multivalentes” isimli kitabında tanıtılmıştır. Genişletilmiş kompleks 

düzlemin herhangi bir bölgesinde kompleks değişkenli analitik bir fonksiyon 𝑓 olsun. 𝑓 

bu bölgedeki her değeri en fazla 𝑝 ve en az bir değeri kesin 𝑝 defa alıyorsa bu fonksiyona 

𝑝. mertebeden çok değerli fonksiyon denir. 𝑝 = 1 olması durumunda ise 𝑓 yalınkattır. 

Reel ve imajiner kısımları eşlenik olmayan yalınkat, kompleks değerli harmonik 

fonksiyonlara harmonik dönüşüm denir. Harmonik fonksiyonlar, Cauchy-Riemann 

eşitliklerini sağlamayan ve haliyle analitik olmayan fonksiyonlardır. 

 

Çok değerli fonksiyonların yeni alt sınıflarının tanıtılarak bunların katsayı sınırlarının ve 

distorsiyon eşitsizliklerinin incelenmesi pek çok araştırmacı tarafından ele alınmıştır. 

Keogh ve Merkes (1969), Fekete ve Szegö (1933), Hummel (1960), Goodman (1948) bu 

araştırmacılardan bazılarıdır.  

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  Giriş bölümünden hemen sonra, Kuramsal Temeller 

ve Kaynak Taraması adını alan ikinci bölümde, tezde kullanılan temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde tezde kullanılan materyal ve yöntemden bahsedilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde çok değerli harmonik fonksiyonların sabordinasyon yardımıyla 

tanımlanan alt sınıflarına ait katsayı sınırları, ekstrem noktaları ve distorsiyon sınırları 

gibi özelliklerin yanı sıra yıldızıl fonksiyonların ve Salagean tipi çok değerli 

fonksiyonların özelliklerine de yer verilmiştir. 

 

Beşinci bölümde ise tezde elde edilen sonuçlar verilmiştir. 

 

 

 

 



2 

 

2. KURAMSAL TEMELLER 

 

Bu kısımda, diğer kısımlarda kullanılacak temel tanım ve teoremler ile çok değerli 

harmonik yıldızıl fonksiyonlar sınıfının özellikleri verilecektir. Ayrıntılı bilgi için Avcı 

ve Zlotkiewicz (1991), Clunie ve Sheil-Small (1984), Duren (1983), Jahangiri (1998), 

Jahangiri (1999), Sheil-Small (1990), Silverman ve Silvia (1999) kaynakları incelenebilir. 

 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

2.1.1. Tanım.  𝑧0 ∈ ℂ  ve 𝑟 > 0 olmak üzere, 

𝑈(𝑧0, 𝑟) = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟 } 

kümesine z0 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık disk veya z0 noktasının 𝑟 komşuluğu denir. 

�̅�(𝑧0, 𝑟) = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝑟 } 

kümesine 𝑧0 merkezli r yarıçaplı kapalı disk, 

𝜕𝑈(𝑧0, 𝑟) = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟 } 

kümesine 𝑧0 merkezli 𝑟 yarıçaplı çember, 

𝑈°(𝑧0, 𝑟) = {𝑧 ∈ ℂ: 0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟 } 

kümesine 𝑧0 noktasının 𝑟 delinmiş komşuluğu denir. Son olarak, 

𝑈 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1 } 

kümesine de açık birim disk denir (Palka, 1991). 

 

2.1.2. Tanım.  𝐴 ⊂ ℂ boş olmayan bir küme ve 𝑧0 ∈ 𝐴 için 𝑈(𝑧0, 𝑟) ⊆ 𝐴 olacak şekilde 

∃ 𝑟 > 0 sayısı varsa 𝑧0 noktasına 𝐴 kümesinin bir iç noktası denir (Palka, 1991). 

 

2.1.3. Tanım.  Her noktası iç nokta olan kümeye açık küme, tümleyeni açık olan kümeye 

ise kapalı küme denir. Bir 𝐴 ⊂ ℂ kümesini bulunduran kapalı kümelerin arakesitine 𝐴 

kümesinin kapanışı denir ve �̅� ile gösterilir (Palka, 1991). 

 

2.1.4. Tanım.  𝐴 ⊂ ℂ kümesi verilsin. 𝐴 kümesi boş olmayan ayrık ve açık iki kümenin 

birleşimi olarak gösterilemiyorsa, 𝐴 kümesine bağlantılıdır denir.  

Bir başka deyişle, 

i. 𝐴 ⊂ 𝑈 ∪ 𝑉, 
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ii. 𝐴 ∩ 𝑈 ≠ ∅ ve 𝐴 ∩ 𝑉 ≠ ∅, 

iii. 𝐴 ∩ 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

olacak şekilde 𝑈, 𝑉 ⊂ ℂ gibi boş olmayan iki açık küme bulunamıyorsa 𝐴 kümesine 

bağlantılı küme denir (Conway, 1973). 

 

2.1.5. Tanım.  Tümleyeni bağlantılı olan kümeye basit bağlantılı küme denir (Conway, 

1973). 

 

2.1.6. Tanım.  Kompleks düzlemde boş olmayan, açık ve bağlantılı kümeye bölge denir 

(Conway, 1973). 

 

2.1.7. Tanım.  

a) [𝑎, 𝑏] ⊂ ℂ olmak üzere sürekli bir 𝛾: [𝑎, 𝑏] → ℂ fonksiyonuna ℂ düzleminde bir eğri 

denir. Burada 𝛾(𝑎) ve 𝛾(𝑏) noktalarına sırayla eğrinin başlangıç ve bitim noktaları 

denir. 

b) Bir 𝛾 eğrisi verildiğinde 𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏) ise 𝛾 ya kapalı eğridir denir. 

c) Bir 𝛾 eğrisi sadece 𝑡1 = 𝑡2 için 𝛾(𝑡1) = 𝛾(𝑡2) oluyorsa basit eğridir denir. Bazen 

basit eğrilere Jordan eğrisi de denir. 𝛾 basit bir eğri ve 𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏) ise basit kapalı 

eğri (kapalı Jordan eğrisi) denir (Başkan, 2012). 

 

2.1.8. Tanım.  𝑓 bir 𝐴 bölgesinde kompleks değişkenli bir fonksiyon ve 𝑧0 ∈ 𝐴 olsun. 

Eğer,  

 

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧0)

𝑧 − 𝑧0
 

 

limiti mevcut ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝑧0 noktasında diferansiyellenebilir veya türevlenebilir, 

limit değerine de 𝑓 fonksiyonunun 𝑧0 noktasındaki türevi denir ve bu türev 𝑓′(𝑧0) 

biçiminde gösterilir (Başkan, 2012). 
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2.1.9. Tanım. 𝐷 ⊂ ℂ bir bölge, 𝑓: 𝐷 → ℂ bir fonksiyon ve 𝑧0 ∈ 𝐷 olsun. 𝑧0 noktasında 

kesişen 𝐷 de yönlendirilmiş her 𝐶1 ve 𝐶2 düzgün eğri çiftinin 𝑧0 noktasında aralarındaki 

açı 𝑓(𝐶1) ve 𝑓(𝐶2) görüntü eğrilerinin 𝑓(𝑧0) noktasında aralarındaki açıya büyüklük 

olarak eşit, yön olarak aynı ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝑧0 noktasında konform denir (Palka, 

1991). 

 

2.1.10. Teorem. 𝐷, kompleks düzlemde en az iki sınır noktası bulunan basit bağlantılı bir 

bölge ve 𝑧0 ∈ 𝐷 olsun. Bu durumda 𝐷 yi 𝑈 açık birim diski üzerine birebir ve analitik 

olarak resmeden ve 𝑓(𝑧0) = 0 ve 𝑓 ′(𝑧0) > 0 özelliğinde yalnız bir 𝑓 fonksiyonu vardır 

(Riemann, 1851). 

 

2.1.11. Tanım.  𝐴 kompleks düzlemin boş olmayan açık bir alt kümesi ve 𝑓 fonksiyonu 

tanım kümesi 𝐴 yı kapsayan kompleks değerli bir fonksiyon olsun. 𝑓 fonksiyonu 𝐴 

kümesine ait her noktada diferansiyellenebilir ise 𝑓 fonksiyonu 𝐴 kümesinde analitiktir 

(holomorftur) denir. Tanım kümesi açık bir küme ve bu kümede analitik olan 

fonksiyonlara analitik fonksiyon denir (Koebe, 1907). 

𝑈 birim diskinde analitik olan fonksiyonların sınıfını 𝐴(𝑈) biçiminde gösterilsin. 𝑛 ∈ ℕ0 

ve 𝑎, 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, . . . ∈ ℂ için, 

 

𝐴[𝑎, 𝑛] = {𝑓 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑧

𝑛+1+. . . } 

 

olsun. 

 

2.1.12. Teorem.  𝑓 fonksiyonu bir 𝐷 bölgesinde analitik ve 𝑧0 ∈ 𝐷  olsun.  Eğer, 

𝑓 ′(𝑧0) ≠ 0 ise 𝑓 fonksiyonu 𝑧0 noktasında konformdur (Zill, 2003). 

 

2.1.13. Tanım.  𝑓 fonksiyonu herhangi bir 𝐷 ⊆ ℂ bölgesinde analitik olsun. 

 ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷 için, 

 

𝑧1 ≠ 𝑧2 iken 𝑓(𝑧1) ≠ 𝑓(𝑧2) 
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oluyorsa, yani 𝑓 fonksiyonu bu bölgede aynı değeri iki kez almıyorsa 𝑓 fonksiyonuna 𝐷 

bölgesinde univalent (yalınkat) fonksiyon denir (Duren, 1983). 

 

2.1.14. Tanım.  𝑓 fonksiyonu bir 𝐷 bölgesinde analitik olsun. 𝑓(0) = 𝑓 ′(0) − 1 = 0 

şartını sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna normalize edilmiş fonksiyon denir (Goodman, 1983).  

 

2.1.15. Lemma.  𝑓 fonksiyonu 𝑈 birim diskinde analitik ve 𝑧 ∈ 𝑈 için |𝑓(𝑧)| < 1  ve  

𝑓(0) = 0  olsun. Bu durumda,  ∀𝑧 ∈ 𝑈 için  |𝑓(𝑧)| < |𝑧| ve |𝑓 ′(0)| ≤ 1 olur. Ayrıca, 

herhangi bir 𝑧 ≠ 0 noktası için |𝑓(𝑧)| = |𝑧| veya |𝑓 ′(0)| = 1 ise ∀𝑤 ∈ 𝑈 için 𝑓(𝑤) =

𝑐𝑤 olacak şekilde |𝑐| = 1 özelliğinde bir 𝑐 sabiti vardır (Ahlfors, 1966). 

 

2.1.16. Tanım. 𝜑, 𝑈 birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun. 𝜑 fonksiyonu 𝑧 ∈ 𝑈 için 

|𝜑(𝑧)| < 1 ve 𝜑(0) = 0 şartlarını sağlarsa 𝜑 ye Schwarz fonksiyonu denir ve Schwarz 

fonksiyonlarının sınıfı 𝒱 ile gösterilir (Graham ve Kohr, 2003). 

 

2.1.17. Tanım. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴(𝑈) fonksiyonları verilsin. 𝑈 birim diskinde 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝜑(𝑧)) 

olacak şekilde bir 𝜑 ∈ 𝒱 fonksiyonu varsa 𝑓 fonksiyonu 𝑈’da 𝑔 fonksiyonuna 

sabordinedir denir ve 𝑓 ≺ 𝑔 ile gösterilir. 𝑔 fonksiyonunun univalent olması durumunda, 

𝑓 ≺ 𝑔 ⇔ 𝑓(0) = 𝑔(0) ve 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑔(𝑈) dur. (Miller ve Mocanu, 1981). 

 

2.1.18. Tanım. 𝐷 kompleks düzlemde bir bölge ve 𝑤0 ∈ 𝐷 olsun. Başlangıç noktası 𝑤0 

olan her ışın ile 𝐷 bölgesinin arakesiti bir doğru parçası veya bir ışın ise 𝐷 bölgesine 𝑤0 

noktasına göre yıldızıl bölge denir (Goodman, 1983). 

Diğer bir deyişle, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 olmak üzere ∀𝑤 ∈ 𝐷 için (1 − 𝑡)𝑤0 + 𝑡𝑤 ∈ 𝐷 ise 𝐷 

bölgesine 𝑤0 noktasına göre yıldızıl denir (Alexander, 1915). 

 

2.1.19. Tanım.  𝑓 fonksiyonu 𝑈 birim diskinde analitik olsun. 𝑈’yu 𝑤0’a göre yıldızıl 

olan bir bölgeye resmeden 𝑓 fonksiyonuna 𝑤0’a göre yıldızıl denir. 𝑤0 = 0 ise 𝑓 

fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir (Alexander, 1915). 

 

2.1.20. Teorem. 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) fonksiyonunun 𝑈’da yıldızıl olabilmesi için gerekli ve yeterli 

şart  ∀𝑧 ∈ 𝑈 için, 



6 

 

𝑅𝑒 (
𝑧𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)
) > 0 

 

olmasıdır (Nevanlinna, 1921). 

Normalize edilmiş yıldızıl fonksiyonların sınıfı 𝑆∗ ile gösterilir ve bu sınıf, 

 

𝑆∗ = {𝑓 ∈ 𝐴: 𝑅𝑒 (
𝑧𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)
) > 0} 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

2.1.21. Tanım. ∀𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷 ⊂ ℂ için 𝑤1 ve 𝑤2 yi birleştiren doğru parçası 𝐷 bölgesinde 

kalıyorsa, yani 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 olmak üzere 𝑡𝑤1 + (1 − 𝑡) 𝑤2 ∈ 𝐷 ise 𝐷 bölgesine konvekstir 

denir (Alexander, 1915). 

 

2.1.22. Tanım. 𝑓 fonksiyonu 𝑈 birim diskinde analitik olsun. 𝑈 yu konveks bölgeye 

resmeden 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Alexander, 1915). 

 

2.1.23. Teorem. 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) fonksiyonunun 𝑈 da konveks olabilmesi için gerekli ve yeterli 

şart ∀𝑧 ∈ 𝑈 için, 

 

𝑅𝑒 (1 +
𝑧𝑓 ′′(𝑧)

𝑓 ′(𝑧)
) > 0 

 

olmasıdır (Nevanlinna, 1921). 

Normalize edilmiş konveks fonksiyonların sınıfı 𝐾 ile gösterilir ve bu sınıf, 

 

𝐾 = {𝑓 ∈ 𝐴: 𝑅𝑒 (1 +
𝑧𝑓 ′′(𝑧)

𝑓 ′(𝑧)
) > 0} 

 

şeklinde tanımlanır. 
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2.1.24. Tanım. 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) fonksiyonu verilsin. 0 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere ∀𝑧 ∈ 𝑈 için, 

 

𝑅𝑒 (
𝑧𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)
) > 𝛼 

 

ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑈’da 𝛼 mertebeli yıldızıl fonksiyon denir (Miller ve Mocanu, 1981). 

𝛼 mertebeli yıldızıl fonksiyonların sınıfı 0 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere 𝑆∗(𝛼) ile gösterilir ve 

bu sınıf, 

 

𝑆∗(𝛼) = {𝑓 ∈ 𝐴: 𝑅𝑒 (
𝑧𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)
) > 𝛼 } 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

2.1.25. Tanım. 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) fonksiyonu verilsin. 0 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere ∀𝑧 ∈ 𝑈 için, 

 

𝑅𝑒 (1 +
𝑧𝑓 ′′(𝑧)

𝑓 ′(𝑧)
) > 𝛼 

 

ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑈 da 𝛼 mertebeli konveks fonksiyon denir (Miller ve Mocanu, 1981). 

𝛼 mertebeli konveks fonksiyonların sınıfı 0 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere 𝐾(𝛼) ile gösterilir ve 

bu sınıf, 

 

𝐾(𝛼) = {𝑓 ∈ 𝐴: 𝑅𝑒 (1 +
𝑧𝑓 ′′(𝑧)

𝑓 ′(𝑧)
) > 𝛼 } 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

2.1.26. Tanım. 𝐷 ⊂ ℂ bir bölge olmak üzere 𝑢:𝐷 → ℂ fonksiyonunun 𝐷 bölgesinde 

ikinci mertebeden kısmi türevleri mevcut ve bu kısmi türevler sürekli olsun. Bu durumda 

her 𝑧 ∈ 𝐷 için 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 
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eşitliği sağlanıyorsa 𝑢 fonksiyonuna, 𝐷 bölgesinde reel harmonik fonksiyon denir. 

𝑓, 𝑓: 𝐷 → ℂ, 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 olarak tanımlı fonksiyon olmak üzere 𝑢 ve 𝑣 fonksiyonları 𝐷 

bölgesinde reel harmonik fonksiyonlar ise 𝑓 fonksiyonuna 𝐷 bölgesinde harmoniktir 

denir. (Duren, 1983). 

 

2.1.27. Tanım. Basit bağlantılı bir 𝐷 bölgesinde ℎ ve 𝑔 iki analitik fonksiyon olmak üzere 

𝑓 harmonik fonksiyonu,  

 

𝑓(𝑧) = ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅  (2.1) 

 

şeklinde yazılabilir. 

ℎ fonksiyonuna, 𝑓 fonksiyonunun analitik kısmı, 𝑔 fonksiyonuna ise 𝑓 fonksiyonunun eş 

analitik kısmı denir (Clunie ve Sheil-Small, 1984). 

 

2.1.28. Tanım. 𝐷 ⊂ ℂ açık bir küme, 𝑓: 𝐷 → ℂ ve 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 fonksiyonu 𝐷 de birinci 

mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip olsun. 𝑧0 ∈ 𝐷 olmak üzere 

 

𝐽𝑓(𝑧0) = |
𝑢𝑥(𝑧0) 𝑣𝑥(𝑧0)

𝑢𝑦(𝑧0) 𝑣𝑦(𝑧0)
| = 𝑢𝑥(𝑧0)𝑣𝑦(𝑧0) − 𝑣𝑥(𝑧0)𝑢𝑦(𝑧0)   

 

sayısına 𝑓 fonksiyonunun 𝑧0 noktasındaki Jakobiyeni denir. 

Eğer her 𝑧 ∈ 𝐷 için 𝐽𝑓(𝑧) ≠ 0 ise, 𝑓 fonksiyonuna 𝐷 de bir diffeomorfizm, 𝐽𝑓(𝑧) > 0 ise 

𝑓 fonksiyonuna 𝐷 de yön koruyan ve  𝐽𝑓(𝑧) < 0 ise 𝑓 ye 𝐷 de yönü ters çeviren adı verilir 

(Clunie ve Sheil-Small, 1984). 

 

2.1.29. Teorem. 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 fonksiyonunun basit bağlantılı bir 𝐷 bölgesindeki 

jakobiyeni, 𝐽𝑓 = |𝑓𝑧|
2 − |𝑓�̅�|

2dir (Duren, 1983). 

 

İspat.  𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 olmak üzere 

 

𝑓𝑧 =
1

2
(𝑓𝑥 − 𝑖𝑓𝑦) =

1

2
(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) +

𝑖

2
(𝑣𝑥 − 𝑢𝑦) 
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ve 

 

𝑓�̅� =
1

2
(𝑓𝑥 + 𝑖𝑓𝑦) =

1

2
(𝑢𝑥 − 𝑣𝑦) +

𝑖

2
(𝑣𝑥 + 𝑢𝑦) 

 

olur. Burada, 

 

|𝑓𝑧|
2 − |𝑓�̅�|

2 = 𝑢𝑥𝑣𝑦 − 𝑢𝑦𝑣𝑥 = 𝐽𝑓 

 

elde edilir. 𝑓 fonksiyonunun analitik olması durumunda 

 

𝐽𝑓(𝑧) = |𝑓′(𝑧)|2 

 

olduğu görülür. 

 

2.1.30. Tanım. 𝑝 ≥ 1 tam sayısı için, 𝑈 açık birim diskinde yön koruyan ve 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 +∑𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑𝑏𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,     |𝑏𝑝| < 1

∞

𝑛=1

 (2.2) 

 

biçimindeki tüm çok değerli harmonik, 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonların sınıfı 𝐻(𝑝) ile 

gösterilir (Ahuja ve Jahangiri, 2001). 

 

2.1.31. Tanım. 𝑓, 𝑈 açık birim diskinde harmonik yalınkat fonksiyon olmak üzere 

𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑤(𝑧)) olacak şekilde 𝑤(0) = 0 ve |𝑤(𝑧)| < 1 özelliğinde analitik ve yalınkat 

bir 𝑤 fonkisyonu varsa 𝑓 fonksiyonu 𝑔 fonksiyonuna sabordinedir denir. 

Harmonik fonksiyonlar bileşke işlemi altında korunmadığından, bu tanım, 𝑤(𝑧) 

fonksiyonu analitik olduğunda tanımlıdır. Ayrıca,  analitik fonksiyonlar için doğru olan 

"𝑓(𝑈) ⊂ 𝑔(𝑈) ⇒ 𝑓(𝑧) ≺ 𝑔(𝑧)” önermesi harmonik fonksiyonlar için doğru değildir 

(Miller ve Mocanu, 1981). 
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2.1.32. Tanım.  𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐻(𝑝) fonksiyonları için 

 

𝑓𝑘(𝑧) = 𝑧
𝑝 +∑𝑎𝑘,𝑛+𝑝−1𝑧

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑𝑏𝑘,𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , (𝑘 = 1,2) 

∞

𝑛=1

 

 

Hadamard çarpımı, 

 

(𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑧) = 𝑧𝑝 +∑𝑎1,𝑛+𝑝−1𝑎2,𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑𝑏1,𝑛+𝑝−1𝑏2,𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

∞

𝑛=1

 

 

dır (Goodman, 1983). 

 

2.2. Çok Değerli Harmonik Yıldızıl Fonksiyonların Özellikleri 

 

Bu kısımda, 𝑝 ≥ 1 için 𝐻(𝑝) sınıfının, Ahuja ve Jahangiri (2001) tarafından tanımlanan 

iki alt sınıfı verilecek ve bu sınıflardaki fonksiyonlar için katsayı koşulları, ekstrem 

noktaları, distorsiyon sınırları ve Hadamard çarpımının özellikleri incelenecektir. 

𝑝 ≥ 1 için, | 𝑧 |  =  𝑟 < 1 birim diski üzerinde orijine göre yıldızıl olan harmonik 

fonksiyonların sınıfını, 𝐻(𝑝) nin alt sınıfı olacak şekilde 𝑆𝐻(𝑝) ile gösterelsin. Bu sınıfa 

ait bir fonksiyon 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋 ve 0 ≤ 𝑟 < 1 için 

 

𝜕

𝜕𝜃
(𝑎𝑟𝑔(𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃))) ≥ 0 (2.3) 

 

koşulunu sağlamalıdır. 

 

𝑝 ≥ 1 için 𝑆𝐻(𝑝) sınıfına ait 𝑓 = ℎ + �̅� için ℎ ve 𝑔 fonksiyonları 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

, 𝑔(𝑧) = ∑|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 (2.4) 

 

biçiminde ise bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf da 𝑇𝐻(𝑝) ile gösterilsin. 
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2.2.1. Teorem. 𝑝 = 1 ve 𝑏1 = 0 için 𝑆𝐻(𝑝) nin alt sınıfı, 𝑆𝐻°(1) ile gösterilir ve 

𝑓 ∈ 𝑆𝐻°(1)  ise 

 

|𝑎𝑛| ≤
(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 ve |𝑏𝑛| ≤

(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)

6
 

 

dır (Sheil-Small, 1990).  

 

2.2.2. Teorem. 𝑓 = ℎ + �̅�  fonksiyonu (2.2) formunda olsun. 𝑎𝑝 = 1 ve 𝑝 ≥ 1 için, 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑝+𝑛−1| + |𝑏𝑝+𝑛−1|) ≤ 2𝑝

∞

𝑛=1

 (2.5) 

 

ise 𝑓 harmonik fonksiyonu yön koruyandır ve 𝑆𝐻(𝑝) sınıfına aittir. 

 

İspat. 0 ≤ 𝑟 < 1 ve 𝜃 ∈ ℝ için 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 olsun. (2.2)’de verilen ℎ ve 𝑔 fonksiyonları için, 

 

|ℎ′(𝑧)| − |𝑔′(𝑧)| 

= |𝑝𝑧𝑝−1 +∑(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−2

∞

𝑛=2

| − |∑(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑏𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−2

∞

𝑛=1

| 

≥ |𝑝𝑧𝑝−1| − |∑(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−2

∞

𝑛=2

| − |∑(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑏𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−2

∞

𝑛=1

| 

≥ 𝑝𝑟𝑝−1 −∑(𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛+𝑝−2

∞

𝑛=2

−∑(𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛+𝑝−2

∞

𝑛=1

 

= 𝑟𝑝−1 [𝑝 −∑(𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1

∞

𝑛=2

−∑(𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1

∞

𝑛=1

] 

> 𝑟𝑝−1 [𝑝 −∑(𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=2

−∑(𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=1

] 

= 𝑟𝑝−1 {2𝑝 − [∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=1

]} ≥ 0 
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bulunur. Bu eşitsizlik, 𝑓 harmonik fonksiyonunun 𝑈 birim diskinde yön koruyan 

olduğunu gösterir. Şimdi ise 𝑓 harmonik fonksiyonunun  𝑆𝐻(𝑝) sınıfına ait olduğu 

gösterilmelidir. 𝑓 nin 𝑆𝐻(𝑝) sınıfında olması için gerekli ve yeterli şart 

 

𝜕

𝜕𝜃
(𝑎𝑟𝑔(𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃))) = 𝐼𝑚 (

𝜕

𝜕𝜃
𝑙𝑜𝑔(𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃))) = 𝑅𝑒 (

𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅
) ≥ 0 

 

dır.  

0 < 𝑟 < 1 için, 

𝜕

𝜕𝜃
(𝑎𝑟𝑔(𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃))) = 𝑅𝑒 (

𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅
) 

=
𝑝𝑧𝑝 + ∑ (𝑛 + 𝑝 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑧

𝑛+𝑝−1∞
𝑛=2 −∑ (𝑛 + 𝑝 − 1)�̅�𝑛+𝑝−1𝑧̅

𝑛+𝑝−1∞
𝑛=1

𝑧𝑝 + ∑ 𝑎𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1
∞
𝑛=2 + ∑ �̅�𝑛+𝑝−1𝑧̅𝑛+𝑝−1

∞
𝑛=1

 

= 𝑅𝑒 [
𝑝 + 𝐴(𝑧)

1 + 𝐵(𝑧)
] 

 

elde edilir. 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 olmak üzere, 

 

𝐴(𝑟𝑒𝑖𝜃) = ∑(𝑛 + 𝑝 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑟
𝑛−1𝑒(𝑛−1)𝜃𝑖

∞

𝑛=2

−∑(𝑛 + 𝑝 − 1)�̅�𝑛+𝑝−1𝑟
𝑛−1𝑒−(𝑛+2𝑝−1)𝜃𝑖

∞

𝑛=1

 

 

ve 

 

𝐵(𝑟𝑒𝑖𝜃) = ∑𝑎𝑛+𝑝−1𝑟
𝑛−1𝑒(𝑛−1)𝜃𝑖

∞

𝑛=2

+∑ �̅�𝑛+𝑝−1𝑟
𝑛−1𝑒−(𝑛+2𝑝−1)𝜃𝑖

∞

𝑛=1

 

 

için, 

 

𝑝 + 𝐴(𝑧)

1 + 𝐵(𝑧)
= 𝑝

1 + 𝑤(𝑧)

1 − 𝑤(𝑧)
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olacak şekilde |𝑤(𝑧)| ≤ 𝑟 < 1 özelliğinde bir 𝑤 fonksiyonunun mevcut olduğu 

gösterilmelidir. Bu durumda, 

 

|𝑤(𝑧)| = |
𝐴(𝑧) − 𝑝𝐵(𝑧)

𝐴(𝑧) + 𝑝𝐵(𝑧) + 2𝑝
| 

= |
∑ (𝑛 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑟

𝑛−1𝑒(𝑛−1)𝜃𝑖∞
𝑛=2 − ∑ (𝑛 + 2𝑝 − 1)�̅�𝑛+𝑝−1𝑟

𝑛−1𝑒−(𝑛+2𝑝−1)𝜃𝑖∞
𝑛=1

2𝑝 + ∑ (𝑛 + 2𝑝 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑟𝑛−1𝑒(𝑛−1)𝜃𝑖
∞
𝑛=2 − ∑ (𝑛 − 1)�̅�𝑛+𝑝−1𝑟𝑛−1𝑒−(𝑛+2𝑝−1)𝜃𝑖

∞
𝑛=1

| 

≤
∑ (𝑛 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟

𝑛−1∞
𝑛=2 + ∑ (𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟

𝑛−1∞
𝑛=1

2𝑝 − ∑ (𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟𝑛−1
∞
𝑛=2 − ∑ (𝑛 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟𝑛−1

∞
𝑛=1

 

=
∑ [(𝑛 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1| + (𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|]𝑟

𝑛−1∞
𝑛=1

4𝑝 − ∑ [(𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1| + (𝑛 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|]𝑟𝑛−1
∞
𝑛=1

 

<
∑ [(𝑛 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1| + (𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|]
∞
𝑛=1

4𝑝 − ∑ [(𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1| + (𝑛 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|]
∞
𝑛=1

≤ 1. 

 

Böylece 𝑓 harmonik fonksiyonu  𝑆𝐻(𝑝) sınıfına aittir. 

 

∑|𝑥𝑛|

∞

𝑛=2

+∑|𝑦𝑛|

∞

𝑛=1

= 𝑝 

 

olmak üzere, 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 +∑
𝑥𝑛

𝑛 + 𝑝 − 1
𝑧𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑
𝑦𝑛̅̅ ̅

𝑛 + 𝑝 − 1
𝑧̅𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 (2.6) 

 

şeklindeki harmonik fonksiyonlar için; 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=1

= 𝑝 +∑|𝑥𝑛|

∞

𝑛=2

+∑|𝑦𝑛|

∞

𝑛=1

= 2𝑝 

 

olduğundan (2.5)’deki katsayı sınırı kesindir. 
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2.2.3 Teorem. 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonu (2.4) formunda alınsın. 𝑓 ∈ 𝑇𝐻(𝑝) olması için 

gerekli ve yeterli şart, 𝑎𝑝 = 1 ve 𝑝 ≥ 1 için 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=1

≤ 2𝑝 (2.7) 

 

olmasıdır. 

 

İspat. İspatın ilk kısmı,  𝑇𝐻(𝑝) ⊂ 𝑆𝐻(𝑝) ve 𝑝 ≥ 1 olduğundan Teorem 2.2.2’den dolayı 

sağlanır. İkinci kısmında ise koşul (2.7) sağlanmazsa 𝑓 ∉ 𝑇𝐻(𝑝) olduğu gösterilmelidir. 

Şimdi, 𝑓 = ℎ + �̅� ∈ 𝑇𝐻(𝑝) için gerekli olan (2.3) koşulu, 

 

𝑅𝑒
𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)
 

= 𝑅𝑒
𝑝𝑧𝑝 − ∑ (𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧

𝑛+𝑝−1∞
𝑛=2 − ∑ (𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧̅

𝑛+𝑝−1∞
𝑛=1

𝑧𝑝 −∑ |𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧𝑛+𝑝−1
∞
𝑛=2 + ∑ |𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧̅𝑛+𝑝−1

∞
𝑛=1

≥ 0 

 

eşitsizliğine denktir. Yukarıdaki koşul, tüm |𝑧| = 𝑟 < 1 özelliğindeki 𝑧 değerleri için 

geçerli olduğundan pozitif reel eksende 0 ≤ 𝑧 = 𝑟 < 1 olacak şekilde 𝑧 değerleri için; 

 

𝑝 − ∑ (𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1∞

𝑛=2 − ∑ (𝑛 + 𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1∞

𝑛=1

1 − ∑ |𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟𝑛−1
∞
𝑛=2 + ∑ |𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟𝑛−1

∞
𝑛=1

≥ 0 (2.8) 

 

dır. 

Eğer koşul (2.7) sağlanmazsa 1’e yeterince yakın 𝑟’ler için pay negatif olur. Böylece 

(0,1) aralığındaki 𝑧0 = 𝑟0 için (2.8)’deki oran negatif olur. Bu da gerek koşulla yani 𝑓 ∈

𝑇𝐻(𝑝) olmasıyla çelişir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

2.2.4. Tanım. 𝑇𝐻(𝑝) nin kapalı konveks örtüsünün uç noktaları 𝑐𝑙𝑐𝑜𝑇𝐻(𝑝) ile gösterilir. 
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2.2.5. Teorem.  𝑓 = ℎ + �̅� ∈ 𝑐𝑙𝑐𝑜𝑇𝐻(𝑝) olması için gerekli ve yeterli şart, 

 

ℎ𝑝(𝑧) = 𝑧
𝑝, ℎ𝑛+𝑝−1(𝑧) = 𝑧𝑝 −

𝑝

𝑛 + 𝑝 − 1
𝑧𝑛+𝑝−1  (𝑛 = 2,3, … ), 

𝑔𝑛+𝑝−1(𝑧) = 𝑧𝑝 +
𝑝

𝑛 + 𝑝 − 1
𝑧𝑛+𝑝−1(𝑛 = 1,2, … ), 

∑(𝑋𝑛+𝑝−1 + 𝑌𝑛+𝑝−1) = 1

∞

𝑛=1

,    𝑋𝑛+𝑝−1 ≥ 0, 𝑌𝑛+𝑝−1 ≥ 0 

 

için, 

 

𝑓(𝑧) = ∑(𝑋𝑛+𝑝−1ℎ𝑛+𝑝−1 + 𝑌𝑛+𝑝−1𝑔𝑛+𝑝−1)

∞

𝑛=1

 (2.9) 

 

şeklinde ifade edilmesidir. Ayrıca 𝑇𝐻(𝑝) nin ekstrem noktaları, {ℎ𝑛+𝑝−1} ve {𝑔𝑛+𝑝−1} 

dir. 

 

İspat. 𝑓 fonksiyonu (2.9) formunda olsun. Bu taktirde, 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑
𝑝

𝑛 + 𝑝 − 1
𝑋𝑛+𝑝−1𝑧

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑
𝑝

𝑛 + 𝑝 − 1
𝑌𝑛+𝑝−1𝑧̅

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 

=∑(𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1 + 𝑏𝑛+𝑝−1𝑧̅

𝑛+𝑝−1)

∞

𝑛=1

 

 

dir. Burada, 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=1

= 𝑝 +∑𝑝|𝑋𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=2

+∑𝑝|𝑌𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=1

 

= 𝑝 + 𝑝(1 − 𝑋𝑝) ≤ 2𝑝 

 

olduğundan 𝑓 = ℎ + �̅� ∈ 𝑐𝑙𝑐𝑜𝑇𝐻(𝑝) elde edilir. Tersine 𝑓 = ℎ + �̅� ∈ 𝑐𝑙𝑐𝑜𝑇𝐻(𝑝) 

olduğu varsayılsın. 
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𝑋𝑛+𝑝−1 =
𝑛 + 𝑝 − 1

𝑝
|𝑎𝑛+𝑝−1|, (𝑛 = 2,3, … ), 

𝑌𝑛+𝑝−1 =
𝑛 + 𝑝 − 1

𝑝
|𝑏𝑛+𝑝−1|, (𝑛 = 1,2, . . . ) 

 

ve 

 

𝑋𝑝 = 1 −∑𝑋𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

−∑𝑌𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 

 

alalım. Burada, 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧̅
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. 

 

Bir sonraki teorem, 𝑇𝐻(𝑝) sınıfına ait fonksiyonlar için distorsiyon sınırları üzerinedir. 

Bu sınırlar da 𝑇𝐻 (𝑝) sınıfı için bir kapsama sonucunu verir. 

 

2.2.6. Teorem. 𝑓 fonksiyonu 𝑇𝐻(𝑝) sınıfına ait ise; 

 

|𝑓(𝑧)| ≤ (1 + |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 +

𝑝(1 − |𝑏𝑝|)

𝑝 + 1
𝑟𝑝+1, |𝑧| = 𝑟 < 1 

 

ve 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −

𝑝(1 − |𝑏𝑝|)

𝑝 + 1
𝑟𝑝+1, |𝑧| = 𝑟 < 1 

 

dir. 
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İspat. Teorem 2.2.3’den dolayı,  

 

𝑝(1 + |𝑏𝑝|) + (𝑝 + 1)∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=2

≤∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|) ≤ 2𝑝

∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. Böylece, 

 

∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=2

≤
𝑝(1 − |𝑏𝑝|)

𝑝 + 1
 (2.10) 

 

dir. Şimdi ise 𝑇𝐻(𝑝) sınıfa ait olan 𝑓 nin mutlak değeri alınarak, 

 

|𝑓(𝑧)| = |𝑧𝑝 −∑𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑𝑏𝑛+𝑝−1𝑧̅
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

| 

≤ 𝑟𝑝 +∑|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 

= (1 + |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 +∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=2

𝑟𝑛+𝑝−1 

≤ (1 + |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 +∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=2

𝑟𝑝+1 

≤ (1 + |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 +

𝑝(1 − |𝑏𝑝|)

𝑝 + 1
𝑟𝑝+1   

 

ve 

 

|𝑓(𝑧)| = |𝑧𝑝 −∑𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑𝑏𝑛+𝑝−1𝑧̅
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

| 
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≥ 𝑟𝑝 −∑|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

−∑|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 

= (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=2

𝑟𝑛+𝑝−1 

≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝑛=2

𝑟𝑛+𝑝−1 

≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −

𝑝(1 − |𝑏𝑝|)

𝑝 + 1
𝑟𝑝+1 

 

elde edilir. 𝑇𝐻(𝑝) sınıfındaki 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonları için Teorem 2.2.6'da verilen 

sınırlar, katsayı koşulunu sağlar ise 𝑆𝐻(𝑝) deki fonksiyonlar için de geçerlidir. 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 + |𝑏𝑝|𝑧̅
𝑝 +

𝑝(1 − |𝑏𝑝|)

𝑝 + 1
𝑧̅𝑝+1 

 

fonksiyonu ve rotasyonları, Teorem 2.2.6'da verilen sınırların kesin olduğunu gösterir. 

 

Aşağıdaki  sonuç ise Teorem 2.2.6'daki eşitsizliğin sol tarafından elde edilir. 

 

2.2.7. Sonuç. 𝑓 fonksiyonu 𝑇𝐻(𝑝) sınıfına ait ise; 

 

{𝑤: |𝑤| <
1 − |𝑏𝑝|

𝑝 + 1
} ⊂ 𝑓(𝑈) 

 

dur. 

 

2.2.8. Tanım. 𝑓, 𝐹 ∈ 𝑇𝐻(𝑝) harmonik fonksiyonları,  

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧̅
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 (2.11) 

 

ve 
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𝐹(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑|𝐴𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑|𝐵𝑛+𝑝−1|𝑧̅
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 (2.12) 

 

şeklinde verilsin. Bu iki fonksiyon için Hadamard çarpımı; 

 

(𝑓 ∗ 𝐹)(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑|𝑎𝑛+𝑝−1𝐴𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑|𝑏𝑛+𝑝−1𝐵𝑛+𝑝−1|𝑧̅
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 (2.13) 

 

biçiminde tanımlanır. 

  

2.2.9. Teorem. 𝑓 ve 𝐹 fonksiyonu 𝑇𝐻(𝑝) sınıfına ait ise 𝑓 ∗ 𝐹 çarpımı da aynı sınıfa 

aittir.  

 

İspat. 𝑓 ve 𝐹 fonksiyonları (2.11) ve (2.12) formlarında ve 𝑇𝐻(𝑝) sınıfına ait olsun. 

Hadamard çarpımı (2.13)’deki gibi verilsin. 𝐹 ∈ 𝑇𝐻(𝑝) olduğundan |𝐴𝑛+𝑝−1| ≤ 1 ve 

 |𝐵𝑛+𝑝−1| ≤ 1 dir. Bu durumda, 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1||𝐴𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1||𝐵𝑛+𝑝−1|)

∞

𝒏=𝟏

 

≤∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)

∞

𝒏=𝟏

 

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafı 2𝑝 ile sınırlıdır çünkü 𝑓 ∈ 𝑇𝐻(𝑝) dir. Bu 

nedenle 𝑓 ∗ 𝐹 ∈ 𝑇𝐻(𝑝) olur. 

 

2.2.10. Teorem. 𝑇𝐻(𝑝) sınıfı konveks kombinasyonlar altında kapalıdır. 

 

İspat. 𝑓𝑗(𝑧) ∈ 𝑇𝐻(𝑝) sınıfına ait ve 

 

𝑓𝑗(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑ |𝑎𝑗𝑛+𝑝−1| 𝑧
𝑛+𝑝−1 + (−1)𝑘∑|𝑏𝑗𝑛+𝑝−1| 𝑧̅

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=2

, 𝑗 = 1,2,3, . .. 
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biçimindeki fonksiyonlar için (2.7)’den dolayı, 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1) (|𝑎𝑗𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑗𝑛+𝑝−1|) ≤ 2𝑝

∞

𝑛=1

 
(2.14) 

 

dir. Diğer yandan, 

 

∑ 𝑡𝑗 = 1,   0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 1
∞
𝑗=1  için 𝑓𝑗 fonksiyonlarının konveks kombinasyonu, 

 

∑𝑡𝑗𝑓𝑗(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑(∑𝑡𝑗 |𝑎𝑗𝑛+𝑝−1|

∞

𝑗=1

)𝑧𝑛+𝑝−1 +∑(∑𝑡𝑗 |𝑏𝑗𝑛+𝑝−1|

∞

𝑗=1

)𝑧̅𝑛+𝑝−1
∞

𝑛=1

∞

𝑛=2

∞

𝑗=1

 

 

dir. (2.14)’den dolayı 

 

∑(𝑛 + 𝑝 − 1)(|∑𝑡𝑗 |𝑎𝑗𝑛+𝑝−1|

∞

𝑗=1

| + |∑𝑡𝑗 |𝑏𝑗𝑛+𝑝−1|

∞

𝑗=1

|)

∞

𝑛=1

 

=∑𝑡𝑗 (∑(𝑛 + 𝑝 − 1) |𝑎𝑗𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑗𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=1

)

∞

𝑗=1

 

≤∑𝑡𝑗(2𝑝)

∞

𝑗=1

= 2𝑝 

 

elde edilir. Böylece, 

 

∑𝑡𝑗𝑓𝑗(𝑧) ∈ 𝑇𝐻(𝑝)

∞

𝑗=1

 

 

olur. 

 

 

2.2.11. Tanım. (2.2) formundaki 𝑓 fonksiyonu 𝑈 bölgesinde 𝛼 (0 ≤ 𝛼 < 1) mertebeli 

olması için her 𝑧 (|𝑧| = 𝑟 < 1) ve 0 ≤ 𝛼 < 1 için 
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𝜕

𝜕𝜃
(𝑎𝑟𝑔(𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃))) ≥ 𝑝𝛼 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye 𝛼 mertebeli yıldızıl harmonik fonksiyon denir. 𝑆𝐻(𝑝) ve 

𝑇𝐻(𝑝) sınıflarının alt sınıfları sırasıyla 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼) ve 𝑇𝐻∗(𝑝, 𝛼) olacak şekilde 𝛼 

mertebeli yıldızıl sınıflar olarak tanımlansın. Ayrıca 𝑆𝐻∗(𝑝, 0) ≡ 𝑆𝐻∗(𝑝) ve 

𝑇𝐻∗(𝑝, 0) ≡ 𝑇𝐻∗(𝑝) dir. 

 

2.2.12. Teorem. (2.2)’de verildiği gibi 𝑓 = ℎ + �̅� şeklinde alalım. 𝑎𝑝 = 1 ve 𝑝 ≥ 1 

olmak üzere; 

 

∑[
𝑛 + 𝑝(1 − 𝛼) − 1

𝑝(1 − 𝛼)
|𝑎𝑛+𝑝−1| +

𝑛 + 𝑝(1 + 𝛼) − 1

𝑝(1 − 𝛼)
|𝑏𝑛+𝑝−1|] ≤ 2

∞

𝑛=1

 (2.15) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑓 harmonik fonksiyonu yön koruyan, 𝑝-valent ve 𝑆𝐻(𝑝, 𝛼) 

sınıfına aittir. Teorem 2.2.2’nin ispatında tanımlanan 𝐴(𝑧) ve 𝐵(𝑧) fonksiyonları için, 

 

−𝑝𝛼 +
𝜕

𝜕𝜃
arg (𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)) = 𝑅𝑒 (

𝑝(1 − 𝛼) + 𝐴(𝑧) − 𝑝𝛼𝐵(𝑧)

1 + 𝐵(𝑧)
) ≥ 0 

 

eşitsizliğinin sağlandığına dikkat edilmelidir. Teorem 2.2.2’nin ispatına benzer bir ispat 

yapılırsa gerekli katsayı koşulu da sağlanır (2.15). 

 

2.2.13. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑇𝐻∗(𝑝, 𝛼) olması için gerekli ve yeterli şart (2.15) katsayı 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Teorem 2.2.5'de olduğu gibi, 𝑇𝐻(𝑝, 𝛼) için gerekli ve yeterli 

katsayı koşulları ekstrem noktaların; 

 

ℎ𝑝(𝑧) = 𝑧
𝑝, 

 

ℎ𝑛+𝑝−1(𝑧) = 𝑧
𝑝 −

𝑝(1 − 𝛼)

𝑛 + 𝑝(1 − 𝛼) − 1
𝑧𝑛+𝑝−1, (𝑛 = 2,3, … ) 
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ve 

 

𝑔𝑛+𝑝−1(𝑧) = 𝑧𝑝 −
𝑝(1 − 𝛼)

𝑛 + 𝑝(1 + 𝛼) − 1
𝑧̅𝑛+𝑝−1, (𝑛 = 1,2,3, … ) 

 

olduğunu gösterir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Sabordinasyon tekniği kullanılarak açık birim diskte çok değerli harmonik fonksiyonların 

bazı alt sınıfları  tanımlandı.  

Konvolusyon tekniği kullanılarak çok değerli harmonik bir fonksiyonun bu  alt sınıflara 

ait olması için gerekli ve yeterli koşullar verildi.  

 

Katsayı tahmin tekniği kullanılarak çok değerli harmonik bir fonksiyonun bu alt sınıflara 

ait olması için gerekli katsayı bağıntısı verildi. Daha sonra bu alt sınıflardaki 

fonksiyonların katsayıları negatif  veya pozitif seçildiğinde sınıfa ait olma şartı 

kullanılarak fonksiyonların katsayı sınırları elde edildi.  

 

Katsayı bağıntısı kullanılarak bu sınıflara ait fonksiyonlar için distorsiyon sınırları elde 

edildi. Distorsiyonun sol sınırı kullanılarak bu sınıflar için kapsama sonuçları elde edildi.  

 

Yine katsayı bağıntıları yardımıyla bu alt sınıflar için ekstrem noktalar elde edildi ve bu 

sınıfların konveks kombinasyonlar altında kapalı olduğu gösterildi. 
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

Bu bölümde açık birim diskte çok değerli harmonik fonksiyonların sabordinasyon 

yardımıyla tanımlanan alt sınıflarına ait katsayı sınırları, ekstrem noktaları ve distorsiyon 

sınırları gibi özellikleri verilecektir. Ayrıntılı bilgi için, Ahuja ve Jahangiri (2001), Ahuja 

ve Jahangiri (2002), Altınkaya ve diğerleri (2018), Aouf ve Seoudy (2020), Clunie ve 

Sheil-Small (1984), Duren (1983), Dziok ve Srivastava (2003), Jahangiri (1999), 

Jahangiri ve diğerleri (2002), Jahangiri ve diğerleri (2003), Jahangiri ve diğerleri (2016), 

Silverman ve Silvia (1999), Srivastava ve diğerleri (2009), Yalçın Tokgöz ve Altınkaya 

(2019), Yaşar ve Yalçın (2011), Yaşar ve Yalçın (2013), Yaşar ve Yalçın (2015) 

kaynakları incelenebilir. 

 

4.1. 𝑺𝑯∗(𝒑, 𝜶, 𝜞, 𝜟) ve 𝑻𝑺𝑯∗(𝒑, 𝜶, 𝜞, 𝜟) Sınıflarına Ait Sabordinasyon ile Tanımlı 

Çok Değerli Harmonik Yıldızıl Fonksiyonların Özellikleri 

 

4.1.1. Tanım. −1 ≤ 𝛥 ≤ −𝛥 < 𝛤 ≤ 1,  0 ≤ 𝛼 < 𝑝,  𝑝 ≥ 1 için, 

 

𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)

ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅
≺
𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑧

1 + 𝛥𝑧
 (4.1) 

 

şartını sağlayan (2.2) formundaki 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonlarından oluşan 𝐻(𝑝) sınıfının bir 

alt sınıfı 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) ile tanımlanır. 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfına ait 𝑓 = ℎ + �̅� için ℎ ve 𝑔 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 −∑|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 ve 𝑔(𝑧) = ∑|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

, |𝑏𝑝| < 1 (4.2) 

 

biçiminde ise bu fonksiyonların sınıfı 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) ile gösterilir. 

 

4.1.2. Teorem. 𝑓 ∈  𝐻(𝑝) olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve 

yeterli şart 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0} için 
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∅(𝑧; 𝜁) = 𝑧𝑝
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁 − 𝑧 − [𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁𝑧

(1 − 𝑧)2
 

+ 𝑧𝑝̅̅ ̅
2𝑝(1 + 𝛥𝜁) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁 + [(1 − 2𝑝)(1 + 𝛥𝜁) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁]𝑧̅

(1 − 𝑧̅)2
 

 

olmak üzere, 

 

𝑓(𝑧) ∗ ∅(𝑧; 𝜁) ≠ 0, (𝜁 ∈ ℂ, |𝜁| = 1, 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0}) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

İspat. 𝑓 ∈  𝐻(𝑝) ve (2.2) formunda olsun. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerek ve  

yeter şart (4.1) ile verilen şartın sağlanması veya bu şarta denk olarak,  

 

𝜁 ∈ ℂ, |𝜁| = 1 ve 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0}  için, 

 

𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅
≠
𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁

1 + 𝛥𝜁
 (4.3) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Burada, 

 

ℎ(𝑧) = ℎ(𝑧) ∗
𝑧𝑝

1 − 𝑧
, 𝑔(𝑧) = 𝑔(𝑧) ∗

𝑧𝑝

1 − 𝑧
 

   

 ve 

 

𝑧ℎ′(𝑧) = ℎ(𝑧) ∗
𝑧𝑝[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧]

(1 − 𝑧)2
, 𝑧𝑔′(𝑧) = 𝑔(𝑧) ∗

𝑧𝑝[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧]

(1 − 𝑧)2
 

 

 olduğu dikkate alınarak, 

 

(𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁)[ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ] − (1 + 𝛥𝜁)[𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] 
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= ℎ(𝑧) ∗ {(𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁)
𝑧𝑝

(1 − 𝑧)
− (1 + 𝛥𝜁)

𝑧𝑝[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧]

(1 − 𝑧)2
} 

+𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ∗ {(𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁)
𝑧𝑝̅̅ ̅

(1 − 𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
+ (1 + 𝛥𝜁)

𝑧𝑝̅̅ ̅[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧̅]

(1 − 𝑧)2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
} 

= ℎ(𝑧) ∗
𝑧𝑝

(1 − 𝑧)2
[(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁 − 𝑧 − [𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁𝑧] 

+𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ∗
𝑧𝑝̅̅ ̅

(1 − 𝑧)2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
[2𝑝(1 + 𝛥𝜁) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁 + [(1 − 2𝑝)(1 + 𝛥𝜁) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁]𝑧̅] 

= 𝑓(𝑧) ∗ 𝜙(𝑧; 𝜁) ≠ 0 

 

bulunur. 

 

4.1.3. Teorem.  𝑓 ∈ 𝐻(𝑝) olsun. Bu taktirde 

 

−1 ≤ 𝛥 ≤ −𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 0 ≤ 𝛼 < 𝑝, 𝑝 ≥ 1 

 

için, 

 

𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) = (1 − 𝛥)(𝑛 − 1) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) (4.4) 

 

ve 

𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) = (1 − 𝛥)(𝑛 + 2𝑝 − 1) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) (4.5) 

 

olmak üzere, 

 

∑[𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑎𝑛+𝑝−1| + 𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑏𝑛+𝑝−1|] ≤ 2(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

∞

𝑛=1

 (4.6) 

 

ise 𝑓 harmonik fonksiyonu 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfına aittir. 

 

İspat.  (4.6) eşitsizliğinin sağlanması durumunda 𝑓 ∈ 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olduğu 

gösterilmelidir. Sabordinasyon tanımına göre 𝑓 ∈ 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve 

yeterli şart 
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 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0} için, 

 

𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅
=
𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑤(𝑧)

1 + 𝛥𝑤(𝑧)
 

 

olacak şekilde 𝑤(0) = 0 ve |𝑤(𝑧)| < 1 özelliğinde karmaşık bir 𝑤 fonksiyonunun 

mevcut olması veya buna denk olarak, 

 

|
𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑝ℎ(𝑧) − 𝑝𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛥(𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) − [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)](ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ )
| < 1 (4.7) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Burada, 𝑧ℎ′(𝑧), 𝑧𝑔′(𝑧), ℎ(𝑧) ve 𝑔(𝑧) fonksiyonları (4.7)’de 

yerine yazılarak, (4.6) eşitsizliğinden 

 

|𝛥(𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) − [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)](ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ )| 

−|𝑧ℎ′(𝑧) − 𝑧𝑔′(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑝ℎ(𝑧) − 𝑝𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

= |(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝑧𝑝 

+∑[−𝛥(𝑛 + 𝑝 − 1) + 𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 

−∑[−𝛥(𝑛 + 𝑝 − 1) − 𝑝𝛥 − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑏𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
∞

𝑛=1

| 

− |∑(𝑛 − 1)𝑎𝑛+𝑝−1𝑧
𝑛+𝑝−1 −∑(𝑛 + 2𝑝 − 1)𝑏𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

∞

𝑛=1

∞

𝑛=2

| 

≥ (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)|𝑧|𝑝 

−∑[(1 − 𝛥)(𝑛 − 1) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑎𝑛+𝑝−1||𝑧|
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 

−∑[(1 − 𝛥)(𝑛 + 2𝑝 − 1) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑛+𝑝−1||𝑧|
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 

> |𝑧|𝑝{(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) 

−∑[(1 − 𝛥)(𝑛 − 1) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑎𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=2
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−∑[(1 − 𝛥)(𝑛 + 2𝑝 − 1) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=1

} ≥ 0 

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. Diğer yandan 

 

∑|𝑥𝑛+𝑝−1| +∑|𝑦𝑛+𝑝−1| = 1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=2

 

 

olmak üzere, 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 +∑
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
𝑥𝑛+𝑝−1𝑧

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
𝑦𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

∞

𝑛=1

 

(4.8) 

 

biçimindeki harmonik fonksiyonlar için, 

 

∑[𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑎𝑛+𝑝−1| + 𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑏𝑛+𝑝−1|]

∞

𝑛=1

 

= (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) ∑|𝑥𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=2

+ (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) +∑|𝑦𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=1

 

                 = (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) 

 

olduğundan  Teorem 4.1.3’de verilen katsayı sınırı kesindir. (4.8) formundaki 

fonksiyonlar, 𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfındadır. 

 

4.1.4. Teorem. (4.2) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� olsun. 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) 

olması için gerekli ve yeterli koşul (4.6) eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 
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İspat. Teorem 4.1.3’e göre (4.6) sağlanmadığında 𝑓 ∉ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olduğunu 

göstermek yeterlidir. 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonunun 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfına ait olması için 

gerekli ve yeterli koşul; 

 

|
𝐻(𝑧)

𝐺(𝑧)
| < 1 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Burada, 

 

𝐻(𝑧) = ∑(𝑛 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1 −∑(𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

∞

𝑛=1

∞

𝑛=2

 

 

ve 

 

𝐺(𝑧) =  (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝑧𝑝 

−∑[−𝛥(𝑛 − 1) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑧
𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 

−∑[−𝛥(𝑛 + 2𝑝 − 1) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
∞

𝑛=1

 

 

dir. Ayrıca 𝑧 = 𝑟 < 1 için,  

 

∑ (𝑛 − 1)|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1 − ∑ (𝑛 + 2𝑝 − 1)|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟

𝑛−1∞
𝑛=1

∞
𝑛=2

(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝑟𝑝 − ∑ [𝛥(𝑛 − 1) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑎𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1 −∞

𝑛=2 ∑ [𝛥(𝑛 + 2𝑝 − 1) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑛+𝑝−1|𝑟
𝑛−1∞

𝑛=1

< 1 (4.9) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

(4.6) sağlanmıyorsa 1’e yeterince yakın 𝑟’ler için, (4.9) da sağlanmaz. Böylece (4.9)’daki 

oran 1‘den büyük olacak şekilde bir 𝑧0 = 𝑟0 ∈ (0,1) sayısı mevcut olur. 

Bu da 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olması ile çelişmektedir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 
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4.1.5. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olsun. O halde |𝑧| = 𝑟 < 1 için  

 

|𝑓(𝑧)| ≤ (1 + |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 

+(
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
−
[2𝑝(1 − 𝛥) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
|𝑏𝑝|) 𝑟

𝑝+1, 

 

ve 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 

−(
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
−
[2𝑝(1 − 𝛥) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
|𝑏𝑝|) 𝑟

𝑝+1 

 

dir. 

 

İspat. Sadece ikinci eşitsizlik kanıtlanacaktır. Eşitsizliğin diğer tarafı  benzer şekilde 

kanıtlanabilir. 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olsun. 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −∑(|𝑎𝑛+𝑝−1| + |𝑏𝑛+𝑝−1|)𝑟

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 

≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −∑

𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑎𝑛+𝑝−1| + 𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑏𝑛+𝑝−1|

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
𝑟𝑝+1

∞

𝑛=2

 

≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 −

(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) − [2𝑝(1 − 𝛥) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑝|

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
𝑟𝑝+1 

 

olup ispat tamamlanır. 

 

4.1.6. Sonuç.  (4.2) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� olsun. 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) ise 

burada,  

{𝑤: |𝑤| <
1 − 𝛥 + [2𝑝(1 − 𝛥) − (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑝|

1 − 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
} ⊂ 𝑓(𝑈) 

 

dur. 
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4.1.7. Teorem.  

ℎ𝑝(𝑧) = 𝑧
𝑝 

ℎ𝑛+𝑝−1(𝑧) = 𝑧
𝑝 −

(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
𝑧𝑛+𝑝−1, (𝑛 = 2,3, … ) 

 

ve 

 

𝑔𝑛+𝑝−1(𝑧) = 𝑧
𝑝 +

(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, (𝑛 = 1,2, … ) 

 

olsun. 

Bu taktirde 𝑥𝑛+𝑝−1 ≥ 0, 𝑦𝑛+𝑝−1 ≥ 0 ve ∑ 𝑥𝑛+𝑝−1 + 𝑦𝑛+𝑝−1
∞
𝑛=1 = 1 olmak üzere, 

 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve yeterli şart  

 

𝑓(𝑧) = ∑𝑥𝑛+𝑝−1ℎ𝑛+𝑝−1(𝑧) + 𝑦𝑛+𝑝−1𝑔𝑛+𝑝−1(𝑧)

∞

𝑛=1

 

 

olacak şekilde ifade edilebilmesidir. Ayrıca 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfının uç noktaları da 

{ℎ𝑛+𝑝−1} ve {𝑔𝑛+𝑝−1} dir. 

 

İspat.  

𝑓(𝑧) = ∑𝑥𝑛+𝑝−1ℎ𝑛+𝑝−1(𝑧) + 𝑦𝑛+𝑝−1𝑔𝑛+𝑝−1(𝑧)

∞

𝑛=1

 

=∑(𝑥𝑛+𝑝−1 + 𝑦𝑛+𝑝−1)𝑧
𝑝

∞

𝑛=1

−∑
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
𝑥𝑛+𝑝−1𝑧

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

 

+∑
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
𝑦𝑛+𝑝−1𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

∞

𝑛=1

 

 

olsun. Burada, 
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∑𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑎𝑛+𝑝−1|

∞

𝑛=2

+∑𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)

∞

𝑛=1

|𝑏𝑛+𝑝−1| 

= (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)∑𝑥𝑛+𝑝−1 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)∑𝑦𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

∞

𝑛=2

 

                      = (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)(1−𝑥𝑝) ≤ (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) 

 

eşitsizliği elde edilir ve 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olur. 

 

Tersine, 𝑓 ∈ 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) ise, 

 

|𝑎𝑛+𝑝−1| ≤
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
 

 

ve 

 

|𝑏𝑛+𝑝−1| ≤
(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)
 

 

dir. 

 

𝑥𝑛+𝑝−1 =
𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)

(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
|𝑎𝑛+𝑝−1|, (𝑛 = 2,3, … ) 

 

ve 

 

𝑦𝑛+𝑝−1 =
𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)

(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)
|𝑏𝑛+𝑝−1|, (𝑛 = 1,2 … ) 

 

alınırsa, Teorem 4.1.4’den dolayı 

 

0 ≤ 𝑥𝑛+𝑝−1 ≤ 1, (𝑛 = 2,3, . . . ) ve 0 ≤ 𝑦𝑛+𝑝−1 ≤ 1, (𝑛 = 1,2, . . . ) dır. 

 



33 

 

𝑥𝑝 = 1 −∑𝑥𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

−∑𝑦𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=1

 

 

şeklinde tanımlanırsa Teorem 4.1.4’den dolayı 𝑥𝑝 ≥ 0 olur. Sonuç olarak, 

 

𝑓(𝑧) = ∑𝑥𝑛+𝑝−1ℎ𝑛+𝑝−1(𝑧) + 𝑦𝑛+𝑝−1𝑔𝑛+𝑝−1(𝑧)

∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. 

 

4.1.8. Teorem. 𝑇𝑆𝐻∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfı konveks kombinasyonlar altında kapalıdır. 

 

İspat.  𝑘 = 1,2,3, … için 𝑓𝑘 ∈ 𝑇𝑆𝐻
∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥) olsun. Burada,   

 

𝑓𝑘(𝑧) = 𝑧
𝑝 −∑|𝑎𝑘,𝑛+𝑝−1|𝑧

𝑛+𝑝−1

∞

𝑛=2

+∑|𝑏𝑘,𝑛+𝑝−1|𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
∞

𝑛=1

 

 

şeklindedir.  (4.6)’dan dolayı, 

 

∑(𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑎𝑘,𝑛+𝑝−1| + 𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑏𝑘,𝑛+𝑝−1|) ≤ 2(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

∞

𝑛=1

 (4.10) 

 

elde edilir. 

 ∑ 𝑡𝑘 = 1,   0 ≤ 𝑡𝑘 ≤ 1∞
𝑘=1  için 𝑓𝑘’nın  konveks kombinasyonu, 

 

∑𝑡𝑘𝑓𝑘(𝑧) = 𝑧
𝑝 −∑(∑𝑡𝑘|𝑎𝑘,𝑛+𝑝−1|

∞

𝑘=1

)𝑧𝑛+𝑝−1
∞

𝑛=2

∞

𝑘=1

 

+∑(∑𝑡𝑘|𝑏𝑘,𝑛+𝑝−1|

∞

𝑘=1

)𝑧𝑛+𝑝−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
∞

𝑛=1

 

 

şeklinde yazılır. (4.10)’dan dolayı 
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∑((𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)∑ 𝑡𝑘|𝑎𝑘,𝑛+𝑝−1|

∞

𝑘=1

+ 𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)∑ 𝑡𝑘|𝑏𝑘,𝑛+𝑝−1|

∞

𝑘=1

)

∞

𝑛=1

 

=∑𝑡𝑘

∞

𝑘=1

(∑[(𝜙𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑎𝑘,𝑛+𝑝−1| + 𝜓𝑛(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑏𝑘,𝑛+𝑝−1|]

∞

𝑛=1

) 

≤ 2(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)∑𝑡𝑘 = 2(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

∞

𝑘=1

 

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece,  

 

∑𝑡𝑘𝑓𝑘(𝑧) ∈ 𝑇𝑆𝐻
∗(𝑝, 𝛼, 𝛤, 𝛥)

∞

𝑘=1

 

 

olur. 

 

4.2. 𝑺𝑯𝒑,𝒌(𝜶, 𝜞, 𝜟) Sınıflarına Ait Sabordinasyon ile Tanımlı Salagean Tipli Çok 

Değerli Harmonik Fonksiyonların Özellikleri 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 ve 𝑔(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝

, |𝑏𝑝| < 1 (4.11) 

 

olmak üzere 𝑓 = ℎ + �̅� harmonik fonksiyonlarının oluşturduğu sınıf 𝑆𝐻𝑝 ile gösterilsin. 

Salagean (1983) tarafından, 𝑘 ∈ ℕ0 = ℕ ∪ {0} olmak üzere 𝐷𝑘 diferansiyel operatörü 

tanımlanmıştır. Daha sonra, Jahangiri ve diğerleri (2009) tarafından (4.11) formunda seri 

açılıma sahip, 𝑓 = ℎ + �̅�  fonksiyonu için modifiye edilmiş Salagean operatörü;  

 

𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧) = 𝐷𝑝

𝑘ℎ(𝑧) + (−1)𝑘𝐷𝑝
𝑘𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     (𝑝 ≥ 1) (4.12) 

 

biçiminde tanımlanmıştır. Burada, 
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𝐷𝑝
𝑘ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ (

𝑛

𝑝
)
𝑘

∞

𝑛=𝑝+1

𝑎𝑛𝑧
𝑛 

 

ve 

 

𝐷𝑝
𝑘𝑔(𝑧) = ∑ (

𝑛

𝑝
)
𝑘

∞

𝑛=𝑝

𝑏𝑛𝑧
𝑛 

 

dir. 

 

4.2.1. Tanım. 𝐷𝑝
𝑘 ,  (4.12)’de verildiği gibi ve  −𝛥 ≤ 𝛤 < 𝛥 ≤ 1;  0 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere 

 

𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�

𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧)

≺
𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑧

1 + 𝛥𝑧
 (4.13) 

 

şartını sağlayan (4.11) formundaki 𝑓 fonksiyonlarından oluşan 𝑆𝐻𝑝 nin alt sınıfı olan 

𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥)  sınıfı tanımlansın. Ayrıca, 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 − ∑ |𝑎𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 ve 𝑔(𝑧) = (−1)𝑘∑|𝑏𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝

, |𝑏𝑝| < 1 (4.14) 

 

olmak üzere 𝑆𝐻𝑝 sınıfına ait 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonlarının oluşturduğu alt sınıf da 𝑆𝐻𝑝,𝑘  

ile gösterilsin. 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥)   ≡ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) ∩ 𝑆𝐻𝑝,𝑘 olarak tanımlansın.  

 

 4.2.2. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝  olsun. Bu takdirde 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve 

yeterli şart 

 

𝜑(𝑧; 𝜁) = 𝑧𝑝
(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)𝜁 + (1 + [𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)𝜁])𝑧

(1 − 𝑧)2
 

−𝑧𝑝̅̅ ̅
2𝑝 + [2𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁 + [(1 − 2𝑝)(1 + 𝛥𝜁) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)𝜁]𝑧̅

(1 − 𝑧̅)2
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olmak üzere 

𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧) ∗ 𝜑(𝑧; 𝜁) ≠ 0,   (𝜁 ∈ ℂ, |𝜁| = 1, 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0}) 

 

olmasıdır. 

 

İspat. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝 ve (4.11) formunda olsun. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve 

yeterli şart (4.13) ile verilen bağıntının sağlanması ya da buna denk olarak,  

𝜁 ∈ ℂ, |𝜁| = 1 ve 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0} için, 

 

𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�

𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧)

≠
𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁

1 + 𝛥𝜁
 (4.15) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Burada, 

 

𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧) = 𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧) ∗ (
𝑧𝑝

1 − 𝑧
+

𝑧𝑝̅̅ ̅

1 − 𝑧̅
) 

 

ve 

 

𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�
= 𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧) ∗ (
𝑧𝑝[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧]

(1 − 𝑧)2
−
𝑧𝑝̅̅ ̅[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧̅]

(1 − 𝑧̅)2
) 

 

olduğu (4.15) eşitsizliğinde dikkate alınarak, 

 

(1 + 𝛥𝜁) {𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�
} − {𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁}𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧) 

= 𝐷𝑝
𝑘ℎ(𝑧) ∗ {(1 + 𝛥𝜁)

𝑧𝑝[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧]

(1 − 𝑧)2
− (𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁)

𝑧𝑝

1 − 𝑧
} 

−(−1)𝑘𝐷𝑝
𝑘𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∗ {(1 + 𝛥𝜁)

𝑧𝑝̅̅ ̅[𝑝 + (1 − 𝑝)𝑧̅]

(1 − 𝑧̅)2
+ (𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝜁)

𝑧𝑝̅̅ ̅

1 − 𝑧̅
} 

= 𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧) ∗ 𝜑(𝑧; 𝜁) ≠ 0 

 

bulunur ve ispat tamamlanmış olur. 
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4.2.3. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝 olsun. Bu takdirde 

 

−1 ≤ −𝛥 ≤ 𝛤 < 𝛥 ≤ 1, 0 ≤ 𝛼 < 𝑝, 𝑝 ≥ 1 

için, 

 

𝜙𝑛 = (1 + 𝛥)(𝑛 − 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) (4.16) 

 

ve 

 

𝜓𝑛 = (1 + 𝛥)(𝑛 + 𝑝) − (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) (4.17) 

 

olmak üzere, 

 

∑(
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝜙𝑛|𝑎𝑛| + 𝜓𝑛|𝑏𝑛|] ≤ 2(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

∞

𝑛=𝑝

 (4.18) 

 

ise 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) dır. 

 

İspat. (4.18)’in sağlanması durumunda 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olduğu gösterilmelidir. 

Sabordinasyon tanımına göre 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve yeterli şart 

  

𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�

𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧)

=
𝑝 + [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑤(𝑧)

1 + 𝛥𝑤(𝑧)
 

 

olacak şekilde 𝑤(0) = 0 ve |𝑤(𝑧)| < 1 özelliğinde karmaşık bir 𝑤 fonksiyonu mevcut 

olması veya buna denk olarak, 

 

|
𝑧(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�
− 𝑝𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧)

𝛥 [𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�
] − [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧)
| < 1 
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eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Gerçekten, (4.18) eşitsizliğinden  |𝑧| = 𝑟 ve (0 < 𝑟 < 1) 

için;  

 

|𝑧 (𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅ (𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�
− 𝑝𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧)| 

− |𝛥 [𝑧(𝐷𝑝
𝑘𝑓(𝑧))

𝑧
− 𝑧̅(𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧))
�̅�
] − [𝑝𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝐷𝑝

𝑘𝑓(𝑧)| 

= | ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

(𝑛 − 𝑝)𝑎𝑛𝑧
𝑛 + (−1)𝑘+1∑(

𝑛

𝑝
)
𝑘

(𝑛 + 𝑝)𝑏𝑛𝑧𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅

∞

𝑛=𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

| 

−|(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)𝑧𝑝 + ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝛥(𝑛 − 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]𝑎𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

+(−1)𝑘+1∑(
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝛥(𝑛 + 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]𝑏𝑛𝑧𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅

∞

𝑛=𝑝

| 

≤ ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[(1 + 𝛥)(𝑛 − 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑎𝑛||𝑧|
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

+∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[(1 + 𝛥)(𝑛 + 𝑝) − (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑏𝑛||𝑧|
𝑛

∞

𝑛=𝑝

− (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)|𝑧|𝑝 

= |𝑧|𝑝 { ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[(1 + 𝛥)(𝑛 − 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑎𝑛||𝑧|
𝑛−𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

 

+∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[(1 + 𝛥)(𝑛 + 𝑝) − (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑏𝑛||𝑧|
𝑛−𝑝

∞

𝑛=𝑝

− (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)} < 0 

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. Diğer yandan 

 

∑ |𝑥𝑛| +

∞

𝑛=𝑝+1

∑|𝑦𝑛| = 1

∞

𝑛=𝑝

  ve  |𝑥𝑝| = 1, 

 

olmak üzere (4.18) eşitsizliği 
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𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑
𝑝𝑘(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝑛𝑘𝜙𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

𝑥𝑛𝑧
𝑛 +∑

𝑝𝑘(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝑛𝑘𝜓𝑛
𝑦𝑛𝑧𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅

∞

𝑛=𝑝

  

 

biçimindeki harmonik fonksiyonları için 

 

∑(
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝜙𝑛|𝑎𝑛| + 𝜓𝑛|𝑏𝑛|] = (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)

∞

𝑛=𝑝

∑(|𝑥𝑛|

∞

𝑛=𝑝

+ |𝑦𝑛|) = 2(𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥) 

 

olduğundan katsayı sınırı kesindir. Böylece 𝑓 ∈ 𝑆𝐻𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olur. 

 

4.2.4. Teorem. (4.14) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� olsun. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) 

olması için gerekli ve yeterli koşul (4.18) eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

İspat. Teorem 4.2.3’e göre (4.18) sağlanmadığında 𝑓 ∉ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olduğu göstermek 

yeterlidir. 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonunun 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olması için gerekli ve yeterli koşul  

 

|
𝐻(𝑧)

𝐺(𝑧)
| < 1 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Burada, 

 

𝐻(𝑧) = ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

(𝑛 − 𝑝)|𝑎𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+∑(
𝑛

𝑝
)
𝑘

(𝑛 + 𝑝)|𝑏𝑛|𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝

 

 

ve 

 

𝐺(𝑧) = (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)𝑧𝑝 − ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝛥(𝑛 − 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑎𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

−∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝛥(𝑛 + 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛤 − 𝛥)]|𝑏𝑛|𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝
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dir. 𝑧 = 𝑟 < 1 için, 

 

∑ (
𝑛
𝑝
)
𝑘
(𝑛 − 𝑝)|𝑎𝑛|𝑟

𝑛−𝑝∞
𝑛=𝑝+1 + ∑ (

𝑛
𝑝
)
𝑘
(𝑛 + 𝑝)|𝑏𝑛|𝑟

𝑛−𝑝∞
𝑛=𝑝

(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) − ∑ (
𝑛
𝑝
)
𝑘
[𝛥(𝑛 − 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑎𝑛|𝑟𝑛−𝑝 − ∑ (

𝑛
𝑝
)
𝑘
[𝛥(𝑛 + 𝑝) + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)]|𝑏𝑛|𝑟𝑛−𝑝∞

𝑛=𝑝
∞
𝑛=𝑝+1

< 1 (4.19) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

(4.17) sağlamıyorsa 1’e yeterince yakın 𝑟’ler için (4.19) da sağlanmaz. (4.19)’daki oran 

1’den büyük olacak şekilde 𝑧0 = 𝑟0 ∈ (0,1) sayısı mevcut olur. Bu da 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) 

olması ile çelişmektedir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

4.2.5. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olsun. Bu takdirde  |𝑧| = 𝑟 < 1 için, 

 

|𝑓(𝑧)| ≤ (1 + |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 

+(
𝑝

𝑝 + 1
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) − [𝑝(2 + 𝛤 + 𝛥) + 𝛼(𝛥 − 𝛤)]|𝑏𝑝|

1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)
𝑟𝑝+1 

 

ve 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 

−(
𝑝

𝑝 + 1
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) − [𝑝(2 + 𝛤 + 𝛥) + 𝛼(𝛥 − 𝛤)]|𝑏𝑝|

1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)
𝑟𝑝+1 

 

dir. 

 

İspat. Sadece ikinci eşitsizlik kanıtlanacaktır. Eşitsizliğin diğer tarafı benzer şekilde 

kanıtlanabilir. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olsun.  

 

|𝑓(𝑧)| ≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 − ∑ (|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)𝑟

𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 − (

𝑝

𝑝 + 1
)
𝑘

∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘 𝜙𝑛|𝑎𝑛| + 𝜓𝑛|𝑏𝑛|

1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)
𝑟𝑝+1

∞

𝑛=𝑝+1
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≥ (1 − |𝑏𝑝|)𝑟
𝑝 − (

𝑝

𝑝 + 1
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) − [𝑝(2 + 𝛤 + 𝛥) + 𝛼(𝛥 − 𝛤)]|𝑏𝑝|

1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)
𝑟𝑝+1 

 

olup ispat tamamlanmış olur. 

 

4.2.6. Sonuç. (4.14) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) 

ise; 

 

𝜆(𝑝, 𝑘, 𝛼, 𝛤, 𝛥) = (𝑝 + 1)𝑘[1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)] − 𝑝𝑘(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) 

 

ve 

 

 𝜇(𝑝, 𝑘, 𝛼, 𝛤, 𝛥) = 𝑝𝑘[𝑝(2 + 𝛤 + 𝛥) + 𝛼(𝛥 − 𝛤)] − (𝑝 + 1)𝑘[1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)] 

 

için 

 

{𝑤: |𝑤| <
𝜆(𝑝, 𝑘, 𝛼, 𝛤, 𝛥) + 𝜇(𝑝, 𝑘, 𝛼, 𝛤, 𝛥)|𝑏𝑝|

1 + 𝛥 + (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)
} ⊂ 𝑓(𝑈) 

 

dur. 

 

4.2.7. Teorem.  

ℎ𝑝(𝑧) = 𝑧
𝑝, 

ℎ𝑛(𝑧) = 𝑧𝑝 − (
𝑝

𝑛
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝜙𝑛
𝑧𝑛, (𝑛 = 𝑝 + 1, 𝑝 + 2, . . . ) 

 

ve 

 

𝑔𝑛(𝑧) = 𝑧
𝑝 + (−1)𝑘 (

𝑝

𝑛
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝜓𝑛
𝑧𝑛̅̅ ̅, (𝑛 = 𝑝, 𝑝 + 1, 𝑝 + 2, . . . ) 

 

olsun. 
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Bu taktirde 𝑥𝑛 ≥ 0, 𝑦𝑛 ≥ 0 ve ∑ (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = 1∞
𝑛=𝑝  olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) 

olması için gerekli ve yeterli şart 

 

𝑓(𝑧) = ∑(𝑥𝑛ℎ𝑛(𝑧) + 𝑦𝑛𝑔𝑛(𝑧)

∞

𝑛=𝑝

) 

 

olacak şekilde ifade edilebilmesidir. Ayrıca 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfının ekstrem noktaları da 

{ℎ𝑛} ve {𝑔𝑛} dir. 

 

İspat.  

𝑓(𝑧) = ∑(𝑥𝑛ℎ𝑛(𝑧) + 𝑦𝑛𝑔𝑛(𝑧)

∞

𝑛=𝑝

) 

= ∑(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛

∞

𝑛=𝑝

)𝑧𝑝 − ∑ (
𝑝

𝑛
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝜙𝑛
𝑥𝑛𝑧

𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+∑ (
𝑝

𝑛
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝜓𝑛
𝑦𝑛𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝

 

 

olsun. Burada,  

 

∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

𝜙𝑛|𝑎𝑛| + ∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

𝜓𝑛|𝑏𝑛|

∞

𝑛=𝑝+1

∞

𝑛=𝑝+1

 

= (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)( ∑ 𝑥𝑛 +∑𝑦𝑛

∞

𝑛=𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

) 

= (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)(1 − 𝑥𝑝) 

≤ (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) 

 

eşitsizliği elde edilir ve 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olur. Tersine, eğer 𝑓 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) ise 

 

|𝑎𝑛| ≤ (
𝑝

𝑛
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝜙𝑛
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ve 

 

|𝑏𝑛| ≤ (
𝑝

𝑛
)
𝑘 (𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

𝜓𝑛
 

 

dir. 

 

𝑥𝑛 = (
𝑛

𝑝
)
𝑘 𝜙𝑛
(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

|𝑎𝑛|  (𝑛 = 𝑝 + 1, 𝑝 + 2, . . . ) 

 

ve 

𝑦𝑛 = (
𝑛

𝑝
)
𝑘 𝜓𝑛
(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

|𝑏𝑛|  (𝑛 = 𝑝, 𝑝 + 1, . . . ) 

 

alınırsa, Teorem 4.2.3’den dolayı 

 

0 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 1, (𝑛 = 𝑝 + 1, 𝑝 + 2, . . . ) ve 0 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 1, (𝑛 = 𝑝, 𝑝 + 1, . . . ) 

 

dir. 

 

𝑥𝑝 = 1 − ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

−∑𝑦𝑛

∞

𝑛=𝑝

 

 

şeklinde tanımlanırsa Teorem 4.2.3’den dolayı 𝑥𝑝 ≥ 0 olur. Sonuç olarak, 

 

𝑓(𝑧) = ∑(𝑥𝑛ℎ𝑛(𝑧) + 𝑦𝑛𝑔𝑛(𝑧)

∞

𝑛=𝑝

) 

 

elde edilir. 
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4.2.8. Teorem. 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) sınıfı konveks kombinasyonlar altında kapalıdır. 

 

İspat. 𝑗 = 1,2,3, . .. için 𝑓𝑗 ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥) olsun. Burada, 

 

𝑓𝑗(𝑧) = 𝑧𝑝 − ∑ |𝑎𝑗,𝑛|𝑧
𝑛 + (−1)𝑘∑|𝑏𝑗,𝑛|𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

 

 

şeklindedir. (4.17)’den dolayı, 

 

∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

(𝜙𝑛|𝑎𝑗,𝑛| + 𝜓𝑛|𝑏𝑗,𝑛|) ≤ 2(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)

∞

𝑛=𝑝+1

 

 

elde edilir. 

 

∑ 𝛿𝑗 = 1,   0 ≤ 𝛿𝑗 ≤ 1∞
𝑗=1  için 𝑓𝑗’nin konveks kombinasyonu, 

 

∑𝛿𝑗𝑓𝑗(𝑧) = 𝑧
𝑝 − ∑ (∑𝛿𝑗|𝑎𝑗,𝑛|

∞

𝑗=1

)𝑧𝑛 + (−1)𝑘∑(∑𝛿𝑗|𝑏𝑗,𝑛|

∞

𝑗=1

)𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

∞

𝑗=1

 

 

şeklinde yazılır. (4.19)’dan dolayı 

 

∑(
𝑛

𝑝
)
𝑘

(𝜙𝑛∑𝛿𝑗|𝑎𝑗,𝑛|

∞

𝑗=1

+ 𝜓𝑛∑𝛿𝑗|𝑏𝑗,𝑛|

∞

𝑗=1

)

∞

𝑛=𝑝

 

=∑𝛿𝑗 (∑ (
𝑛

𝑝
)
𝑘

[𝜙𝑛|𝑎𝑗,𝑛| + 𝜓𝑛|𝑏𝑗,𝑛|]

∞

𝑛=𝑝

)

∞

𝑗=1

 

≤ 2(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤)∑𝛿𝑗

∞

𝑗=1

= 2(𝑝 − 𝛼)(𝛥 − 𝛤) 

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece 
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∑𝛿𝑗𝑓𝑗(𝑧) ∈ 𝑆𝐻̅̅ ̅̅ 𝑝,𝑘(𝛼, 𝛤, 𝛥)

∞

𝑗=1

 

 

olur. 

 

4.3.  𝑯𝒑(𝜞,𝜟; 𝝁, 𝝉, 𝜶, 𝜹) ve 𝑳𝒑(𝜞,𝜟; 𝝁, 𝝉, 𝜶) Sınıflarına Ait Sabordinasyon ile Tanımlı 

Çok Değerli Harmonik Fonksiyonların Özellikleri 

 

Bu bölümde çok değerli harmonik fonksiyonların yeni bir alt sınıfı tanımlanırken 

notasyonda değişikliğe gidilmiş olup, 𝑚 pozitif tam sayısı için, 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑚 + ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑚+1

ve 𝑔(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑚

, (|𝑏𝑚| < 1) 

 

olmak üzere 𝑈’da tanımlı, yön koruyan ve çok değerli  

𝑓 = ℎ + �̅� harmonik fonksiyonlarının oluşturduğu sınıf  𝐻𝑚 ile gösterilmiştir. 

𝐻𝑝 ile de 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

  ve   𝑔(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

;  𝑝 ≥ 1 (4.21) 

 

olmak üzere, 𝑈’da tanımlı, yön koruyan ve çok değerli 

 

𝑓 = ℎ + �̅� (4.22) 

 

harmonik fonksiyonların sınıfı gösterilir. Bu durumda 𝐻𝑝 ⊂ 𝐻𝑚 olduğu açıktır. 

𝐻𝑝 ailesinin  

 

ℎ(𝑧) = 𝑧𝑝 − ∑ |𝑎𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 ve 𝑔(𝑧) = − ∑ |𝑏𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 (4.23) 

 



46 

 

olmak üzere 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonlarının oluşturduğu alt sınıf  �̅�𝑝 ile gösterilsin. 

 

𝐹(𝑧) = 𝐻(𝑧) + 𝐺(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧𝑝 + ∑ 𝐴𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+ ∑ 𝐵𝑛𝑧𝑛
∞

𝑛=𝑝+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 (4.24) 

 

olacak şeklinde verilsin. Hipergeometrik fonksiyonu; 

 

𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ ℝ, (𝑖 = 1,2,3. . . 𝑙 ve 𝑗 = 1,2,3, . . . 𝑚) ve  𝑙 ≤ 𝑚 + 1;  𝑙,𝑚 ∈ ℕ ∪ {0} için, 

 

𝐹𝑚(𝛼1, . . . 𝛼𝑙;𝛽1, . . . 𝛽𝑚)(𝑧) = ∑
(𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛
(𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛

.
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

𝑙  

 

şeklinde ve Pochhammer fonksiyonu da; 

 

(𝜆)𝑛 = {
1,                                                  𝑛 = 0
𝜆(𝜆 + 1). . . (𝜆 + 𝑛 − 1), 𝑛 ∈ ℕ

 

 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca, 

 

ℎ𝑝(𝛼1, . . . 𝛼𝑙; 𝛽1, . . . 𝛽𝑚; 𝑧) = 𝑧
−𝑝 𝐹𝑚(𝛼1, . . . 𝛼𝑙;𝛽1, . . . 𝛽𝑚)(𝑧)𝑙  

 

fonksiyonuna karşılık gelen 𝐻𝑝(𝛼1, . . . 𝛼𝑙; 𝛽1, . . . 𝛽𝑚):𝐻𝑝 → 𝐻𝑝 lineer operatörü de 

Hadamard çarpımı kullanılarak;  

 

𝐻𝑝(𝛼1, . . . 𝛼𝑙; 𝛽1, . . . 𝛽𝑚)𝑓(𝑧) = ℎ𝑝(𝛼1, . . . 𝛼𝑙; 𝛽1, . . . 𝛽𝑚; 𝑧) ∗ 𝑓(𝑧) 

 

şeklinde tanımlanır. Buradan (4.22) formundaki 𝑓 fonksiyonu için,  

 

𝐻𝑝(𝛼1, … 𝛼𝑙; 𝛽1, … 𝛽𝑚)𝑓(𝑧)

= 𝑧𝑝 + ∑
(𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛
(𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛

.
𝑎𝑛𝑧

𝑛

𝑛!

∞

𝑛=𝑝+1

+ ∑
(𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛
(𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛

.
𝑏𝑛𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=𝑝+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
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= 𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]𝑓(𝑧) (4.25) 

 

elde edilir. 

 

(4.25)’de tanımlanan 𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1] (𝑝 = 1) operatörü, Dziok ve Srivastava (1999) 

tarafından tanıtılmıştır. Genelleştirilmiş Dziok-Srivastava operatörü olan 𝐻(𝑝) ise; 

 

𝑧(𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]𝑓(𝑧))′ = 𝑧(𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]ℎ(𝑧))′ − 𝑧(𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]𝑔(𝑧))′
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

olmak üzere; 

 

𝐿𝜆,𝑙,𝑚
1,𝛼1 𝑓(𝑧) = (1 − 𝜆)𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]𝑓(𝑧) +

𝜆

𝑝
𝑧(𝐻𝑝,𝑙,𝑚[𝛼1]𝑓(𝑧))′ = 𝐿𝜆,𝑙,𝑚

𝛼1 𝑓(𝑧), 𝜆 ≥ 0 

 

biçiminde tanımlanır. Genel olarak, 

 

𝐿𝜆,𝑙,𝑚
𝜏,𝛼1 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝

+ ∑ (
(1 +

𝑛𝜆
𝑝 ) (𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛

𝑛! (𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛
)

𝜏

𝑎𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+ ∑ (
(1 +

𝑛𝜆
𝑝 ) (𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛

𝑛! (𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛
)

𝜏

𝑏𝑛𝑧𝑛
∞

𝑛=𝑝+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

(4.26) 

 

ve 𝜆 ≥ 0, 𝜏 ∈ ℕ  olmak üzere, 

 

𝐿𝜆,𝑙,𝑚
𝜏,𝛼1 𝑓(𝑧) = 𝐿𝜆,𝑙,𝑚

𝛼1 (𝐿𝜆,𝑙,𝑚
𝜏−1,𝛼1𝑓(𝑧)), 𝑙 ≤ 𝑚 + 1; 𝑙,𝑚 ∈ ℕ0, 𝜏 ∈ ℕ (4.27) 

 

biçimindedir. 

 

𝜇 ≥ 0, 𝜏 ∈ ℕ için 𝒥𝜏
𝜇
: 𝐻𝑝 → 𝐻𝑝 lineer operatörü, 
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𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧) = 𝒥𝜏

𝜇
(𝑧) ∗ 𝑓(𝑧) = 𝒥𝜏

𝜇
(𝑧) ∗ ℎ(𝑧) + 𝒥𝜏

𝜇
(𝑧) ∗ 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑧 ∈ 𝑈 (4.28) 

 

biçiminde tanımlanır. Burada  𝒥𝜏
𝜇
(𝑧) fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

𝐿𝜆,𝑙,𝑚
𝜏,𝛼1 (𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ (

(1 +
𝑛𝜆
𝑝 ) (𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛

𝑛! (𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛
)

𝜏

𝑧𝑛
∞

𝑛=𝑝+1

 (4.29) 

 

ve 

 

𝐿𝜆,𝑙,𝑚
𝜏,𝛼1 (𝑧) ∗ 𝒥𝜏

𝜇
(𝑧) =

𝑧𝑝

(1 − 𝑧)𝜇
, 𝜇 ≥ 0, 𝑧 ∈ 𝑈 (4.30) 

 

şeklinde olmak üzere 

 

𝑧𝑝

(1 − 𝑧)𝜇
= 𝑧𝑝 + ∑

(𝜇)𝑛
𝑛!

𝑧𝑛−𝑝, 𝜇 ≥ 0, 𝑧 ∈ 𝑈 

∞

𝑛=𝑝+1

 (4.31) 

 

olduğundan ve (4.28)-(4.31) arasındaki denklemlerden, 

 

𝒥𝜏
𝜇
(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ (

𝑛! (𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛

(1 +
𝑛𝜆
𝑝 ) (𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛

)

𝜏

(𝜇)𝑛
𝑛!

𝑧𝑛,

∞

𝑛=𝑝+1

        𝜇 ≥ 0, 𝑧 ∈ 𝑈 (4.32) 

 

elde edilir. 𝑓 fonksiyonu (4.22)’de verildiği gibi ise (4.28) ve (4.32)’den  

 

𝛷𝑛
𝜇
= (

𝑛! (𝛽1)𝑛. . . (𝛽𝑚)𝑛

(1 +
𝑛𝜆
𝑝 ) (𝛼1)𝑛. . . (𝛼𝑙)𝑛

)

𝜏

(𝜇)𝑛
𝑛!

, 𝜇 > 0 (4.33) 
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𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧) = 𝒥𝜏

𝜇
ℎ(𝑧) + 𝒥𝜏

𝜇
𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧𝑝 + ∑ 𝛷𝑛

𝜇
𝑎𝑛𝑧

𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+ ∑ 𝛷𝑛
𝜇
𝑏𝑛𝑧𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 (4.34) 

 

bulunur. 

 

4.3.1. Tanım. (4.22) formundaki bir 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻𝑝 fonksiyonunun 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) 

sınıfına ait olması için gerekli ve yeterli şart, (4.34)’de tanımlanan 𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧) fonksiyonu ve   

𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ, 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1; 𝜏 ∈ ℕ, 𝜇 > 0, 𝛼 ≥ 0, 𝛿 ≥ 0 değerleri ve 

 

𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧)) = (1 − 𝛿)
𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧)

𝑧𝑝
+

𝛿

𝑝𝑧𝑝−1
(𝒥𝜏

𝜇
𝑓(𝑧))′ (4.35) 

 

için 

 

𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧)) − 𝛼|𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧)) − 1| ≺
1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
 (4.36) 

 

olmasıdır. 

 

𝛿 = 0 için 𝐿𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) yeni alt sınıfı elde edilir. (4.22) formundaki bir 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻𝑝 

fonksiyonunun 𝐿𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) sınıfına ait olması için gerekli ve yeterli şart (4.34)’de 

tanımlanan 𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧) fonksiyonu ve  𝑝 ∈ ℕ;  𝛤, 𝛥 ∈ ℝ, 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1;  𝜏 ∈ ℕ, 𝜇 > 0, 

𝛼 ≥ 0 değerleri için, 

 

𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧)

𝑧𝑝
− 𝛼 |

𝒥𝜏
𝜇
𝑓(𝑧)

𝑧𝑝
− 1| ≺

1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
 (4.37) 

 

olmasıdır. Ayrıca,  

 

�̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) = �̅�𝑝 ∩ 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) 

 

ve 
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�̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) = �̅�𝑝 ∩ 𝐿𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) 

 

dır. 

 

4.3.2. Lemma. 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ, 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1; 𝛼 ≥ 0 olsun. 𝑤(𝑧) bir analitik fonksiyon ve 

𝑤(0) = 1 ise 

 

𝑤(𝑧) − 𝛼|𝑤(𝑧) − 1| ≺
1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
⟺ 𝑤(𝑧)(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃) + 𝛼𝑒−𝑖𝜃 ≺

1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
,𝜃 ∈ ℝ (4.38) 

 

dir. (4.37) ve Lemma 4.3.2 gereğince 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olması için gerekli ve 

yeterli şart, (4.35)’deki 𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧)) fonksiyonu için, 

 

𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧))(1 − 𝛼𝑒
−𝑖𝜃) + 𝛼𝑒−𝑖𝜃 ≺

1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
 (4.39) 

 

dir. 

 

4.3.3. Teorem. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝛷𝑛
𝜇

 (4.33)’de verildiği gibi 

olsun. Ayrıca 𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ ve 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| < 1 verilsin. Bu takdirde, 

 

𝜉𝑛
𝜇
= (1 − 𝛿 +

𝛿𝑛

𝑝
)𝛷𝑛

𝜇
 ve 𝜂𝑛

𝜇
= (1 − 𝛿 −

𝛿𝑛

𝑝
)𝛷𝑛

𝜇
 (4.40) 

 

olmak üzere,  

 

∑ (1+ |𝛥|)(1 + 𝛼)(|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛| + |𝜂𝑛

𝜇
||𝑏𝑛|) ≤ |𝛤 − 𝛥|

∞

𝑛=𝑝+1

 (4.41) 

 

ise 𝑓 ∈ 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) dir. 

 

İspat. İlk olarak, 𝑓 = ℎ + �̅� fonksiyonunun katsayıları (4.41) eşitsizliğini sağladığında, 

(4.39) koşulunun da sağlandığı gösterilecek. Bunun için,  (4.39)’dan, 
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𝑝(𝑧) =  𝒳𝛿,𝜇(𝑓(𝑧))(1 − 𝛼𝑒
−𝑖𝜃) + 𝛼𝑒−𝑖𝜃 (4.42) 

 

olmak üzere, 

𝑝(𝑧) ≺
1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
 

 

olduğunu ispatlamak gerekir. 

 

𝑝(𝑧) ≺
1 + 𝛤𝑧

1 + 𝛥𝑧
⟺ |1 − 𝑝(𝑧)| ≤ |𝛥𝑝(𝑧) − 𝛤|  

 

olduğu gerçeği kullanarak 

 

|1 − 𝑝(𝑧)| − |𝛥𝑝(𝑧) − 𝛤| ≤ 0 (4.43) 

 

eşitsizliğinin sağlandığını göstermek yeterlidir. Böylece, (4.41) eşitsizliğinden 

 

|1 − 𝑝(𝑧)| − |𝛥𝑝(𝑧) − 𝛤|

= |(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃) ∑ (𝜉𝑛
𝜇
𝑎𝑛𝑧

𝑛−𝑝 + 𝜂𝑛
𝜇
𝑏𝑛𝑧

−𝑝𝑧𝑛̅̅ ̅)

∞

𝑛=𝑝+1

|

− |𝛥 − 𝛥(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃) ∑ (𝜉𝑛
𝜇
𝑎𝑛𝑧

𝑛−𝑝 + 𝜂𝑛
𝜇
𝑏𝑛𝑧

−𝑝𝑧𝑛̅̅ ̅) − 𝛤

∞

𝑛=𝑝+1

|

≤ |(1 + 𝛼) ∑ (|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛||𝑧|

𝑛−𝑝 + |𝜂𝑛
𝜇
||𝑏𝑛||𝑧|

𝑛−𝑝)

∞

𝑛=𝑝+1

| − 

(|𝛤 − 𝛥| − |𝛥|(1 + 𝛼) ∑ (|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛||𝑧|

𝑛−𝑝 + |𝜂𝑛
𝜇
||𝑏𝑛||𝑧|

𝑛−𝑝)

∞

𝑛=𝑝+1

)

= ∑ (1 + |𝛥|)(1 + 𝛼)[|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛||𝑧|

𝑛−𝑝 + |𝜂𝑛
𝜇
||𝑏𝑛||𝑧|

𝑛−𝑝]

∞

𝑛=𝑝+1

− |𝛤 − 𝛥|

≤ ∑ (1 + |𝛥|)(1 + 𝛼)[|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛| + |𝜂𝑛

𝜇
||𝑏𝑛|]

∞

𝑛=𝑝+1

− |𝛤 − 𝛥| ≤ 0 
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elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

 

∑ |𝑋𝑛| +

∞

𝑛=𝑝+1

|𝑌𝑛| = 1 

 

olmak üzere  (4.41)’de verilen katsayı bağıntısı 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑
|𝛤 − 𝛥|

(1 + |𝛥|)(1 + 𝛼)
(
1

|𝜉𝑛
𝜇
|
𝑋𝑛𝑧

𝑛 +
1

|𝜂𝑛
𝜇
|
𝑌𝑛𝑧𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ )

∞

𝑛=𝑝+1

 (4.44) 

 

harmonik fonksiyonları için kesindir. 

 

4.3.4. Sonuç. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝜉𝑛
𝜇

 ile 𝜂𝑛
𝜇

 de (4.39)’da verildiği 

gibi olsun. Ayrıca 𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ  verilsin. 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için,  

 

∑ (1− 𝛥)(1 + 𝛼)[|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛| + |𝜂𝑛

𝜇
||𝑏𝑛|]

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛤 − 𝛥 

 

ise 𝑓 ∈ 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) dır. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 için, 

 

∑ (1+ 𝛥)(1 + 𝛼)[|𝜉𝑛
𝜇
||𝑎𝑛| + |𝜂𝑛

𝜇
||𝑏𝑛|]

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛥 − 𝛤 

 

ise 𝑓 ∈ 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) dır. 

 



53 

 

4.3.5. Sonuç. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� olsun ve 𝛷𝑛
𝜇

 (4.33)’de verildiği 

gibi olsun. Ayrıca 𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ ve 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1 verilsin. Bu takdirde 

 

∑ (1+ |𝛥|)(1 + 𝛼)[|𝛷𝑛
𝜇
|(|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)]

∞

𝑛=𝑝+1

≤ |𝛤 − 𝛥| 

 

ise 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) dir. 

 

4.3.6. Teorem. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝜉𝑛
𝜇

 ile 𝜂𝑛
𝜇

 de (4.40)’da 

verildiği gibi olsun. Ayrıca 𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ ve 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1, 0 ≤ 𝛿 <
𝑝

2𝑝+1
 verilsin. 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 ise  𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olması için gerekli ve yeterli 

şart 

 

∑ (1− 𝛥)(1 + 𝛼)[𝜉𝑛
𝜇|𝑎𝑛| + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|]

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛤 − 𝛥 (4.45) 

 

olmasıdır. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olması için gerekli ve yeterli 

şart 

 

∑ (1+ 𝛥)(1 + 𝛼)[𝜉𝑛
𝜇|𝑎𝑛| + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|]

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛥 − 𝛤 (4.46) 

 

olmasıdır. 

 

İspat. �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) ⊂ 𝐻𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olduğundan Sonuç 3.4.4 gereği  teoremin 

ilk kısmını ispatlamak yeterli olacaktır. 
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i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olsun. Bu takdirde (4.42) 

formundaki 𝑝(𝑧) için, 

 

|
1 − 𝑝(𝑧)

𝛥𝑝(𝑧) − 𝛤
| < 1 (4.47) 

 

dır. (4.47)’deki eşitsizlik ise 

 

|
(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃)∑ (𝜉𝑛

𝜇|𝑎𝑛|𝑧
𝑛−𝑝 + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|𝑧
−𝑝𝑧𝑛̅̅ ̅)∞

𝑛=𝑝+1

𝛥 − 𝛥(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃)∑ (𝜉𝑛
𝜇|𝑎𝑛|𝑧

𝑛−𝑝 + 𝜂𝑛
𝜇|𝑏𝑛|𝑧

−𝑝𝑧𝑛̅̅ ̅) − 𝛤∞
𝑛=𝑝+1

| < 1 (4.48) 

 

eşitsizliğine denktir. (4.48) eşitsizliğinden 

 

{
(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃)∑ (𝜉𝑛

𝜇|𝑎𝑛|𝑧
𝑛−𝑝 + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|𝑧
−𝑝𝑧𝑛̅̅ ̅)∞

𝑛=𝑝+1

𝛤 − 𝛥 + 𝛥(1 − 𝛼𝑒−𝑖𝜃)∑ (𝜉𝑛
𝜇|𝑎𝑛|𝑧𝑛−𝑝 + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|𝑧−𝑝𝑧𝑛̅̅ ̅)
∞
𝑛=𝑝+1

} < 1 (4.49) 

 

elde edilir. Burada, 𝑧 = 𝑟 (0 < 𝑟 < 1) ve 𝜃 = 𝜋 değerleri (4.49)’da yazılırsa, 

 

∑ (1− 𝛥)(1 + 𝛼)[𝜉𝑛
𝜇|𝑎𝑛| + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|]𝑟
𝑛+𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛤 − 𝛥 (4.50) 

 

olur. (4.50)’da 𝑟 → 1 alınarak (4.45) elde edilir. 

 

ii. Benzer şekilde ispat edilir. 

 

4.3.7. Sonuç. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝛷𝑛
𝜇

 de (4.33)’de verildiği gibi 

olsun. Ayrıca  𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ ve 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1 verilsin. 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) olması için gerekli ve yeterli şart 
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∑ (1− 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑛
𝜇(|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛤 − 𝛥 

 

olmasıdır. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) olması için gerekli ve yeterli şart 

 

∑ (1+ 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑛
𝜇(|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛥 − 𝛤 

 

olmasıdır. 

 

4.3.8. Teorem. (4.23) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝜉𝑛
𝜇

 ile 𝜂𝑛
𝜇

 de (4.40)’da 

verildiği gibi olsun. Ayrıca 𝜇 > 1, 0 ≤ 𝛿 <
𝑝

2𝑝+1
 verilsin. 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olması için gerekli ve yeterli 

şart 

 

𝑟𝑝 −
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 ≤ |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑟𝑝 +

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 

(4.51) 

 

olmasıdır. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olması için gerekli ve yeterli 

şart 

 

𝑟𝑝 −
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 ≤ |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑟𝑝 +

𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 

(4.52) 

 

olmasıdır. 
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İspat. 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olduğunda Teorem 4.3.6 kullanılarak, 

 

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇

∑ (|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

≤ ∑ (1 − 𝛥)(1 + 𝛼)[𝜉𝑛
𝜇|𝑎𝑛| + 𝜂𝑛

𝜇|𝑏𝑛|]

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝛤 − 𝛥 

(4.53) 

 

elde edilir. Böylece, 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 ise (4.53)’den, 

 

∑ (|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

≤
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇  (4.54) 

 

elde edilir. Diğer yandan, 

 

|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑟𝑝 + ∑ (|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

≤ 𝑟𝑝 + 𝑟𝑝+1 ∑ (|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

 

≤ 𝑟𝑝 +
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 

 

ve 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ 𝑟𝑝 −
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 

 

dir. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için de benzer şekilde ispat yapılır. 
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4.3.9. Sonuç. (4.23) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝜉𝑛
𝜇

 ile 𝜂𝑛
𝜇

 de (4.40)’da verildiği 

gibi olsun. Ayrıca 𝜇 > 1, 0 ≤ 𝛿 <
𝑝

2𝑝+1
 verilsin. Bu takdirde, 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için,  𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) ise 

 

{𝑤: |𝑤| < 1 −
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 } ⊂ 𝑓(𝑈) 

 

dur. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 için, 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) ise 

 

{𝑤: |𝑤| < 1 −
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝+1
𝜇 } ⊂ 𝑓(𝑈) 

 

dur. 

 

4.3.10. Sonuç. (4.23) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝛷𝑛
𝜇

 (4.33)’de verildiği gibi 

olsun. Ayrıca |𝑧| = 𝑟 < 1 ve  𝜇 > 1 verilsin. Bu takdirde,  

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) ise 

𝑟𝑝 −
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 ≤ |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑟𝑝 +

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 

 

dir. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 ise 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) ise 

 

𝑟𝑝 −
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 ≤ |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑟𝑝 +

𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑝+1
𝜇 𝑟𝑝+1 
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4.3.11. Teorem. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝜉𝑛
𝜇

,  𝜂𝑛
𝜇

 de (4.40)’da 

verildiği gibi olsun. Ayrıca 𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ ve 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1, 0 ≤ 𝛿 <
𝑝

2𝑝+1
  verilsin. 

𝑓 ∈ 𝑐𝑙𝑐𝑜�̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) olması için gerekli ve yeterli şart 

 

ℎ𝑝(𝑧) = 𝑧
𝑝, 

ℎ𝑛(𝑧) =

{
 
 

 
 𝑧𝑝 −

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑝
𝜇 𝑧

𝑛, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1, −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0,

𝑧𝑝 −
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑝
𝜇 𝑧

𝑛, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1, −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0,

 

𝑔𝑛(𝑧) =

{
 
 

 
 −

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝
𝜇 𝑧

𝑛̅̅ ̅, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1, −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0,

−
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑝
𝜇 𝑧

𝑛̅̅ ̅, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1, −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0,

 

 

ve 

 

𝑋𝑝 ≡ 1 − ∑ (𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

∞

𝑛=𝑝+1

, 𝑋𝑛 ≥ 0, 𝑌𝑛 ≥ 0 

 

olmak üzere, 

 

𝑓(𝑧) = ∑𝑋𝑛ℎ𝑛(𝑧)

∞

𝑛=𝑝

+ ∑ 𝑌𝑛(ℎ𝑝(𝑧) + 𝑔𝑛(𝑧))

∞

𝑛=𝑝+1

, 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0} (4.55) 

 

olmasıdır. Ayrıca �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) ailesinin ekstrem noktaları da ℎ𝑛 ve 𝑔𝑛 dir. 

 

İspat. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için, 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 − ∑
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)
(
1

𝜉𝑛
𝜇 𝑋𝑛𝑧

𝑛 +
1

𝜂𝑛
𝜇 𝑌𝑛𝑧

𝑛̅̅ ̅)

∞

𝑛=𝑝+1

 (4.56) 
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olacak şekilde alalım. 0 ≤ 𝑋𝑛 ≤ 1, (𝑛 = 𝑝 + 1, . . . ) olduğundan 

 

∑
(1− 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑛

𝜇

𝛤 − 𝛥

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑛
𝜇 𝑋𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+
(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑛

𝜇

𝛤 − 𝛥

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑛
𝜇 𝑌𝑛 

= ∑ (𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

∞

𝑛=𝑝+1

= 1 − 𝑋𝑝 ≤ 1 

 

elde edilir. Sonuç olarak Teorem 4.3.6’ya göre 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) dır. 

 

Tersine 𝑓 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) ise,  

 

|𝑎𝑛| ≤
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑛
𝜇 , |𝑏𝑛| ≤

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑛
𝜇 (4.57) 

 

dir. 

 

𝑋𝑛 =
(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑛

𝜇

𝛤 − 𝛥
|𝑎𝑛|, 𝑌𝑛 =

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑛
𝜇 |𝑏𝑛|, (4.58) 

 

ve 

 

𝑋𝑝 = 1 − ∑ (𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

∞

𝑛=𝑝+1

≥ 0 

 

fonksiyonda yerine yazılırsa; 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 − ∑ |𝑎𝑛|𝑧
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

− ∑ |𝑏𝑛|𝑧̅
𝑛

∞

𝑛=𝑝+1
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= (𝑋𝑝 + ∑ (𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

∞

𝑛=𝑝+1

)𝑧𝑛 − ∑
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜉𝑛
𝜇 𝑋𝑛𝑧

𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

− ∑
𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝜂𝑛
𝜇 𝑌𝑛𝑧̅

𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

= 𝑋𝑛𝑧
𝑛 + ∑ ℎ𝑛(𝑧)𝑋𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+ ∑ (𝑧𝑝 + 𝑔𝑛(𝑧))𝑌𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

= 𝑋𝑝ℎ𝑝(𝑧) + ∑ ℎ𝑛(𝑧)𝑋𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

+ ∑ (𝑧𝑝 + 𝑔𝑛(𝑧))𝑌𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

= ∑ℎ𝑛(𝑧)𝑋𝑛

∞

𝑛=𝑝

+ ∑ (𝑧𝑝 + 𝑔𝑛(𝑧))𝑌𝑛

∞

𝑛=𝑝+1

 

 

elde edilir. Böylece 𝑓 (4.55)’deki gibi ifade edilmiş olur. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için 

de benzer şekildedir. 

 

4.3.12. Sonuç. (4.21) formundaki ℎ ve 𝑔 için 𝑓 = ℎ + �̅� ve 𝛷𝑛
𝜇

 de (4.33)’de verildiği gibi 

olsun. Ayrıca 𝑝 ∈ ℕ; 𝛤, 𝛥 ∈ ℝ ve 𝛤 ≠ 𝛥, |𝛥| ≤ 1 verilsin. 𝑓 ∈ 𝑐𝑙𝑐𝑜�̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) 

olması için gerekli ve yeterli şart 

 

ℎ𝑝(𝑧) = 𝑧
𝑝, 

ℎ𝑛(𝑧) =

{
 
 

 
 𝑧𝑝 −

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑛
𝜇 𝑧

𝑛, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1,−1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0,

𝑧𝑝 −
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑛
𝜇 𝑧

𝑛, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1,−1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0,

 

𝑔𝑛(𝑧) =

{
 
 

 
 −

𝛤 − 𝛥

(1 − 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑛
𝜇 𝑧

𝑛̅̅ ̅, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1,−1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0,

−
𝛥 − 𝛤

(1 + 𝛥)(1 + 𝛼)𝛷𝑛
𝜇 𝑧

𝑛̅̅ ̅, 𝑛 ≥ 𝑝 + 1,−1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0,

 

 

ve 

𝑋𝑝 ≡ 1 − ∑ (𝑋𝑛 + 𝑌𝑛)

∞

𝑛=𝑝+1

, 𝑋𝑛 ≥ 0, 𝑌𝑛 ≥ 0 
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olmak üzere, 

 

𝑓(𝑧) = ∑𝑋𝑛ℎ𝑛(𝑧)

∞

𝑛=𝑝

+ ∑ 𝑌𝑛(ℎ𝑝(𝑧) + 𝑔𝑛(𝑧))

∞

𝑛=𝑝+1

, 𝑧 ∈ 𝑈 ∖ {0} 

 

olmasıdır. Ayrıca �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼) ailesinin ekstrem noktaları da ℎ𝑛 ve 𝑔𝑛 dir. 

 

4.3.13. Teorem. 0 ≤ 𝛿 <
𝑝

2𝑝+1
 sayısı için, �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) sınıfı konveks 

kombinasyonlar altında kapalıdır. 

 

İspat. 𝑗 = 1,2 için, 

 

𝑓𝑗(𝑧) = 𝑧
𝑝 − ∑ |𝑎𝑗,𝑛|𝑧

𝑛 −∑|𝑏𝑗,𝑛|𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝

∞

𝑛=𝑝+1

 (4.59) 

 

ile verilen 𝑓𝑗 fonksiyonları 𝑓𝑗 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) sınıfına ait olsun. Bu takdirde 

∑ 𝜆𝑗 = 1,   0 ≤ 𝜆𝑗 ≤ 1∞
𝑗=1  için 𝑓𝑗 ‘lerin konveks kombinasyonu, 

 

∑𝜆𝑗𝑓𝑗 = ∑ (∑𝜆𝑗|𝑎𝑗,𝑛|

∞

𝑗=1

)𝑧𝑛 − ∑ (∑𝜆𝑗|𝑏𝑗,𝑛|

∞

𝑗=1

)𝑧𝑛̅̅ ̅

∞

𝑛=𝑝+1

∞

𝑛=𝑝+1

∞

𝑗=1

 (4.60) 

 

şeklinde yazılır. 

 

i. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 < 0 için ve (4.45), (4.59) ve (4.60)’dan dolayı 

 

∑ (1 − 𝛥)(1 + 𝛼)(∑𝜆𝑗(𝜉𝑛
𝜇
|𝑎𝑗,𝑛| + 𝜂𝑛

𝜇
|𝑏𝑗,𝑛|)

∞

𝑗=1

)

∞

𝑛=𝑝+1

 

=∑𝜆𝑗 [ ∑ (1 − 𝛥)(1 + 𝛼)(𝜉𝑛
𝜇
|𝑎𝑗,𝑛| + 𝜂𝑛

𝜇
|𝑏𝑗,𝑛|)

∞

𝑛=𝑝+1

]

∞

𝑗=1
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≤∑𝜆𝑗(𝛤 − 𝛥)

∞

𝑗=1

= 𝛤 − 𝛥 

 

elde edilir. Yani,  ∑ 𝜆𝑗𝑓𝑗
∞
𝑗=1 ∈ �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿)’dır. 

 

ii. −1 ≤ 𝛥 < 𝛤 ≤ 1, 𝛥 > 0 için de benzer şekilde ispat yapılır. 

 

4.3.14. Sonuç. �̅�𝑝(𝛤, 𝛥; 𝜇, 𝜏, 𝛼, 𝛿) sınıfı konveks kombinasyonlar altında kapalıdır. 
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5. SONUÇ 

 

Bu tezde, çok değerli harmonik fonksiyonların sabordinasyon yardımıyla tanımlanan bazı 

alt sınıfları incelenmiştir. Bu alt sınıflar için gerekli ve yeterli konvolüsyon şartları, 

katsayı bağıntıları, distorsiyon sınırları ve ekstrem noktaları verilmiştir.  

 

Çalışmanın dördüncü bölümü, çok değerli harmonik fonksiyonların sabordinasyon ile 

tanımlanan alt sınıfları üzerinedir. Bu bölüm, üç alt bölümden oluşmuştur. İlk bölümde, 

Yalçın Tokgöz ve Altınkaya (2019) tarafından tanımlanan çok değerli harmonik yıldızıl  

fonksiyonların sabordinasyon yardımıyla tanımlanan alt sınıfı tanıtılmıştır. İkinci 

bölümde, Çakmak ve diğerleri (2020) tarafından tanımlanan çok değerli harmonik 

fonksiyon sınıfları tanıtılmıştır. Üçüncü bölümde; Li ve Tang (2016) tarafından 

tanımlanan genelleştirilmiş Dziok-Srivastava  operatörü yardımıyla kurulan çok değerli 

harmonik fonksiyon sınıfı tanıtılmıştır. Bu fonksiyon sınıfı için gerekli ve yeterli 

konvolüsyon şartları ve yeterli katsayı şartları verilmiştir.  
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