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Bu çalışmanın amacı    ’deki rotasyon yüzeylerinin bir sınıflandırmasını vermektir.  

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür.  

İkinci bölümde sonraki bölümde kullanılacak olan temel kavramlar ve teoremler 

verilmiştir.  

Üçüncü bölümde   ’deki rotasyon yüzeyleri ve bunların bir karakterizasyonu 

verilmiştir. Sırasıyla    ,    ve   ’deki rotasyonel yüzeyler ile ilgili orijinal sonuçlar 

ve bazı örnekler verilmiştir.  
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ABSTRACT 
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The aim of this thesis is to give a characterizations of rotation surfaces in   . 

This thesis consist of three chapters.  

Firs chapter is introduction. 

Second chapter consist of some basic definitions and theorems which will be use in the 

other chapters.  

In the third chapter of rotation surfaces in    are considered. Especially, in    ,    and 

   some original results and examples are obtained.  
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1. GİRİŞ 

Bu çalışmanın amacı    ’deki rotasyon yüzeylerinin bir sınıflandırmasını vermektir.  

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür.  

İkinci bölüm temel kavramlardan ibaret olup iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci 

kısımda   ’deki bazı özel eğriler ele alınmıştır. Özellikle,   ’deki traktriks eğrileri 

incelenmiştir. Bu tür eğrilerin parametrik gösterimleri ve eğrilikleri verilmiştir. İkinci 

kısımda   ’deki yüzeyler ile ilgili temel kavramlar tanımlanmış ve bunlarla ilgili bazı 

temel özellikler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde   ’deki rotasyon yüzeyleri ve bunların bir karakterizasyonu 

verilmiştir. Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda    ’deki rotasyonel 

yüzeyler ile ilgili temel tanım ve bilinen sonuçlar verilmiştir. İkinci kısımda   ’deki 

rotasyonel yüzeyler ve bunlar ile ilgili bazı örnekler verilmiştir. Üçüncü kısımda ise 

  ’deki rotasyonel yüzeyler ile ilgili sonuçlar ve bazı örnekler verilmiştir. Bu bölümün 

son kısmı tamamen orijinal sonuçlar içermektedir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.0. Giriş       

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem ve 

tanımlar verilmiştir. Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda     ’deki 

eğriler ve onların Frenet denklemleri ve eğrilikleri ile ilgili temel eşitlikler verilmiştir. 

İkinci kısımda    ’deki yüzeylerin ikinci temel formu, Gauss ve Weingarten eşitlikleri, 

Gauss eğriliği, ortalama eğrilik ve normal eğrilikleri ile ilgili temel kavramlar 

verilmiştir.  

2.1.      ’de Eğriler  

         regüler parametrik bir eğri olsun. Bu takdirde       için  ’nın yüksek 

mertebeden türevleri    ( )     ( )      ( )     ( )( ) (     )  lineer bağımsız 

ve   ( )     ( )      ( )     ( )( )   (   )( )  lineer bağımlı ise   eğrisine d-ranklı 

Frenet eğrisi adı verilir. Bu durumda d-ranklı bir Frenet eğrisi     ’in d-boyutlu alt 

uzayında yatacaktır.     ’in d-boyutlu alt uzayını   ( ) ile gösterelim. Bu alt uzay 

  ( )    ( )     ( )     ( )( ) vektörleri ile gerildiğinden   ( )’ye   eğrisinin d. nci 

oskülatör uzayı denir. Açık olarak    ( )    ( )      ( ) dir. 

Eğer  , d-ranklı bir Frenet eğrisi ise   ( )     ( )      ( )     ( )( )  vektörlerine 

Gram-Schmidt ortonormalleştirme metodu uygulayarak   ( )   ( )   ( )       ( ) 

ortonormal  d-çatısı (Serret-Frenet vektörleri) elde edilir. Yani; 

  ( )    ( )      ( )    ( )
‖  ( )‖

  

 )(tEk 2

1

1

)()(

)(
)()(),()(
tE
tEtEtt

i

i
k

i
i

kk ¦
�

 

� JJ                                                              (2.1.1)   

  ( )    ( )
‖  ( )‖

 , dk dd2  

dir (Gluck 1966). 
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Bu bölümde eğrileri hızların göre birim hızlı (yay-parametreli) ve keyfi hızlı (keyfi 

parametreli)  olarak inceleyeceğiz. 

Tanım 2.1.1.:          regüler bir eğri olsun. Eğer   eğrisinin yüksek mertebeden 

türevleri   ( )     ( )      ( )     ( )( )  lineer bağımsız ise  ’ya cenerik eğri ( yada 

oskülatör mertebesi d olan eğri)  denir (Vargas 2005).  

Teorem 2.1.2.:         , d-ranklı keyfi hızlı bir Frenet eğrisi olmak üzere   ’nın 

ortonormal çatısı   ( )    ( )    ( )          ( )’nin türevleri  ( )  ‖  ( )‖ için  

  
 ( )   ( )  ( )  ( )   

  
 ( )    ( )    ( )    ( )   ( )  ( )    ( )       (2.1.2) 

  
 ( )    ( )    ( )    ( )    

( 12 �dd di ) dir. Burada               fonksiyonları  ’nın Frenet eğrilik 

fonksiyonlarıdır. 

Sonuç 2.1.3.:   ( )   ( )   ( )       ( ) vektörlerine Frenet d-çatısı ve (2.1.2) deki 

eşitliklere de Frenet denklemleri adı verilir. Bu denklemler matris formunda aşağıdaki 

şekilde yazılır; 

»
»
»
»
»
»

¼

º

«
«
«
«
«
«

¬

ª

c

c
c
c

)(
...
)(
)(
)(

3
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tV
tV
tV
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=
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¬

ª

)(
...
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3

2

1

tV

tV
tV
tV

d

.                                              (2.1.3) 

Açıklama 2.1.4.:   eğrisinin hız fonksiyonu  ( )  ‖  ( )‖    ise   eğrisine birim 

hızlı eğri denir.  Birim hızlı bir eğrinin parametresi yay-parametresi olup s ile gösterilir.  

Teorem 2.1.5.:          d-ranklı keyfi hızlı bir Frenet eğrisinin ortonormal çatısı 

  ( )   ( )   ( )       ( ) için 

  ( )   ( )( )  ∑ 〈 ( )( )   ( )〉     ( )        (2.1.4) 
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olmak üzere  

  ( )  ‖    ‖
‖  ‖‖  ‖                  (2.1.5) 

dir (Hacısalihoğlu 1983).  

Tanım 2.1.6.:                  bir eğri olsun. Bu taktirde  ’ya          

noktasından çizilen teğetlerin uç noktalarının birleştirilmesiyle elde edilen      

            eğrisi      ’in bir    alt uzayında yatıyor ise   eğrisine 

genelleştirilmiş traktriks eğrisi denir.   eğrisi ise  ’nın iz vektörü olarak adlandırılır. 

Traktriks eğrisinin yarıçap vektörü, 

  ( )  (  ( )       ( ))                    (2.1.6) 

parametrizasyonu ile tanımlansın. Bu durumda,   birim hızlı olduğundan ‖  ( )‖    

dır. Böylece,     reel sayısı için  ’nın iz vektörü  ; 

 ( )  (    )( )  ((       )( )    (          
 )( ) )                           (2.1.7) 

şeklinde tanımlanır. Dolasıyla,         eğrisinin genelleştirilmiş traktriks eğrisi 

olması için gerek ve yeter koşul   eğrisinin    alt uzayında yatmasıdır. Diğer bir 

deyişle 

(          
 )( )    

denkleminin sağlanmasıdır. Böylece, bu diferansiyel denkleminin çözümünden,  

    ( )       ⁄                       (2.1.8) 

elde edilir. Burada     sabit bir fonksiyondur. O halde,   genelleştirilmiş traktriks 

eğrisinin yarıçap vektörü, 

 ( )  (  ( )     ( )      ⁄ )         (2.1.9) 

halini alır. Bununla birlikte,   eğrisi birim hızlı olduğundan  
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(  
 )      (  

 )      

       ⁄                  (2.1.10) 

eşitliği geçerlidir.  

Şimdi,   eğrisinin ilk n-bileşeni 

 ( )  (  ( )     ( )  ) 

şeklinde  tanımlandığında 

 ( )   ( )       ⁄                         (2.1.11) 

dir. Burada  

     (         ) 

birim vektördür.  Her iki tarafın normu hesaplanırsa (2.1.10) yardımıyla, 

‖  ( )‖      

       ⁄                     (2.1.12) 

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla,    iz eğrisi  

   ( )    ( )                     (2.1.13) 

biçimine dönüşür. Diğer taraftan,     ’de keyfi bir  ⃗ birim vektörü 

 ⃗( )  (  ( )     ( )  )                   (2.1.14) 

olmak üzere   vektör fonksiyonu 

 ( )  ∫√    

       ⁄   ⃗( )                     (2.1.15) 

parametrizasyonuna sahip olur. 

Örnek 2.1.7.:   ’deki bilinen traktriks eğrisi 

 ( )  (∫√  ( 
 

  )     ⁄   ( )        ⁄  )               (2.1.16) 

yarıçap vektörü ile tanımlanır. 



6 
  

Örnek 2.1.8.:   ’deki genelleştirilmiş traktriks eğrisi 

  ( )  ∫√    

       ⁄     ( )   

  ( )  ∫√    

       ⁄     ( )                  (2.1.17) 

  ( )        ⁄  

parametrizasyonuna sahiptir. Burada 

 ( )  (    ( )     ( )  ) 

dır (Arslan ve ark. 2017). 

Örnek 2.1.9.:   ’deki genelleştirilmiş traktriks eğrisi  

  ( )  ∫√    

       ⁄     ( )   

  ( )  ∫√    

       ⁄     ( )    ( )                     (2.1.18) 

  ( )  ∫√    

       ⁄      ( )   

  ( )        ⁄  

parametrizasyonuna sahiptir. Burada 

  ( )  (    ( )     ( )    ( )      ( )  ) 

dır (Arslan ve ark. 2017). 
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2.2.   ’de Yüzeyler 

  yüzeyi             yaması ile verilsin.  ’nin     (   ) noktasındaki teğet 

uzayı    ( ),           ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece  ’nin birinci temel 

formu 

22 2 GdvFdudvEduI ��                                                   (2.2.1) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,,

,,

 

 

 

                                        (2.2.2) 

1. temel form katsayıları olup ,  bir Öklid iç çarpımıdır. Bununla birlikte (2.2.2) 

yardımıyla 

22 FEGXX vu � u                               (2.2.3) 

elde edilir. Eğer 0zu vu XX  ise ),( vuX  yaması regülerdir denir (Gray 1993). 

Şu andan itibaren aksi söylenmedikçe ),( vuX  yaması regüler kabul edilecektir ve 

22 WFEG  �                       (2.2.4) 

ile gösterilecektir. Genelliği bozmadan  ’nin 1. temel form katsayıları  

                                        (2.2.5) 

ile gösterilebilir. 

Tanım 2.2.1.:      yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

  ’de Riemann koneksiyonu �
~

 ile gösterilsin. Bu durumda )(, MXX ji F��  lokal 

vektör alanları için   yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu   olmak 

üzere  ’nin ikinci temel form dönüşümü 

,~),(;)()()(: jXjXji XXXXhMMMh
ii

��� ou AFFF                           (2.2.6) 
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biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.2.6) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.2.:      yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu taktirde

221 ,...,, �nNNN   ’nin normal vektörleri ve )(MXi F��  olmak üzere  ’nin şekil 

operatörü dönüşümü  

DDD
FFF NNXAMMMA

iXiXiN
AA ���� ou ~;)()()(:                                     (2.2.7) 

biçiminde tanımlanır. Burada iN XA
D

, DN ’ya karşılık gelen şekil operatörü ve A�  ise 

)(MAF  normal demete ait normal koneksiyondur. Literatürde (2.2.7) eşitliği 

Weingarten denklemi  olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.3.:      yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  yamasının 2. 

mertebeden kısmi türevleri vvuvuu XXX ,,  ve normal vektör alanları 221 ,,, �nNNN �  
olmak üzere  ’nin ikinci temel form katsayıları  

D
D

D
D

D
D

D

NXL

nNXL

NXL

vv

uv

uu

,

21,,

,,

22

12

11

 

�dd 

 

                             (2.2.8) 

şeklinde tanımlanır  (Mello  2003). 

Herhangi )(, MTXX pji �  için 

D
DD ijjijiN LNXXhXXA ! ! �� ),,(,  , ,21,2,1 �dddd nji D                (2.2.9) 

eşitliği elde edilir. Burada  

 (     )  ∑    
   

   
                          (2.2.10) 

dir. 

Tanım 2.2.4.:      yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu durumda  ’nin  

Christoffel sembolleri k
ij* ( 2,,1 dd kji ) 
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)(2
2

)(2
2

)(2)(2

)(2
2

)(2
2

2
2
222

1
22

2
2
122

1
12

2
2
112

1
11

FEG
FGFFEG

FEG
FGGGGF

FEG
FEEG

FEG
FGGE

FEG
FEEEEF

FEG
FEFFGE

uvvvuv

vuuv

uvuvuu

�
��

 *
�

��
 *

�
�

 *
�
�

 *

�
��

 *
�

��
 *

                        (2.2.11) 

biçiminde tanımlanır. Burada 1
12

1
21 * *  ve 2

12
2
21 * *  dir (Gray 1993). 

Sonuç 2.2.5.:      yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin.     için  ’nin 

Christoffel sembolleri 

vvv
v

vuv
u

vuv
u

uuv
v

uuv
v

uuu
u

XX
GG

GXX
EE

G

XX
GG

GXX
EE

E

XX
GG

EXX
EE

E

,1
2

,1
2

,1
2

,1
2

,1
2

,1
2

2
22

1
22

2
12

1
12

2
11

1
11

  *� 
�

 *

  *  *

� 
�

 *  *

                                       (2.2.12) 

İspat: (Bulca 2012) 

Önerme 2.2.6.:   yüzeyi           regüler yaması ile verilsin. Bu takdirde 

)(, MXX vu F��  ve ^ ` )(,...,, 221 MNNN n
A

� �F  için  

2
2

222
2
221

1
22

2
22

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
12

1
12

2
2

112
2
111

1
11

2
11

1
11

...~
...~
...~

�
�

�
�

�
�

����*�* � 

����*�* � 

����*�* � 

n
n

vuvXvv

n
n

vuvXuv

n
n

vuuXuu

NLNLNLXXXX

NLNLNLXXXX

NLNLNLXXXX

v

u

u

                       (2.2.13) 

dir (Gray 1993). 

Böylece (2.2.13), (2.2.6) ve (2.2.7) denklemleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

Sonuç 2.2.7.:   yüzeyi           regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde 

 (     )     
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 (     )     
       

            
                       (2.2.14) 

 (     )     
       

            
        

dir. 

Sonuç 2.2.8.:   yüzeyi           regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde  

 (     )         
       

     

 (     )         
       

                                  (2.2.15) 

 (     )         
       

    

dir. 

Sonuç 2.2.9.:      yüzeyi  regüler yaması ile verilsin.      ise bu takdirde 

vvvvuvuvvvvv

vvuvuuuvuvvu

vuuvuuuuuuuu

XXX
G

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

,1,1),(

,1,1),(

,1,1),(

�� 

�� 

�� 

                                              

(2.2.16) 

dir.

 İspat: (Bulca 2012).

 Tanım 2.2.10.:  (   ) (   )       regüler yaması ile verilen       yüzeyinin 

Gauss eğrilik fonksiyonu  

¦
�

 

� 
2

1

2
1222112 ))((1 n

i

iii LLL
W

K                                                                          (2.2.17) 

dir (Mello 2009). 
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Tanım 2.2.11.:      yüzeyi  (   ) (   )       regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde her ^ ` )(, 21 MXX F�  ve ^ ` )(,...,, 221 MNNN n
A

� �F  ortonormal bazları için 

 ’nin ortalama eğrilik vektör alanı 

¦
�

 

 
2

1

n

i

NHH DD                                                   (2.2.18) 

dir. Burada  

� �¦
�

 

�� 
2

1
2212112 2

2
1 n

i

ELFLGL
W

H DDD
D                                                                        (2.2.19) 

 ’nin i.nci ortalama eğrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte  ’nin ortalama eğrilik 

fonksiyonu HH   dir (Mello 2003). 

Böylece aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

Sonuç 2.2.12.:      yüzeyi   (   ) (   )       regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde   ( )’nin bir          bazı için  ’nin Gauss eğriliği 

� �),(),,(),(),,(1
2 vuvuvvuu XXhXXhXXhXXh

W
K �                                     (2.2.20) 

dir (Bulca 2012). 

Sonuç 2.2.13.:      yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX ��  regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde   ( ) nin bir           bazı için  ’nin ortalama eğrilik vektörü 

� �),(),(2),(
2
1
2 uuvuvv XXGhXXFhXXEh

W
H �� 
&

              (2.2.21) 

dir (Bulca 2012). 

Tanım 2.2.14.:      yüzeyi ile normal demeti )(MAF ’nin eğrilik tensörleri 

sırasıyla 

> @ZZZZYXR YXXYYX ,),( �������                                      (2.2.22) 
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ve  

)(),,(),(),( MXAYhYAXhYXR AA �� F[[ [[                                     (2.2.23) 

şeklinde tanımlanır. Böylece her )(,,, MWZYX F�  ve )(, MA�FK[  için       

yüzeyinin Gauss ve Ricci denklemleri sırasıyla  

,),(),,(),(),,(,),( WYhZXhZYhWXhWZYXR �                                       (2.2.24) 

> @ YXAAYXR ,,,),( K[K[  A                                                                              (2.2.25) 

dir (Chen 1973). Burada > @,  Lie parantez operatörü  

> @
> @ XYYXXYYXYX

MMM

YX ��� � 
ou

,),(
)()()(:,

�

FFF
 

biçiminde tanımlanır.  

Eğer AR =0 ise   yüzeyi düz (flat) normal koneksiyonludur denir.  

Tanım 2.2.15.:      yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde )(MF  ve )(MAF  uzaylarının  ve ^ ` 21, �dd nN DD  ortonormal 

bazları için  ’nin normal eğriliği 

2/1
2

1

2

21 ,),(
¿
¾
½

¯
®
­

 ¦
�

� 

A
n

N NNXXRK
ED

DE                                                                      (2.2.26) 

şeklinde tanımlanır (DeSmet ve ark. 1999). 

Açıklama 2.2.16.:      yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde )(MF  ve )(MAF  uzaylarının  ve ^ `21,NN  ortonormal bazları 

için  ’nin normal eğriliği 

1221 ,),( NNXXRKN
A                                                                                     (2.2.27) 

şeklinde tanımlanır (Guadalupe ve Rodriguez 1983). 

2),(:),( RDvuvuX ��

^ `21,XX

2),(:),( RDvuvuX ��

^ `21,XX
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Önerme 2.2.17.:  (   )  regüler yaması ile verilen bir      yüzeyinin normal 
eğrilik fonksiyonu  

    (   
    

     
    

 )  (   
    

     
    

 )  (   
    

     
    

 )
                                           (2.2.28) 

dir. 

Sonuç 2.2.18.:      yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde 0 NK  olması için gerek ve yeter şart 0 AR  olmasıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2),(:),( RDvuvuX ��
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3.   ’DE ROTASYONEL YÜZEYLER 

3.0. Giriş 

Bu bölümde m-boyutlu Öklid uzayı   ’deki rotasyonel yüzeyler ele alınmıştır. 

Rotasyonel yüzeylere dair Gauss, ortalama ve normal eğrilikleri hesaplanmış ve bazı 

sonuçlar elde edilmiştir.  

n-boyutlu Öklid uzayı   ’deki rotasyonel yüzey tanımı N. H. Kuiper tarafından 1970 

yılında aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

          ,       n+d  boyutlu Öklid uzayının kartezyen koordinatları 

             ve ortonormal bazları   ⃗   ⃗     ⃗    olmak üzere         yüzeyi 

 (   )   ( )      ( ) ( )        (3.0.1) 

yamasıyla verilsin. Burada 

 ( )  (  ( )     ( )     )        (3.0.2) 

olmak üzere   yüzeyinin  ( )   ( )      ( ) ⃗    profil eğrisi (yarıçap vektörü) 

birim hızlı olsun.  Ayrıca  

 ( )  (        ( )     ( ))        (3.0.3) 

şeklinde tanımlanan    ( ) vektör fonksiyonu 

‖ ( )‖    ‖  ( )‖            (3.0.4) 

olmak üzere          birim küresi üzerinde bir eğri belirtir. Böylece   profil 

eğrisinin   küresel eğrisi etrafında döndürülmesiyle oluşan   yüzeyine     ’de 

rotasyonel yüzey adı verilir (Kuiper 1970).  

Aşağıdaki alt bölümlerde sırasıyla   ,   ve     ’deki rotasyonel yüzeyleri ele 

alınmıştır. 
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3.1.     ’de Rotasyonel Yüzeyler  

Giriş bölümünde verilen rotasyonel yüzey tanımının   ’deki versiyonu aşağıdaki 

tanımdaki gibi yorumlanabilir. 

Tanım 3.1.1.:           ,  ( )  (  ( )   ( ) ) birim hızlı regüler eğrisinin 

 ( )  (         ) birim çemberi etrafında döndürülmesiyle elde edilen dönel yüzey            

                 (   )  (  ( )   ( )        ( )     )              (3.1.1) 

parametrizasyonuna sahip olup   ’de rotasyonel yüzey belirtir. 

     rotasyonel yüzeyinin tanjant uzayı, 

           (   
 ( )    

 ( )         
 ( )      )  

   (        ( )         ( )     )  

vektör alanları ile gerilir. Böylece,   ’deki standart iç çarpım yardımıyla  ’nin 1. 

temel form katsayıları; 

     〈        〉    , 

     〈        〉    ,             (3.1.2) 

     〈        〉  (  ( ))  

olarak bulunur.  Ayrıca,   eğrisi birim hızlı olduğundan 

  
 ( )    

 ( )    

dir. Bununla birlikte  (   ) regüler olduğundan 

‖      ‖   √          
    ( )    

olmalıdır. Böylece,  ’nin normal uzayı, 

             (   )  
      

‖      ‖
 (   

 ( )    
 ( )         

 ( )      )                             

vektör alanı ile gerilir. 
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Ayrıca  (   )’nin 2.mertebeden kısmi türevleri, 

                  (   )  (   
  ( )    

  ( )         
  ( )      )  

               (   )  (       ( )          ( )     ), 

    (   )  (     ( )         ( )      )  

dir. Buradan,   yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 

    〈    (   )  (   ) 〉     ( )  

    〈    (   )  (   ) 〉 = 0,        (3.1.3) 

    〈    (   )  (   ) 〉     
 ( )   ( ) 

şeklinde elde edilir. Burada, 

  ( )      
 ( )     ( )     

  ( )    ( )       (3.1.4) 

  eğrisinin Frenet eğriliğidir. 

Böylece, (3.1.3) eşitlikleri (2.2.17) ve (2.2.18)’de yerine yazılırsa yüzeyin Gauss 

eğriliği; 

        ( )
   ( )

           (3.1.5) 

ve ortalama eğriliği ise 

       ( )   ( )   ( )
   ( )

         (3.1.6) 

dir (Bulca ve ark. 2009). 

Böylece (3.1.5) ve  (3.1.6) yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde edilmiş olur. 

Teorem 3.1.2.: �M    yüzeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel 

yüzey olsun. Bu taktirde  ’nin Gauss eğriliği   olmak üzere, 

    ( )     ( )             (3.1.7) 

dir.  
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Sonuç 3.1.3.: �M    yüzeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey 

olsun. Bu taktirde,   yüzeyi düz ise  

  ( )                      

dir. Böylece,  ’nin parametrizasyonu 

 (   )  (√    
       (      )      (      )     ) 

olarak bulunur. 

Düz rotasyonel yüzeylerle ilgili aşağıdaki sonuçlar V. Velickovic tarafından verilmiştir 

(Velickovic 2005). 

Sonuç 3.1.4.:      yüzeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir düz rotasyonel 

yüzey olsun.  Bu taktirde aşağıdaki ifadeler geçerlidir; 

i.  ’nin profil eğrisi   ( )  (        )  biçiminde ise   yüzeyi dairesel 

silindirin bir parçasıdır. 

ii.  ’nin profil eğrisi   ( )  (        ) biçiminde ise   yüzeyi düzlemin bir 

parçasıdır. 

iii.  ’nin profil eğrisi   ( )  (        ) biçiminde ise   yüzeyi dairesel koninin 

bir parçasıdır. 

Sonuç 3.1.5.:      yüzeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey 

olsun. Eğer   yüzeyi bir     sabit sayısı için  

   
 
   

biçiminde negatif Gauss eğriliğine sahip ise  

  ( )         (
 
 
)        (

 
 
)           

bulunur.  

Bununla birlikte 
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i. Eğer             ise    ( )        ⁄  dır. Bu durumda   yüzeyi 

parabolik pseudo-küresel yüzey olarak adlandırılır. 

ii. Eğer                ise    ( )        ( 
 
) olur ve   yüzeyi hiperbolik 

pseudo- küresel yüzey olarak adlandırılır. 

iii. Eğer              ise    ( )        ( 
 
)  olur ve   yüzeyi eliptik 

pseudo- küresel yüzey olarak adlandırılır. 

Örnek 3.1.6. : Rotasyonel yüzeyin profil eğrisi, 

 ( )  (∫√    

       ⁄         ⁄  ) 

traktriks eğrisi ise bu durumda dönel yüzey   ’de Beltrami yüzeyi olarak bilinir. Bu 

yüzeyin bir parametrelendirmesi, 

 (   )  (∫√    

       ⁄          ⁄            ⁄     ) 

şeklindedir. 

Sonuç olarak Beltrami yüzeylerinin Gauss eğriliği      
    dir. Bu nedenle Beltrami 

yüzeyleri parabolik pseudo-küresel yüzeyler sınıfına girmektedir. Pseudo-küre, 1868 

yılında Eugenio Beltrami tarafından incelenmiş olup hiperbolik geometri için bir model 

teşkil eder (Beltrami 1868). Bu çalışmalardan da bilindiği üzere pseudo-küre negatif, 

sabit Gauss eğriliğine sahip bir yüzeydir. 
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3.2.   ’de Rotasyonel Yüzeyler 

Bu bölümde 4-boyutlu Öklid uzayı   ’de rotasyonel yüzeyler ele alınmıştır. Bu 

yüzeyler profil eğrisi  ’nın karakterizasyonuna göre tanımlanmaktadır. Eğer   eğrisi 

uzay eğrisi ve küresel eğri    bir çember ise elde edilen yüzeye 1. tip rotasyonel yüzey 

denir. Eğer    düzlemsel eğri ve bununla birlikte küresel   eğrisi bir uzay eğrisi ise elde 

edilen yüzeye 2. tip rotasyonel yüzey denir. Bu yüzeyler sırasıyla aşağıda incelenmiştir. 

3.2.1. Birinci Tip Rotasyonel Yüzeyler 

Tanım 3.2.1.1:           ,  ( )  (   ( )   ( )   ( ) ) birim hızlı regüler 

eğrisinin  ( )  (         )  birim çemberi etrafında döndürülmesiyle elde edilen 

yüzey 

 (   )  (  ( )   ( )   ( )        ( )     )                         (3.2.1.1) 

parametrizasyonuna sahip olup bu yüzeye    ’de 1. tip rotasyonel yüzey denir. (3.2.1.1) 

parametrizasyonu ile verilen yüzeyler aynı zamanda   ’de küresel çarpım yüzeyleri 

olarak da adlandırılır (Bulca ve ark. 2012), (Ganchev, Milousheva 2008). 

       1. tip rotasyonel yüzeyinin tanjant uzayı, 

                     (   )  (   
 ( )    

 ( )   
 ( )         

 ( )      )  

  (   )  (          ( )         ( )     )  

vektör alanları ile gerilir. Böylece,   ’deki standart iç çarpım yardımıyla  ’nin 1. 

temel form katsayıları; 

    〈        〉    , 

    〈        〉    ,                            (3.2.1.2) 

    〈        〉  (  ( ))  

olarak bulunur.  

 (   )’nin 2. mertebeden kısmi türevleri, 
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                        (   )  (   
  ( )    

  ( )    
  ( )        

  ( )      )  

   (   )  (         ( )          ( )     ), 

   (   )  (       ( )         ( )      ) 

olarak bulunur. Bununla birlikte  ’nin normal uzayı ise, 

    
  

(   
  ( )    

  ( )    
  ( )        

  ( )      )              (3.2.1.3) 

    
  

(    
 ( )   

  ( )    
  ( )   ( )   

  ( )   ( )      ( )    ( )                   

              (   
 ( )  

  ( )    
  ( )   ( ))      (   

 ( )  
  ( )    

  ( )   ( ))      )  

vektör alanları tarafından gerilir. Burada   

   √(   
  )  (   

  )  (   
  )                  (3.2.1.4) 

  eğrisinin eğriliğidir.  

Bu takdirde   yüzeyinin ikinci temel form katsayıları; 

   
  〈    (   )   (   ) 〉    ( )  

   
  〈    (   )   (   ) 〉            

   
  〈    (   )   (   ) 〉   

   
  ( )  ( )
  ( )

 

   
  〈    (   )   (   ) 〉                     (3.2.1.5) 

   
  〈    (   )   (   ) 〉             

   
  〈    (   )   (   ) 〉   

   
  ( )   ( )
  ( )

 

olarak bulunur. Burada, 

  ( )      
 ( )     ( )     

  ( )    ( )               (3.2.1.6) 
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türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece, (3.2.1.2) ve (3.2.1.5) eşitlikleri (2.2.17) ve 

(2.2.18)’de yerine yazılırsa yüzeyin Gauss eğriliği; 

        ( )
   ( )

                   (3.2.1.7) 

ve ortalama eğrilik vektörü ise 

  ⃗⃗⃗   
 
{(    

  
)     ( )

   ( )  ( )   }               (3.2.1.8) 

dir (Bulca ve ark. 2012). 

Bu ifadelerden yola çıkılarak aşağıda bazı teorem ve sonuçlar elde edilmiştir. 

Teorem 3.2.1.2.:      yüzeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1. tip 

rotasyonel yüzey olsun. Bu durumda   yüzeyinin Gauss eğriliği yardımıyla, 

     ( )     ( )                     (3.2.1.9) 

elde edilir. 

Sonuç 3.2.1.3.:      yüzeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip rotasyonel 

yüzey olsun.   yüzeyinin düz olması için gerek ve yeter koşul  

  ( )         

olmasıdır. Burada          reel sabitlerdir. 

(3.2.1.8) eşitliğinden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.2.1.4.:      yüzeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir 1. tip 

rotasyonel yüzey olsun.   ’nin bir p noktasındaki ortalama eğriliği, 

    √(    
  

)
 
   

 ( )
    ( )   ( )                        (3.2.1.10) 

olur. 
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Teorem 3.2.1.5.:      yüzeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip rotasyonel 

yüzey olsun.   yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart  ’nin düz bir yüzey 

veya profil eğrisi  

  ( )  
  √      

 

√      (√                )       

  ( )  
 √      

 

√      (√                )               (3.2.1.11) 

  ( )   √              

olan bir yüzey olmasıdır. Burada                  reel sabitlerdir. 

İspat: ( )    yüzeyi   ’de minimal bir yüzey olsun. Bu durumda (3.2.1.10) 
eşitliğinden       

    ve        dir. Ayrıca  (3.2.1.6)’dan  

                  

olur. Buradan, bu denklemin çözümünden  

  (   )       (   )                          

elde edilir. Böylece, 

                                             (3.2.1.12) 

bulunur. Profil eğrisi   birim hızlı olduğundan (3.2.1.12) yardımıyla  

(    )(   )  (   )                   (3.2.1.13) 

elde edilir. Ayrıca, 

   
    

  
   

  
  (    )   (    )  (    )  

eşitlikleri kullanılarak  

    

  
   (    )   (    )  (    )                         (3.2.1.14) 

(    )(   )  (   )     

diferansiyel denklemleri elde edilir. (3.2.1.14) diferansiyel denklemlerinden 
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√  (   )

 

√                                                 (3.2.1.15) 

elde edilir. Basitliğin hatırına 

    
√  (   )

 

√                         (3.2.1.16)
  

alınsın. Ayrıca (3.2.1.16) eşitliğinin türevi alınırsa 

              

√    √  (   )
 
                          (3.2.1.17) 

elde edilir. Bu ifade (3.2.1.14) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

    (  (   )        )    

elde edilir. Buradan  

                 (  (   )        )    

olur. 

1. Durum:        olsun. Bu taktirde,         bulunur. Buradan     ’de düz 
bir yüzey olur. Bu ifade (3.2.1.15) ve (3.2.1.12)’de yerine yazılırsa   

   
√    

√    
    

ve  

                  
√    

√    
          

olarak bulunur. 

2. Durum:  (  (   )        )    olsun. Bu taktirde, diferansiyel denklemin 
çözümünden  

    √             

elde edilir. Son ifadenin türevinden elde edilen, 

      
    

√           
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eşitliği (3.2.1.14)’de yerine yazılırsa, 

    
 

√    √(    )    
 

bulunur. Buradan  

   
 

√    
  |

√                

 
|      

                                      
 

√    
  |√               |                | |    

dır. Ayrıca,           eşitliği kullanılırsa 

           
 

√    
  |√                |                    

şeklinde bulunur.  Böylece istenilen sonuç elde edilmiş olur.  

( )  Benzer şekilde görülür. □ 

Önerme 3.2.1.6.:      yüzeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1. tip 

rotasyonel yüzey olsun. Bu taktirde   yüzeyi düz normal koneksiyonludur.   

İspat:   yüzeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey olsun. Bu 

taktirde        ve    
     

    dir. Bu ifadeler (2.2.28) eşitliğinde yerine yazılırsa 

     elde edilir. □ 

Örnek 3.2.1.7.: Profil eğrisi, 

 ( )  (∫√    

       ⁄     ( )   ∫√    

       ⁄     ( )        ⁄ ) 

genelleştirilmiş traktriks eğrisi olan    ’deki yüzey  

  (   )  ∫√    

       ⁄     ( )  , 

  (   )  ∫√    

       ⁄     ( )  ,                        (3.2.1.18) 

  (   )       ⁄     , 

  (   )        ⁄      
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parametrizasyonuna sahip olup buna 1. tip genelleştirilmiş Beltrami yüzeyi adı verilir 

(Arslan ve ark. 2017). 

Sonuç 3.2.1.8.:   ’de tanımlanan  1. tip genelleştirilmiş  Beltrami yüzeyinin Gauss 

eğriliği sabittir; yani     
   dir. 

İspat: (3.2.1.7)  ve (3.2.1.18)  eşitliklerinden istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.1.9.:      yüzeyi (3.2.1.18) paremetrizasyonu ile verilen 1. tip Beltrami 

yüzeyi olsun. O halde, M’nin birinci ortalama eğriliği   ’in sıfıra eşit olması için gerek 

ve yeter koşul  ( ) açı fonksiyonunun 

  ( )  
 
   

(  ) 

   

eşitliğini sağlamasıdır. Burada 

 ( )  √    

       ⁄  

türevlenebilir bir fonksiyondur. 

İspat:  M yüzeyinin profil eğrisi  

  ( )  ∫√    

       ⁄     ( )  , 

  ( )  ∫√    

       ⁄     ( )  ,                        (3.2.1.19) 

  ( )       ⁄  

parametrelendirmesine sahiptir. Böylece (3.2.1.19), (3.2.1.1) ve (3.2.1.5)  ifadeleri 
(2.2.19)’da yerine yazılırsa istenen sonuç elde edilir. 

Örnek 3.2.1.10.: Profil eğrisi, 

  ( )  ∫√    

      ( 
 
)     ( )  , 

  ( )  ∫√    

      ( 
 
)     ( )  ,                        (3.2.1.20) 

  ( )      (
 
 
) 



26 
  

genelleştirilmiş küresel eğrisi olan    ’deki 1. tip rotasyonel yüzey  

  (   )  ∫√    

      ( 
 
)     ( )  , 

  (   )  ∫√    

      ( 
 
)     ( )  ,                        (3.2.1.21) 

  (   )      ( 
 
)     , 

  (   )      (
 
 
)      

parametrizasyonuna sahip olup buna 1. tip küresel yüzey adı verilir (Bayram ve ark. 

2017). 

Sonuç 3.2.1.11.:   ’de tanımlanan 1. tip küresel yüzeyinin Gauss eğriliği sabittir; yani 

   
   dir. 

İspat: (3.2.1.7)  ve (3.2.1.21)  eşitliklerinden istenilen sonuç elde edilir.□ 

Sonuç 3.2.1.12.:   yüzeyi  (3.2.1.1) yamasıyla verilen 1. tip genelleştirilmiş küresel 

yüzey olsun.  ’nin ikinci ortalama eğriliği    sıfıra eşit ise bu taktirde  ( )  açı 

fonksiyonu bir reel sabittir.  

İspat: M yüzeyinin  profil eğrisi  

  ( )  ∫√    

      ( 
 
)     ( )  , 

  ( )  ∫√    

      ( 
 
)     ( )  ,                        (3.2.1.22) 

  ( )      (
 
 
) 

parametrelendirmesine sahiptir. Böylece (3.2.1.22), (3.2.1.1) ve (3.2.1.4)  ifadeleri 
(2.2.19)’da yerine yazılırsa istenen sonuç elde edilir.□ 
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3.2.2. İkinci Tip Rotasyonel Yüzeyler 

Tanım 3.2.2.1.: (3.0.2) parametrizasyonuyla verilen genelleştirilmiş rotasyonel 

yüzeyinde     ve     alındığında yarıçap vektörü, 

 (   )    ( )  ⃗⃗⃗⃗    ( ) ( )                 (3.2.2.1) 

parametrelendirmesiyle tanımlanan yüzeye   ’de 2. tip rotasyonel yüzeyi adı verilir. Bu 

durumda yüzeyin profil eğrisi, 

 ( )  (  ( )   ( )    ) 

yüzeyin küresel eğrisi ise 

 ( )  (    ( )   ( )   ( )) 

parametrizasyonuna sahip olur. 

‖ ( )‖   ,  ‖  ( )‖    

dir. Bununla birlikte   küresel eğrisinin Frenet denklemleri  

  ( )   ( ) 

  ( )     ( )   ( ) 

  ( )      ( ) 

şeklindedir. Literatürde (3.2.2.1) parametrelendirilmesiyle verilen 2. tip rotasyon yüzeyi 

meridyen yüzeyi olarak da bilinir (Ganchev ve Milousheva 2010), (Arslan ve ark. 

2014). M yüzeyinin tanjant uzayı, 

      ( )  ⃗⃗⃗⃗     ( ) ( )  

     ( )  ( ) 

vektörleri tarafından gerilir. 

Böylece M yüzeyinin birinci temel form katsayıları, 

    〈     〉    

    〈     〉    

            〈     〉    
 ( ) 

şeklinde hesaplanır. İkinci mertebeden kısmi türevler ise  

        ( )  ⃗⃗⃗⃗      ( ) ( )  
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       ( )  ( ) 

      ( )   ( ) 

dir. Ayrıca yüzeyin normal uzayı 

    ( )  

      ( )  ⃗⃗⃗⃗     ( ) ( ) 

vektörleri tarafından gerilir. Burada  ( )    küresel eğrisinin normal vektörüdür. 

O halde,  M yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 

   
  〈      〉     

   
  〈      〉     

   
  〈      〉    ( )  ( )                                    (3.2.2.2) 

   
  〈      〉     ( )  

   
  〈      〉    

   
  〈      〉     ( )  ( ) 

elde edilir. Burada, 

  ( )  √  
  ( )    

  ( )    
  ( )  

  küresel eğrisinin eğriliği ve 

  ( )     ( )    ( )      ( )   ( )              (3.2.2.3) 

  profil eğrisinin eğriliğidir. 

Böylece (3.2.2.2) ve (2.2.17) eşitlikler yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.2.2.2.:      yüzeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip 

rotasyonel yüzey olsun.   yüzeyinin Gauss eğriliği   olmak üzere, 

    ( )     ( )                 (3.2.2.4) 

dir. 

(3.2.2.2) ve (2.2.28) eşitlikler yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.2.3.: (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip rotasyonel yüzeyi düz 

normal koneksiyonludur. 

Benzer şekilde (3.2.2.2) ve (2.2.18) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 
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Teorem 3.2.2.4.:      yüzeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip 

rotasyonel yüzey olsun. M yüzeyini ortalama eğrilik vektörü  ⃗⃗⃗  

  ⃗⃗⃗   
   ( ) {  ( )   (   ( )    ( )  ( ))  }              (3.2.2.5) 

dir. 

Teorem 3.2.2.5.:      yüzeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip 

rotasyonel yüzey olsun.  ’nin bir p noktasındaki ortalama eğriliği, 

 ‖ ‖  
  

 ( ) (   ( )   ( )  ( ))
 

   ( )                (3.2.2.6) 

dir. 

Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 3.2.2.6.:       yüzeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip rotasyonel 

yüzey olsun. Bu durumda   yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart   

eğrisinin küre üzerinde büyük çember ve   profil eğrisinin  

  ( )  √      
   (√                )                 (3.2.2.7) 

  ( )   √            

parametrizasyonlu olmasıdır. Burada        ve    reel sabitlerdir. 

İspat : ( )    yüzeyi    ’de (3.2.2.1) parametrizasyonuyla verilen minimal bir yüzey 

olsun. O halde (3.2.2.6) ifadesi gereği      ve    ( )    ( )  ( )    elde edilir. 

Burada (3.2.2.3)  ve   nın birim hızlı olması kullanılırsa 

(   ( ))
 
   ( )    ( )    

elde edilir. Bu denklemin çözümünden kolayca (3.2.2.7)  parametrizasyonu elde edilir. 

( ): Benzer şekilde görülür.□ 

Örnek 3.2.2.7.: Profil eğrisi (2.1.17) parametrizasyonuna sahip traktriks eğrisi 

alındığında   ’deki 2. tip rotasyonel yüzeyi   

  (   )  ∫√    

       ⁄    , 

  (   )        ⁄   ( )                                       (3.2.2.8) 
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  (   )        ⁄   ( )  

  (   )        ⁄   ( ) 

parametrizasyonu ile ifade edilir. Bu yüzeye genelleştirilmiş 2. tip Beltrami yüzeyi 

denir.  

Sonuç 3.2.2.8.:   ’de genelleştirilmiş 2. tip Beltrami yüzeylerinin Gauss eğriliği 

sabittir ve     
   dir. 

İspat: Böylece (3.2.2.8) ve   (2.2.17) ifadeleri kullanılarak istenilen sonuç elde edilir.□ 

Örnek 3.2.2.9.: Profil eğrisi, 

  ( )  ∫√    

      ( 
 
)   , 

  ( )      ( 
 
)                                                                                                 (3.2.2.10) 

çember olan    ’deki 2. tip rotasyonel yüzey  

  (   )  ∫√    

      ( 
 
)    , 

  (   )       ( 
 
)   ( )                                     (3.2.2.11) 

  (   )       (
 
 
)  ( )  

  (   )       (
 
 
)  ( ) 

parametrizasyonuna sahip olup buna 2. tip küresel yüzey adı verilir (Bayram ve ark. 

2017). 

Önerme 3.2.2.10.:     , (3.2.2.11) parametrelendirilmesiyle verilen 2. tip küresel 

yüzey olsun. O halde   yüzeyinin Gauss eğriliği 

       ( )

    ( 
 )

                 (3.2.2.12) 

dir. Burada, 

  ( )   
 
    ( )    (

 
 
)  

 
 
   ( )    (

 
 
) 
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  profil eğrisinin eğriliğidir. 

İspat.     , (3.2.2.11) parametrelendirilmesiyle verilen yüzeyin kısmi türevleri, 

     ( ) ⃗  
 
 
   (

 
 
)  ( )  

       (
 
 
)   ( )  

       ( ) ⃗  
 
     (

 
 
)  ( )  

     
 
 
   (

 
 
)   ( )  

        (
 
 
)    ( ) 

şeklinde elde edilir.   yüzeyinin normal uzayını geren vektör uzayı ise 

    ( ) 

    
 
 
   (

 
 
)  ⃗    ( ) ( ) 

olur. Burada   ( ),   küresel eğrisinin normal vektörüdür. 

  yüzeyinin 1. temel form katsayıları, 

    〈  (   )   (   )〉     

    〈  (   )   (   )〉                 (3.2.2.13) 

    〈  (   )   (   )〉        (
 
 
)  

2. temel form katsayıları, 

   
     

     
     

   
    ( )     ( 

 
)             (3.2.2.14) 

   
     ( )   
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    ( )    (

 
 
) 

elde edilir. Buradan (3.1.4) kullanılarak 

  ( )   
 
    ( )    (

 
 
)  

 
 
   ( )    (

 
 
) 

elde edilir. (3.2.2.13) ve (3.2.2.14) ifadeleri (2.2.17)’de yerine yazılırsa istenen sonuç 

elde edilir.□ 
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3.3.     ’de Rotasyonel Yüzeyler 

Bu kısımda, giriş bölümünde tanımlanan     ’deki rotasyonel yüzeyler ele alınacaktır. 

       yüzeyi (3.0.1) koordinat yaması ile verilen bir rotasyonel yüzey olsun.   

yüzeyinin tanjant uzayı, 

      ( )      
 ( ) ( )         (3.3.1) 

       ( )  ( ) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece,     ’de ki standart iç çarpım yardımıyla  ’nin 1. 

temel form katsayıları; 

     〈        〉    , 

     〈        〉    ,         (3.3.2) 

    〈        〉      
 ( ) 

olarak bulunur.  (   )’nin 2. mertebeden kısmi türevleri, 

        ( )      
  ( ) ( ) 

         
 ( )  ( )          (3.3.3) 

        ( )   ( ) 

şeklinde elde edilirken,  ’nin ikinci temel form dönüşümü, 

 (     )       
   

〈      〉    
   

〈      〉  , 

 (     )       
   

〈      〉    
   

〈      〉        (3.3.4) 

 (     )      
 

   
〈      〉   

 
   

〈      〉   

dir. (3.3.1) - (3.3.3) yardımıyla (3.3.4) eşitliği 

 (     )      

 (     )              (3.3.5) 
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 (     )              
    

halini alır. Ayrıca (3.3.5)’in ikinci eşitliğinden ve (2.2.10) eşitliğinden                       

          için    
    olduğu görülür. Böylece          

     (   ) 

normal vektörleri için (2.2.23) denklemi, (2.2.25) Ricci denklemi ve 

 (        )  ∑ {∑    
       

  
     } 

                 (*) 

 (        )  ∑ { ∑    
       

 
 

     

}
 

   

   

dir. Böylece (2.2.21) ve (2.2.24) Ricci denklemleri kullanılarak 

〈  (     )     〉  〈              〉                                (**)  

                                       〈 (        )   〉  〈 (        )   〉 

bulunur. Buradan (*) eşitlikleri (**) da yerine yazılırsa, 

 〈  (     )     〉    

elde edilir.Dolayısıyla (3.0.1) parametrizasyonu ile tanımlanmış rotasyonel yüzeyin 

normal eğriliği (2.2.27) gereği sıfır olur. 

Böylece aşağıdaki sonuç verilir. 

Teorem 3.3.1.:  ,      ’de (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey 

ise   yüzeyi düz normal koneksiyona sahiptir. 

Buradan (3.3.2) ve (3.3.5) eşitlikleri (2.2.20) ve (2.2.21) de yerine yazılırsa yüzeyin 

Gauss eğriliği   ve ortalama eğrilik vektörü  ⃗⃗⃗, 

       
  

    
                    (3.3.6) 

  ⃗⃗⃗   
    

          
             

                    (3.3.7) 
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elde edilir. Böylece (3.3.1) ve (3.3.3) denklemleri (3.3.7)’de yerine yazılarak 

      ⃗⃗⃗     ( )  ((    
 )      

  ) ( )         ( )      
   ( )             (3.3.8) 

eşitliği bulunur. 

Bu ifadeler yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Teorem 3.3.2.:       , (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey 

olsun. Bu durumda  ’nin   Gauss eğriliği, 

    
  ( )       ( )                     (3.3.9) 

eşitliğini sağlar. 

Sonuç 3.3.3.:       , (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey 

olsun. Bu durumda  ’nin Gauss eğriliği     olması için gerek ve yeter şart 

    ( )                         (3.3.10) 

olmasıdır. 

Teorem 3.3.4.:  ,      ’de (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yüzey 

olsun.     ve     sırasıyla       eğrilerinin eğrilikleri olmak üzere  ’nin bir p 

noktasındaki ortalama eğriliği 

    
    

{  
      

 (  
    )  (    

 ) }
  ⁄

               (3.3.11) 

dir. 

İspat : (3.3.8) ve   
  〈       〉  yardımıyla istenilen sonuç elde edilir.□ 

Teorem 3.3.5.:      de (3.3.1) parametrizasyonu ile verilen bir   rotasyonel 

yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart  

                         (3.3.12) 

  
  

 
    

  (    
 )           
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olmasıdır.  Burada   sabit fonksiyondur. 

İspat: (3.3.1) parametrizasyonu ile verilen bir   rotasyonel yüzeyinin minimal olması 

için (3.3.11) eşitliğinden  

 
    

{  
      

 (  
    )  (    

 ) }
  ⁄

   

olmalıdır.  Buradan 

  
 ( )  (    

 ( ))
 
     

 ( ) (  
 ( )    ( ))     

elde edilir. Ayrıca     sabit olduğundan  

  ( )   , 

(    
 ( ))

 
     

 ( ) (  
 ( )    ( ))     

bulunur. Yukarıdaki  denklemde (3.3.6) eşitliği yerine yazılırsa 

  
  

 
    

  (    
 )           

  ( )      

elde edilir.  

Örnek 3.3.6.:      genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin yarıçap vektörü, 

 (   )    ( )  ⃗⃗⃗⃗    ( ) ( )                          (3.3.13) 

halini alır. Burada   ⃗⃗⃗⃗  (         ) birim vektördür. Bu durumda yüzeyin profil eğrisi, 

 ( )  (  ( )    ( )       ) 

ve birim hızlı küresel eğrisi ise 

 ( )  (    ( )   ( )   ( )   ( )) 

parametrizasyonuna sahip olur. 

Sonuç 3.3.7.:      yüzeyi (3.3.13) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel 

yüzey olsun. Bu durumda   yüzeyinin Gauss eğriliğinden 
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    ( )     ( )    

elde edilir. 

İspat: (3.3.9) dan kolayca görülür.□ 

Örnek 3.3.8.: Profil eğrisi  

 ( )  (∫√    

       ⁄         ⁄ )                (3.3.14) 

traktriks eğrisi olan ve  

  (   )  ∫√    

       ⁄   , 

  (   )       ⁄   ( ),                                                   (3.3.15) 

  (   )       ⁄   ( ), 

  (   )        ⁄   ( ), 

  (   )        ⁄   ( ), 

parametrelendirmesi ile verilen   rotasyonel yüzeyine   ’de genelleştirilmiş Beltrami 

yüzeyi adı verilir (Arslan ve ark. 2016). 

Sonuç 3.3.9.:   ’de tanımlanan genelleştirilmiş  Beltrami yüzeylerinin Gauss eğriliği 

sabittir; yani     
   dir. 

İspat: Teorem 3.3.2  gereği istenilen sonuç kolayca elde edilir.□ 

Örnek 3.3.10.: Profil eğrisi 

 ( )  (∫√    

      ( 
 
)        ( 

 
))                (3.3.16) 

  düzlemsel eğrisi olan ve 

  (   )  ∫√    

      ( 
 
)   , 

  (   )      ( 
 
)   ( ),                                                   (3.3.17) 

  (   )      ( 
 
)   ( ), 
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  (   )      ( 
 
)   ( ), 

  (   )      (
 
 
)  ( ) 

parametrelendirmesi ile verilen   rotasyonel yüzeyine   ’de genelleştirilmiş küresel 

yüzey adı verilir (Arslan ve ark. 2016). 

Sonuç 3.3.11.:   ’de (3.3.17) parametrelendirilmesiyle verilen genelleştirilmiş küresel 

yüzeyleri pozitif Gauss eğriliğine sabittir; yani    
   dir. 

İspat : Teorem 3.3.2 gereği istenilen sonuç kolayca elde edilir.□ 
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