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1. GIRIS

Bu ¢alismanin amacit R™’deki rotasyon yiizeylerinin bir siniflandirmasini vermektir.
Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

[k béliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliim temel kavramlardan ibaret olup iki kisimdan olusmaktadir. Birinci
kistmda R™’deki baz1 6zel egriler ele alinmistir. Ozellikle, R™’deki traktriks egrileri
incelenmistir. Bu tiir egrilerin parametrik gosterimleri ve egrilikleri verilmistir. Ikinci
kisimda R™’deki yiizeyler ile ilgili temel kavramlar tanimlanmis ve bunlarla ilgili bazi

temel Ozellikler verilmistir.

Uciincii boliimde R™ *deki rotasyon yiizeyleri ve bunlarin bir karakterizasyonu
verilmistir. Bu boliim ii¢c kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda R32’deki rotasyonel
yiizeyler ile ilgili temel tanim ve bilinen sonuglar verilmistir. Ikinci kisimda R*’deki
rotasyonel yiizeyler ve bunlar ile ilgili bazi &rnekler verilmistir. Uciincii kisimda ise
R™’deki rotasyonel yiizeyler ile ilgili sonuglar ve bazi 6rnekler verilmistir. Bu bolimiin

son kismi1 tamamen orijinal sonuglar igermektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.0. Giris

Bu boliimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teorem ve
tanimlar verilmistir. Bu boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kistmda R™*1°deki
egriler ve onlarin Frenet denklemleri ve egrilikleri ile ilgili temel esitlikler verilmistir.
Ikinci kisimda R™’deki yiizeylerin ikinci temel formu, Gauss ve Weingarten esitlikleri,
Gauss egriligi, ortalama egrilik ve normal egrilikleri ile ilgili temel kavramlar

verilmigtir.
2.1. R**1°de Egriler

y : I > R™"! regiiler parametrik bir egri olsun. Bu takdirde V t € I igin y nin yiiksek
mertebeden tiirevleri ¥’ (t), y"(t), ¥"'(t), .. ,y P (t), (d <n+1) lineer bagimsiz
ve ¥'(0), y" (@), "' (), ..., YD), y @V (t) lineer bagimli ise y egrisine d-rankl
Frenet egrisi ad1 verilir. Bu durumda d-rankli bir Frenet egrisi R®*1’in d-boyutlu alt
uzayinda yatacaktir. R"*1’in d-boyutlu alt uzaymi ¢,(t) ile gosterelim. Bu alt uzay
Y'@®,y" @),y (@), ...,y D (t) vektorleri ile gerildiginden ¢4(t)’ye y edrisinin d. nci
oskiilator uzayr denir. Agik olarak ¢, (t) € ¢,(t) € - < ¢4(t) dir.

Eger ¥, d-rankli bir Frenet egrisi ise y'(t), y"'(t), y""(t), ...,y D (t) vektorlerine
Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu uygulayarak V;(t),V,(t),V5(t),...,V,(t)
ortonormal d-gatis1 (Serret-Frenet vektorleri) elde edilir. Yani;

' E1 ()
Ev@) =v'(®), Vi(®) = o

YR S E(1)
E (t)=7r" 0= 2 (7). E\(1) —"= @2.1.1)
" ! o
Ve(t) = A5, 2 <k <d

dir (Gluck 1966).



Bu boliimde egrileri hizlarin gore birim hizli (yay-parametreli) ve keyfi hizli (keyfi

parametreli) olarak inceleyecegiz.

Tanmmm 2.1.1.:y : [ - R™! regiiler bir egri olsun. Eger y egrisinin yiiksek mertebeden

"

tiirevleri y' (¢), y (0), ¥ (£), ...,y (¢) lineer bagimsiz ise y’ya cenerik egri ( yada

oskiilator mertebesi d olan egri) denir (Vargas 2005).

Teorem 2.1.2.:y : [ » R"*1, d-rankli keyfi hizli bir Frenet egrisi olmak iizere y’nin

ortonormal catist V, (£), V,(t), Va(t), ... , V,(£) nin tirevleri v(t) = ||y’ ()| icin
Vi(t) = vk (O)V2(D),

Vi) = —v(O)r;i_1 (OVi_1 (1) + v(s)K;(O)Vi11 (D) (2.1.2)
Va(t) = =v(O)Ka-1(0)Va-1(6)

(2<i<d-1) dir. Burada ky,...,k4_1:1 = R fonksiyonlar1 y 'nin Frenet egrilik

fonksiyonlaridir.

Sonu¢ 2.1.3.: V,(t), V,(t), V5(t),..., V4(t) vektorlerine Frenet d-¢atis1 ve (2.1.2) deki

esitliklere de Frenet denklemleri ad1 verilir. Bu denklemler matris formunda asagidaki

sekilde yazilir;
VO] o o« . . 0o][ViO]
V2 (1) -5 0 K. .| V20
Vi) |=v()| . -k, . ) - V300 |. (2.1.3)
. . . Ky
vio) Lo o R 0 v,

Ag¢iklama 2.1.4.: y egrisinin hiz fonksiyonu v(t) = ||y’ (t)|| = 1 ise y egrisine birim

hizl egri denir. Birim hizli bir egrinin parametresi yay-parametresi olup s ile gosterilir.

Teorem 2.1.5.: y : [ - R™*1 d-rankli keyfi hizl1 bir Frenet egrisinin ortonormal gatisi

Vi(t), Vo (1), Va(t),...,Va(t) igin

F(®) =y®@®) — Xy @@, V;(0)) V;(©) (2.1.4)



olmak lizere

K (s) = kel g < p<g 1 (2.1.5)

IFelIF

dir (Hacisalihoglu 1983).

Tammm 2.1.6.: y : [ - R™! cenerik bir egri olsun. Bu taktirde y ’ya Vp € R**!
noktasindan ¢izilen tegetlerin uc¢ noktalarinin Dbirlestirilmesiyle elde edilen
f: R - R"1 egrisi R™1! ’in bir R™ alt uzaymnda yatiyor ise y egrisine

genellestirilmis traktriks egrisi denir. [ egrisi ise y nin iz vektorii olarak adlandirilir.
Traktriks egrisinin yarigap vektort,
y@) = (i), -, fas1 (W) (2.1.6)

parametrizasyonu ile tanimlansin. Bu durumda, y birim hizli oldugundan ||y’'(w)|| = 1

dir. Boylece, ¢ > 0 reel sayis1 i¢in y’nin iz vektorii 3;

) = v +y)W) = ((fy + W, o, (frsr + i) @) ) 2.1.7)

seklinde tammlanir. Dolasiyla, y € R"*? egrisinin genellestirilmis traktriks egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f egrisinin R™ alt uzayinda yatmasidir. Diger bir

deyisle

(for1 + cfue) @) =0
denkleminin saglanmasidir. Boylece, bu diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinden,
fa+1(u) = 2e7¥/¢ (2.1.8)

elde edilir. Burada A € R sabit bir fonksiyondur. O halde, y genellestirilmis traktriks

egrisinin yaricap vektori,

Y@ = (i), .., fu(w), Ae™/9) (2.1.9)

halini alir. Bununla birlikte, y egrisi birim hizli oldugundan



A+ o+ ()2 =1—Le2u/e (2.1.10)

esitligi gegerlidir.

Simdi, y egrisinin ilk n-bileseni

¢(w) = (fi(w), ..., fo(u), 0)

seklinde tanimlandiginda
y(w) = W) + e ey, (2.1.11)

dir. Burada
en+1 - (0,0, ,0,1)

birim vektordiir. Her iki tarafin normu hesaplanirsa (2.1.10) yardimiyla,

I’ WII? = 1 —Le2w/e 2.1.12)
esitligi elde edilir. Dolayisiyla, S iz egrisi

B=¢@+¢' W (2.1.13)
bi¢imine doniisiir. Diger taraftan, R"*1"de keyfi bir d birim vektorii

a(u) = (ay(w), ..., ap,(u); 0) (2.1.14)

olmak iizere ¢ vektor fonksiyonu

dpw) = [ /1 —Ze~2w/¢ G(u)du (2.1.15)

parametrizasyonuna sahip olur.

Ornek 2.1.7.: R?’deki bilinen traktriks egrisi

y(u) = <f ’1 - (’Z—j)e-zu/c a(u)du, )le‘“/c> (2.1.16)

yaricap vektori ile tanimlanir.



Ornek 2.1.8.: R3’deki genellestirilmis traktriks egrisi

fitw) = f /1 - i—ie‘zu/c cosa(u)du
fz(u) = f /1 - )C»_je—Zu/c sina(u)du (2.1.17)

fa(u) = Ae~W/¢
parametrizasyonuna sahiptir. Burada

a(u) = (cosa(u),sina(u); 0)
dir (Arslan ve ark. 2017).

Ornek 2.1.9.: R*’deki genellestirilmis traktriks egrisi

fitw) = j /1 — /Cl—ze‘zu/c cosa(u)du

f,u) = [ |1 —Ze 2w/e cosa(u)sina(u)du (2.1.18)
fz(w) = f /1 - i—je_zu/csmz a(u)du

faw) = e7w/e
parametrizasyonuna sahiptir. Burada
a(u) = (cosa(u), cosa(u)sina(u), sina(u); 0)

dir (Arslan ve ark. 2017).



2.2. R™de Yiizeyler

M yiizeyi X : U c R? - R" yamasi ile verilsin. M’nin p € X (u, v) noktasindaki teget
uzayr T,(M), X, ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Béylece M nin birinci temel

Jormu

I = Edu® + 2Fdudv+ Gdv’ (2.2.1)

esitligi ile hesaplanir. Burada

E=(X,.X,),
F=(X,X,), (22.2)
G=(X,X,)

1. temel form katsayilart olup <,> bir Oklid i¢ ¢arpimidir. Bununla birlikte (2.2.2)

yardimiyla

|x,xX | = EG - F? (2.2.3)

elde edilir. Eger X, x X, # 0 ise X(u,v) yamasi regiilerdir denir (Gray 1993).
Su andan itibaren aksi soylenmedikge X (u,v) yamasi regiiler kabul edilecektir ve

EG-F* =W’ (2.2.4)
ile gosterilecektir. Genelligi bozmadan M nin 1. temel form katsayilar

E=g11, F=g12 G=gp (2.2.5)
ile gosterilebilir.

Tamm 2.2.1.: M c R" yiizeyi X(u,v) regiiler yamas: ile verilen bir yiizey olsun.

R™’de Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda V X, X ; € y(M) lokal

vektor alanlart i¢in M ylizeyi lizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak

tizere M nin ikinci temel form doniigiimii

he g (M)x x(M) = 2*(M) ;h(X,,X )=V, X -V, X, (2.2.6)



bi¢ciminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.2.6) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 22.2.: M c R" yiizeyi X(u,v) regiiler yamas1 ile verilsin. Bu taktirde
N,,N,,...N,, M’ nin normal vektorleri ve VX, € y(M) olmak {izere M 'nin gsekil

operatorii doniigiimii

Ay (M)x x(M) > y(M); Ay X, =—V N, +Vy N, (2.2.7)

bigiminde tamimlanir. Burada A, X,, N, ’ya karsilik gelen sekil operatorii ve V" ise

y (M) normal demete ait normal koneksiyondur. Literatiirde (2.2.7) esitligi
Weingarten denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 2.2.3.: M c R" yiizeyi X (u,v) regiiler yamasi ile verilsin. X (#,v) yamasinin 2.

mertebeden kismi tlirevler1 X, ,X, ,X, ve normal vektor alanlann N,N,,...,N, ,

uu uv?

olmak iizere M nin ikinci temel form katsayilari

Lfl :<qu’Na>’
L,=(X,.,N,), 1<a<n-2 (2.2.8)
L(;Z =<va’Na>

seklinde tanimlanir (Mello 2003).

Herhangi X, X eT,(M) i¢in

<Ay X, X, >=<h(X,X),N,>=L ,1<i,j<2,1<a<n-2, (2.2.9)

ij 2
esitligi elde edilir. Burada

h(X;,X;) =303 LEN, , 1<i,j <2 (2.2.10)
dir.

Tamm 2.2.4.: M c R" yiizeyi X (u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Bu durumda M nin

Christoffel sembolleri 1"; (1<4,j,k<2)



w1 _GE,~2FF,+FE, ., 2EF,-EE,-FE,
11 2 11 2
2AEG-F?) 2AEG-F?)
1, - OB, IG, rg = LG FE 2.2.11)
2AEG-F?) 2AEG-F?)
\ 2GF,-GG,-FG, _, EG,-2FF,+FG,
I = 3 I = 3
2EG - F?) 2AEG-F?)

bigiminde tanimlanir. Burada T, =T, ve I';, =T dir (Gray 1993).

Sonu¢ 2.2.5.: M c R" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. F = 0 i¢in M ’nin

Christoffel sembolleri

E 1

_E, 1 2
= e Sy X =T £ x X
11 2E E< uu u> 11 2G G< uv> u>
_E 1 . G _1
Lp=2p= E(Xw,xu> e G(XW,XV> (2.2.12)
G, 1 G 1
212 = 2E :_E< uv? v> 1—‘222 = :E< o v>

Ispat: (Bulca 2012)

Onerme 2.2.6.: M yiizeyi X: U € R? - R" regiiler yamasi ile verilsin. Bu takdirde
VX, X, €x(M) ve {N,,N,,..,N, ,}e y*(M) igin

qu =VXu‘Xvu =r111Xu +F121Xv +L111N1 +Lf1N2 +"'+L,111_2Nn—2
X, = %XMXV =TL,X, +T2X, +L,N, + LN, +..+ L;’N, (2.2.13)
X,=VyX, = ,X, +TX, +L,N,+L,N, +..+ L';)’N, ,

dir (Gray 1993).

Boylece (2.2.13), (2.2.6) ve (2.2.7) denklemleri yardimiyla asagidaki sonuglar elde

edilir.

Sonug 2.2.7.: M yiizeyi X: U ¢ R? - R" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. Bu
takdirde

h(Xy, X)) = LY Ny + L3 N, + ... + L¥%N,,_,



h(X,,X,) = L3,N; + L2,N, + ... + L5%N,_, (2.2.14)
h(X,, X,) = LY,N; + L3,N, + ... + L35%N,_,
dir.

Sonug 2.2.8.: M yiizeyi X: U ¢ R? - R" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. Bu
takdirde

h(Xoy, X)) = Xyu — T Xy — THX,

h(Xy, Xy) = Xy — Tio Xy — THX, (2.2.15)
h(Xy, Xy) = Xpp — T52Xy, — T X,

dir.

Sonug 2.2.9.: M c R" yiizeyi regiiler yamast ile verilsin. F = 0 ise bu takdirde

1 1
X ., X )=X—(X, ,X )X +—(X ,X )X
h( u?’ u) uu E< uu > u> u+G< uv? u> v
nX,,X,)=X,, —%(XW,XL)XM —é(XW,XV>XV (2.2.16)
1 1
X, X)=X_+—X X)X —(X ,X )X
h( v v) vv+E< uv? v> u G< v v> v

dir.
Ispat: (Bulca 2012).

Tamm 2.2.10.: X (u, v): (u,v) € U c R? regiiler yamast ile verilen M ¢ R" yiizeyinin
Gauss egrilik fonksiyonu
n—2

K= S (L = (L)) 22.17)

dir (Mello 2009).
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Tamm 2.2.11.: M c R" yiizeyi X(u,v): (u,v) € D € R? regiiler yamas1 ile verilsin.
Bu takdirde her {Xl,Xz}e x(M) ve {N,,N,,..,N, ,}e x*(M) ortonormal bazlar1 igin

M’nin ortalama egrilik vektor alant

. n—2
H=YHN, (2.2.18)
i=1
dir. Burada
1 n-2
Ho=o (Grs - 2FI% + EL2,) (2.2.19)
i=1

M’nin i.nci ortalama egrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M’ nin ortalama egrilik

Jonksiyonu H = Hﬁ” dir (Mello 2003).

Boylece agagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 2.2.12.: M c R" yiizeyi X(u,v): (u,v) € D C R? regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde T;,,(M)’nin bir {X,,, X,,} bazi i¢in M nin Gauss egriligi

1

K = (MK X)X X)) = (HK X)X X)) (2.2.20)

u?

dir (Bulca 2012).

Sonuc 2.2.13.: M c R" yiizeyi X (u,v):(u,v) € D < R? regiiler yamasi ile verilsin. Bu

takdirde T, (M) nin bir {X;, X;,} baz1 i¢in M nin ortalama egrilik vektori

H = 2vlvz (En(X,,X,)-2Fn(X,,X,)+Gh(X,,X,)) (2.2.21)
dir (Bulca 2012).

Tamm 2.2.14.: M c R" yiizeyi ile normal demeti y“ (M) ’nin egrilik tensérleri

sirastyla
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ve

R (X, )¢ =hX,A.Y)-h(Y,A.X), £ y™ (M) (2.2.23)

seklinde tanimlanir. Boylece her X,Y,Z,W e y(M) ve &,ne ;(l(M ) i¢gin M c R"

yiizeyinin Gauss ve Ricci denklemleri sirasiyla

(RIXY)Z,W)=(WX,W),h(Y,Z))—(h(X,Z),h(Y,W)), (2.2.24)
(R*X.1én)=([A. A ]x.Y) (2.2.25)

dir (Chen 1973). Burada [,] Lie parantez operatorii

[ ] 2 (M) — (M)
(X,Y)=[X,Y]=XY-yX=V,Y-V, X

bi¢iminde tanimlanir.

Eger R =0ise M yiizeyi diiz (flat) normal koneksiyonludur denir.

Tamim 2.2.15.: M c R" yiizeyi X (u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamasi ile verilsin. Bu
takdirde y(M) ve y“(M) uzaylarmin {X 1, X 2} ve {N,}1<a<n-2 ortonormal

bazlar1 i¢in M nin normal egriligi

K, ={ §<RL(X1,X2)Nﬂ,Na>2} (2.2.26)

l=a<p
seklinde tanimlanir (DeSmet ve ark. 1999).

Aciklama 2.2.16.: M c R* yiizeyi X (u,v):(u,v) € D < R’ regiiler yamasi ile verilsin.

Bu takdirde y(M) ve y“(M) uzaylarmm {X;,X,} ve {NI,NZ} ortonormal bazlari

icin M’nin normal egriligi
Ky =(R"(X,,X,)N,,N,) (2.2.27)

seklinde tanimlanir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).
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Onerme 2.2.17.: X(u,v) regiiler yamasi ile verilen bir M € R* yiizeyinin normal
egrilik fonksiyonu

— E(L1,L3,-15,L},)—F(L11L3,-151L},)+G(L1,15,~13,L],) (2.2.28)

Ky 3

dir.
Sonuc 2.2.18.: M c R* yiizeyi X (u,v):(u,v) € D < R” regiiler yamasi ile verilsin. Bu

takdirde K, =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart R* =0 olmasidur.
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3. R™DE ROTASYONEL YUZEYLER
3.0. Giris

Bu béliimde m-boyutlu Oklid uzayr R™ *deki rotasyonel yiizeyler ele almmustir.
Rotasyonel ylizeylere dair Gauss, ortalama ve normal egrilikleri hesaplanmis ve bazi

sonuclar elde edilmistir.

n-boyutlu Oklid uzayr R™’deki rotasyonel yiizey tanimi N. H. Kuiper tarafindan 1970

yilinda asagidaki sekilde tanimlanmustir.

R =R*@RY, d=>2 n+d boyutlu Oklid uzaymnin kartezyen koordinatlari
Rn+d

X1, X, ) Xpeq V€ ortonormal bazlar €j,é,, ..., €,,4 olmak ilizere M C ylizeyi
X(w,v) = () + frr1(Wp®) (3.0.1)
yamastyla verilsin. Burada

¢ = (i(w), ..., f(w);0,..0) (3.0.2)

olmak {iizere M ylizeyinin y(u) = ¢(u) + fr1(W)€,4q profil egrisi (yarigap vektorii)

birim hizli olsun. Ayrica

p(v) =(0,...,0; g1(v), ..., ga(v)) (3.0.3)
seklinde tanimlanan p = p(v) vektor fonksiyonu

le@Il =1, 1lp' Wl =1 (3.0.4)

olmak iizere S9! c R? birim kiiresi iizerinde bir egri belirtir. Bdylece y profil
egrisinin p kiiresel egrisi etrafinda dondiiriilmesiyle olusan M yiizeyine R™¢ *de

rotasyonel yiizey ad1 verilir (Kuiper 1970).

Asagidaki alt boliimlerde sirasiyla R3, R*ve R™"% °deki rotasyonel yiizeyleri ele

alinmistir.
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3.1. R3’de Rotasyonel Yiizeyler

Giris boliimiinde verilen rotasyonel yiizey tamimmn R3’deki versiyonu asagidaki

tanimdaki gibi yorumlanabilir.

Tamm 3.1.1.: y:Ic R — R? , y(uw) =(fi(w), fo(w)) birim hizli regiiler egrisinin

p(v) = (cos v, sin v) birim ¢emberi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey
X:D cR? - R3, X(u,v) = (fi(w), L) cosv, f,(u) sinv) (3.1.1)
parametrizasyonuna sahip olup R3’de rotasyonel yiizey belirtir.
M c RS2 rotasyonel yiizeyinin tanjant uzayi,

Xy =(fi'w), L' Wcosv, f,' (W) sinv),

X, =(0, — fL,(w)sinv, f,(u)cosv)

vektdr alanlan ile gerilir. Boylece, R3’deki standart i¢ ¢arpim yardimiyla M ’nin 1.

temel form katsayilari;
g1 =Xy, Xu) =1,
g1z =Xy, Xp) =0, (3.1.2)
922 = Xy, Xp) = (L(W)?
olarak bulunur. Ayrica, y egrisi birim hizli oldugundan
f1’(u)2 + le(u)z =1

dir. Bununla birlikte X (u, v) regiiler oldugundan

lXy X Xl = \/911922 —g122=fL(w) #0

olmalidir. Boylece, M nin normal uzayi,

_ Xu X X‘U _ 1A ! 1A .
N(u,v) = TS a (2w, —fi Wcosv,—f; (u)sinv)

vektor alani ile gerilir.
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Ayrica X (u, v)’nin 2.mertebeden kismi tiirevleri,
X wv) = (i"W), "W cosv, f," W) sinv),
Xuw(w,v) = (0,=f' (W) sinv, f,'(w) cosv),
Xow(w,v) = (0, —f2(w) cos v, —f,(w) sinv),
dir. Buradan, M yiizeyinin ikinci temel form katsayilari,
L1 = (X (u, ), N(w, v) ) = —k1(w),
Lz = (X, v),N(w,v) ) =0, (3.1.3)
Ly = { Xy, ), N(u,v) ) = fi'(u) f,(w)
seklinde elde edilir. Burada,
kW= f'WHW- "W W (3.1.4)
y egrisinin Frenet egriligidir.
Boylece, (3.1.3) esitlikleri (2.2.17) ve (2.2.18)’de yerine yazilirsa yiizeyin Gauss
egriligi;

f' (W)
K=-L2% 1.
f2(w) (3.1.5)

ve ortalama egriligi ise

frrw)—ic, (W) fo(u)
2H = 1.
) (3.1.6)

dir (Bulca ve ark. 2009).
Boylece (3.1.5) ve (3.1.6) yardimiyla asagidaki sonuclar elde edilmis olur.

Teorem 3.1.2.: M c R3 yiizeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel

yiizey olsun. Bu taktirde M’ nin Gauss egriligi K olmak {izere,
;W +KfHw)=0 (3.1.7)

dir.
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Sonug¢ 3.1.3.: M <R3 yiizeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey

olsun. Bu taktirde, M ylizeyi diiz ise
fr(u) =ciu+c,, c,c; ER

dir. Boylece, M ’nin parametrizasyonu

X(u,v) = < /1 —c2u+ ¢, (cuu+ ¢3) cos v, (cyu + ¢3) sin v)

olarak bulunur.

Diiz rotasyonel yiizeylerle ilgili asagidaki sonuglar V. Velickovic tarafindan verilmistir

(Velickovic 2005).

Sonu¢ 3.1.4.: M c R3 yiizeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir diiz rotasyonel

yiizey olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler gegerlidir;

i. M ’nin profil egrisi y(u) = (u + dy,c;) biciminde ise M yiizeyi dairesel
silindirin bir parcasidir.
ii.  M’nin profil egrisi y(u) = (dy, 1u + ¢;) bi¢iminde ise M yiizeyi diizlemin bir
parcasidir.
iii.  M’nin profil egrisi y(u) = (cyu, diu) bigiminde ise M yiizeyi dairesel koninin

bir pargasidir.

Sonug 3.1.5.: M c R3 yiizeyi (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey

olsun. Eger M ylizeyi bir ¢ > 0 sabit sayisi1 i¢in

1

K = - C_Z
biciminde negatif Gauss egriligine sahip ise

fo(u) = ¢4 cosh (%) + ¢, sinh (%), c1,¢; ER

bulunur.

Bununla birlikte
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i, Eger ¢ =—c,=1#0ise f,(u) = e %¢ dir. Bu durumda M yiizeyi

parabolik pseudo-kiiresel yiizey olarak adlandirilir.

i Eger ¢, =0, c; =A% 0ise fo(u) = Acosh (%) olur ve M yizeyi hiperbolik
pseudo- kiiresel yiizey olarak adlandirilir.

i, Eger ¢ =0, c;=2A%0ise f,(u) = Asinh(>) olur veM yiizeyi eliptik

pseudo- kiiresel yiizey olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.6. : Rotasyonel yiizeyin profil egrisi,

yw) = <] 11— ’Cl—je‘zu/c du, Ae w/¢ )

traktriks egrisi ise bu durumda dénel yiizey R3’de Beltrami yiizeyi olarak bilinir. Bu

yiizeyin bir parametrelendirmesi,

X(u,v) = <f ’1 —i—je‘zu/c du,le %/ cosv , e W/¢ sinv)

seklindedir.

- . - qea 1. :
Sonug olarak Beltrami yiizeylerinin Gauss egriligi K = —= dir. Bu nedenle Beltrami

yiizeyleri parabolik pseudo-kiiresel yiizeyler sinifina girmektedir. Pseudo-kiire, 1868
yilinda Eugenio Beltrami tarafindan incelenmis olup hiperbolik geometri i¢in bir model
teskil eder (Beltrami 1868). Bu ¢aligmalardan da bilindigi lizere pseudo-kiire negatif,

sabit Gauss egriligine sahip bir yiizeydir.
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3.2. R*’de Rotasyonel Yiizeyler

Bu boliimde 4-boyutlu Oklid uzayr R*’de rotasyonel yiizeyler ele almmustir. Bu
yiizeyler profil egrisi ¥ ’nin karakterizasyonuna gore tanimlanmaktadir. Eger y egrisi
uzay egrisi ve kiiresel egri p bir ¢cember ise elde edilen yiizeye 1. tip rotasyonel yiizey
denir. Eger y diizlemsel egri ve bununla birlikte kiiresel p egrisi bir uzay egrisi ise elde

edilen ylizeye 2. tip rotasyonel yiizey denir. Bu ylizeyler sirasiyla asagida incelenmistir.
3.2.1. Birinci Tip Rotasyonel Yiizeyler

Tamm 3.2.1.1: y:Ic R — R3, y(u) =( fi(w), L(w), f3(w) ) birim hizh regiiler

egrisinin p(v) = (cos v,sinv) birim ¢emberi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen

yiizey
X(w,v) = (fi(w), f2(w), fs(w) cos v, fs(u) sinv) (3.2.1.1)

parametrizasyonuna sahip olup bu yiizeye R*’de 1. tip rotasyonel yiizey denir. (3.2.1.1)
parametrizasyonu ile verilen yiizeyler ayn1 zamanda R*’de kiiresel ¢arpum yiizeyleri

olarak da adlandirilir (Bulca ve ark. 2012), (Ganchev, Milousheva 2008).
M c R*, 1. tip rotasyonel yiizeyinin tanjant uzay,
X v) = (fi' @), £/ @), f;' @) cosv, f3' W) sinv),

X,(u,v) = (0,0, — f3(w) sinv, fz(u)cosv)

vektor alanlari ile gerilir. Boylece, R*’deki standart i¢ garpim yardimiyla M nin 1.

temel form katsayilari;

911 =Xy, Xu) =1,

912 =Xy, X)) =0, (3.2.1.2)
922 = Xy, Xp) = (fs(w))?

olarak bulunur.

X (u, v)’nin 2. mertebeden kismi tiirevleri,
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Xuu(wv) = ("), 2" W), 3" Wcosv, f3" () sinv),
X, v) = (0,0,—f3'(w) sinv, f3'(u) cosv),
X, v) = (0,0, —f3(u) cosv,—fz(u) sinv)

olarak bulunur. Bununla birlikte M’nin normal uzay1 ise,

N; = Kiy(fl"(u), £, 3" Wcosv, 3" (w)sinv), (3.2.1.3)

N =2 (@) £ W) = £ @, A7 @AW - f'Gf W),

(A" @ -A"WhH'W)cosv, (A WE"W - A" @f'wW)sinv)

vektor alanlari tarafindan gerilir. Burada

Ky = (D24 (6,2 + ()2 (3.2.1.4)
y egrisinin egriligidir.

Bu takdirde M ylizeyinin ikinci temel form katsayilari;

L1y = (Xuu (W, v), Ny (u, v) ) = 1, (W),

L1z = (Xuw@Wv), N, (w,v) ) =0,

f3”(u)f3 (w)

L122 = (va(u! v),Nl(u, U) > = - KY(U)

L3 = (Xuu(u,v), N;(u,v) ) = 0, (3.2.1.5)

L212 = <Xuv(uf U),Nz(u, v) ) = 0;

- R ALOIAO)
L22 ( va (u! 17), NZ (u, U) > Ky (u)
olarak bulunur. Burada,
KW= fi'W ' W — "W W (3.2.1.6)
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tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece, (3.2.1.2) ve (3.2.1.5) esitlikleri (2.2.17) ve
(2.2.18)’de yerine yazilirsa ylizeyin Gauss egriligi;

A

K="tw (3.2.1.7)
ve ortalama egrilik vektorii ise
o — l E _ Ky (u)
H B 2 {(KV + Ky) Nl fz(u)Ky(u) NZ} (3.218)

dir (Bulca ve ark. 2012).
Bu ifadelerden yola ¢ikilarak asagida bazi teorem ve sonuglar elde edilmistir.

Teorem 3.2.1.2.: M c R* yiizeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1. tip

rotasyonel yiizey olsun. Bu durumda M yiizeyinin Gauss egriligi yardimiyla,
s (W +Kfs(w) =0 (3.2.1.9)
elde edilir.

Sonug¢ 3.2.1.3.: M c R* yiizeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip rotasyonel

yiizey olsun. M yiizeyinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
fs(w) =cu+c,

olmasidir. Burada c;, ¢, # 0 reel sabitlerdir.

(3.2.1.8) esitliginden asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.1.4.: M c R* yiizeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir 1. tip

rotasyonel yiizey olsun. M ’nin bir p noktasindaki ortalama egriligi,

2
= K KE (W)
2= \/<KV * Ky) + f2 Wiy 2 (W) (3.2.1.10)

olur.
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Teorem 3.2.1.5.: M c R* yiizeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip rotasyonel
ylizey olsun. M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart M 'nin diiz bir ylizey

veya profil egrisi

A ’Zc —c?
filw) = %ln(\/u2 +2ciu+2c, +u+ c1) +c5

2c,—c2

fo(w) = — ln(\/u2+201u+202+u+cl)+c4 (3.2.1.11)

(W) = £Ju? + 2cu + 2c,
olan bir yiizey olmasidir. Burada c;, ¢,, c3, ¢, Ve A reel sabitlerdir.

Ispat: (=): M yiizeyi R* ’de minimal bir yiizey olsun. Bu durumda (3.2.1.10)
esitliginden K = —Kyz ve Kk; = 0dir. Ayrica (3.2.1.6)’dan

ffs = fifi =0
olur. Buradan, bu denklemin ¢6ziimiinden

In(fy) + ¢, =In(f;) + ¢, ,cq,c, reel sabit
elde edilir. Boylece,
fi=Af; ;A= e2™ (3.2.1.12)
bulunur. Profil egrisi ¥ birim hizli oldugundan (3.2.1.12) yardimiyla
A+2)(H)*+ () =1 (3.2.1.13)

elde edilir. Ayrica,
i

f
k2= ")+ (LD + ()2

K =

esitlikleri kullanilarak
Bo= 20507 + (502 + (13 (3.2.1.14)

A+ 222+ ()2 =1

diferansiyel denklemleri elde edilir. (3.2.1.14) diferansiyel denklemlerinden
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2

H

, 1-(f4
fo=1"5%w

(3.2.1.15)

elde edilir. Basitligin hatirina

fl = J10) (3.2.1.16)

27 V1422

alinsin. Ayrica (3.2.1.16) esitliginin tiirevi alinirsa

f2” — f3f3 (3.2117)
VI+AZ 1-(f])

elde edilir. Bu ifade (3.2.1.14) esitliginde yerine yazilirsa,
A= fafs)=0
elde edilir. Buradan
fi'=0 yada (1—-(f)?*-fafs’) =0
olur.

1. Durum: f;' = 0 olsun. Bu taktirde, f; = au + b bulunur. Buradan M c R*’de diiz
bir ylizey olur. Bu ifade (3.2.1.15) ve (3.2.1.12)’de yerine yazilirsa

V1 —a?
1+ A2

fo = u+c

ve
V1 —a?
Vi+22’

fi=cqu+tc, =41 c, =Ac+d

olarak bulunur.

2. Durum: (1—(f3)?—f3f3') =0 olsun. Bu taktirde, diferansiyel denklemin
¢Oziimiinden

3 = +Ju? + 2c3u + 2¢,,
elde edilir. Son ifadenin tiirevinden elde edilen,

u+cg

fi=t
Ju? + 2csu + 2¢y4




esitligi (3.2.1.14)’de yerine yazilirsa,
_ c
V1+22/(u+ c3)? + 2

f2

bulunur. Buradan

c Ju? + 2cau+2c, +u+cy
f2= ln +C5
V1+22 c

c
= mlnwuz + 2cu + 2¢, +u+c3| + ¢ Cg = Cs — Injc|

dir. Ayrica, f{ = Af; esitligi kullanilirsa

fi=fid+ ¢y = ln|\/u2+Zc3u+2c4+u+c3|+cg, cg = C7 + Acg

c
V1442
seklinde bulunur. Boylece istenilen sonug elde edilmis olur.
(&): Benzer sekilde goriiliir. O

Onerme 3.2.1.6.:. M c R* yiizeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen 1. tip

rotasyonel yiizey olsun. Bu taktirde M yiizeyi diiz normal koneksiyonludur.

Ispat: M yiizeyi (3.2.1.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey olsun. Bu
taktirde g;, = 0 ve L}, = L3, = 0 dir. Bu ifadeler (2.2.28) esitliginde yerine yazilirsa
Ky = 0 elde edilir. o

Ornek 3.2.1.7.: Profil egrisi,

y(u) = (j /1 — }C‘—ze‘zu/c cosa(u)du,J fl - }C‘—;e‘zu/c sina(u)du, Ae"4/¢)
genellestirilmis traktriks egrisi olan R*’deki yiizey
x (u,v) = [ /1 - ’Z—ie‘zu/c cosa(u)du,
x,(u,v) = [ /1 - ’ge‘zu/c sina(w)du, (3.2.1.18)

x3(u,v) = le %€ cos v,

xs(u,v) = le ¥Csinv
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parametrizasyonuna sahip olup buna 1. tip genellestirilmis Beltrami yiizeyi ad1 verilir

(Arslan ve ark. 2017).

Sonu¢ 3.2.1.8.: R*’de tanimlanan 1. tip genellestirilmis Beltrami yiizeyinin Gauss

egriligi sabittir; yani K = — = dir.
Ispat: (3.2.1.7) ve (3.2.1.18) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir.

Sonuc¢ 3.2.1.9.: M c R* yiizeyi (3.2.1.18) paremetrizasyonu ile verilen 1. tip Beltrami
yiizeyi olsun. O halde, M’nin birinci ortalama egriligi H; ’in sifira esit olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul a(u) ag1 fonksiyonunun

, 1 (¢)?
a (U,)Z = C_Z — (pz

p(w) = |1 Le2ue

tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

esitligini saglamasidir. Burada

Ispat: M yiizeyinin profil egrisi

2

fiw=[ [1- ’Cl—ze‘zu/c cosa(u)du,

:

2

o) = [ |1 -%e 2/ sina(u)du, (3.2.1.19)

(4

:

fs(u) = Ae~w/¢

parametrelendirmesine sahiptir. Boylece (3.2.1.19), (3.2.1.1) ve (3.2.1.5) ifadeleri
(2.2.19)’da yerine yazilirsa istenen sonug elde edilir.

Ornek 3.2.1.10.: Profil egrisi,

fitw) = f\/l — 2 sin? (E) cosa(u)du,

c2 c

f2(w) = | \/ 1 - Zsin? () sina(wdu, (3.2.1.20)

fz(u) = Acos (%)
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genellestirilmis kiiresel egrisi olan R*’deki 1. tip rotasyonel yiizey

x,(u,v) = le - ’C‘—,jsin2 (%) cosa(u)du,

x,(u,v) = le - /’Cl—jsin2 (%) sina(u)du, (3.2.1.21)
x3(u, v) = Acos (g) cos v,

x4(u, v) = Acos (%) sinv

parametrizasyonuna sahip olup buna 1. fip kiiresel yiizey adi verilir (Bayram ve ark.

2017).

Sonug 3.2.1.11.: R*’de tanimlanan 1. tip kiiresel yiizeyinin Gauss egriligi sabittir; yani

K = dir.
Ispat: (3.2.1.7) ve (3.2.1.21) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir.o

Sonu¢ 3.2.1.12.: M yiizeyi (3.2.1.1) yamasiyla verilen 1. tip genellestirilmis kiiresel
yiizey olsun. M ’nin ikinci ortalama egriligi H, sifira esit ise bu taktirde a(u) ag1

fonksiyonu bir reel sabittir.

ispat: M yiizeyinin profil egrisi

filw) = f\/l - i—zsinz (%) cosa(u)du,

fLw) = f\/l — j—zsinz (%) sina(u)du, (3.2.1.22)

fz(u) = Acos (%)

parametrelendirmesine sahiptir. Boylece (3.2.1.22), (3.2.1.1) ve (3.2.1.4) ifadeleri
(2.2.19)’da yerine yazilirsa istenen sonug elde edilir.o
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3.2.2. ikinci Tip Rotasyonel Yiizeyler

Tanim 3.2.2.1.: (3.0.2) parametrizasyonuyla verilen genellestirilmis rotasyonel

ylizeyinde n = 1 ve m = 3 alindiginda yarigap vektorii,

X(u.v) = filwe] + fLwp®) (3.2.2.1)
parametrelendirmesiyle tanimlanan yiizeye R*’de 2. tip rotasyonel yiizeyi ad1 verilir. Bu

durumda yiizeyin profil egrisi,
y@) = (fi(w), f2(w); 0,0)

yiizeyin kiiresel egrisi ise

p(v) = (0; g,(v), g.(v), g3 (v))

parametrizasyonuna sahip olur.

ol =1, llp’W)Il =1

dir. Bununla birlikte p kiiresel egrisinin Frenet denklemleri
p'(wv) =T)
T'(v) = k,N(v) — p(v)
N'(v) = —k,T(v)
seklindedir. Literatiirde (3.2.2.1) parametrelendirilmesiyle verilen 2. tip rotasyon yiizeyi

meridyen yiizeyi olarak da bilinir (Ganchev ve Milousheva 2010), (Arslan ve ark.
2014). M ylizeyinin tanjant uzay,
Xy = fi'(Wer + ' (Wp)
Xy = Wp'W)
vektorleri tarafindan gerilir.
Boylece M yiizeyinin birinci temel form katsayilari,
911 = Xy Xu) =1
g1z = (X0, Xy} =0
922 = (X, Xp) = fzz(u)
seklinde hesaplanir. ikinci mertebeden kismi tiirevler ise

Xuu = f1" (el + " Wp )
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Xuw = ' Wp'(W)
X = f(Wp" )
dir. Ayrica yiizeyin normal uzayi
Ny = N(v),
N, = fo'(wWer — fi'(wpw)
vektorleri tarafindan gerilir. Burada N(v), p kiiresel egrisinin normal vektoridiir.
O halde, M yiizeyinin ikinci temel form katsayilari,
Lil = (Xuw Ny} =0,
Liz = (Xup, N1) = 0,
Lyy = (Xpp, Np) = 1, (V) fo (), (3.2.2.2)
12, = Ky Ng) = —1c, (),
Liz = (Xuw N2) = 0
L3; = (Xpu, N3) = fi (W) f> (W)

elde edilir. Burada,

k() = g7 (V)% + g7 (V)* + g5 (v)?
p kiiresel egrisinin egriligi ve
k(W) = fiWfR" W - ' W' W (3.2.2.3)
y profil egrisinin egriligidir.
Boylece (3.2.2.2) ve (2.2.17) esitlikler yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.2.2.: M c R* yiizeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip

rotasyonel ylizey olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K olmak {izere,
2 W+ KfHW)=0 (3.2.2.4)
dir.

(3.2.2.2) ve (2.2.28) esitlikler yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2.2.3.: (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip rotasyonel yiizeyi diiz

normal koneksiyonludur.

Benzer sekilde (3.2.2.2) ve (2.2.18) esitlikleri yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.
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Teorem 3.224.: M c R* yiizeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip

rotasyonel yiizey olsun. M yiizeyini ortalama egrilik vektorii H

H= ﬁ{xp(v)Nl + (fl’(u) — Kk, (Wf; (u)) Nz} (3.2.2.5)
dir.

Teorem 3.2.2.5.. M c R* yiizeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip
rotasyonel yiizey olsun. M nin bir p noktasindaki ortalama egriligi,

KB W) +(H -1y W)

2 _
4‘”I_Ill - fZZ(u)

(3.2.2.6)
dir.

Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.2.2.6.: M c R* yiizeyi (3.2.2.1) parametrizasyonu ile verilen 2. tip rotasyonel

yiizey olsun. Bu durumda M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart p

egrisinin kiire lizerinde biiyiik cember ve y profil egrisinin

fiw) = \2¢, — ¢? ln(\/u2 +2ciu+2¢c, +u+ cl) + ¢4 (3.2.2.7)

f,w) = +Ju? + 2ciu + 2c,

parametrizasyonlu olmasidir. Burada c,, ¢, ve c5 reel sabitlerdir.

Ispat : (=): M yiizeyi R*’de (3.2.2.1) parametrizasyonuyla verilen minimal bir yiizey
olsun. O halde (3.2.2.6) ifadesi geregi k, = 0 ve fi () — k, (v)f>(u) = 0 elde edilir.

Burada (3.2.2.3) ve y nin birim hizli olmasi kullanilirsa

! 2 1
(fz (u)) + LW =1
elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden kolayca (3.2.2.7) parametrizasyonu elde edilir.

(<): Benzer sekilde goriiliir.o

Ornek 3.2.2.7.: Profil egrisi (2.1.17) parametrizasyonuna sahip traktriks egrisi
alindiginda R*’deki 2. tip rotasyonel yiizeyi

x (u,v) = [ /1 _/ge—m/c du,

x,(u,v) = Ae”Vg, (v), (3.2.2.8)
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x3(u,v) = 7Wr‘_u/cgz(v);
x,(u,v) = )\e_“/cg3(v)

parametrizasyonu ile ifade edilir. Bu yiizeye genellestirilmis 2. tip Beltrami yiizeyi

denir.

Sonuc 3.2.2.8.: R*’de genellestirilmis 2. tip Beltrami yiizeylerinin Gauss egriligi

sabittir ve K = — Ciz dir.

Ispat: Boylece (3.2.2.8) ve (2.2.17) ifadeleri kullanilarak istenilen sonug elde edilir.o

Ornek 3.2.2.9.: Profil egrisi,

fitw) = f\/l — ’Z—:Sinz (%) du,
f2(u) = Acos (%) (322.10)

cember olan R*’deki 2. tip rotasyonel yiizey

x,(w,v) = le —’Z—Zsinz (%) du,

x,(u, v) = Acos (%) g1 (v), (3.2.2.11)
u

x3(u, v) = Acos (Z) g>(v),

x4(u, v) = Acos (%) gs(v)

parametrizasyonuna sahip olup buna 2. tip kiiresel yiizey ad1 verilir (Bayram ve ark.

2017).

Onerme 3.2.2.10.: M c R*, (3.2.2.11) parametrelendirilmesiyle verilen 2. tip kiiresel
yiizey olsun. O halde M yiizeyinin Gauss egriligi

_ Ky dr(w)
K= o) (3.2.2.12)
dir. Burada,
A, uy A, .U
K,(u) = — C—qu (u) cos (E) + Edb (u) sin (Z)
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y profil egrisinin egriligidir.

Ispat. M c R*, (3.2.2.11) parametrelendirilmesiyle verilen yiizeyin kismi tiirevleri,

u
c

X = /e~ 2sin (5) o),
X, = Acos (%) p'(v),
K = 88 ~ 505 (%) p ),

Xup = — % sin (%) p'(w),

Xy, = Acos (%) p"(v)

seklinde elde edilir. M ylizeyinin normal uzayini geren vektor uzay ise

N, = N(v)

My =~ 2sin (2) &, - ¢ o)

olur. Burada N (v), p kiiresel egrisinin normal vektoriidiir.

M yiizeyinin 1. temel form katsayilari,

gd11 = (Xu(ur V),Xu(u, v)) = 1:

912 = (Xu(u! v),Xv(u, U)> = 0:

922 = (Xv(ul v)le(ul v)) =

2. temel form katsayilari,
Lh = L%z = L%z =0,
Ly, = k,(v)A cos (%) )

Lzll = _K)/(u) )

A2 cos? (%)
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u
LY, = ¢'(u)Acos (E)
elde edilir. Buradan (3.1.4) kullanilarak
A uy A, o /u
K, (u) = — = ¢’ (u) cos (E) + Eqb (u) sin (E)

elde edilir. (3.2.2.13) ve (3.2.2.14) ifadeleri (2.2.17)’de yerine yazilirsa istenen sonug

elde edilir.o
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3.3. R**?°de Rotasyonel Yiizeyler
Bu kisimda, giris boliimiinde tanimlanan R™*%°deki rotasyonel yiizeyler ele alinacaktir.

M c R™"*? yiizeyi (3.0.1) koordinat yamasi ile verilen bir rotasyonel yiizey olsun. M

ylizeyinin tanjant uzayi,
Xy = ¢'(W + frr1Wp ) (3.3.1)
Xy = fn+1(u)pl(v)

vektor alanlar ile gerilir. Boylece, R**%’de ki standart i¢ carpim yardimiyla M nin 1.

temel form katsayilari;

g1 =Xy, Xu) =1,

g1z =Xy, X)) =0, (3.3.2)
922 = Xy , Xp) = fisa(W)

olarak bulunur. X (u, v)’nin 2. mertebeden kismi tiirevleri,

Xy = ¢”(u) + frifkl(u)p(v)
Xuw = fur1(Wp' (W) (3.3.3)
Xpy = fn+1(u)p”(v)

seklinde elde edilirken, M nin ikinci temel form doniisiimii,

1 1
h(Xw Xu) = Xuu — E(qu Xu>Xu + g_ (Xuv'Xu)Xv:

22

1 1
h(Xw Xv) = Xuy — g_ (Xuv'Xu)Xu - (Xuv'Xv)er (3.3.4)
11 922
1 1
h(Xv: Xv) = Xpp + _<Xuv'Xv)Xu - (va'Xv>Xv
911 922
dir. (3.3.1) - (3.3.3) yardimiyla (3.3.4) esitligi
h(Xu'Xu) = Xuu

h(X,,X,) =0 (3.3.5)
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h(Xv; Xv) =Xy + fn+1f7{+1Xu

halini alir. Ayrica (3.3.5)’in ikinci esitliginden ve (2.2.10) esitliginden
1<a<n+d-2igin Lf, = 0 oldugu goriiliir. Bdylece Ny, Ng € T;M; (a < )
normal vektdrleri i¢in (2.2.23) denklemi, (2.2.25) Ricci denklemi ve

h(Xu: ANaXU) = 27,£'=1{ 12"k=1 L%j'gjkl'il} Nﬁ )
n 2
h(Xv'ANaXu) = z z LclrjgjkLl’iZ Ns
5=1 \j k=1

dir. Boylece (2.2.21) ve (2.2.24) Ricci denklemleri kullanilarak

(Rl(Xva)Na:: NB) - ([ANQ:ANB]Xva> (**)

= (h(Xy, An Xy), Ng) — (h(Xy, Ay _Xu), Np)
bulunur. Buradan (*) esitlikleri (**) da yerine yazilirsa,
(Rl(Xw Xv)Nau Nﬁ) =0

elde edilir.Dolayisiyla (3.0.1) parametrizasyonu ile tanimlanmis rotasyonel yiizeyin

normal egriligi (2.2.27) geregi sifir olur.
Boylece asagidaki sonug verilir.

Teorem 3.3.1.: M, R™**%’de (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey

ise M ylizeyi diiz normal koneksiyona sahiptir.

Buradan (3.3.2) ve (3.3.5) esitlikleri (2.2.20) ve (2.2.21) de yerine yazilirsa yiizeyin

Gauss egriligi K ve ortalama egrilik vektorii H,

f'
K = —ﬁ (3.3.6)
— 1 ’
2H = K{va + fnz+1qu + fn+1fn+1Xu} (3.3.7)
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elde edilir. Boylece (3.3.1) ve (3.3.3) denklemleri (3.3.7)’de yerine yazilarak

2fnanH = p" ) + (frs1)? = [1K)P) + fr19” (W) + frs19' (W) (3.3.8)
esitligi bulunur.

Bu ifadeler yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.3.2.: M c R™"%, (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey

olsun. Bu durumda M’nin K Gauss egriligi,
far1 (W) + Kfpp (W) =0 (3.3.9)
esitligini saglar.

Sonu¢ 3.3.3.: M ¢ R**¢, (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey

olsun. Bu durumda M’nin Gauss egriligi K = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
far1(w) = au+b (3.3.10)
olmasidir.

Teorem 3.3.4.: M, R**%’de (3.0.1) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel yiizey
olsun. k, ve k, sirasiyla y ve p egrilerinin egrilikleri olmak lizere M ’nin bir p

noktasindaki ortalama egriligi

1 , 1/2
2H = —{ic} + fira (i} + 2K) = (fi42)%} (3.3.11)
dir.
Ispat : (3.3.8) ve ki = (X, Xy )* yardimiyla istenilen sonug elde edilir.o

Teorem 3.3.5.: R"*? de (3.3.1) parametrizasyonu ile verilen bir M rotasyonel

yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = a, (3.3.12)

{(fn+1)2 + 2fn+1fn+1 }

K
Y =
fn+1
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olmasidir. Burada a sabit fonksiyondur.

Ispat: (3.3.1) parametrizasyonu ile verilen bir M rotasyonel yiizeyinin minimal olmasi

icin (3.3.11) esitliginden

1

7 + fitea (o + 2K) - (Fra)?) " =0

olmalidir. Buradan

, 2
K2@) = (i @) = 20 @) (2 @) + 2K@W)) = @?
elde edilir. Ayrica a € R sabit oldugundan

Kp (v) =a,

(fr{+1(u))2 — fia1(w) (K%(u) + 2K(u)) = a?

bulunur. Yukaridaki denklemde (3.3.6) esitligi yerine yazilirsa

1
K]% = K{(fn’ﬂ)z + 2fni1fnr (@) — a*}

elde edilir.

Ornek 3.3.6.: M c R® genellestirilmis rotasyon yiizeyinin yarigap vektorii,

X(w,v) = fiwe; + f(wp) (3.3.13)
halini alir. Burada e; = (1,0, 0, 0, 0) birim vektordiir. Bu durumda yiizeyin profil egrisi,
y(w = (i), ,(w); 0,0,0)

ve birim hizli kiiresel egrisi ise
p() = (0;9:1(v), g2(v), g3(v), 94 (v))
parametrizasyonuna sahip olur.
Sonu¢ 3.3.7.: M c R® yiizeyi (3.3.13) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyonel

yiizey olsun. Bu durumda M yiizeyinin Gauss egriliginden
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2 (W) +Kf(w) =0
elde edilir.

Ispat: (3.3.9) dan kolayca goriiliir.o
Ornek 3.3.8.: Profil egrisi

y(w) = (f /1 — Le~2u/c dy, Ae‘“/c) (3.3.14)

traktriks egrisi olan ve

x(wv) = [ /1 —i—je‘zu/c du,

x,(u, v) = e WCq, (v), (3.3.15)
x3(u,v) = 2e7WC g, (v),
x,(u,v) = Ae g5 (v),
x5(u,v) = Ae™%Cg,(v),
parametrelendirmesi ile verilen M rotasyonel yiizeyine R>’de genellestirilmis Beltrami

yiizeyi ad1 verilir (Arslan ve ark. 2016).

Sonuc 3.3.9.: R>’de tamimlanan genellestirilmis Beltrami yiizeylerinin Gauss egriligi

sabittir; yani K = — Ciz dir.

Ispat: Teorem 3.3.2 geregi istenilen sonug kolayca elde edilir.o

Ornek 3.3.10.: Profil egrisi

y) = ( [ [1—Zsin? (%) du, cos (%)) (3.3.16)

y diizlemsel egrisi olan ve

91(v), (3.3.17)
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x4(u,v) = Acos (%) gs(v),
u
xs(u,v) = Acos (E) g.(v)
parametrelendirmesi ile verilen M rotasyonel yiizeyine R>’de genellestirilmis kiiresel

yiizey adi verilir (Arslan ve ark. 2016).

Sonug¢ 3.3.11.: R%’de (3.3.17) parametrelendirilmesiyle verilen genellestirilmis kiiresel
yiizeyleri pozitif Gauss egriligine sabittir; yani K = ch dir.

Ispat : Teorem 3.3.2 geregi istenilen sonug kolayca elde edilir.o
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