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1. GIRIS
Matematikte, geometri ile cebir arasinda ¢ok yakin iligkiler mevcuttur. Bir geometrik

yapiya karsilik koordinatlama halkasi denilen bir cebir sistemi bulunmaktadir.

Bu tezin temel amaci, koordinatlama halkasi bir boliimlii halka veya cisim olan yani bir

boliimlii halka veya bir cisim yardimiyla kurulan bazi geometrik yapilar1 incelemektir.

Verilen bilgilerin hemen hemen tamamu literatiirde mevcut olup, degisik kaynaklardan

derlenmistir.
Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

Ikinci béliimde tezde incelenecek olan koordinatlama halkalar1 ve geometrik yapilar ile

ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uclincti boltimde ise iki boyutlu geometrik yapilar olan afin ve projektif diizlemler
incelenerek bunlarin koordinatlama halkalar1 tizerinde calisilmistir. Afin diizlemde
verilen bir dogru iizerinde herhangi iki noktanin toplami ve c¢arpimi islemleri
tanimlanarak bu islemlere ait 6zellikler incelenmistir ve nihayetinde bu islemlere ait
ozelliklerin Dezargsel bir afin diizlemde bir boliimlii halka yapisi ortaya ¢ikardigi

gorilmiistiir.

Son boliimde ise iki boyutlu geometrik yapilar olan afin ve projektif diizlemlerin bir
genellemesi olarak diislinebilecegimiz afin ve projektif uzaylar incelenmistir. Bazi sonlu
projektif uzay orneklerinin de verildigi bu bdliimde, mertebesi k ve boyutu n olan bir
projektif uzayin toplam dogru sayisi, literatiirde bilinenden farkli bir ispat metodu

kullanilarak hesaplanmaistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bélimde tezde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu bilgiler

cebirsel kavramlar ve geometrik kavramlar halinde farkl iki kisimda ele alinacaktir.
2.1. Cebirsel Kavramlar

Bu kavramlar icin herhangi bir cebir kitabina bakilabilecegi gibi biz ( Fraleigh 1989 ) u

Oneriyoruz.

Tamm 2.1.1: S herhangi bir kiime olsun. $% den S ye herhangi bir fonksiyona S

uzerinde bir ikili islem ya da i¢ islem denir.

Tanim 2.1.2: S bos olmayan bir kiime ve 0: § X § — § bir i¢ islem olsun. Eger,
Gl)Hera,b,c e Siginao (boc) = (aob)ocdir.

G2)Hera € Sicina © e = e © a = a olacak bicimde en az bir e € S vardir.
G3)Hera € Sicina ' oa = a o a™! = e olacak bicimde en az bir a™! € § vardr.

sartlar1 saglaniyorsa, (S,0) ikilisine bir grup denir. G1 sartina o islemi igin
birlesme (asosyatiflik) 6zelligi, G2 sartin1 saglayan e elemanina o igleminin
etkisiz elemant, G3 sartindaki a~! elemanina da a elemanmin o islemine gore

ters elemant denir.

Tanmm 2.1.3: (§,0) grubunda her a,b € S igin, a © b = b © a sart1 saglaniyorsa S ye
degismeli (komitatif)grup yada Abel grubu denir.

Tamm 2.1.4: H herhangi bir kiime olsun. + ve - islemleri de bu kiime Gzerinde herhangi

iki ikili iglem olsun. Eger,
H1) (H,+) degismeli gruptur.
H2) - islemi birlesmelidir.

H3)Herx,y,ze Hicinx.(y +z) =x.y+x.zve y +z).x =y.x + z. x dir.



sartlar1 saglaniyorsa (H,+, -) sistemine bir halka denir. Carpma islemi degismeli ise
bu halkaya gismeli halka, carpma isleminin birim elemani varsa halkaya

birimli halka denir.
H3) sart1 ile verilen esitliklere sol ve sag dagilma kurallar1 denir.

Bir halkada toplama islemine gore etkisiz eleman 0 ile, ¢arpma islemine gore etkisiz
eleman, varsa, 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz elemana 6zdeslik elemant

denilmektedir.

Tanmm 2.1.5: (H — {0}, -) sistemi bir grup olan herhangi bir (H,+, ) halkasina bir
bolumli halka ya da aykiricisim ve garpma islemi degismeli olan bir boliimli

halkaya da bir cisim denir.

Buna gbre bolimlii halka ve cisim i¢in, dogrudan dogruya saglamasi gereken sartlar

yardimiyla, asagidaki tanimlar da verilebilir.

Tamm 2.1.6: B = (B, +, -) sistemi igin,

B1) (B, +) bir degismeli gruptur.

B2) (B — {0}, -) bir gruptur.

B3) Carpma islemi toplama islemi lizerine sagdan ve soldan dagilir.
sartlar1 saglaniyorsa, B ye bolimli halka veya aykiri cisim denir.
Tamm 2.1.7: F = (F, +, -) sistemi igin,

F1) (F,+) bir degismeli gruptur.

F2) (F — {0}, -) bir degismeli gruptur.

F3) Carpma islemi toplama islemi tizerine sagdan ve soldan dagilir.
sartlar1 saglaniyorsa, F ye bir cisim denir.

Tanimlarindan agik olarak goriildiigii gibi, boliimlii halka aslinda ¢arpma isleminde

degisme 6zelligi aranmayan bir cisimdir.



Tamm 2.1.8: Ozdeslikli bir halkada ¢arpma islemine gore tersi var olan elemanlara

birim eleman denir.

Tamim 2.1.9: (H,+, -) bir halka olsun. Eger, H nin bir H' alt kimesi H deki islemlerin
kendisine kisitlanmisi olan islemler altinda bir halka olusturuyorsa H' ye H nin bir

alt halkast denir.

Tanmm 2.1.10: (F,+, -) bir cisim ve (V,@) bir abel grubu olsun. Eger, x: F XV — V

dis islemi, heru,v € Vve a,f € F igin,
VD) ax(u@®v) = (a*u) ® (a*v).
V2) (a+B)xu = (a*u)® (B *uw.
V3) (a.B) *u = ax* (B *u).

V4) 1+ u = u. (1 € F 6zdeslik elemani)

esitlikleri saglanacak sekilde tanimlanmig ise V ye F cismi (izerinde bir vektor uzay:
denir. Bu vektor uzay1 Vp ile eger bir karisiklik olmayacaksa F cismi belirtilmeden

kisaca V ile gosterilir.
2.2. Geometrik Kavramlar

Bu kisimda verilecek kavramlar i¢in (Kaya 1992) ve (Batten 1986) calismalari esas

alinmustir.

Tamim 2.2.1: NV ile D elemanlarina sirasiyla noktalar ve dogrular denilen ayrik iki
kiime olsun. Ayrica adina iizerinde olma bagintist denilen €C V' X D bagintis1 gz
ontine alinsin. Bu durumda (I, D, €) Uclustine bir geometrik yapt denir ve herhangi
bir N noktasi ve d dogrusu i¢in (N, d) nin € de olmasi N € d ile gosterilip “N noktasi1 d
dogrusu tizerindedir.” veya “d dogrusu N noktasindan geger.” bi¢ciminde okunur. Bazen
U= (IV,D,€) yerine kisaca U= (N,D) yazilir ve U = (IN,D) uzay: olarak da

isimlendirilir.



Tammm 2.2.2: Asagidaki aksiyomlart saglayan bir U = (WV,D) uzaymma bir

yaklasik lineer uzay denir.
YL1) Her bir dogru tlizerinde en az iki nokta vardir.
YL2) Farkli iki noktadan en ¢ok bir dogru geger.

Gosterim: Bir U = (IV, D) bir yaklasik lineer uzayinin toplam nokta sayisi v veya |V|
ile, toplam dogru sayis1 b veya |D| ile gosterilir. U nun herhangi bir d dogrusunun
toplam nokta sayis1 v(d) veya |d| ile, herhangi bir N noktasindan gegen toplam dogru

sayist b(N) ile gosterilir.

Tamm 2.2.3: Bir U = (IV, D) yaklasik lineer uzaymin V' noktalar kiimesinin bir X alt
kiimesi “ Her M,N € X i¢cin MN € D dogrusunun tamami X te kapsanir. ” sartini

sagliyorsa X e, U nun bir alt uzay: denir.

Bir yaklasik lineer uzaym her zaman bulabilecegimiz alt uzaylari; @, bir nokta, bir

dogru ve uzayin kendisidir. Bunlara uzaymn asikar alt uzaylart denir.

Tamm 2.2.4: U = (IV, D) bir yaklasik lineer uzay olsun. V" deki noktalarin X kiimesini
kapsayan ancak X iizerindeki hi¢ bir alt uzay1 has olarak kapsamayan bir alt uzaya

X in kapanist denir. < X > ile gosterilir.
Tamm 2.2.5: Her x € X igin x €< X\{x} > ise X kimesine bagimsiz kiime denir.

Tamim 2.2.6: U bir yaklasik lineer uzay olsun. Kapanisi U ya esit olan bagimsiz bir B

kimesine U nun bir baz: denir.
Bir U yaklasik lineer uzayinin bazlari farkli sayida elemana sahip olabilir.

Tanmm 2.2.7: U bir yaklagik lineer uzay oldugunda, min{|B|: B, U nun bir bazidur}

sayisinin bir eksigine U nun boyutu denir.

Tanim 2.2.8: Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir U = (IV, D) uzayina bir lineer uzay

denir.
L1) Her bir dogru en az iki nokta kapsar.

L2) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.



Bu tanimdan bir lineer uzayin ayni zamanda bir yaklasik lineer uzay oldugu agikca

gorulmektedir.

Tamm 2.2.9: U bir lineer uzay, X, U da bir noktalar alt kiimesi, x ile y herhangi iki

nokta olmak Uzere,
"xg<X>vexe<XU{y}>=ye<Xu{x}>"

sartt her X kiimesi ve tim x, y noktalari i¢in gecerli ise U degisme 6zelligine sahiptir

denir.

Teorem 2.2.1: Sonlu bir U lineer uzayinda degisme o6zelligi gegerli ise U nun tim

bazlar1 ayn1 sayida elemana sahiptir.

Tanmm 2.2.10: Bir lineer uzayin V ve W gibi farkli iki alt uzay1 igin W < V olup
W c H C V ozelligindeki her H alt uzay1 icin H = V olmas1 gerekiyorsa V alt uzay1 W

alt uzaymi orter denir.
Diger bir ifade ile V ile W arasinda higbir alt uzay yoksa V, W yu Orter denir.

Tanim 2.2.11: Bir U lineer uzayimnin ortiisii oldugu bir alt uzaya U nun bir hiperdiizlemi

denir.

Tanmm 2.2.12: Asagidaki aksiyomlar1 gergekleyen bir U = (IV,D,€) geometrik

yapisina bir projektif diizlem denir.

P1) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.
P2) Farkli iki dogrunun en az bir ortak noktasi vardir.
P3) Herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Diger bir ifade ile P2 ve P3 aksiyomlarini saglayan bir lineer uzaya bir projektif dizlem
denir ve bir projektif diizlemde farkli iki dogrunun bir tek ortak noktasi olduguda iyi
bilinmektedir.

Bir projektif duzlemi U = (W, D, €) yerine Il = (NV, D, €) ile gosterecegiz.



Tanmm 2.2.13: Asagidaki aksiyomlar1 ger¢ekleyen bir U = (NV,D,€) geometrik

yapisina bir afin diizlem denir.
Al) Farkli iki noktadan bir tek dogru geger.

A2) Bir dogrunun disindaki bir noktadan gegen ve bu dogruya paralel olan bir tek dogru

vardir.
A3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.
c ve d gibi farkli iki dogrunun paralelligi c||d ile gosterilir.

Diger bir ifade ile A2 ve A3 aksiyomlarini saglayan bir lineer uzaya bir afin diizlem

denir.

Tammm 2.2.14: U ve U’ herhangi iki geometrik yapi olsun. U dan U’ ye; U nun
noktalarin1 U’ niin noktalarina, U nun dogrularint U’ niin dogrularina doniistiiren ve
tizerinde olma bagintisin1 koruyan birebir ve orten bir fonksiyon varsa bu geometrik

yapilar izomor ftur denir, bu fonksiyona da bir izomor fizm denir.

Tamim 2.2.15: A,B,C,A’, B’, C’ bir geometrik yapinin herhangi alt1 noktasi olsun. Eger
A, B, C dogrudas degilse {4, B, C} kiimesine bir iiggen denir. {A4,B,C} ve {A’,B’,C'}
ucgenleri icin A ile A, B ile B', C ile C' noktalarina bu tcgenlerin karsiulikli koseleri
denir. Eger M,A,A"; M,B,B’ ve M, C,C' nokta Ugllleri dogrudas olacak bigimde bir M
noktast varsa bu iggenler M den perspektiftir denir. Ayrica M noktasina
perspektiflik merkezi; AB ile A'B’, AC ile A’C’, BC ile B'C' dogru ikililerine bu
ucgenlerin  karsilikli kenarlart adi verilir. Bu tggenlerin karsilikli kenarlariin
P=ABNAB',Q=ACNAC',R=BCnB'C' arakesit noktalar1 dogrudassa, P, Q ve
R noktalarmin tizerinde bulundugu dogruya iiggenlerin perspektiflik ekseni denir.
Perspektiflik ekseni e dogrusu olan iki liggene e ekseninden perspektif Uggenler

denir.



Tamim 2.2.16 A4 ( Dezarg Aksiyomu ):
A bir afin duzlem ve {4, B, C} ile {A’, B, C'} A da herhangi iki ticgen olmak lizere

I. 1ki iicgenin karsilikli koselerini birlestiren dogrular paralel olsun. AB||A'B’ ve
AC||A'C" ise BC||B'C' dir.

I. {A,B,C} ve {A', B, C'} bir M merkezinden perspektif olup AB||A'B’ ve AC||A’C’ ise
BC||B'C’ dir.

Yukaridaki iki aksiyomu gercekleyen bir afin duzleme Dezargsel afin diizlem,
aksiyomu gerceklemeyen bir afin dizleme de Dezargsel olmayan afin dizlem

denir.

Tamim 2.2.17 A4’ ( Dezarg Aksiyomunun Karsit1 ): A bir afin duzlem ve {4, B, C} ile
{A’,B',C'} A da herhangi iki ticgen olmak (izere AB||A'B’, AC||A'C' ve BC||B'C’ olsun.
Bu takdirde ya AA'||BB’||CC' yadabir M € A icin AA'nBB'n CC' = M dir.

Teorem 2.2.2: Bir afin diizlemde A4 ve A4’ aksiyomlar1 birbirine denktir.

Tamim 2.2.18 P4 ( Dezarg Aksiyomu ): Bir projektif diizlemde * iki tiggenin karsilikli
koselerini birlestiren dogrular noktadas ise bunlarin karsilikli kenarlarmin arakesit
noktalar1 dogrudastir.” sartina Dezarg aksiyomu denir. Bu aksiyomu gergekleyen bir
projektif dizleme Dezarg Diizlemi, aksiyomu gerceklemeyen bir projektif diizleme de

Dezargsel olmayan projektif diizlem denir.



3. BAZI CEBIRSEL YAPILAR UZERINE DUZLEMLER

Bu boélimde iki boyutlu geometrik yapilari inceliyoruz. Bunlar afin diizlemler ve
projektif dizlemlerdir. Esas olarak afin ve projektif dizlemlerin, bélimli halkalar ve

cisimler {izerine koordinatlamalarimi ( Kaya 1992 ) kaynagini esas alarak inceleyecegiz.
3.1. Bolumli Halka Uzerine Kurulan Afin Duzlem

Once bir (B, +, -) boliimlii halkas: iizerine bir afin diizlemin nasil kurulacagini ele

alacagiz.

Bir B bolimlii halkasinin elemanlar ile asagidaki gibi olusturulan (I, D, €) geometrik
yapist A,B ile gosterilsin. A,B nin noktalar kiimesi V' ve dogrular kiimesi D ile

gosterilmek lzere

N ={(x»lxy €B},

D ={[m,k]| m,k € B} U{[a]| a € B} ve

€ C N X D lzerinde olma bagintisi, her (x,y) € N ve her [m, k], [a] € D icin
(x,y) e [m k] ©y=mx+kve(x,y) € [a] © x = a seklinde tanimlansin.

Bu sekilde olusturulan A,B geometrik yapisinin bir afin diizlem oldugunu teorem

olarak ifade edecegiz.
Teorem 3.1.1: A, B geometrik yapisi bir afin diizlemdir.

Ispat: A1) (x;,y;) Ve (x,,¥,) farkli iki nokta olsun. Eger x; = x, ise bu iki noktadan
gecen tek dogrunun [x4] oldugu agiktir. x; # x, olsun. Bu durumda verilen noktalardan
[a] bigimindeki dogru gecemez. Bu iki noktanin [m, k] tipinde bir dogru iizerinde

olmast i¢in (x1,y,) € [m, k] ve (x5, v,) € [m, k] bagintilarindan
vy, =mx; +k
ve 1)

y, =mx, + k



denklemlerinin gegerli olmasi gerektigi gortlir. Buradan y; —y, = m(x; — x,) ve
X, — x, # 0 oldugu icin m = (y; — y,)(x; — x,) ™ elde edilir. (1) in ilk denkleminde
bu deger kullanilarak k =y, —mx; bulunur. Bdylece m ve k tek tirlu
hesaplanabileceginden, (x;,y,) Ve (x,,y,) noktalarindan gegen dogrunun bir tek

oldugu goriiliir.

A2) [m, k] ve [a] gibi iki dogrunun (a, ma + k) ortak noktasi var oldugundan, farkli
tipteki iki dogru paralel olamaz. Burada 6nce [a], sonra [m, k] tipli dogrular1 ele alip

A2 aksiyomunu irdeleyecegiz.

1) (x,¥) noktasi, [a] dogrusu iizerinde olmayan bir nokta olsun. O zaman x # a dur.

(x,y) noktasindan gegen ve [a] dogrusuna paralel olan tek dogru [x] dir.

i) (x,y) € [m, k] olsun. u # m iken [u,r] ile [m, k] dogrularinin her zaman bir ortak
noktas1 bulunabileceginden (x,y) noktasindan gecen ve [m, k] dogrusuna paralel olan
bir dogru [m,r] tipinde olmalidir. Bu durumda (x,y) € [mrley=mx+r
denkleminden, r = y — mx bulunur. Dolayisiyla aranan paralel dogru [m,y — mx]

dogrusudur. Bu da A2 aksiyomunun gegerli oldugunu gésterir.

A3) 0,1 € B elemanlar1 kullanilarak yazilan (0,0),(0,1),(1,0) noktalar1 dogrudas

olmayan {i¢ noktadir. o

F bir cisim iken A,F afin diizlemi ayni sekilde kurulur. Sonlu bir bolimli halka
varolmadigi halde sonlu elemanli, sonsuz ¢oklukta cisim mevcuttur. p bir asal say1 ve n
pozitif tamsay1 olmak iizere Z,, ve GF(p™) seklinde p ve p™ elemanl: cisimlerin varligi
iyi bilinmektedir. Z, kimesi tzerinde cisim kurulurken p modullne gore toplama ve
carpma islemleri kullanilmaktadir ve GF (p™) Galois cisimleri, cisim genisletmesindeki
islemlerle kurulmaktadir. Dolayisiyla cisimleri, sonlu ve sonsuz cisimler diye iki sinifa

ayrrmak miimkiindiir.

Sonlu bir F cismi Uzerine kurulan A,F afin diizlemi ile ilgili baz1 sonuglar vermek

faydali olacaktir.
Teorem 3.1.2: F, n elemanli bir cisim olsun. A, F afin diizleminde,

a) Her dogru n tane nokta kapsar.
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b) Her noktadan n + 1 dogru geger.
¢) Toplam nokta sayis1 n? dir.
d) Bir d dogrusuna paralel dogru sayisi, d dahil, n dir.

e) Toplam dogru sayis1 n? + n dir.

Ispat: a) d, A,F de n tane nokta kapsayan bir dogru ve d’ A,F nin herhangi bir
dogrusu olsun. d ve d' Uzerinde olmayan bir M noktas1 alalim. iki durum séz

konusudur.
1. Durum: d ve d' paralel olsun

fid —d', f(X) =MXnd' = X' olacak sekilde tanimlanan f fonksiyonu birebir ve
ortendir. Aksi takdirde A1 ve A2 aksiyomlar ile geliski dogar. f birebir ve Orten

oldugundan d ve d' ayn1 sayida nokta kapsar. Yani |d'| = n dir.

2. Durum: d ve d' paralel olmasm. M den d ye cizilen paralel d’ dogrusunu B

noktasinda ve M den d' ye ¢izilen paralel d dogrusunu A noktasinda kessin. Bu takdirde

XMnd, X+Aise

gX) = .
. X =A ise

seklinde tanimhi g: d — d’ fonksiyonu birebir ve 6rtendir. Dolayisiyla |d| = |d'| = n
dir.

b) Bir d dogrusunun disinda bir N noktasi alalim. N noktast d dogrusunun tizerindeki
her bir nokta ile birlestirilerek N den gegen bir dogru olusturulabileceginden, N den
gecip d yi kesen dogru sayisi d nin nokta sayisina esittir, yani n dir. N den d ye bir tek

paralel ¢izilebileceginden N den gegen toplam dogru sayisi n + 1 dir.

C) N, A,F nin belli bir noktast olsun. Al geregi A,F nin tiim noktalar1 N noktasindan
gecen n + 1 tane dogrunun iizerindedir ve bunlarin her biri, N hari¢, n — 1 tane nokta

kapsar. Dolayistyla A, F nin toplam nokta sayisi
m—1Dn+1)+1=n?

olur.
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d) d yi kesen bir d' dogrusu alalim. A2 geregi d’ niin her noktasindan d ye bir tek
paralel cizilebilir ve d ye paralel olan her dogru d’ yii kesmek zorundadir. Yani, d

dahil, d ye paralel dogru sayis1 n dir.

e) A, F nin belli bir d dogrusunun her noktasindan, d hari¢, n tane dogru gectiginden d
yi kesen dogru sayis1 n? olup d ye paralel dogrularin sayis1 n dir. Dolayisiyla A, F nin

toplam dogru sayis1 n? + n dir. o

Bir A afin diizleminde bir dogru fiizerindeki nokta sayisina A afin diizleminin

mertebesi denir.

F bir cisim olmak tizere A,F afin duzleminin mertebesi ile F cisminin mertebesi ayni

sayidir.

Ornek 3.1.1: F=17,={01} olmak uzere A,F nin noktalar kiimesi
N ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} olup her nokta ikilisi bir dogru gosterir. Dolayisiyla
mertebesi 2 dir. Sekil 3.1.1 ile temsil edilebilir.

[0,1]

(0,1) (1,1)

[1,0
[0] [1]
[1,1]
1,0

(0,0) 00] (1,0

Sekil 3.1.1
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3.2. Bolumli Halka Uzerine Kurulan Projektif Duizlem

Bu kisimda bir boliimlii halka iizerine bir projektif diizlemin nasil kurulacagim

gosterecegiz.

(B,+, ) bir bolimlu halka olsun. " noktalar ve D dogrular kiimesi olarak asagidaki

gibi kurulsun. oo, B de kapsanan bir eleman olmak Uzere,
N ={(x,y)|x,y € B}U {(w)|u € B} U {(0)}
D = {[m,k]lm,k € B} U {[a]|a € B} U {[0]},

€EC IV X D lizerinde olma bagintisi, her (x,y), (u), () € NV ve her [m, k], [a], [o0] €
D icin,

(x,y) E[mkley=mx+k,
(xy)elalex=a,

(x,y) & [o] ,

W) €[ mk]ou=m,

(w) € [oo]

(W) € [a] ,

() € [a]

(0) € [o0]

() & [m, k]

sartlar1 ile tamimlansin. Bu sekilde elde edilen (WV,D, €) geometrik yapisi1 P,B ile
gosterilsin. Asagida teorem olarak ifade edecegimiz P,B nin bir projektif duzlem
oldugu Onermesinin ispat1 i¢in degisik projektif geometri kitaplarma bakilabilir. Biz

Turkce kaynak olarak ( Kaya 1992 ) yi 6neriyoruz.

Teorem 3.2.1: P, B bir projektif diizlemdir.
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(B,+, -) bolumli halkas1 tizerine asagidaki gibi kurulan P = (W', D’, €") geometrik
yapisinin da bir projektif diizlem oldugu iyi bilinmektedir. B* = B \ {0} olmak Uzere;

N, = {(xl,xz,x3)|x1,x2,x3 € B, (x11x21x3) * (0'0'0)' (xlfofx3) * (xl'xz'x3)7’»7” € B*}
D, = {[alﬂ a, a3]|a1r a,,as € B, [all as, a3] * [0'0'0]' [a1, a, a3] = S[al' a,, a3],s € B*}

€' lizerinde olma bagintis1 ise her (xi,x,,x3) €N ve her [as,a, a5] €D igin,

(x1,%x2,x3) €' [a,a,,a3] © ayx; + ayx, + azx; = 0 seklinde tanimlansin.
P = (WV',D’,€") projektif diizlemi ile P,B arasinda noktalar igin

(x5t xx31Y), x3 # 0ise
f(x1!x2ﬂx3) = (xle_l); X3 = 0=+ X1 ise

(o0), x3 =0 =x, ise

ve dogrular igin

[—azt'ay, —a3tas], a, # 0ise
f([al,az,a3]) = [_a1_1a3]: a, = 0+ a, ise

[OO], a, =a; = 0 ISG

seklinde tanimlanan f dontisiimiiniin bir izomorfizm oldugu kolayca goriilebilir, yani

bu iki projektif duizlem izomorftur.

Her F cisminin bir bolimlii halka oldugu bilindiginden, F bir cisim olmak lizere P, F de

bir projektif dizlemdir.

Nokta sayist sonlu olan projektif diizlemlerle ilgili asagidaki bilgilerin dogrulugu iyi

bilinmektedir.

Eger diizlemin bir dogrusu iizerinde n + 1 nokta bulunuyorsa tim dogrular n + 1
noktali olup, her noktadan n + 1 dogru gecer. Ayrica toplam nokta ve toplam dogru
sayis1 ayn1 olup n? + n + 1 dir. Bu n sayisima ilgili projektif diizlemin mertebesi

denir. P, F diizlemi ile F cisminin mertesinin ayni say1 oldugu kolayca gorliir.
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Simdi sonlu bir cisim {izerine yukarida belirtilen tarzda kurulan bir projektif diizlem

Ornegi verecegiz.

Ornek 3.2.1 : Z; = {0,1,2} cismi ile koordinatlanan projektif diizlemin noktalar

kiimesi:

N ={(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1), (0,1,2), (1,0,0), (1,0,1), (1,0,2), (1,1,0), (1,1,1),
(1,1,2), (1,2,0), (1,2,1), (1,2,2)}

ve dogrular kiimesi:

D = {[0,0,1] = {(0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,2,0)},
[0,1,0] = {(1,0,0), (1,0,1), (1,0,2), (0,0,1)},
[0,1,1] = {(0,1,2), (1,0,0), (1,1,2), (1,2,1)},
[0,1,2] = {(0,1,1), (1,0,0), (1,2,2), (1,1,1)},
[1,0,0] = {(0,1,0), (0,1,1), (0,1,2), (0,0,1)},
[1,0,1] = {(0,1,0), (1,0,2), (1,1,2), (1,2,2)},
[1,0,2] = {(0,1,0), (1,0,1), (1,1,1), (1,2,1)},
[1,1,0] = {(0,0,1), (1,2,1), (1,2,2), (1,2,0)},
[1,1,1] = {(1,1,1), (1,0,2), (1,2,0), (0,1,2)},
[1,1,2] = {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,2), (1,2,0)},
[1,2,0] = {(0,0,1), (1,1,1), (1,1,0), (1,1,2)},
[1,2,1] = {(0,1,1), (1,0,2), (1,2,1), (1,1,0)},
[1,2,2] = {(0,1,2), (1,1,0), (1,0,1), (1,2,2)}}

bicimindedir. Elde edilen yapinin bir projektif diizlem oldugu kolayca kontrol edilebilir.
Burada her bir nokta ve her bir dogrunun iki temsili s6z konusudur. Mesela (1,0,1) ile

(2,0,2) swrali igliileri ayn1 noktayr gostermektedir. Dogrularin her birini kapsadigi
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noktalarin kiimesi halinde yazdik. Her dogrunun dort nokta kapsadigi ve her noktadan
dort dogru gectigi goriilmektedir. Dolayisiyla bu projektif diizlemin mertebesi 3 tiir. Bu

say1 ayni zamanda Z5 cisminin mertebesidir.

Burada kurdugumuz projektif diizlem asagidaki sekil ile temsil edilebilir.

Sekil 3.2.1

Asagidaki teorem projektif dizlemler ile afin diizlemler arasindaki yakin iligkiyi
belirtmektedir.

Teorem 3.2.2 : Il = (IV, D, €) bir projektif duzlem ve d herhangi bir dogrusu olsun.
Bu takdirde MM\d bir afin dizlemdir.

Ispat: IT de her ¢ dogrusu d ile bir noktada kesistiginden IMT\d de ¢ dogrusunun nokta
sayist I dekinden 1 eksiktir. Il de bir dogrunun en az {i¢ noktasi varoldugundan I\d
geometrik yapisinda ¢ nin en az 2 noktast kalir. Yani MM\d uzayinda L1 aksiyomu
gecerlidir. MM\d nin herhangi iki noktasi Il nin de iki noktasi oldugundan birlesir.

Dolayisiyla L2 gegerlidir IM\d nin bir ¢ dogrusu ve disinda bir N noktas1 verilsin. IT de
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¢ Ad =M olsun. Il deki NM dogrusu IM\d uzayinda NM\{M} dogrusunu verir.
NM\{M} dogrusu IM\d uzaymin N den gegip c yi kesmeyen tek dogrusu olur. O halde
A2 aksiyomu saglanir. Il de herhangi iki dogru disinda en az bir nokta var oldugundan

IM\d uzay1 A3 aksiyomunu saglar. O

[T projektif dizleminin mertebesi n ise her dogrusu tizerinde n + 1 nokta bulunur. IM\d
afin diizleminde her dogru iizerinde n nokta bulunacagindan II\d afin dizleminin

mertebesi yine n dir.
Bu teoreme bir drnek veriyoruz.

Ornek 3.2.2 : Sekil 3.2.1 deki 3. mertebeden projektif diizlemden [0,1,0] dogrusunu
atarak elde edilen yapryr Sekil 3.2.2 ile gosterebiliriz. Burada yatay ¢izgiler bir paralel
dogru demetini ve diisey dogrular bir bagka paralel dogru demetini gostermektedir.
Ayrica {(1,2,0),(1,1,2),(0,1,1)}, {(1,2,1),(1,1,1),(0,1,0)}, {(1,1,0),(0,1,2),(1,2,2)}
kiimelerinin  belirttigi dogrular bir paralel dogru demetini olusturdugu gibi,
{(0,1,0),(1,1,2),(1,2,2)}, {(1,2,0),(0,1,2),(1,1,1)} ve {(1,2,1),(1,1,0),(0,1,1)}

kiimelerinin belirttigi dogrular da bir baska paralel dogru demeti olusturmaktadir.

Her dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebildigine 6rnek olarak;
{(1,2,1),(1,1,1),(0,1,0)} dogrusuna disindaki (1,2,0) noktasindan g¢izilen tek paralel
dogrunun {(1,2,0), (1,1,2), (0,1,1)} oldugunu gosterebiliriz.

(1,200  (1,21)  (1,2,2)

1,2

1,1,0 (1,1,1)

(0,1,0) 0,1,2) (0,1,1)
Sekil 3.2.2
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3.3. Bir Afin Diizlemde Noktalar i¢in Toplama Ve Carpma Islemleri
Bu kisimdaki tanim ve teoremler (Bennett 1995) den alinmustir.

Bir afin diizlemde herhangi bir dogrunun noktalar1 i¢in toplama ve ¢arpma islemleri,
afin diizlem aksiyomlarindan faydalanilarak tanimlanabilir. Once toplama islemini ele

alalim.

Bir (v, D) afin dizleminde bir d € D dogrusu ve d lzerinde bir O orjinini secelim. d
uzerinde herhangi iki nokta A ve B olsun. A ve B nin O ya gore toplamini bulmak i¢in

asagidaki islem sirasi takip edilir:

1) d disinda bir C noktasi segilir.

2) C den gecen d dogrusuna paralel olan bir ¢ dogrusu alinir.
3) A dan OC dogrusuna bir b paraleli gizilir.

4) ¢ A b = D noktas1 bulunur.

5) D den BC ye e paraleli gizilir.

6) e A d = E noktas1 A + B olarak tanimlanir.

Bu toplama islemi asagidaki Sekil 3.3.1 ile temsil edilebilir.

0 A B E=A+B

Sekil 3.3.1

Oklid diizlemi en meshur afin diizlemdir. Bu toplama, Oklid diizleminde diisiiniiliirse

OA ile CD ve CD ile BE nin birer paralelkenarin, paralel kenarlar1 olarak esit uzunlukta
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oldugu agiktir. Dolayistyla OA kenar1 6nce ¢ nin (izerine sonra da baslangi¢ noktas1 B

olacak sekilde tekrar d nin lizerine kaydirilmistir denilebilir.

Teorem 3.3.1 : Bir Dezargsel afin diizlemde bir d dogrusu iizerindeki herhangi iki A, B

noktasinin toplami C noktasinin se¢iminden bagimsizdir.

Ispat: A ve B nin toplami, A ve B yi birlestiren dogrunun disinda segilen C; ve C,
noktalar1 kullanilarak sirasiyla (A + B); ve (A + B), scklinde elde edilsin. Segilen C;
ve C, noktalari i¢in bulunan D; ve D, noktalari Sekil 3.3.2 veya Sekil 3.3.3 den

gorilebilir. ispat: iki durum icin ele alacagiz.

1. durum: Cy, C, ve O dogrudas olsun. Toplamanin tanim1 geregi OC; dogrusu ile AD;
dogrusunun ve OC, dogrusu ile AD, dogrusunun paralel olduklar1 bilinmektedir. Bu
durumda paralellik aksiyomu geregi, C;C, dogrusuna disindaki A noktasindan bir tek
paralel ¢izilebileceginden D,, D, ve A noktalart dogrudas olmak zorundadir. Boylece
C,C, dogrusunun D;D, dogrusuna paralel oldugu sonucuna varilir. C;B dogrusunun
D;(A + B); dogrusuna paralel oldugunu toplamanin tanimindan biliyoruz. Simdi
{C1,C,, B} ve {Dy,D,, (A + B),} Ucgenlerine Dezarg teoremi (I) uygulanirsa; C,B ile
D,(A+ B); dogrusunun paralel oldugu elde edilir. C,B dogrusunun D,(A + B),
dogrusuna da paralel oldugu toplamanin tanimindan bilinmektedir. C,B dogrusuna

disindaki D, noktasindan bir tek paralel ¢izilebileceginden (A + B), = (A + B), dir.

2. durum: Cy,C,, 0 dogrudas olmasm. Toplamanin tanimi geregi OC; ile AD;
dogrusunun ve OC, ile AD, dogrusunun paralel olduklar1 bilinmektedir. {C;, C,, 0} ve
{A,D;,D,} Ucgenlerine Dezarg teoremi (I) uygulanirsa C;C, dogrusu ile D;D,
dogrusunun paralel oldugu elde edilir. Ustelik yine toplamanin tanimi geregi C;B
dogrusu ile D;(A+ B); dogrusunun paralel oldugu bilinmektedir. Bu durumda
{C;, C,, B} ve {D;,D,, (A + B),} Ucgenlerine tekrar Dezarg teoremi (I) uygulanirsa C,B
dogrusu ile D,(A + B),; dogrusunun paralel oldugu elde edilir. Toplamanin tanimi
geregi C,B dogrusu D,(A + B), dogrusuna paralel oldugundan C,B dogrusuna
disindaki D, noktasindan bir tek paralel ¢izilebileceginden (A + B); = (A + B), dir. o
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D, D
1

C 1
A+ B), (A +B),
0 L

(A+ B), (A+ B),

%
N

D, D,
CZ CZ
Sekil 3.3.2 Sekil 3.3.3

Simdi sonlu bir afin diizlemi alarak bu toplama islemine bir 6rnek verecegiz.

Ornek 2.3.1 : 5. Mertebeden afin diizlemin noktalar kiimesi, (ingiliz alfabesinin biyik

harflerinin kimesi) ' = {4, B, C, ..., Y} ve dogrular kiimesi,
{OIABC,DEFGH,JKLMN, PQRST, UVWXY
ODJPU,IEKQV,AFLRW,BGMSX,CHNTY
OELSY,CDKRX,BHJ]QW,AGNPV,IFMTU
OHMRV,IDNSW,AEJTX, BFKPY,CGLQU
OGKTW,IHLPX,ADMQY,BENRU,CFJSV
OFNQX,IGJRY,AHKSU,BDLTV,CEMPW}

olmak Uzere d = OIABC dogrusu iizerindeki A ve C noktalarmi, O noktasini orjin

secerek toplayalim:
1) d dogrusu disindaki bir E noktasini alalim.
2) E noktasindan gegen ve d ye paralel olan dogru ¢ = DEFGH dir.

3) A noktasindan, O ve E noktalarindan gecen OELSY dogrusuna gizilen paralel dogru
b = AGNPV dur.

4)c Ab = G dir.
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5) G noktasindan, E ve C noktalarindan gegen CEMPW dogrusuna gizilen paralel
IGJRY dogrusudur.

6) OIABC ile IGJRY dogrularinin kesisim noktasi I oldugundan A + C = [ dur.

Bu islemleri agsagidaki Sekil 3.3.4 ile temsil edebiliriz.

¢ = DEFGH

— d

0 A C I B
OELSY b= AGNPV CEMPW e =IGJRY

Sekil 3.3.4
Bu toplama islemi altinda d dogrusunun herhangi bir B noktas1 i¢in, 0+ B=B =B + 0

oldugu gibi O + 0 = O olur. Yani, O noktasi toplama isleminin etkisiz elemani ( sifir1 )

roliini oynar.

A, d dogrusunun herhangi bir noktasi olmak tizere d Uzerinde A+ A'=0=A"+A

ozelliginde bir A’ noktas1 asagidaki gibi bulunur:

d dogrusunun diginda bir C noktas1 alinir. C den d ye bir paralel ¢izilir. Bu dogru ile A
dan OC ye cizilen paralel dogrunun kesisim noktast D bulunur. C den OD vye cizilen

paralel d dogrusunu A’ noktasinda keser.

C D
. ¢ v d
A 0 A
Sekil 3.3.5
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Bu toplama islemi kullanilarak d dogrusu tizerindeki herhangi A, B, C noktalar1 igin,

A+ (B+C) =(A+ B) + C oldugu asagidaki sekil yardimiyla kolayca gorulir.

B A+B C B+C (A+B)+C

Qe
=~

Sekil 3.3.6

A + B yi bulmak icin d dogrusu disindaki D noktasini kullaniyoruz. D den d ye gizilen
paralel ¢ olsun. A dan OD vye gizilen paralelin ¢ yi kestigi nokta E olsun. E den DB ye
cizilen paralel d yi A + B de keser. (A + B) + C toplamini bulmak i¢in O dan DB ye
cizilen paralelin ¢ yi kestigi D’ noktas1 kullanilsin. E den D'C ye cizilen paralel d yi
(A+ B) + C noktasinda keser. B + C toplamini bulmak i¢in yine D’ noktasini
kullanalim. Bdylece OD' ne B den cizilen paralelin ¢ yi kestigi D noktasindan D'C ye
cizilen paralelin d yi kestigi nokta B + C olur. Eger A ile B 4+ C noktasinin toplamini
bulmak icin D noktasi kullanilirsa A dan OD vye c¢izilen paralelin ¢ yi kestigi E
noktasindan D(B + C) dogrusuna gizilen paralelin d yi kestigi nokta A + (B + C) olur
ki, bu (A + B) + C ile ayn1 noktadir.

Teorem 3.3.2: Bir Dezargsel afin dizlemde bir d dogrusu Uzerindeki herhangi iki

noktanin toplam1 degismelidir.

Ispat: d nin herhangi iki noktas1 A ve B olsun. Toplama tanimindaki islem siras1 takip
edilerek A ile B nin O ya bagh olarak, A + B toplamini bulmak i¢in d dogrusu disinda C
noktas1 se¢ilmis ve bdylece D noktasi belirlenmistir ( Bkz. Sekil 3.3.7 ). Yine
toplamanin tanimindaki islem sirasi takip edilerek B ile A nin, O ya bagli olarak, B + A
toplamini bulmak i¢in d dogrusu disinda C noktasi se¢ilmis ve bdylece D' noktasi

belirlenmistir ( Bkz. Sekil 3.3.7 ). B + A isleminden CA||D'(B + A) oldugunu biliyoruz.
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Sayet CA||D'(A + B) oldugunu gosterebilirsek, A2 geregi, A+ B = B + A sonucuna
ulasmis  oluruz. {D,A,A+ B} ile {B,D',C} JUggenlerine A4’ uygulanirsa
DB,AD’',(A+ B)C dogrular1 ya paraleldir ya da {igii aym1 noktada kesigir. Simdi
{D,A,C} ve {B,D',A+ B} Uggenlerine A4 aksiyomu uygulanirsa AC||D'(A + B) elde

edilir.o

0 A B A+B
Sekil 3.3.7

Dezargsel bir afin diizlemde toplama islemi ile ilgili verilen bu 6zellikler asagidaki

teoremle 6zetlenebilir.

Teorem 3.3.3 : Dezargsel bir A afin dizleminin bir d dogrusu iizerindeki noktalarin G
kiimesi, yukarida tanimlanan toplama islemi altinda, etkisiz elemani O olan bir

degismeli gruptur.

Simdi de bir afin diizlemin herhangi bir dogrusu iizerindeki noktalar i¢in g¢arpma

isleminin nasil yapildigini ele alalim.

Bir afin duzlemdeki bir d dogrusu iizerinde bulunan farkli iki nokta O ve I olarak
alinsin. d nin A ve B gibi herhangi iki noktasinin segilen O ve I noktalarina bagli olarak

carpimini bulmak i¢in asagidaki islem sirasi takip edilir:

1) d disinda bir C noktasi alinir ve OC dogrusu olusturulur.

2) A dan CI dogrusuna ¢izilen paralelin OC yi kestigi D noktasi bulunur.
3) D noktasindan BC ye bir ¢ paraleli gizilir.

4) ¢ \ d = E noktasi A. B olarak tanimlanur.

Bu carpma islemi asagidaki Sekil 3.3.8 ile temsil edilebilir.
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Sekil 3.3.8

Teorem 3.3.4: Bir Dezargsel afin diizlemde bir d dogrusu iizerindeki herhangi iki A, B

noktasinin ¢arpimi € noktasinin se¢iminden bagimsizdir.

Ispat: : A ve B nin ¢arpimi, A ve B yi birlestiren dogrunun disinda segilen C; ve C,
noktalar1 kullanilarak sirasiyla (A. B)4 ve (4. B), seklinde elde edilsin. Segilen C; ve C,
noktalar i¢in bulunan D; ve D, noktalar1 Sekil 3.3.9 veya Sekil 3.3.10 dan gorulebilir.

Ispati iki durum icin ele alacagiz.

1. durum: I, C; ve C, dogrudas olsun. Carpmanin tanimi geregi IC; dogrusu ile AD;
dogrusunun ve IC, dogrusu ile AD, dogrusunun paralel olduklari bilinmektedir. Bu
durumda paralellik aksiyomu geregi, C;C, dogrusuna disindaki A noktasindan bir tek
paralel ¢izilebileceginden A, D;, D, noktalar1 dogrudastir. BOylece C;C, dogrusunun
D, D, dogrusuna paralel oldugu sonucuna varilir. C; B dogrusunun D; (A. B); dogrusuna
paralel oldugunu ¢arpmanin tanimindan biliyoruz. Simdi {C;, C,, B} ve {D;, D,, (A.B)1}
ucgenlerine Dezarg teoremi (II) uygulanirsa; C,B dogrusu ile D,(A.B); dogrusunun
paralel oldugu elde edilir. C,B dogrusunun D,(A.B), dogrusuna da paralel oldugu
carpmanin tanimindan bilinmektedir. C,B dogrusuna disindaki D, noktasindan bir tek

paralel ¢izilebileceginden (A. B); = (A.B), dir.

2. durum: I,C; ve C, dogrudas olmasin. Carpmanin tanimi geregi IC; ile AD,
dogrusunun ve IC, ile AD, dogrusunun paralel olduklar: bilinmektedir. {I,C;, C,} ve
{A,D;,D,} Ucgenlerine Dezarg teoremi (II) uygulanirsa C;C, dogrusu ile D;D,

dogrusunun paralel oldugu sonucuna ulasilir. Yine carpmanin tanimi geregi C;B
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dogrusu ile D, (A. B); dogrusunun paralel oldugu bilinmektedir. Bu durumda {C;, C;, B}
ve {D;, D,, (A.B),} ucgenlerine yine Dezarg teoremi (II) uygulanirsa C,B dogrusu ile
D, (A. B); dogrusunun paralel oldugu elde edilir. Carpmanin tanimi geregi C,B dogrusu
D,(A.B), dogrusuna paralel oldugundan ve C,B dogrusuna digindaki D, noktasindan
bir tek paralel ¢izilebileceginden (A. B); = (A.B), dir. O

Sekil 3.3.9 Sekil 3.3.10

Simdi sonlu bir afin diizlem alarak bu ¢arpma islemine bir 6rnek verecegiz.

Ornek 3.3.2 : 5. Mertebeden afin diizlemin noktalar kiimesi ve dogrular kiimesi Ornek
2.3.1 deki gibi tanimli olsun. Yine d = OIABC dogrusunu segerek, bu dogru iizerindeki

A ve C noktalarinin ¢arpimini O ve I ya bagl olarak bulalim:
1) d dogrusu disindaki E noktasini alalim.

2) A noktasindan E ve I noktalarindan gecen IEKQV dogrusuna gizilen paralel olan
AFLRW dogrusunun O ile E yi birlestiren OELSY dogrusunu kestigi nokta L dir.

3) L noktasindan C ve E noktalarini birlestiren dogru olan CEMPW dogrusuna ¢izilen
paralel BDLTV = c dir.

4) ¢ Ad = B oldugundan A ile C nin ¢arpim1 B olarak bulunur.

Bu islemleri agsagidaki Sekil 3.3.11 ile temsil edebiliriz.
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OELYS

IEKQV AFLRW CEMPW BDLTV

Sekil 3.3.11

Afin dizlemde yaptigimiz toplama ve c¢arpma iglemlerini dik koordinat sistemini

kullanarak Oklid diizlemine tasiyacak olursak asagidaki sekilleri elde ederiz.

y
N
c D
0A = CD = BE
X
0 4 B E=A+B
Sekil 3.3.12
y
D
c
X
0 I A B E
Sekil 3.3.13
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OIC ~ OAD ve OBC ~ OED Jlggenlerinin benzerlikleri kullanilarak,

0A| _ |oD| _ |AD OE| _ |OD| _ |ED| .. .. . 04| _ |OE
104] _ 1901 _ 14D| 1051 _ 0Bl _ [EDI esitlikleri ve dolayisiyla 104 _ 191 pulunur.
lor] — locl I loB| ~ loc| ~ |BC| lo1] ~ |0B]

loA| _ |0E]

o1l = 1031 esitliginden ise |0A||OB| = |OI||OE]| bulunur. |0I| birim olarak alinirsa

|OA||OB| = |OE| sonucuna ulasilir.

Bunu O yu kullanmadan kisaca A. B = E seklinde ifade edebiliriz.

Tanimladigimiz d dogrusu tiizerindeki her A noktasi i¢cin A.l=A=1A ve

A.0 = 0 = 0. A oldugu kolayca goriiliir.

Eger, A farkli O ise asagidaki sekilde tanimlanan A" noktasi i¢in A.A" =1 = A’. A yani
A" = A71 oldugu goriiliir.

D
B
0 A I A d
Sekil 3.3.14

d dogrusu disindaki herhangi bir nokta B olsun. A dan IB ye cizilen paralelin OB vyi
kestigi nokta D olsun. B den ID ye cizilen paralelin d yi kestigi nokta A" olur.

Bunlar yardimiyla d Uzerindeki herhangi A, B, C noktalar1 i¢in A.(B.C) = (A.B).C
oldugu asagidaki sekilden kolayca gorilebilir.
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0 I A B AB C B.C (A.B).C
Sekil 3.3.15

Carpma ile ilgili verdigimiz bu bilgileri asagidaki teoremde 6zetleyebiliriz.

Teorem 3.3.5 : Bir A afin dizleminin bir d dogrusu tizerindeki noktalarin G kiimesi
tamimlanan ¢arpma islemi altinda, etkisiz elemani1 I olan bir gruptur ve O carpma

isleminin yutan elemanidir.

Teorem 3.3.6 : Bir Dezargsel A afin diizleminde herhangi bir d dogrusunun noktalari

i¢cin tanimlanan ¢arpma iglemi, toplama iizerine soldan ve sagdan dagilir.

Ispat: d nin herhangi ii¢ noktas1 X,Y ve Z olsun. (X +Y).Z = X.Z + Y.Z sag dagilma

0zelliginin gecerli oldugunu gostermek icin agsagidaki islem sirasi takip edilir:

1) Carpma tanimindaki islem sirasi takip edilerek X ile Z nin, O ve I ya bagl olarak,
X.Z garpimini hesaplamak i¢in d dogrusunun disinda bir C noktasi segilmistir ve C;

noktasi belirlenmistir. Béylece CZ||C; (X. Z) oldugu goriiliir.

2) Carpma tanimindaki iglem sirasi takip edilerek Y ile Z nin, , O ve I ya bagh olarak,
Y.Z c¢arpimini hesaplamak i¢in d dogrusunun disinda ayni C noktasi se¢ilmistir ve C,

noktasi belirlenmistir. Boylece CZ||C, (Y. Z) oldugu goriiliir.

3) Toplama tanimindaki islem sirasi takip edilerek X ile Y nin, O ya bagh olarak, X + Y
toplamin1 hesaplamak i¢in d dogrusunun diginda C, noktasi se¢ilmistir ve boylece C;
noktas1 belirlenmistir.Bu islemin bir sonucu olarak OC, dogrusunun XC; dogrusuna

paralel oldugunu ifade edebiliriz.

4) Carpma tanimindaki islem sirasi takip edilerek X +Y ile Z nin, O ve I ya bagh
olarak, (X +Y).Z carpimim1 hesaplamak i¢in d dogrusunun disinda C noktast
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secilmistir ve boylece C, noktast belirlenmistir. Bu islemin bir sonucu olarak, CZ

dogrusunun C,((X + Y). Z) dogrusuna paralel oldugunu ifade edebiliriz.

5) XC5 dogrusuna disindaki X.Z noktasindan gegen paralel dogrunun C,((X +Y).Z)
dogrusunu kestigi nokta Cs olarak segilsin. Bu durumda {C,, C5,Cs} ile {C,X,X.Z}
ticgenlerine Dezarg teoremi (I) uygulanirsa C;Cs dogrusunun X (X.Z) dogrusuna paralel
oldugu elde edilir. Bu ise Cs € C,C3 oldugunu gosterir. Yani C,, C; ve Cs noktalari

dogrudastir.

6) Toplama tanimindaki islem siras1 takip edilerek X.Z ile Y.Z nin, O ya bagh olarak,
X.Z +Y.Z toplamimi hesaplamak icin d dogrusunun disinda C, noktasi segilmistir ve
0C, dogrusuna X.Z noktasindan cizilen paralellin C,C; dogrusunu kestigi noktanin Cg
oldugu goriilmiistiir. Bu toplama isleminin bir sonucu olarak, C,(Y.Z) dogrusunun

Cs(X.Z +Y.Z) dogrusuna paralel oldugunu belirtebiliriz.

Yukaridaki tiim islemlerin sonuglarin1 dikkate alarak (X +Y).Z = X.Z +Y.Z oldugu

sonucuna varilir.o

Sol dagilma 6zelligi yukaridaki benzer islemler ve A4 ile A4’ aksiyomlar1 yardimiyla

gosterilebilir.

1 7 X XZ Y Y.Z X+Y X+Y).Z

Sekil 3.3.16
Sonug 3.3.1: A bir Dezargsel afin duzlem ise (G, +,-) bir boliimlii halkadr.
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4. PROJEKTIF UZAY VE AFIN UZAY

Uclinci bélimde 2-boyutlu dzel lineer uzaylar olan projektif diizlemleri incelemistik.
Bu bdliimde bir bakima projektif diizlemlerin genellemesi olarak bakilabilen yiiksek-
boyutlu uzaylar1 ele alacagiz. Projektif uzay denilen bu 6zel lineer uzaylar ile ilgili
verecegimiz tanim ve teoremler igin ( Batten 1986, Hirschfeld 1998, Beutelspacher ve
Rosenbaum 1998 ) i kaynak olarak kullandik.

Genel bir projektif uzayin yapisi ile ilgili ¢ok iyi bilinen bazi 6nermeler verecegiz.

Tanim 4.1: 2-boyutlu her alt uzay1 bir projektif diizlem olan bir lineer uzaya bir

projektif uzay denir.
Teorem 4.1 : Bir projektif uzayin her alt uzayida bir projektif uzaydir.
Teorem 4.2 : Bir projektif uzayin herhangi iki dogrusunun nokta sayis1 esittir.

Ispat: d ve d’ bir P projektif uzaymnin herhangi iki dogrusu olsun. Eger d ve d’, P nin
2-boyutlu bir IT alt uzay: tarafindan kapsaniyorsa, IT bir projektif diizlem oldugundan d

ile d' niin nokta sayis1 esittir.

Eger boyle bir IT alt uzay1 yoksa bir N € d ve bir N’ € d’ noktasi alarak ¢ = NN’
dogrusunu olusturalim. Bu takdirde d ile ¢ nin belirttigi bir IT ve d’ ile ¢ nin belirttigi

bir IT" projektif diizlemi bulunacagindan v(d) = v(c) = v(d") dir. o

Teorem 4.3 : V bir P projektif uzayinin herhangi bir alt uzayr ve N ¢ V olsun. Bu
takdirde < V U {N} > alt uzay1 M € V olmak (zere butin MN dogrulart tizerindeki

noktalarm tamamimin kiimesidir.

Ispat: X, V nin biitiin noktalarini N noktasina birlestiren dogrularin {izerindeki biitiin
noktalarin kiimesi olsun. X in P nin bir alt uzayr oldugunu gosterirsek ispat
tamamlanmis olur. Ciinkii V ile {N} yi kapsayan her alt uzay X i kapsamak zorundadir.
Dolayisiyla X, V ile {N} yi kapsayan en kiguk alt uzay olur. P ve R, X in N den ve
birbirinden farkli herhangi iki noktasi olsun. PR € X oldugunu gdstermemiz gerekir.
P,R € X oldugundan P € P'N ve R € R'N olacak sekilde birer P’,R' € V noktasi
vardir. P = P' veya R = R’ olmas1 da miimkiindiir. P de < {N} U {P} U {R} > alt uzay1
iki boyutlu oldugundan bir projektif diizlem belirtir. Bu projektif diizlemi IT ile
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gosterirsek bu durumda P’, R' € II olur. S € PR 0zelliginde bir S noktasi alinsin. NS ve
P'R" dogrularinin her ikisi de IT projektif diizleminin birer dogrusu oldugundan bir S’
noktasinda kesisirler. P'R’ dogrusu V alt uzayinin bir dogrusu oldugundan S’ € V dir ve

bdylece S € NS’ olur. Dolayisiyla da S, X in bir noktas1 yani PR € X dir. O
Teorem 4.4 : Bir projektif uzayda degisme 6zelligi gecerlidir.

Ispat: x ile y bir P projektif uzaymin herhangi iki noktas1 ve X bir noktalar kiimesi
olsun. x €< X > ve x €< X U {y} > oldugu kabul edilsin. x e< X U {y} > ise x € yp
olacak sekilde bir p € X noktast vardir ve bu y € xp €< X U {x} > olmasm

gerektirir.o

H, P projektif uzayinin bir hiperdiizlemi ve H nin bir baz1 {x4, ..., x,} olsun. Herhangi
bir p € P\H ic¢in P degismeli uzay oldugundan boy < {xy, ..., X, p} >= boyH + 1 dir.
P =< {x4, ..., x,, p} > dir. Aksi halde H c< {xq, ..., x,, p} >C P ¢eliskisi dogar.

Teorem 4.5 : n-boyutlu ve Kk-mertebeli bir projektif uzaym toplam nokta sayisi
"k + k"4 k2 + k+ 1" dir

Ispat: n = 1 ise IP bir dogrudur ve nokta sayis1 k + 1 dir.

n = 2 ise P bir projektif diizlemdir ve nokta sayist k? + k + 1 dir. Her iki halde de
onerme dogrudur. Tiimevarim metodu kullanilarak énermenin n — 1 i¢in dogru oldugu
kabul edilsin. O zaman P nin n-boyutlu bir projektif uzay oldugunu ve H nin onun bir
hiperdiizlemi oldugunu kabul edersek H nin toplam nokta sayist k™1 + -+ k+1
olur. P nin tim noktalar1 belli bir p € P\H noktasi ve her bir x € H alinarak
olusturulan tiim xp dogrular Uzerindeki noktalardan ibarettir. Her xp dogrusu iizerinde

p harig k tane nokta var oldugundan P nin nokta sayisi
k(k™ 14+ k+D)+1=k"+k" 1 4+ +k+1
dir. o

Teorem 4.6 : Bir P projektif uzaymin bir H alt uzayinin bir hiperdiizlem olmasi igin

gerek ve yeter sart P nin her bir dogrusunun H Yyi en az bir noktada kesmesidir.
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Ispat: Her dogrunun H yi bir noktada kestigi kabul edilsin. p ¢ H olsun. g # p olmak
Uzere tim pq dogrulan H yi kesecektir. Dolayisiyla P S< HU {p} > vyani
P =< H U {p} > olacaktir. Bu da H nin bir hiperdiizlem oldugunu gosterir.

H bir hiperdizlem olsun. H bir hiperdiizlem oldugundan bir p € P\H i¢in
P =< HU {p} > dir. Teorem 4.3 geregi P nin tim noktalar1 x € H olmak Ulzere xp

dogrularinin {izerindedir. Dolayisiyla IP nin tiim dogrular1 H yi kesmek zorundadir. o

Bir projektif n-uzayin herhangi iki hiperdiizleminin (n-2)-boyutlu bir alt uzayda

kesistigi de iyi bilinmektedir.

Bu bolimde n > —1 6zelliginde herhangi bir tamsay1 ig¢in n — boyutlu bazi geometrik
yapilart inceleyecegiz. Asil incelememiz projektif uzaylarin cisimler ile koordinatlamasi

uzerine olacaktir.

V=V(n+1,q), K cismi tUzerinde (n + 1) — boyutlu, etkisiz eleman1 sifir olan bir
vektor uzayi olsun. V\{0} in elemanlar iizerinde denklik siniflar1 V nin sifir ¢ikarilmis
bir boyutlu alt uzaylari olan bir denklik bagintist diisiinelim. Boylece X,Y € V\{0} ise
X in'Y ye denkligi bir t € K, icin Y = tX, yani her i igin y; = tx; olarak tanimlansin.
Burada K, ile K\ {0} kimesi gosterilmektedir. Bu durumda denklik smiflarinin
kiimesi, K Uzerinde PG(n, K) veya K = F, iken PG(n, q) ile goOsterilen n — boyutlu
bir projektif uzaydir. Burada F, ile g mertebeli sonlu bir cisim gosterilmektedir.
PG(n, K) uzayinin elemanlarina nokta denir. Bir X vektoriiniin denklik sinifi P(X) ile
gosterilir. Ayn1 zamanda X e P(X) in koordinat vektori ya da vektorel temsilcisi
denir. t, K, 1n eleman1 olmak tizere tX de P(X) in bir temsilcisidir. Yani, P(tX) =
P(X) dir.

P(X1),...,P(X,) nin lineer bagimsizhigt X;,...,X, temsilcisinin lineer bagimsizlig

olarak tanimlanir.

m=-1,0,1,2,...,n olmak Uzere; V=V(n+1,q) vektér uzaymin (m+1)—
boyutlu tiim alt uzaylarin1 ve 0 vektoriinii noktalar1 olarak kabul eden projektif uzaya
PG (n, K) projektif uzayinin m — boyutlu bir alt uzayr veya bir m — uzay ve I, ile

gosterilir. (n — 1) — boyutlu alt uzaya prime veya hiperdizlem denir. Sifir boyutlu
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alt uzayi bir nokta, —1 boyutlu alt uzay1 bos kiimedir. Sirastyla bir, iki ve ii¢ boyutlu alt

uzaylar dogru, diizlem ve 3 boyutlu cisimlerdir.

Bir hiperdizlem U = (ug,uy,...,u,) € K™1\{(0,0,...,0)} ve X = (xg,%q,...,%p)

olmak Uzere;
UgXg + U X1 +... tUpXx, =0

lineer denklemini saglayan P(X) in denklik smifinin kiimesidir. [1(U) seklinde

gosterilir.
Ornek4.1:n=1veK =7Z; = {0,1,2}olsun. (W =V(n+1,q) = V(2,3) olsun.)

V = K% = {(0,0),(0,1),(0,2), (1,0), (1,1),(1,2),(2,0), (2,1),(2,2)} olmak (zere

denklik siniflari;

P(0,1) = {(0,1),(0,2)},

P(1,0) = {(1,0),(2,0)},

P(1,1) ={(1,1),(2,2)},

P(1,2) = {(1,2), (2,1}

dir. Bu durumda denklik smiflarinin kiimesi olan

{P(0,1),P(1,0),P(1,1),P(1,2)} kiimesi PG(1,3) ile gosterilen 1 — boyutlu projektif

uzaydir.

PG(1,3) projektif uzaymin m — boyutlu alt uzaylari, n = 1 igin m = —1,0,1 olur. Bu

durumda,
I1_, olarak secilebilen, —1 — boyutlu tek alt uzay @ dir.

11, olarak secilebilen, 0 — boyutlu doért alt uzay: < P(0,1) >, < P(1,0) >, < P(1,1) >
ve < P(1,2) > dir.

I, =< P(0,1),P(1,0) > = PG(1,3) ise 1 — boyutlu bir alt uzaydir.
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Ornek4.2:n=2veK =75 = {0,1,2}olsun. (W =V(n+1,q) = V(3,3) olur.)

V = K3 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2), (0,1,0), (0,1,1), (0,1,2), (0,2,0), (0,2,1), (0,2,2),
(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2), (1,1,0), (1,1,1), (1,1,2), (1,2,0), (1,2,1), (1,2,2),
(2,0,0),(2,0,1),(2,0,2),(2,1,0), (2,1,1),(2,1,2),(2,2,0), (2,2,1), (2,2,2)}

olmak {izere denklik siniflari,

P(0,0,1) = {(0,0,1),(0,0,2)}, P(0,1,0) = {(0,1,0), (0,2,0)},

P(0,1,1) = {(0,1,1),(0,2,2)}, P(0,1,2) = {(0,1,2), (0,2,1)},

P(1,0,0) = {(1,0,0),(2,0,0)}, P(1,0,1) = {(1,0,1),(2,0,2)},

P(1,0,2) = {(1,0,2),(2,0,1)}, P(1,1,0) = {(1,1,0), (2,2,0)},

P(1,1,1) = {(1,1,1),(2,2,2)}, P(1,1,2) = {(1,1,2), (2,2,1)},

P(1,2,0) = {(1,2,0),(2,1,0)}, P(1,2,1) = {(1,2,1),(2,1,2)},

P(1,2,2) = {(1,2,2),(2,1,1)}

dir. Bu durumda denklik siflarmin kiimesi olan,

{P(0,0,1), P(0,1,0), P(0,1,1), P(0,1,2), P(1,0,0), P(1,0,1), P(1,0,2), P(1,1,0), P(1,1,1),

P(1,1,2),P(1,2,0),P(1,2,1),P(1,2,2)} kimesi PG(2,3) ile gosterilen 2 — boyutlu
projektif uzaydir.

PG(2,3) projektif uzaymin m — boyutlu alt uzaylari, n = 2 oldugundan m = —1,0,1,2

olur. Bu durumda

n,=90,

11, olarak secilebilen alt uzaylar: < P(0,0,1) >, < P(0,1,0) >, ..., < P(1,2,2) > dir.
I1, olarak secilebilen alt uzaylar yani hiperdtzlemler: < P(0,0,1), P(0,1,0) >,

< P(0,0,1),P(0,1,1) >,< P(0,0,1),P(0,1,2) >, ..., < P(1,2,1),P(1,2,2) > dir.
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I, =< P(0,0,1), P(1,0,0), P(0,1,0) >= PG(2,3) ise 2-boyutlu altuzaylardir.

Simdi de afin diizlemin genellestirilmisi olarak diislinebilecegimiz afin uzay kavramini

ele alacagiz.

Tanim 4.2: 2-boyutlu her alt uzay bir afin diizlem olan bir lineer uzaya bir afin uzay

denir.
Teorem 4.7 : IP bir projektif uzay; H, IP de bir hiperduzlem olsun. P\ H bir afin uzaydir.

Ispat: H bir hiperdiizlem ve p ¢ H olsun. Bu durumda, < H U {p} > = P olur. Yani,
[P nin tiim noktalar1 p den gegip H yi kesen dogrular tizerindedir. P\ H nin bir afin uzay
oldugunu gostermek igin P\H nin iki boyutlu her A alt uzaymin Al, A2 ve A3

aksiyomlarini sagladig1 gosterilmelidir.
Al ve A3 sartlarinin saglanacag agiktir.

Simdi A2) aksiyomunun saglandigini gosterelim. A da keyfi bir d dogrusu alalm ve
M & d olsun. PP de d yi kapsayan bir Il projektif diizlemi vardir. Bu d dogrusu H
hiperdiizlemini bir N noktasinda keser. MN = c olsun. Bu durumda A da d dogrusuna

disindaki M noktasindan ¢izilen tek paralel dogru c dir. o

Simdi de en cok calisilan projektif uzay olan 3-boyutlu projektif uzayr 6zel olarak ele

alip bazi detaylara inecegiz.

Tamim 4.3 : Nokta, dogru ve diizlem denilen tanimsiz geometrik nesnelerden olusan
bos olmayan ii¢ ayrik ciimle, bu ciimlelerin elemanlar1 arasinda tanimli iizerinde olma
bagintilariyla birlikte asagidaki aksiyomlar1 da gergekliyorsa, bunlarin hepsine birden

projektif 3 — uzay denir.

PU1) Farkli iki nokta bir tek dogru tizerindedir.

PU2) Her dogru tizerinde en az ii¢ nokta vardir.

PU3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta bir tek diizlem tizerindedir.

PU4) Herhangi tigli dogrudas olmayan ve hepsi ayni diizlemde bulunmayan dort nokta

vardir.

35



PU5) Bir dogru ve bir diizlemin en az bir ortak noktas1 vardir.
PUG) Iki diizlemin en az bir ortak dogrusu vardir.

Teorem 4.8 : Bir P projektif 3-uzayin farkli herhangi iki diizlemi bir dogru boyunca

kesisir.

Ispat: I ve IT’, P nin herhangi iki diizlemi ve N € IM\II’ olsun. d, ve d, Il nin N den
gecen herhangi iki dogrusu olmak ftizere I’, P nin herhangi bir hiperdizlemi
oldugundan Teorem 4.6 geregi d; ve d, dogrular1 I’ yii farkli birer noktada keser. Bu
noktalara sirasiyla K ve L denilsin. Bu durumda KL < I N I’ olur. Eger I ve II' nin
M ¢ KL ozelliginde bir noktasi varolsaydi I =< {K}U {L} U {M} >=TI" olurdu.
Dolayisiyla I N " = KL dir. o

Bir hiperdiizlemi ¢ikarilmis projektif 3-uzayin bir afin 3 — uzay oldugunu Teorem 4.7

den soyleyebiliriz.

Mertebesi k olan 3-boyutlu A(3,k) afin uzaymn, P(3,k) projektif uzayindan bir
hiperdiizlem atilarak elde edildigini biliyoruz. P(3,k) uzaymn bir hiperdiuzlemi k

mertebeli bir projektif diizlemdir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.9 : A(3, k) uzayinda:

1. Toplam nokta sayis1 k3 tUr.

2. Bir noktadan gegen dogru sayis1 k% + k + 1 dir.

3. Toplam dogru sayis1 k* + k3 + k2 dir.

Ispat : 1. P(3,k) nin toplam nokta sayist olan k3 + k% + k + 1 sayisindan atilan bir
hiperdiizlemin nokta sayisi olan k? + k + 1 cikarilarak A(3, k) nin toplam nokta say1si
v=>(k3+k?*+k+1)— (k?* + k +1) = k3 olarak bulunur.

2. A(3,k) nin herhangi bir N noktas1 P(3,k) deki bir nokta olarak diigiiniildiigiinde
kendisinden k2 + k + 1 tane dogru gectigi bilinmektedir. P(3, k) den bir hiperdizlem
atildiginda N den gecen dogrularin her birinden sadece hiperdiizlemle kesisim noktalari,

yani 1 nokta ¢ikarilacagindan dogru sayisi ayni kalacaktir. Ciinkii, P(3, k) de her dogru
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en az ii¢ nokta kapsamaktadir. Dolayisiyla bir noktasi atildiginda da A(3, k) nin dogrusu
olarak kalacaktir. Sonug olarak A(3, k) de her noktadan k? + k + 1 dogru gecer.

3. A(3,k) de, v = k3 tane nokta var olup, her birinden k? + k + 1 tane dogru geger.

Ancak her dogru lizerinde k tane nokta bulunmaktadir. Dolayisiyla toplam dogru sayisi

KU+ Ek+1)

b k

=k?(k*+k+1)=k*+ k3 + Kk?

dir. o

Teorem 4.10 : P, k mertebeli bir projektif uzay ve U onun t boyutlu bir alt uzay1 olsun.
Bu takdirde

a) U nun toplam nokta sayis1 k* + --- + k + 1 dir.
b) U nun bir noktasindan toplam k¢~ + --- + k + 1 dogru geger.
€) U nun toplam dogru sayisi

(kP + - +k+ DK+ +k+1)
k+1

dir.

Ispat: a) U nun mertebesi P nin mertebesine esit olup k dir. Bu durumda U, t —boyutlu
ve k —mertebeli bir projektif uzay olur ki Teorem 4.5 geregi toplam nokta sayisi

kt + -+ k +1dir.

b) U nun bir H hiperdlzlemi (t —1) —boyutlu bir projektif uzaydir. U nun her

noktasindan Teorem 4.3 geregi H nin nokta sayist olan k‘~! + .-+ k + 1 tane dogru

gecer.

¢) U nun her noktasindan b) geregi k*~! + -+ + k + 1 tane dogru geger. a) geregi U nun
nokta sayist k‘+--+k+1 dir. U nun her dogrusu iizerinde k + 1 tane nokta

bulundugundan, U nun toplam dogru sayis1
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(kP + - +k+ DK+ +k+ 1)
k+1

olur. o

Bu teoremin c) sikki geregi n —boyutlu ve k —mertebeli bir P projektif uzayinin toplam

dogru sayisinin

k" + -+ k+ DG+ +k+ 1)
k+1

olacagi aciktir. Bu say1y1 baska bir tarzda ifade eden asagidaki alternatif teoremi detayl
bir ispat ile verecegiz. Bu ifadenin IP nin t —boyutlu herhangi bir U alt uzayina kolayca

adapte edilebilecegi agiktir.

Teorem 4.11 : Mertebesi k ve boyutu n > 2 olan bir projektif uzayin toplam dogru

sayisl
H +1 <
- , l n
a; = 2
t |[i + 1]] -
n-— , L=n
2
olmak Uzere
2n—-2

toplamina esittir.

Ispat : Ispat1 n {izerinden tiimevarim ispat yontemini kullanarak gosterecegiz.

n = 2 igin P(2, k) bir projektif diizlem olup P(2, k) nin toplam dogru sayis1 b = k? +
k + 1 oldugunu biliyoruz ki bu teoremimizden bulunacak, n = 2 iken

i
|[§]]+1 , 1 <2

di = ) |[i+1]] <y
2 |’ =
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olmak Uzere

2
b=Zaik2‘i=a0k2+a1k+1=1.k2+1.k+1.1=k2+k+1

=0
say1st ile aynidir.

P (3, k) uzaymin herhangi bir noktast N ve N yi kapsamayan herhangi bir hiperdiizlemi
H olsun. H, boyutu 2 ve mertebesi k olan bir projektif uzay oldugundan bir projektif
duzlemdir. N den gegen dogru sayis1 hiperdiizlemin toplam nokta sayisi olan k2 + k +
1 dir. Dolayistyla H nin her bir noktasindan gecen k? + k + 1 dogrusunun k + 1 tanesi
H nin dogrular, k* + k + 1 — (k+ 1) = k? tanesi ise H yi bir tek noktada kesen
dogrulardir. P(3,k) nin her dogrusu H yi kesmek zorunda oldugundan; H yi tek
noktada kesen dogru sayis1 k?(k? + k + 1) dir. H de kapsanan dogrularin sayis1 ise
k? + k + 1 oldugundan P (3, k) nin toplam dogru sayis1

K2k’ +k+1D)+k*>+k+1=k*+Ek3+2k*>+k+1
dir.

Teoremin iddiasin1 degerlendirecek olursak; n = 3 iken

i
[[E]]-l_l , i<3
t 3 [[i+1]] S 3
2 |7

olmak Uzere

4
2 @k = agk® + aik® + apk? + ask® + agk® = 1k* + 1k + 2k2 + 1k + 1
i=0

dir. Buda, P(3, k) igin,

4
b= z ki
i=0

oldugunu gosterir.
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Simdi tlimevarim ispat metodu geregi iddianin n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

P(n — 1, k) projektif uzaymnin toplam dogru sayist

i
[[—]]+1 , i<n-1
b; = 2
! i+1 )
(n—1)—[[ H, izn—1
2
olmak Uizere
2n—4

dir. Bu durumda n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

P(n, k) nin toplam dogru sayisini hesaplamak istiyoruz. P(n, k) uzayinin herhangi bir
noktast N ve N yi kapsamayan herhangi bir hiperdiizlemi H olsun. H, boyutu n — 1 ve
mertebesi k olan bir projektif uzaydir. Dolayisiyla H nin toplam nokta sayisi,
k"1 4+ k"2 4+ .4+ k% 4+ k+1 dir. N den gegen dogru sayis1 hiperdiizlemin toplam
nokta sayisi olan k™ 1+ k™% +..4+k?+k+1 dir. Dolayisiyla H nin her bir
noktasmndan gecen k™ !+ k™ 2+ .-+ k?+k+1 dogrunun k™ 2+ k™3 4.+
k? + k + 1 tanesi H nin dogrular;, k" 1 + k™" 2 + -+ k2 + k+1— (k"2 + k"3 +
«++ k% +k+1) = k™! tanesi ise H yi bir tek noktada kesen dogrulardir. P(n, k) nin
her dogrusu H yi kesmek zorunda oldugundan H yi tek noktada kesen dogru sayisi,
k" 1(k™ 1 + k™2 + -+ k2 + k + 1) dir. H de kapsanan dogrularin say1s1,
2n—4

2n—4—i
bk
0

i=
oldugu kabuliinden P (n, k) nin toplam dogru sayist:

2n—-4
R A e Y G R R

=0
— k2n—2 + k2n—3 + k2n—4 + k2n—5 4t kn+1 + km + kn—l + boan—4 + blan—S

+ b + bn_skn+1 + bn_4kn + bn_gkn_l + bn_zkn_z + A + b2n—4k0
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= k*"72 + k273 + (bo + DEP ™ + (by + DEP 75 + o+ (bpos + DE™M?
+(bpes + DK™+ (bpy_s + Dk 1+ by k™ 2+ -+ bypy_sk® + byp_sk°

bulunur. P(n, k) nin toplam dogru sayisinin teoremdeki iddiaya uygun olarak,

2n—2

Z aian—Z—L

i=0

oldugunu gosterecegiz. Burada ilk olarak,

a, =1,
a, =1,
a, =by+1,
az = by +1,

Ap— = byy +1,

ap-1=Dby3+1

yani i < n olmak {izere a; = [[%]] + 1 oldugunu gosterecegiz:

o= e = (2] 1) 1= ([ 1] 1) 1= g 1
ikinci olarak,

ap = by,

Apy1 = bp_q,

Anyz = by,

Azn—3 = ban_s,
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Azn—2 = ban_y

. N i+1 9 , .
yani i > n olmak lzere a; =n — [[17]] oldugunu gosterecegiz:

ombr= (D[ a1 (1)

=n—1-(CD+[Z]) = n-[Z] dir. 5

42



KAYNAKLAR
Kaya, R. 2005. Projektif Geometri. Osmangazi Universitesi Yayinlar1, Eskisehir, 392s.

Fraleigh, J.B. 1989. A First Course in Abstract Algebra. Addison Wesley P.C., USA,
518pp.

Batten, L.M. 1986. Combinatorics of Finite Geometries. Cambridge Press,U.K.,193pp.

Bennett, M.K. 1995. Affine and Projective Geometry. John Wiley and SONS, INC.,
New York, 173pp.

Hirschfeld, J.W.P. 1998. Projective Geometries over Finite Fields. Oxford Science
Publications., New York, 555pp.

Beutelspacher, A., Rosenbaum, U. 1998. Projective Geometry. Cambridge University
Press, U.K., 258pp.

Stevenson, F.W. 1972. Projective Planes. W.H. Freeman and Company, San Francisco,
415pp.

43



OZGECMIS

Adi Soyadi - Ayca BAYRAKTAR
Dogum Yeri ve Tarihi : Bursa, 1986
Yabanc Dili : Ingilizce
Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Lise : Bursa Kiz Lisesi

Lisans : Uludag Universitesi

Yiiksek Lisans : Uludag Universitesi
Calistig1 Kurumlar ve Yil

Birey Dershanesi 2006-2007

Milli Egitim Bakanlig1 2010-2011

Tletisim: ayca.byrktr@gmail.com

44


mailto:ayca.byrktr@gmail.com

