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Bir 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑  altmanifoldunun 𝐺 Gauss dönüşümü 𝑀 üzerinde sıfırdan farklı 

türevlenebilir bir 𝑓 fonksiyonu ve sabit bir 𝐶 vektörü için ∆𝐺 = 𝑓(𝐺 + 𝐶) eşitliğini 

sağlıyorsa 𝑀 altmanifoldu noktasal 1-tipine Gauss dönüşümüne sahip olduğu söylenir. 

Eğer 𝑓 fonksiyonu sabit değilse, 1-tipindeki Gauss dönüşümü has olarak adlandırılır. 

Noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olan bir 𝑀 altmanifoldu için 𝐶 sıfır vektörü 

ise, birinci türden olduğu söylenir. Aksi takdirde, noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümümün 

ikinci türden olduğu söylenir. Son zamanlarda noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip 

olan ℝ4 deki rotasyonel yüzeyler birçok araştırmacı tarafından çalışılmıştır.  

𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmannifoldunun 𝑥 konum vektörü alanı 𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑥𝑁 ayrışımına sahiptir. 

Burada 𝑥𝑇 ve 𝑥𝑁, sırasıyla 𝑥 in teğetsel ve normal bileşenlerini olup 𝑥𝑇 kanonik vektör 

alanı olarak adlandırılır. Bir Riemann manifoldu üzerindeki bir vektör alanı, bu manifold 

üzerinde tanımlanan bir fonksiyonun gradyantı olarak ifade edilebilirse bu vektör alanına 

konservatif denir. Bu fonksiyon, skaler potansiyel olarak bilinir. Enerjinin korunduğu 

fiziksel sistemlerin kuvvetleri konservatif vektör alanlarıdır. Sonuçta, 𝜌 =
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 için 𝑓 

nin gradienti ∇𝜌 = 𝑥𝑇 dir. 

Bu çalışmada, 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldunun kanonik vektör alanı 𝑥𝑇 nin ∆𝑥𝑇 = 𝜑(𝑥𝑇 +
𝐶) şartını sağladığı durumlar incelenmiştir. Bu eşitlik  𝑀 üzerinde sıfırdan farklı 

türevlenebilir bir fonksiyon 𝜑 ve sabit bir 𝐶 vektörü için geçerlidir. Bu eşitlikte 𝐶  vektörü 

sıfıra eşit ise 𝑥𝑇 kanonik vektör alanına noktasal 1-tipindedir denir. Bu çalışmada sırasıyla  

ℝ4 deki rotasyonel hiperyüzeyler ve rotasyonel yüzeylerin kanonik vektör alanı 𝑥𝑇 nin 

noktasal 1-tipindedir olması ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiş ve bu sonuçları 

destekleyici örnekler verilmiştir.  
 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Dönel yüzey, sonlu tip yüzey, 1-tipinde Gauss dönüşümü 

 

2022, x+ 55 sayfa. 



 

vii 

 

ABSTRACT 

 

PhD Thesis 

 

SURFACES WITH POINTWISE 1-TYPE CANONICAL VECTOR FIELD  

 

ERAY DEMİRBAŞ 

 

 Bursa Uludağ University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARRSLAN 

 

A submanifold 𝑀 of a Euclidean space ℝ𝑛+𝑑 is said to have pointwise 1-type Gauss map 

if its Gauss map 𝐺 satisfies ∆𝐺 = 𝑓(𝐺 + 𝐶) for some non-zero smooth function 𝑓 on 𝑀 

and a constant vector 𝐶. A pointwise 1-type Gauss map is called proper if the function 𝑓 

is non-constant. A submanifold with pointwise 1-type Gauss map is said to be of the first 

kind if the vector 𝐶 is zero vector. Otherwise, the pointwise 1-type Gauss map is said to 

be of the second kind. Rotational surfaces in ℝ4 with pointwise 1-type Gauss map have 

been studied by many researchers.  

For the Euclidean submanifold 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑, the position vector field x can be decomposed 

as follows: 𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑥𝑁, where 𝑥𝑇 and 𝑥𝑁 denote the tangential and the normal 

components of x, respectively. The tangent component 𝑥𝑇 known as canonical vector 

field. If a vector field of a Riemannian manifold is the gradient of a function defined on 

this manifold, this vector field is called conservative. This function, known as a scalar 

potential. Conservative vector fields representing forces of physical systems in which 

energy is conserved. Consequently, for 𝜌 =
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 the gradient ∇𝜌 = 𝑥𝑇 holds. 

In the present study, we considered immersed submanifold 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 which has 

pointwise 1-type canonical vector field 𝑥𝑇, i.e. ∆𝑥𝑇 = 𝜑(𝑥𝑇 + 𝐶) holds for some non-

zero smooth function 𝜑 on 𝑀 and a constant vector 𝐶. A pointwise 1-type canonical 

vector field is called proper if the function 𝜑 is non-constant. We obtain some results of 

rotational surfaces and rotational hypersurfaces in ℝ𝑛+𝑑  whose canonical vector fields 

𝑥𝑇 satisfy this condition. We also give some examples which support the obtained results. 

 

 

 

 

 

 

 
  

Key words: General rotational surfaces, position vector field, finite type surfaces,   pointwise 

1-type Gauss map. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

Simgeler   Açıklama 

 

𝑈𝛼                      Alt küme 

𝑀     Altmanifold  

∩     Arakesit 

𝑚, 𝑛                   Boyut 

𝑥𝛼     Dönüşüm 

𝛾     Eğri 

𝛾′                       Eğri türevi 

𝑓     Fonksiyon  

𝛻𝑓     𝑓 fonksiyonunun gradienti 

𝑑𝑓𝑝                     𝑓 fonksiyonunun yöne göre türevi 

𝐺     Gauss dönüşümü  

𝐾     Gauss eğriliği 
(𝑈𝛼, 𝑥𝛼)             Harita 
〈, 〉                      İç çarpım 

ℎ     İkinci temel form 

𝑥     Konum vektörü 

Δ     Laplasian 

[, ]                      Lie parantez operatörü 

∇                        𝑀 nin koneksiyonu 

ℝ𝑛+𝑑     (𝑛 + 𝑑)-boyutlu Öklit uzayı  

𝑝     Nokta  
‖. ‖                     Norm 

𝑥𝑁     Normal bileşen 

∇⊥                      Normal koneksiyon 

𝜒⊥(𝑀)     Normal vektör alanları kümesi 

𝐻     Ortalama eğrilik 

�⃗⃗�      Ortalama vektör alanı  

ℤ+     Pozitif tamsayılar kümesi 

∇̃     ℝ𝑛+𝑑 nin koneksiyonu 

𝜆                         Sabit fonksiyon 

𝐶     Sabit vektör  

A                        Şekil operatörü 

ℝ1
3                      Minkowski uzayı 

𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇)             Tanjant bileşenin divergenti 

𝑥𝑇     Teğet bileşen  

𝜒(𝑀)     Teğet vektör alanları kümesi 

𝜙−1     Ters fonksiyon 

𝑑𝑥𝑝                     Türev dönüşümü 

𝑘                         Türevlenebilir fonksiyon 

𝐹       Vektör alanı  

�̃�      Varış uzayı  
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1. GİRİŞ 

𝑀, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak üzere 𝑥 ∶   𝑀 ⟶ ℝ𝑛+𝑑 bir izometrik 

daldırma olsun.  Bu daldırma altında 𝑀 ye ℝ𝑛+𝑑 içine daldırılan n-boyutlu altmanifold 

adı verilir.  𝑀 nin en önemli geometrik nesnelerinden biri 𝑥 konum vektörüdür. Bu vektör  

𝑝 ∈ 𝑀 noktasını 𝑜 ∈ ℝ𝑛+𝑑 referans noktasına bağlayan 𝑥 = 𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗  şeklinde tanımlı olan yer 

vektörü ya da yarıçap vektörü olarak da bilinir.  

1970'lerin sonlarından beri Öklid uzayındaki sonlu tip altmanifoldlarının incelenmesi 

kapsamlı bir şekilde gerçekleştirilmiştir. 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑛 altmanifoldunun 𝑥 konum vektörü 

𝑀 nin Laplasyeni Δ nin özvektörlerinin sonlu toplamı olarak ifade edilebilirse 𝑀 ye sonlu 

tipte olduğu söylenir. Diğer bir deyişle 𝑥 = 𝑥0 + ∑ 𝑥𝑖
𝑘
𝑖=1 ;  Δx = 𝜆𝑖𝑥𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  

ayrışımının sağlanmasıdır. Burada 𝑥0 sabit, 𝑥𝑖 ler ise sabit olmayan vektör değerli 

fonksiyonlar ve 𝜆𝑖 ∈ ℝ dir. Eğer 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘 birbirinden farklı ise 𝑀 𝑘-tipindedir denir. 

Benzer şekilde, 𝑀 üzerindeki türevlenebilir bir 𝜑 fonksiyonu Δ nin ℝ𝑛+𝑑-değerli 

özvektörlerinin sonlu toplamı oluyorsa 𝜑 ye sonlu tipdedir denir (bakınız, (Chen, 1983), 

(Chen, 1984; Chen, 1985; Yoon, 2001)). Sonlu tip altmanifold kavramı, doğal olarak 𝑀 

nin 𝐺 Gauss dönüşümüne genişletilebilir (Chen ve Piccinni, 1987). Eğer, Öklid uzayının 

bir 𝑀 altmanifoldu 1-tipinde bir 𝐺 Gauss dönüşümüne sahipse, bazı 𝜆 ∈ ℝ ve bazı sabit 

𝐶 vektörü için Δ𝐺 = 𝜆(𝐺 + 𝐶), eşitliği sağlanır (Baikoussis ve Blair, 1992), (Baikoussis 

vd., 1993), (Baikoussis ve Verstraelen, 1993) ve (Kim ve Yoon, 2001). Bununla birlikte, 

Öklid 3-uzay ℝ3 de helikoid,  katenoid ve dik koni gibi bazı tipik iyi bilinen yüzeylerin 

Gauss dönüşümlerinin Laplası sıfırdan farklı bazı 𝑓 fonksiyonu ve bazı sabit 𝐶 vektörleri 

için Δ𝐺 = 𝑓(𝐺 + 𝐶), şartını sağladığı gösterildi (Chen ve Kim, 2001). Eğer 𝑓 fonksiyonu 

sabit değilse bu takdirde noktasal 1-tipindeki 𝐺  Gauss dönüşümü has olarak adlandırılır. 

Noktasal 1-tip Gauss dönüşümüne sahip bir 𝑀 altmanifoldu için eğer 𝐶 vektörü sıfır 

vektör ise birinci çeşit olduğu söylenir.  Aksi takdirde, noktasal 1-tipindeki 𝐺  Gauss 

dönüşümü ikinci çeşit olarak ifade edilir (Chen ve ark. 2005), (Kim ve Yoon 2000a), 

(Kim ve Yoon 2000b) ve (Kim ve Yoon 2005). Cho ve Kim 2001 yılında yaptıkları 

çalışmada minimal helikoidi birinci çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip olma 

durumunu incelediler. B.-Y. Chen, birinci çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip 

dönel yüzeylerinin, sabit ortalama eğrilikli dönel yüzeylere karşılık geldiğini göstermiştir. 

Ayrıca, noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip rasyonel yüzeylerin bir 
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karakterizasyonu verildi (Chen vd., 2005). ℝ3 de 𝐿1-noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme 

sahip yüzeyler için (Kim ve Turgay, 2013), Minkowski uzayı ℝ1
3 de noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşüme sahip düz yüzeyler için ise (Dursun ve Coşkun, 2012) çalışması 

incelenebilir. Son zamanlarda, noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip ℝ4 deki 

rotasyonel yüzeyler birçok araştırmacı tarafından incelenmiştir (Aksoy ve Yaylı, 2020; 

Arslan vd, 2014; Arslan vd, 2011-a; Arslan vd, 2011-b); Arslan vd., 2010; Arslan vd., 

2017; Bulca vd., 2012; Dursun ve Arslan 2011; Dursun ve Turgay, 2012-a). Bununla 

birlikte noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip Minkowski 4 uzayındaki uzay benzeri 

yüzeyler için (Dursun ve Turgay, 2012-b; Dursun ve Turgay, 2019) ve Minkowski 

uzayında noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip hiperyüzeyler için (Dursun, 2009; 

Dursun, 2015) çalışmalarına bakılabilir.  

𝑀 nin önemli invaryantlarından biri ortalama eğrilik vektör alanı �⃗⃗�  dır.  Fizikte, ortalama 

eğrilik vektör alanı, altmanifold üzerine uygulanan burulma alanıdır. Malzeme biliminde 

yüzey gerilimi, yüzey stresi veya yüzey serbest enerjisi için kullanılır (Chen, 2017). E. 

Beltrami’nin iyi bilinen formülü, pozisyon vektör alanı x ile 𝑀 nin ortalama eğrilik vektör 

alanı �⃗⃗�  nın arasında ∆𝑥 = −𝑛𝐻,⃗⃗⃗⃗  biçiminde basit bir ilişki sağlar.  Burada ∆, 𝑀 nin 

indirgenmiş metriğe göre Laplasyenini ifade etmektedir.  Bu eşitlikten 𝑀 nin minimal 

(yani �⃗⃗� = 0) olması için gerek ve yeter koşul ∆𝑥 = 0 olması, diğer bir değişle, 𝑀 nin 

harmonik olmasıdır (Chen, 1973). 

𝑀 nin 𝑥 pozisyon vektör alanı, 𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑥𝑁 biçiminde doğal bir ayrışmaya sahiptir. 

Burada 𝑥𝑇 ve 𝑥𝑁,  𝑥 in sırasıyla teğet ve normal bileşenleridir. B.Y. Chen 2017 yılında 

yapmış olduğu çalışmada Öklid altmanifoldlarının konum vektörü alanlarıyla ilişkili 

diferansiyel geometride çeşitli konuların bir araştırmasını sunmuştur. Bu ayrışımda 𝑥𝑇 

tanjant bileşeni kanonik vektör alanı olarak bilinir (Chen ve Deshmukh, 2018). Bir 

Riemann manifoldunun vektör alanı, bu manifold üzerinde tanımlanan bir fonksiyonun 

gradyanı ise, bu vektör alanına konservatifdir denir. Bu fonksiyon, skaler potansiyel 

olarak bilinir. Fiziksel kuvvetleri temsil eden konservatif vektör alanları enerjinin 

korunduğu sistemlerdir (Marsden ve Tromba, 2003). 
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Bu çalışma dört bölümden oluşur. Birinci bölüm giriş bölümüdür.  

İkinci bölümde kuramsal temeller ve kaynak araştırmasına dönük tanım ve sonuçlar 

verilmiştir. Özellikle diferansiyellenebilir manifold, diferansiyellenebilir dönüşüm, Levi-

civita koneksiyonu, türev dönüşümü ve difeomorfizm ile ilgili temel tanımlar ve eşitlikler 

tanıtılmıştır. Bölümün ilerleyen kısımlarında imersiyonlar, altmanifoldlar,  2. temel form, 

şekil operatörü, Gauss ve Weingarten formülleri ve bunlar yardımıyla tanımlanan 

ortalama eğrilik vektör alanı ve eğriliği ile ilgili temel kavramlar verilmiştir.  

Üçüncü bölümde materyal ve yönteme yer verilmiştir. Bu bölüm iki kısımdan ibarettir. 

Birinci kısımda 𝑥 pozisyon vektör alanı ve ayrışımı ile ilgili işlemlere yer verilmiştir. 

Özellikle 𝜌 =
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 uzaklık fonksiyonu olmak üzere 𝜒(𝑀) nun gradiyenti 𝛻𝜌 = 𝑥𝑇 

eşitliğinin sağlandığı gösterilmiştir. Bununla birlikte 𝑀 altmanifoldunun ortalama eğrilik 

vektör alanı �⃗⃗�  olmak üzere  𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇) = 𝑛 + 𝑛〈�⃗⃗� , 𝑥〉 eşitliği sağlandığı gösterilmiştir. 

Böylece 𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇) = 0 ise 𝑥𝑇 vektör alanı sıkıştırılamaz olduğu sonucuna varılmıştır. 

İkinci kısımda 𝑥𝑇 kanonik vektör alanının ∆𝑥𝑇 Laplasyeni ∆𝑥𝑇 nin hesabına yer verilmiş, 

𝑥𝑇 nin harmonik olma koşulu ∆𝑥𝑇 = 0 eşitliğinin sağlanması durumunda hangi şartların 

ortaya çıkacağı tartışılmıştır. Ayrıca türevlenebilir bir 𝜑 fonksiyonu için ∆𝑥𝑇 = 𝜑𝑥𝑇 

eşitliğinin sağlanması durumunda 𝑥𝑇 kanonik vektör alanı noktasal 1-tipinde dir. Bu şartı 

sağlayan 𝑥𝑇 kanonik vektör alanı ile ilgili bazı sonuçlara yer verilmiştir.  

Dördüncü bölüm bulgulardan ibaret olup iki kısımdan oluşur. Birinci kısımda ℝ𝑛+1 deki 

dönel hiperyüzeyler incelenmiştir. Sırasıyla ℝ3 deki dönel yüzeyler ile bunların 

genellemeleri olan ℝ4  deki rotasyonel hiperyüzeler ve birotasyonel hiperyüzeler ele 

alınmıştır. İkinci kısımda ℝ4  deki rotasyonel yüzeler, küresel çarpım yüzeyleri, meridyen 

yüzeyleri ve tensör çarpım yüzeleri ele alınmıştır. Bu yüzeyleri 𝑥𝑇 kanonik vektör 

alanlarının noktasal 1-tipinde olması ile ilgili sonuçlar elde edilmiş ve bu sonuçları 

destekleyici bazı örnekler verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak bazı temel kavramlar, teoremler ve 

tanımlar ele alınmıştır. Özellikle türevlenebilir dönüşümler, altmanifoldlar, birinci ve 

ikinci temel formlar, Gauss ve Weingarten denklemleri ve ortalama eğrilik ile ilgili temel 

kavramlara yer verilmiştir. Bu bölümde, ağırlıklı olarak,  (do Carmo, 1976), (do Carmo, 

1979), (Chen, 1973; Gray, 1993) kaynaklarından yararlanılmıştır. 

Tanım 2.1 𝑀 ≠ ∅ kümesi ve 𝑈𝛼 ⊂ ℝ
𝑛 açık alt kümesi için 𝑥𝛼: 𝑈𝛼 → 𝑀 dönüşümlerinin 

bire bir (injective) bir ailesi (atlası) {(𝑈𝛼, 𝑥𝛼): 𝛼 ∈ ℤ
+} biçiminde tanımlansın. Böylece 

aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝑀 ye n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold adı verilir; 

i) 𝑥𝛼(𝑈𝛼) ların sonlu birleşimleri 𝑀 kümesini örtecektir. 

ii) 𝑥𝛼(𝑈𝛼) ∩ 𝑥𝛽(𝑈𝛽) = 𝑊 ≠ ∅ şartını sağlayan herhangi 𝛼, 𝛽 çifti için 𝑥𝛼
−1(𝑊)  ve 

𝑥𝛽
−1(𝑊) kümeleri ℝ𝑛 nin açık alt kümeleridir. Bununla birlikte, 𝑥𝛽

−1  𝑥𝛼 koordinat 

değişimi fonksiyonları türevlenebilirdir.  

iii) {(𝑈𝛼, 𝑥𝛼)} ailesi i) ve ii) şartlarıyla birlikte maksimaldir. 

Burada (𝑈𝛼, 𝑥𝛼) çifti (ya da 𝑥𝛼  dönüşümü) 𝑝 ∈ 𝑥𝛼(𝑈𝛼) için 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki bir 

parametrizasyonu (yada koordinat sistemi) olarak bilinir. Bununla birlikte 𝑥𝛼(𝑈𝛼) lara 

koordinat komşuluğu (ya da harita) adı verilir (do Carmo, 1976). 

Tanım 2.2 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar olmak üzere 

𝑥:𝑀 → �̃�  dönüşümü verilsin. Bu takdirde 𝑥(𝑝) noktasında tanımlanan 𝜙: 𝑉 ⊂ ℝ𝑛 → �̃� 

parametrizasyonu için 𝑥(𝜑(𝑈)) ⊂ 𝜙(𝑉)  ve  

𝜙−1  𝑥𝜑:𝑈 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 

dönüşümü diferansiyellenebilir olacak şekilde p noktasında bir 𝜑:𝑈 ⊂ ℝ𝑛 → 𝑀 

parametrizasyonu bulunabilirse 𝑥 e diferansiyellenebilir dönüşüm adı verilir (do Carmo, 

1976).  
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Tanım 2.3  ℝ3, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak üzere  

∇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀); ∇(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋𝑌 

biçiminde tanımlı ∇ dönüşümü ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑀) için aşağıdaki şartları 

sağlar ise ∇ ya 𝑀 üzerinde bir afin koneksiyon denir (do Carmo, 1976); 

1) ∇𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓∇𝑋𝑍 + 𝑔∇𝑌𝑍  dir. 

2) ∇𝑋(𝑓𝑌 + 𝑍) = 𝑋(𝑓)𝑌 + 𝑓∇𝑋𝑌 + ∇𝑋𝑍  dir.  

∇ da 𝑀 nin bir afin koneksiyonu olsun. 

3) ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀𝑛) için ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 = [𝑋, 𝑌] ise ∇ simetriktir.   

4) ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀𝑛) için 𝑋〈𝑌, 𝑍〉 = 〈∇𝑋𝑌, 𝑍〉 + 〈𝑌, ∇𝑋𝑍〉  

şartı sağlanırsa afin konneksiyonuna 𝑀 üzerinde bir Levi-Civita koneksiyonu adı verilir 

(do Carmo, 1976). Bu durumda (𝑀, 〈, 〉) Riemann manifoldu yapısına kavuşur. 

Tanım 2.5 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldları için  

𝑥:𝑀 → �̃� diferansiyellenebilir dönüşümü olsun. Herhangi 𝑝 ∈ 𝑀 ve her 𝜈𝑝 ∈ 𝑇𝑝𝑀 

tanjant vektörü için bir 𝛾: (−𝜀, 𝜀) → 𝑀 eğrisi 𝛾(0) = 𝑝, 𝛾′(0) = 𝜈𝑝 olacak şekilde 

seçilsin. Böylece 𝛽 = 𝑥  𝛾 eğrisi alındığında 𝑑𝑥𝑝: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑥(𝑝)�̃� türev dönüşümü      

𝑑𝑥𝑝(𝜈) = 𝛽
′(0) biçiminde tanımlı olan lineer bir dönüşüm olup 𝛾 eğrisi seçiminden 

bağımsızdır (Chen, 1973).  

Tanım 2.6 𝑀 ve �̃� sırasıyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldları için   

𝑥:𝑀 → �̃� dönüşümü verilsin. Eğer 𝑥 dönüşümü diferansiyellenebilir, birebir, örten ve 

𝑥−1 de diferansiyellenebilir ise 𝑥 dönüşümüne bir difeomorfizm adı verilir. Benzer şekilde 

𝑝 ∈ 𝑀 ve 𝑥(𝑝) ∈ �̃� noktalarının komşulukları sırasıyla 𝑈 ve 𝑉 olmak üzere bunlar 

asındaki 𝑥: 𝑈 → 𝑉 dönüşümü bir difeomorfizm ise 𝑥 dönüşümüne bir lokal difeomorfizm 

adı verilir (do Carmo, 1976). 

Tanım 2.7 𝑀 ve �̃� Riemann manifoldları için 𝑥:𝑀 → �̃� bir difeomorfizm olsun. 

Her 𝑝 ∈ 𝑀 ve 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑝𝑀 tanjant vektörleri için  
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〈𝑋, 𝑌〉𝑝 = 〈𝑑𝑥𝑝(𝑋), 𝑑𝑥𝑝(𝑌)〉𝑥(𝑝) 

şartı sağlanırsa 𝑥 dönüşümüne bir izometri adı verilir (do Carmo, 1976). 

Tanım 2.8 𝑀 ve �̃� sırasıyla 𝑛 ve 𝑚-boyutlu, 𝑚 > 𝑛 diferansiyellenebilir manifoldları 

için 𝑥:𝑀 → �̃� dönüşümü verilsin. Bu takdirde 𝑑𝑥𝑝: 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑥(𝑝)�̃� dönüşümü her        

𝑝 ∈ 𝑀 için injektif ise 𝑥 e bir daldırma  𝑀 ye de �̃� nın daldırılan altmanifoldu adı verilir 

(Chen, 1973).  

Bununla birlikte 𝑥(𝑀) alt uzayı �̃� den indirgenen alt uzay topolojisi ile birlikte 𝑥 

daldırması 𝑥(𝑀) ⊂ �̃� üzerinde bir homeomorfizm ise 𝑥 e bir gömme  𝑀 ye de �̃� nın 

gömülen altmanifoldu adı verilir (do Carmo, 1976). 

Tanım 2.9 𝑀 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırması ile verilsin. ℝ𝑛+𝑑 de Levi-

Civita koneksiyonu ∇̃ ile gösterilsin. Bu durumda her 𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∈ 𝑇𝑝𝑀 lokal vektör alanları 

için 𝑀 altmanifoldunun ℝ𝑛+𝑑 dan indirgenmiş Levi-Civita koneksiyonu ∇ olmak üzere 

𝑀 nin ikinci temel form dönüşümü 

ℎ: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒⊥(𝑀); ℎ(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = ∇̃𝑋𝑖𝑋𝑗 − ∇𝑋𝑖𝑋𝑗                                                  (2.1) 

biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.1) eşitliği Gauss formülü olarak bilinir (Chen, 1973). 

Tanım 2.10 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırması verilsin. 

Böylece 𝑀 nin birim normal vektörü 𝑁𝛼, 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑑 olmak üzere 𝑀 nin şekil operatörü 

dönüşümü  

𝐴: 𝜒⊥(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀); 𝐴𝑁𝛼𝑋𝑖 = −∇̃𝑋𝑖𝑁𝛼 + ∇𝑋𝑖
⊥ 𝑁𝛼                                                (2.2) 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝐴𝑁𝛼  dönüşümü 𝑁𝛼 ya karşılık gelen şekil operatörüdür. 

(2.2) eşitliği Weingarten formülü olarak bilinir (Chen, 1973).  

Herhangi 𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∈ 𝑇𝑝𝑀 için 𝑀 nin 2. temel form katsayıları 

ℎ𝑖𝑗
𝛼 = 〈𝐴𝑁𝛼𝑋𝑖, 𝑋𝑗〉 = 〈ℎ(𝑋𝑖, 𝑋𝑗), 𝑁𝛼〉;  1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑑                                       (2.3) 

eşitliği ile tanımlanır.  
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Tanım 2.11 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırması ile verilsin. Bu 

takdirde 𝑀 nin ortalama eğrilik vektör alanı 

�⃗⃗� =
1

𝑛
∑ℎ(𝑋𝑘, 𝑋𝑘)

𝑛

𝑘=1

                                                                                                                (2.4) 

biçiminde tanımlanır.  

Bununla birlikte, 𝑀 nin  ortalama eğrili  fonksiyonu 𝐻 = ‖�⃗⃗� ‖  ile  hesaplanır.    Eğer 

𝐻 = 0 ise 𝑀 ye minimaldir denir  (Chen, 1973). 

 

Tanım 2.13 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 kompakt altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırması 

verilsin. 𝑀 nin ℝ𝑛+𝑑den indirgenmiş metriğe göre Laplas operatörü ∆ ve 𝑀 nin ortalama 

eğrilik vektörü �⃗⃗�  olmak üzere ∆𝑥 = −𝑛�⃗⃗�  Bertrami formülünü sağlanır (Chen, 1973). 

Tanım 4.1.1: 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırması ile verilsin. M 

üzerinde tanımlı herhangi bir türevlenebilir 𝜓 fonksiyonu için 𝜓 nin Laplasyeni 

∆𝜓 =∑(∇̃𝑋𝑖∇̃𝑋𝑖𝜓 − ∇̃∇𝑋𝑖𝑋𝑖
𝜓)                                                                                          (2.5)

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde tanımlanır (Chen, 1973). 

Önerme 2.2.14: 𝑀 ⊂ ℝ2+𝑑 yüzeyi 𝑥:𝑀 → ℝ2+𝑑 izometrik daldırması ile verilsin. Bu 

takdirde 𝑇𝑝𝑀 nin bir {𝑋1, 𝑋2} ortonormal bazı için 𝑀 nin Gauss eğriliği 

𝐾 = 〈ℎ(𝑋1, 𝑋1), ℎ(𝑋2, 𝑋2)〉 − 〈ℎ(𝑋1, 𝑋2), ℎ(𝑋1, 𝑋2)〉                                                        (2.6) 

dir (Chen, 1973).  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Pozisyon Vektör Alanı ve Ayrışımı  

𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırma ile verilsin. Bununla birlikte 

𝑝 ∈ 𝑀 noktası ℝ𝑛+𝑑 nin orijin noktası 𝑜 ile birleştirildiğinde 𝑥 = 𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗   pozisyon vektörü 

elde edilir. Doğal olarak  

𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑥𝑁                                                                                                                               (3.1) 

teğet ve normal ayrışımına sahiptir (Chen ve Deshmukh, 2018). Bu 𝑥  vektörün fizikte 

önemli uygulama alanları mevcuttur. Örneğin, bir cismin hareketinin 𝑡 anındaki durumu 

𝑥(𝑡) pozisyon vektörü ile ifade edilir. Bu pozisyon vektörünün birinci ve ikinci türevleri 

sırasıyla cismin 𝑡 anındaki hızını ve ivmesini verir. 

Tanım 3.1.1. 𝐷 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 açık küme, 𝑓: 𝐷 → ℝ türevlenebilir fonksiyon olmak üzere 𝑓 

nin gradyenti 

𝛻𝑓 = ∑  
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑒 𝑖

n+d

i=1

 

biçiminde tanımlanır. Böylece 𝐷 üzerine tanımlı bir 𝐹  vektör alanı   

𝐹 = 𝛻𝑓                                                                                                                                        (3.2) 

biçiminde ifade edilirse  𝐹  ye konservatif vektör alanı adı verilir. 𝑓 fonksiyonuna ise 𝐹  

nin potansiyel fonksiyonu denir (Chen ve Deshmukh, 2018).  

Önerme 3.1.2. 𝐷 ⊂ ℝ𝑛+𝑑  açık  alt  küme,  𝑓: 𝐷 → ℝ  türevlenebilir  fonksiyon  ve    

𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐷 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 regüler eğri olsun. Bu durumda ∀𝑡 ∈ 𝐼 için  

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝛾(𝑡)) = 〈∇𝑓(𝛾(𝑡)), 𝛾′(𝑡)〉                                                                                            (3.3) 

dır. Herhangi 𝑡0 ∈ 𝐼 anında 𝑥0 = 𝛾(𝑡0), 𝑣0 = 𝛾
′(𝑡) olmak üzere (3.3) eşitliği 

𝑑𝑓𝑝(𝑣0) = 〈∇𝑓(𝑝0), 𝑣0〉                                                                                                           (3.4) 

olup 𝑓 nin 𝑥0 noktasında 𝑣0 yönünde türevini verir. 
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𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldunun pozisyon vektörü (3.1) ayrışımı ile tanımlansın. 𝑀 nin 

ortonormal çatısı {𝑒 1, 𝑒 2, … , 𝑒 𝑛} olmak üzere 𝑥𝑇 vektör alanı  

xT =∑〈x𝑇 , 𝑒 i〉𝑒 𝑖

n

i=1

=∑〈𝑥, 𝑒 𝑖〉𝑒 𝑖

n

i=1

                                                                                          (3.5) 

dir.  

𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu üzerindeki uzaklık fonksiyonu  

𝜌 =
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 

olmak üzere 𝜌 nin gradiyenti  

𝛻𝜌 =∑〈�̃�𝑒𝑖𝑥, 𝑥〉

𝑛

𝑖=1

𝑒 𝑖                                                   (3.6) 

eşitliği ile hesaplanır. Böylece   

∇̃𝑒 𝑖𝑥 = 𝑒 𝑖                                                                                                                                     (3.7) 

olduğundan (3.6) eşitliği 

𝛻𝜌 =∑〈𝑒 𝑖, 𝑥〉𝑒 𝑖

𝑛

𝑖=1

                                                                                                                      (3.8) 

dir. Buradan (3.5) ve (3.8) eşitliklerinden  

∇𝜌 = 𝑥𝑇                                                                                                                                       (3.9) 

olduğu görülür. Bu da bize 𝑥𝑇 nin bir konservatif vektör alanı olduğunu gösterir.  

𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldunun pozisyon vektörünün teğet bileşeni olan 𝑥𝑇 vektör alanın 

diverjansı 

𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇) =∑〈∇̃𝑒 𝑖𝑥
𝑇 , 𝑒 𝑖〉

𝑛

𝑖=1

                                                                                                     (3.10) 
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şeklinde hesaplanır. Buradan (2.1) Gauss formülü 

�̃�𝑒 𝑖𝑥
𝑇 = 𝛻𝑒 𝑖𝑥

𝑇 + ℎ(𝑒 𝑖, 𝑥
𝑇)                                                                                                    (3.11) 

 ve (3.5) eşitliği kullanılarak   

𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇) =∑〈𝛻𝑒 𝑖 (∑〈𝑥, 𝑒 𝑗〉𝑒 𝑗

𝑛

𝑗=1

) , 𝑒 𝑖〉

𝑛

𝑖=1

 

                 = ∑ 〈𝛻𝑒 𝑖(〈𝑒 𝑗, 𝑥〉𝑒 𝑗), 𝑒 𝑖〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

                                                                                      (3.12) 

                 = ∑ 〈�̃�𝑒 𝑖𝑒 𝑗, 𝑥〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

〈𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑖〉 + ∑〈�̃�𝑒 𝑖  𝑥, 𝑒 𝑗〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

〈𝑒 𝑖, 𝑒 𝑗〉 +∑〈𝑒 𝑗 , 𝑥〉

𝑛

𝑗=1

〈𝛻𝑒 𝑖𝑒 𝑗, 𝑒 𝑖〉  

                 = ∑ 〈�̃�𝑒 𝑖𝑒 𝑗, 𝑥〉𝛿𝑖𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ ∑ 𝛿𝑖𝑗
2 + ∑〈𝑒 𝑖, 𝑥〉〈�̃�𝑒 𝑖𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑖〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

elde edilir. Bununla birlikte (3.12) eşitliğinde Gauss ve eşitliği kullanılırsa  

𝑑𝑖𝑣(xT) = ∑〈∇𝑒 𝑖𝑒 𝑗 + h(𝑒 𝑖, 𝑒 𝑗), 𝑥〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝛿𝑖𝑗 + ∑ 𝛿𝑖𝑗
2 + ∑〈𝑒 𝑖, x〉〈∇𝑒 𝑖𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑖〉

n

i,j=1

n

i,j=1

  

= ∑〈∇𝑒 𝑖𝑒 𝑗 , x〉𝛿𝑖𝑗

n

i,j=1

+ ∑〈ℎ(𝑒 𝑖, 𝑒 𝑗), x〉𝛿𝑖𝑗

n

i,j=1

+ ∑ 𝛿𝑖𝑗
2 + ∑〈𝑒 𝑗, x〉〈∇𝑒 𝑖𝑒 𝑗  , 𝑒 𝑖〉

n

i,j=1

n

i,j=1

 

bulunur. Böylece son eşitlikte 

�⃗⃗� =
1

𝑛
∑ℎ(𝑒 𝑖, 𝑒 𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

∑ 𝛿𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

= 𝑛, 

ve 

∑〈ℎ(𝑒 𝑖, 𝑒 𝑗), 𝑥〉𝛿𝑖𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

= 𝑛〈�⃗⃗� , 𝑥〉 

yerine yazılırsa  
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𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇) = 𝑛 + 𝑛〈�⃗⃗� , 𝑥〉 + ∑〈𝛻𝑒 𝑖𝑒 𝑗  , 𝑥〉𝛿𝑖𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ ∑〈𝑒 𝑗, 𝑥〉〈𝛻𝑒 𝑖𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑖〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

bulunur (Chen ve Deshmukh, 2018). Ayrıca herhangi 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) vektör alanı ve 𝑤𝑖
𝑘 

koneksiyon formları için   

𝛻𝑍𝑒 𝑖 =∑𝑤𝑖
𝑘(𝑍)𝑒 𝑘

𝑛

𝑘=1

;  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛                                                                                        (3.13) 

dir. Burada 𝑤𝑖
𝑘 koneksiyon formları olup 𝑤𝑖

𝑘 = −𝑤𝑘
𝑖  dir. Bununla birlikte  

∑〈𝛻𝑒 𝑖𝑒 𝑗 , 𝑥〉𝛿𝑖𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ ∑〈𝛻𝑒 𝑖𝑒 𝑗  , 𝑒 𝑖〉〈𝑒 𝑗 , 𝑥〉

𝑛

𝑖,𝑗=1

= ∑ 𝑤𝑖
𝑘(𝑒 𝑖)

𝑛

𝑖,𝑘=1

〈𝑒 𝑘, 𝑥〉 + ∑ 𝑤𝑗
𝑖(𝑒 𝑖)

𝑛

𝑖,𝑗=1

〈𝑒 𝑗 , 𝑥〉 

bulunur. Böylece son eşitlik  

𝑑𝑖𝑣(𝑥𝑇) = 𝑛 + 𝑛〈�⃗⃗� , 𝑥〉                                                                                                         (3.14) 

halini alır. 

Tanım 3.1.3 M ⊂ 𝑅𝑚 türevlenebilir altmanifold olmak üzere 𝑍 ∈ 𝑇(𝑀) olsun. Bu 

takdirde  

𝑑𝑖𝑣(𝑍) = 0 

ise Z e sıkıştırılamaz vektör alanı adı verilir (Chen, 2017).  

Böylece (3.14) eşitliğinden (Chen, 2017) çalışmasındaki aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.1.4 M ⊂ 𝑅𝑚 türevlenebilir altmanifold olsun. M nin teğet vektör alanı 𝑥𝑇, 

sıkıştırılamaz olması için gerek ve yeter koşul 

〈�⃗⃗� , 𝑥〉 = −1                                                                                                                             (3.15) 

olmasıdır. 
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3. 2.  ∆𝑥𝑇 = 𝜑𝑥𝑇  Şartını Sağlayan Altmanifoldlar 

Tanım 3.2.1. 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 izometrik daldırma ile verilsin. 𝑀 

üzerindeki herhangi bir 𝑍 vektör alanı için  

𝑍 = ∇̃𝑍𝑥                                                                                                                                    (3.16) 

eşitliği sağlandığında 𝑥 pozisyon vektörüne 𝑍 boyunca kongruent vektör alanı adı verilir. 

Burada ∇̃, ℝ𝑛+𝑑 Öklid uzayının Levi-Civita koneksiyondur.  

Buradan {𝑒 𝑖}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑀 üzerindeki lokal çatı alanı olmak üzere  

∇̃𝑒 𝑖𝑥 = 𝑒 𝑖                                                                                                                                  (3.17) 

dir. Diğer bir değişle, 𝑀 nin 𝑥 pozisyon vektörü 𝑒 𝑗 boyunca kongruent vektör alanıdır. 

Böylece 𝑥 pozisyon vektörü 𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑥𝑁  ayrışımına sahip olduğundan Gauss ve 

Weingarten eşitlikleri yardımıyla  

                                    ∇̃𝑒 𝑖𝑥 = ∇̃𝑒 𝑖(𝑥
𝑇 + 𝑥𝑁) 

                                             = ∇̃𝑒 𝑖𝑥
𝑇 + ∇̃𝑒 𝑖𝑥

𝑁 

= ∇𝑒 𝑖𝑥
𝑇 + ℎ(𝑒 𝑖, 𝑥

𝑇)−A𝑥𝑁𝑒 𝑖 + ∇
⊥
𝑒 𝑖
𝑥𝑁 

dır. Böylece teğet ve normal bileşenler yardımıyla 

𝑒 𝑖 = ∇𝑒 𝑖𝑥
𝑇−A𝑥𝑁𝑒 𝑖                                                                                                                  (3.18) 

ℎ(𝑒 𝑖, 𝑥
𝑇) + ∇⊥𝑒 𝑖𝑥

𝑁 = 0                                                                                                        (3.19) 

eşitlikleri elde edilir. 

𝑀 nin ∇ konneksiyonu ile ilişkilendirilen eğrilik tensörü herhangi 𝑒 𝑖 , 𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑘 ∈ 𝜒(𝑀) için  

𝑅(𝑒 𝑖, 𝑒 𝑗)𝑒 𝑘 = ∇𝑒 𝑖∇𝑒 𝑗𝑒 𝑘 − ∇𝑒 𝑗∇𝑒 𝑖𝑒 𝑘 − ∇[𝑒 𝑖,𝑒 𝑗]𝑒 𝑘                                                               (3.20) 

biçiminde tanımlanır. Buradan (3.18) eşitliği kullanılarak 
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𝑅(𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑘)𝑥
𝑇 = (∇𝐴

𝑥𝑁
) (𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑘) − (∇𝐴

𝑥𝑁
) (𝑒 𝑘, 𝑒 𝑗)                                                            (3.21) 

bulunur. Bu denklemden  

(∇𝐴
𝑥𝑁
) (𝑒 𝑗, 𝑒 𝑘) = ∇𝑒 𝑗(𝐴𝑥𝑁𝑒 𝑘) − 𝐴𝑥𝑁 (∇𝑒 𝑗𝑒 𝑘)                                                               (3.22) 

bulunur (Chen ve Deshmukh, 2018). Böylece (3.5) yardımıyla 𝑥𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni 

Δ𝑥𝑇 =∑(∇𝐴
𝑥𝑁
) (𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑗)

𝑛

𝑗=1

                                                                                                    (3.23) 

eşitliği ile hesaplanır. Sonuç olarak (3.22) ve (3.23) eşitlikleri kullanılarak  

Δ𝑥𝑇 =∑(∇𝑒 𝑗(𝐴𝑥𝑁𝑒 𝑗) − 𝐴𝑥𝑁 (∇𝑒 𝑗𝑒 𝑗))

𝑛

𝑗=1

                                                                        (3.24) 

eşitliğinin sağlandığı görülür.  

Aşağıdaki tanım verilir. 

Tanım 3.2.2. 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 bir izometrik daldırma ile verilsin. 

Bu takdirde 𝑀 üzerinde türevlenebilir bir 𝜑 fonksiyonu için 

Δ𝑥𝑇 = 𝜑𝑥𝑇                                                                                                                                (3.25) 

şartı sağlanırsa 𝑥𝑇 vektör alanı noktasal 1-tipindedir denir. Burada 𝜑 tayin fonksiyonu 

olarak adlandırılır. 

Aşikar olarak, 𝜑 = 0 olması durumunda 𝑥𝑇 vektör alanı harmonik tir.  

Böylece (3.5), (3.24) ve (3.25) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.2.3 𝑀, n-boyutlu bağlantılı Riemann manifold olmak üzere 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 bir 

izometrik daldırma olsun. O halde 𝑥𝑇 vektör alanının noktasal 1-tipinde olması için gerek 

ve yeter koşul  

∑(∇𝑒 𝑗(𝐴𝑥𝑁𝑒 𝑗) − 𝐴𝑥𝑁 (∇𝑒 𝑗𝑒 𝑗) − 𝜑〈𝑒 𝑗, 𝑥〉)

𝑛

𝑖=1

= 0,                                                       (3.26) 

eşitliğini sağlamasıdır. 
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4. BULGULAR  

 

4.1. ∆𝒙𝑻 = 𝝋𝒙𝑻  Şartını Sağlayan Rotasyonel  Hiperyüzeyler 

Bu kısımda rotasyonel hiperyüzeyler incelenmiştir. İlk olarak ℝ3 deki rotasyonel 

hiperyüzeyler, diğer bir ifadeyle dönel yüzeyler, ikinci olarak  ℝ4 deki rotasyonel 

hiperyüzeyler ve son olarak da ℝ4 deki birotasyonel hiperyüzeyler ele alınmıştır. Bu 

hiperyüzeylerin 𝑥𝑇 vektör alanlarının harmonik olması durumunda bazı sonuçlar elde 

edilmiştir. Ayrıca 𝑥𝑇 vektör alanlarının noktasal 1-tipinde olması incelenmiş, elde edilen 

sonuçları destekleyici bazı örnekler verilmiştir.   

Bu bölümde rotasyonel hiperyüzeyler ile ilgili aşağıdaki durumlar ele alınmıştır: 

I. Durum: (ℝ3 deki dönel yüzeyler) 

ℝ3 de 

𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑓2(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑣),                                                                           (4.1) 

𝑓2(𝑢) ≠ 0, koordinat yamasıyla verilen yüzey dönel yüzey olarak bilinir.  Burada 𝛾(𝑢) =

(𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢)) 𝑀 nin meridyen eğrisidir (Gray, 1993). 𝑀 nin ortonormal çatı alanı 

𝑒 1 =
1

𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝑢
 

𝑒 2 =
1

𝑓2

𝜕𝑥

𝜕𝑣
                                                                                                                                  (4.2) 

𝑒 3 =
1

𝜓
(𝑓2
′, −𝑓1

′𝑐𝑜𝑠𝑣,−𝑓1
′𝑠𝑖𝑛𝑣) 

vektörleri tarafından gerilir (Bulca vd., 2009). Burada 

𝜓 = √(𝑓1
′)2 + (𝑓2

′)2                                                                                                                 (4.3) 

𝑀 üzerinde reel değerli türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece 𝑥 in teğet bileşeni 

x𝑇 =∑〈𝑥, 𝑒 i〉𝑒 𝑖  =
𝜂

𝜓
𝑒 1

2

i=1

                                                                                                       (4.4) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada   
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𝜂 =∑𝑓𝑖(𝑢)𝑓𝑖
′(𝑢)

2

i=1

                                                                                                                 (4.5) 

şeklinde tanımlanmıştır. Böylece (𝑒 1, 𝑒 2)  çatı alanına göre Gauss ve Weingarten 

denklemleri 

∇̃𝑒 1𝑒 1 =
𝜅

𝜓3
𝑒 3, 

∇̃𝑒 1𝑒 2 = 0, 

∇̃𝑒 2𝑒 1 =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 2,                                                                                                                   (4.6) 

∇̃𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 +

𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 3 

elde edilir. Burada 

𝑘 = 𝑓1
′(𝑢)𝑓2

′′(𝑢) − 𝑓2
′(𝑢)𝑓1

′′(𝑢)                                                                                           (4.7)  

reel değerli türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece (4.6) daki eşitlikler yardımıyla M nin 

şekil operatörü matrisi  

𝐴𝑒 3 =

(

 
 

𝑘

𝜓3
0

0
𝑓1
′

𝜓𝑓2)

 
 
  

olarak bulunur.  

Buradan 𝐴𝑒 3 matrisinin izi alınarak aşağıdaki sonuç elde edilir (Arslan vd 2017).  

Teorem 4.1.1 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyinin ortama eğrilik vektör alanı   

�⃗⃗� = (
𝑘𝑓2 + 𝜓

2𝑓1
′

2𝑓2𝜓3
)𝑒 3  

dır.  Burada 𝜑 ve 𝑘 fonksiyonları sırasıyla (4.3) ve (4.5) eşitliklerinde verilmiştir. 

Teorem 4.1.2 (4.1) koordinat yamasıyla verilen 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyinin 𝑥𝑇 teğet 

vektör alanı sıkıştırılamaz olsun. Bu takdirde  

(𝑘𝑓2 + 𝜓
2𝑓1
′)𝜎 + 2𝑓2𝜓

4 = 0   
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dır. Burada  

𝜎 = 𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1                                                                                                                      (4. 71) 

ve 𝜓, 𝑘  türevlenebilir fonksiyonları sırasıyla (4.3) ve (4.7) ve de tanımlanmıştır. 

İspat. (4.1) ve (4.2) yardımıyla  

〈𝑒 3, 𝑥〉 =
𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1
𝜓

                                                                                                            (4. 72) 

elde edilir. Basitliğin hatırına 𝜎 = 𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1 alınırsa 〈𝑒 3, 𝑥〉 =
𝜎

𝜓
  bulunur. Buradan 𝑀 

nin teğet vektör alanı 𝑥𝑇 nin sıkıştırılamaz olması durumunda 

−1 = 〈�⃗⃗� , 𝑥〉 = (
𝑘𝑓2 + 𝜓

2𝑓1
′

2𝑓2𝜓3
) 〈𝑒 3, 𝑥〉 =

(𝑘𝑓2 + 𝜓
2𝑓1

′)𝜎

2𝑓2𝜓4
 

elde edilir. Böylece son eşitlik düzenlenirse istenilen sonuç elde edilir.  ■   

M yüzeyinin 𝑥𝑇 teğet vektör alanının Laplasını hesaplamak için  (4.6) da verilen vektör 

alanlarının teğet bileşenlerine ihtiyaç vardır. Buna göre 

∇𝑒 1𝑒 1 = 0, 

∇𝑒 1𝑒 2 = 0, 

∇𝑒 2𝑒 1 =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 2,                                                                                                                   (4.8) 

∇𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 

olduğu görülür. Buradan (4.4) ve (4.8) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 =

1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑒 1,

∇𝑒 2x
𝑇 =

𝜂

𝜓2
𝑓2
′

𝑓2
𝑒 2       

                                                                                                                  (4.9) 

bulunur. Böylece  (3.18) ve (4.9) eşitliklerinden 
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 Ax𝑁𝑒 1 = ∇𝑒 1x
𝑇 − 𝑒 1 = (

1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

− 1)𝑒 1,

Ax𝑁𝑒 2 = ∇𝑒 2x
𝑇 − 𝑒 2 = (

𝜂

𝜓2
𝑓2
′

𝑓2
− 1) 𝑒 2    

                                                                        (4.10) 

elde edilir. Bununla birlikte (4.10) eşitliğindeki vektör alanlarının 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde 

türevleri alınırsa  

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) =
1

𝜓
(
1

𝜓(𝑢)
(
𝜂(𝑢)

𝜓(𝑢)
)
𝑢

)
𝑢

𝑒 1,                        

  ∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) =
1

𝜓(𝑢)
(
𝑓2
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
−
𝜂(𝑢)

𝜓2(𝑢)
(
𝑓2
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
)

2

) 𝑒 1 

                                                   (4.11) 

bulunur. Benzer şekilde (4.8) ve (4.10) eşitlikleri yardımıyla 

Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = 0,                                        

Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) =
1

𝜓
(
𝑓2
′

𝑓2
−
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑓2
′

𝑓2
) 𝑒 1

                                                                           (4.12) 

elde edilir. Böylece, (4.11), (4.12) eşitlikleri (3.24) de yerine yazılırsa x𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni  

Δ𝑥𝑇 = ∇𝑒 1(𝐴𝑥𝑁𝑒 1) − 𝐴𝑥𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) + ∇𝑒 2(𝐴𝑥𝑁𝑒 2) − 𝐴𝑥𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) 

         =
1

𝜓
((
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

+
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑓2
′

𝑓2
−
𝜂

𝜓2
(
𝑓2
′

𝑓2
)

2

) 𝑒 1                                                   (4.13) 

olarak bulunur. Burada 𝜓 ve 𝜂 fonksiyonlar sırasıyla (4.3) ve (4.5) de tanımlanmıştır. 

Teorem. 4.1.3 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyi (4.1) koordinat yamasıyla verilsin. Bu takdirde 

x𝑇 vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart 

(
1

𝜓(𝑢)
(
𝜂(𝑢)

𝜓(𝑢)
)
𝑢

)
𝑢

+
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑓2
′

𝑓2
−
𝜂

𝜓2
(
𝑓2
′

𝑓2
)

2

= 0                                                          (4.14) 

eşitliğinin sağlanmasıdır.  
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Örnek 4.1.4 ℝ3 de 𝑓1(𝑢) = 𝑎𝑢 + 𝑏, 𝑓2(𝑢) = 𝑐 ≠ 0, meridyen eğrisi ile verilen dönel 

yüzey bir silindir belirtir. Bu yüzeyin x𝑇 vektör alanı harmoniktir.   

Meridyen eğrisinin birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Önerme. 4.1.5 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyi (4.1) koordinat yamasıyla verilsin. Bu yüzeyin 

meridyen eğrisi birim hızlı ise bu takdirde x𝑇 vektör alanının harmonik olması için gerek 

ve yeter şart 

𝜂′′(𝑢) + 𝜂′(𝑢)
𝑓2
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
− 𝜂(𝑢) (

𝑓2
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
)

2

= 0                                                                    (4.15) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada   türenlenebilir bir fonksiyon olup (4.5) eşitliğinde 

tanımlanmıştır. 

Sonuç. 4.1.6 𝑀 ⊂ ℝ3  birim hızlı meridyen eğrisine sahip bir dönel yüzey olsun. Bu 

takdirde x𝑇 vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝑓2
2(𝑓1𝑓1

′′′ + 𝑓2𝑓2
′′′) + 𝑓2

′(1 + 𝑓1𝑓1
′′ + 𝑓2𝑓2

′′) − (𝑓2
′)2(𝑓1𝑓1

′ + 𝑓2𝑓2
′) = 0 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

Örnek 4.1.7 ℝ3 de 𝑓1(𝑢) = 𝑐𝑢, 𝑓2(𝑢) = √1 − 𝑐2𝑢 meridyen eğrisi ile verilen dönel 

yüzeyinin x𝑇 vektör alanının harmoniktir. Bu yüzey bir koni belirtir.   

(4.4) ve (4.13) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  

(
1

𝜂𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

+
1

𝜓𝜂
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑓2
′

𝑓2
−
𝜂

𝜓2
(
𝑓2
′

𝑓2
)

2

= 𝜑                                                                 (4.16) 

eşitliği elde edilir.  

Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.1.8 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyi (4.1) koordinat yamasıyla verilmiş olan dönel 

yüzeyin x𝑇  vektör alanı noktasal 1-tipinde olup bu yüzeyin tayin fonksiyonu (4.16) ile 

hesaplanır. 
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Sonuç 4.1.9 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyin meridyen eğrisi  

𝛾(𝑢) = (𝑟(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑟(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑢)                                                                                          (4.16)1 

biçiminde polar koordinatlar ile verilsin. Bu takdirde x𝑇 vektör alanının noktasal 1- 

tipinde olması için gerek ve yeter şart tayin fonksiyonun 

1

r𝑟′
(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)
𝑢

+
1

r𝑟′
(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)(
𝑟′

𝑟
+ 𝑐𝑜𝑡𝑢) −

1

r𝑟′
(

r𝑟′

𝑟2 + (𝑟′)2
)(
𝑟′

𝑟
+ 𝑐𝑜𝑡𝑢)

2

= 𝜑 

olmasıdır. Burada 𝑟(𝑢) ≠ 𝑠𝑏𝑡 olan yarıçap fonksiyonudur. 

Tanım 4.1.10 𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldu 𝑥:𝑀 → ℝ𝑛+𝑑 bir izometrik daldırma ile verilsin. 

Bu takdirde bazı 𝑐 ∈ [0,1] için ‖𝑥𝑇‖ = 𝑐‖𝑥‖ eşitliği sağlanırsa 𝑀 ye sabit oranlıdır denir. 

(Chen, 2003). 

Aşağıdaki önermenin detaylı ispatı (Chen, 2003) de görülebilir. 

Önerme 4.1.11  ℝ2 de yatan regüler bir 𝛾 eğrisinin sabit oranlı olması için gerek ve yeter 

şart 𝛾  nın aşağıdaki eğrilerden birinin açık bir parçası olmasıdır: 

(a) Orijinden geçen bir doğru,  

(b) Orijin merkezli bir çember, 

(c) Bir logaritmik spiral (polar koordinatlarda 𝑟 = 𝑎𝑒𝑏𝜃, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ) dir.  

Açıklama 4.1.12 1)  𝑟 = 𝑠𝑏𝑡 olması durumunda 𝑀 ⊂ ℝ3 dönel yüzeyi bir küre belirtir. 

Bu durumda 𝜂′ = 0 olacağından (4.4) eşitliği gereği x𝑇 = 0⃗  bulunur. Diğer bir değişle         

𝑥 = x𝑁 olmalıdır. Bu durumda ‖∇𝜌‖ = 𝑠𝑏𝑡  olduğundan dönel yüzeyin küresel olduğunu 

sonucuna varılır.  

2) x𝑁 = 0⃗   olması durumunda 𝑥 = x𝑇 dır. Böylece (4. 72) eşitliği yardımıyla 

〈𝑒 3, 𝑥〉 =
𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1
𝜓

= 0 

elde edilir. Buradan da 

(𝑓1
′𝑓2 − 𝑓1𝑓2

′) = 0                                                                                                                   (4.17) 

olduğu görülür. Bu da bize dönel yüzeyin meridyen eğrisinin orijinden geçen bir doğru 

parçası olduğunu gösterir. Böylece dönel yüzey bir koni belirtir. Basit bir hesaplama ile 

Örnek 4.5 de verilen 𝑓1 ve 𝑓2 fonksiyonlarının (4.17) eşitliğini sağladığı görülür.  
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Sonuç 4.1.9 dan yararlanarak aşağıdaki örnek verilebilir.  

Örnek 4.1.13 𝑟 = 𝑒𝑢 olması durumunda meridyen eğrisi logaritmik spiral belirtir. Elde 

edilen dönel yüzeyinin 
Tx vektör alanının noktasal 1- tipinde olması için tayin 

fonksiyonun 𝜑 = −
𝑐𝑜𝑡𝑢(1+𝑐𝑜𝑡𝑢)

2𝑒2𝑢
 olmasıdır.  

Örnek 4.1.14 Dönel yüzeyin meridyen eğrisi  

γ(u) = (∫√1 −
λ2

c2
e−2u c⁄ du, λe−u c⁄  ) 

parametrelendirmesi ile verilen bir traktriks eğrisi ise bu durumda yüzey ℝ3 te Beltrami 

yüzeyi belirtir. Bu yüzeyin bir parametrelendirmesi, 

x(u, v) = (∫√1 −
λ2

c2
e−2u c⁄ du , λe−u c⁄ cos v , λe−u c⁄ sin v) 

dir. Sonuç olarak Beltrami yüzeylerinin Gauss eğriliği  K = −
1

c2
  dir. Bu nedenle bu 

yüzeyler parabolik pseudo-küresel yüzeyler sınıfına girmektedir. Pseudo-küre, 1868 

yılında Eugenio Beltrami tarafından tanımlanmış olup hiperbolik geometri için bir model 

teşkil eder (Beltrami, 1868). Bu çalışmalardan da bilindiği üzere pseudo-küre negatif, 

sabit Gauss eğriliğine sahiptir. Böylece yukarıdaki parametrelendirme ile verilen 

Beltrami yüzeyinin x𝑇 vektör alanının noktasal 1-tipinde olması için  

𝜂′′(𝑢)

𝜂(𝑢)
−
𝜂′(𝑢)

𝑐𝜂(𝑢)
−
1

𝑐2
= 𝜑 

eşitliği sağlanmalıdır. Buradan  

∫√1 −
λ2

c2
e−2u c⁄ 𝑑𝑢 = −𝑐√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ −

𝑐

2
𝑙𝑛 (√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ − 1) 

+
𝑐

2
𝑙𝑛 (√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ + 1) 

olduğundan bu integral yardımıyla 

              𝜂 = √1 −
λ2

c2
e−2u c⁄ ∫√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ 𝑑𝑢 −

λ2

c
e−2u c⁄  

= √1 −
λ2

c2
e−2u c⁄ (−𝑐√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ −

𝑐

2
𝑙𝑛 (√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ − 1)) 

                    +
𝑐

2
𝑙𝑛 (√1 −

λ2

c2
e−2u c⁄ + 1) 

olarak hesaplanır.  
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II. Durum: (ℝ4 deki Rotasyonel  Hiperyüzeyler) 

𝑀 ⊂ ℝ4 dönel hiperyüzeyi, 

𝑥(𝑠, 𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑓2(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣, 𝑓2(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣)                                (4.18)  

𝑓2(𝑠) ≠ 0, koordinat yamasıyla verilsin. Burada  

𝛾(𝑠) = (𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)) 

regüler bir eğri olup meridyen eğrisi olarak bilinir (Do Carmo ve Dajczer,  1983; Güler 

vd., 2018).  𝑀 nin tanjant uzayı                                                     

𝑒 1 =
1

𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝑠
,           

𝑒 2 =
1

𝑓2

𝜕𝑥

𝜕𝑢
,                                                                                                                               (4.19) 

𝑒 3 =
1

𝑓2𝑐𝑜𝑠𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
 

ortanormal vektörleri tarafından gerilir. Böylece 𝑀 nin birim normalı  

𝑒 4 =
1

𝜓
(𝑓2
′, −𝑓1

′𝑠𝑖𝑛𝑢,−𝑓1
′𝑐𝑜𝑠𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣,−𝑓1

′𝑐𝑜𝑠𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣)                                                     (4.20) 

olarak hesaplanır. Böylece (𝑒 1, 𝑒 2, 𝑒 3)  çatı alanına göre Gauss ve Weingarten 

denklemleri yardımıyla  

∇̃𝑒 1𝑒 1 =
𝜅

𝜓3
𝑒 4, 

∇̃𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 +

𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 4,                                                                                    (4.21) 

∇̃𝑒 3𝑒 3 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 +

𝑡𝑎𝑛𝑢

𝑓2(𝑢)
𝑒 2 +

𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 4 

elde edilir. Burada 𝜓 ve 𝜅 fonksiyonları sırasıyla (4.3) ve (4.7) de verildiği gibidir. 

Böylece,  (4.21) de verilen vektör alanlarının teğet bileşenler  
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∇𝑒 1𝑒 1 = 0, 

∇𝑒 2𝑒 1 =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 2, 

∇𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1,                                                                                                            (4.22) 

∇𝑒 3𝑒 1 =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 3, 

∇𝑒 3𝑒 3 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 +

𝑡𝑎𝑛𝑢

𝑓2(𝑢)
𝑒 2 

olduğu görülür. Bu durumda (4.21) yardımıyla M nin şekil operatörünün matris temsilcisi 

𝐴𝑒 4 =

(

  
 

𝑘

𝜓3
0 0

0
𝑓1
′

𝜓𝑓2
0

0 0
𝑓1
′

𝜓𝑓2)

  
 

                                (4.23) 

olarak bulunur. Bu matrisin farklı bir yoldan hesaplanması için bakınız (Arslan vd., 

2021).  Buradan (4.23) kullanılarak aşağıdaki sonuç elde edilir.  

Teorem 4.1.15 𝑀 ⊂ ℝ4 rotasyonel hiperyüzeyi (4.18) koordinat yamasıyla verilsin.  𝑀 

nin ortama eğrilik vektör alanı   

�⃗⃗� =
𝑘𝑓2 + 2𝜓

2𝑓1
′

3𝑓2𝜓3
𝑒 4                                                                                                              (4.24) 

dır.  Burada 𝜑 ve 𝑘 fonksiyonları (4.3) ve (4.5) eşitliklerinde verilmiştir. 

Teorem 4.1.16 (4.18) koordinat yamasıyla verilen 𝑀 ⊂ ℝ4 rotasyonel hiperyüzeyinin 𝑥𝑇 

teğet vektör alanı sıkıştırılamaz olsun. Bu takdirde  

(𝑘𝑓2 + 2𝜓
2𝑓1
′)𝜎 + 3𝑓2𝜓

4 = 0   

eşitliği sağlanır. Burada 𝜎 = 𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1ve 𝜓, 𝑘  türevlenebilir fonksiyonları sırasıyla 

(4.3) ve (4.7) ve de tanımlanmıştır. 
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İspat. (4.1) ve (4.2) yardımıyla  

〈𝑒 4, 𝑥〉 =
𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1
𝜓

 

elde edilir. Böylece  

𝜎 = 𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1  

alınırsa 〈𝑒 4, 𝑥〉 =
𝜎

𝜓
 bulunur. Böylece 𝑀 nin 𝑥𝑇 teğet vektör alanı sıkıştırılamaz olması 

durumunda 

−1 = 〈�⃗⃗� , 𝑥〉 = (
𝑘𝑓2 + 2𝜓

2𝑓1
′

3𝑓2𝜓3
) 〈𝑒 4, 𝑥〉 =

(𝑘𝑓2 + 2𝜓
2𝑓1
′)𝜎

3𝑓2𝜓4
 

elde edilir. ■  

Şimdi de 𝑀 ⊂ ℝ4 rotasyonel hiperyüzeyinin 𝑥𝑇 teğet vektör alanı yardımıyla ilgili 

aşağıdaki hesaplamaları yapalım. Bunun için (4.18) yamasının teğet bileşenin 

x𝑇 =∑〈𝑥, 𝑒 i〉𝑒 𝑖  =
𝜂

𝜓
𝑒 1

3

i=1

                                                                                                     (4.23) 

eşitliğinden yararlanılır. Böylece (4.22) ve (4.23) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 =

1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

𝑒 1, 

∇𝑒 2x
𝑇 =

𝜂𝑓2
′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
𝑒 2,                                                                                                              (4.24) 

∇𝑒 3x
𝑇 =

𝜂𝑓2
′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
𝑒 3 

bulunur. Böylece  (3.18) ve (4.24) eşitliklerinden 

 Ax𝑁𝑒 1 = ∇𝑒 1x
𝑇 − 𝑒 1 = (

1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

− 1)𝑒 1, 

Ax𝑁𝑒 2 = ∇𝑒 2x
𝑇 − 𝑒 2 = (

𝜂𝑓2
′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
− 1) 𝑒 2,                                                                     (4.25) 

Ax𝑁𝑒 3 = ∇𝑒 3x
𝑇 − 𝑒 3 = (

𝜂𝑓2
′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
− 1) 𝑒 3 
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elde edilir. Bununla birlikte (4.10) eşitliğindeki vektör alanlarının 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde 

türevleri alınırsa  

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) =
1

𝜓
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

𝑒 1, 

                        

∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) = −(
𝜂𝑓2

′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
− 1)

𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1,                                                                  (4.26) 

  ∇𝑒 3(Ax𝑁𝑒 3) = (
𝜂𝑓2

′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
− 1) (−

𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 +

𝑡𝑎𝑛𝑢

𝑓2(𝑢)
𝑒 2) 

bulunur. Benzer şekilde  

−Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = 0,                                                                           

−Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

− 1)𝑒 1,                                                                     (4.27)  

−

                                                                          

Ax𝑁(∇𝑒 3𝑒 3) =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

− 1) 𝑒 1 −
𝑡𝑎𝑛𝑢

𝑓2(𝑢)
(
𝜂𝑓2

′(𝑢)

𝜓2𝑓2(𝑢)
− 1) 𝑒 2  

elde edilir. Böylece, (4.26), (4.27) eşitlikleri (3.24) de yerine yazılırsa x𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni  

Δx𝑇 =∑(∇𝑒 𝑖(Ax𝑁𝑒 𝑖) − Ax𝑁(∇𝑒 𝑖𝑒 𝑖))

3

𝑖=1

 

        =
1

𝜓
{(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

+
2

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

𝑓2
′

𝑓2
−
2𝜂

𝜓2
(
𝑓2
′

𝑓2
)

2

} 𝑒 1                                                        (4.28) 

olarak bulunur. Burada 𝜓 ve 𝜂 reel değerli fonksiyonlar olup sırasıyla (4.3) ve (4.5) de 

tanımlanmıştır. 

Teorem. 4.1.17 𝑀 ⊂ ℝ4 rotasyonel hiperyüzeyi (4.18) koordinat yamasıyla verilsin. Bu 

takdirde 
Tx vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart 

(
1

𝜓(𝑢)
(
𝜂(𝑢)

𝜓(𝑢)
)
𝑠

)
𝑠

+
2

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

𝑓2
′

𝑓2
−
2𝜂

𝜓2
(
𝑓2
′

𝑓2
)

2

= 0                                                           (4.29) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

Meridyen eğrisinin birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 
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Sonuç. 4.1.18 (4.18) koordinat yamasıyla verilen rotasyonel hiperyüzeyi birim hızlı 

meridyen eğrisine sahip olsun. Bu takdirde 
Tx vektör alanının harmonik olması için gerek 

ve yeter şart 

𝜂′′(𝑢) + 2𝜂′(𝑢)
𝑓2
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
− 2𝜂(𝑢) (

𝑓2
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
)

2

= 0                                                               (4.30) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada   türenlenebilir bir fonksiyon olup (4.5) eşitliğinde 

tanımlanmıştır. 

Örnek 4.1.19 𝑓1(𝑢) = 𝑐𝑢, 𝑓2(𝑢) = √1 − 𝑐2𝑢, 𝑐2 < 1 meridyen eğrisi ile verilen 

rotasyonel hiperyüzeyinin 
Tx vektör alanının harmoniktir. Bu hiperyüzeyin bir 

parametrizasyonu 

𝑥(𝑠, 𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑠, (√1 − 𝑐2𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑢, (√1 − 𝑐2𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢𝑠𝑖𝑛𝑣, (√1 − 𝑐2𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢𝑐𝑜𝑠𝑣) 

dır. Bu hiperyüzeyin ortalama eğriliği 

𝐻 =
𝑘𝑓2 + 2𝜓

2𝑓1
′

3𝑓2𝜓3
=

2𝑐

3√1 − 𝑐2𝑢
, 𝑐2 < 1, 

olarak bulunur.   

(4.23) ve (4.28) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  

𝜑 =
1

𝜂
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

+
2

𝜂𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

𝑓2
′

𝑓2
−
2𝜂

𝜂𝜓2
(
𝑓2
′

𝑓2
)

2

                                                               (4.31) 

eşitliği elde edilir.  

Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.1.20 (4.18) koordinat yamasıyla verilmiş olan rotasyonel hiperyüzeyinin 

x𝑇 vektör alanı noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.31) ile hesaplanır. 

Sonuç. 4.1.21 (4.18) koordinat yamasıyla verilmiş olan rotasyonel hiperyüzeyinin 

meridyen eğrisi (4.16)1 polar koordinatlarda verilsin. Bu takdirde x𝑇 vektör alanının 

noktasal 1- tipinde olması için gerek ve yeter şart tayin fonksiyonunun 

𝜑 =
1

r𝑟′
(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)
𝑠

+
2

r𝑟′
(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)(
𝑟′

𝑟
+ 𝑐𝑜𝑡𝑠) −

2

r𝑟′
(

r𝑟′

𝑟2 + (𝑟′)2
)(
𝑟′

𝑟
+ 𝑐𝑜𝑡𝑠)

2
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eşitliğini sağlamasıdır. Burada 𝑟(𝑢) ≠ 𝑠𝑏𝑡, yarıçap fonksiyonunu belirtir. 

III. Durum: (ℝ4 deki Bi-rotasyonel Hiperyüzeyler) 

ℝ4 de   

𝑀: 𝑥(𝑠, 𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑓1(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑓2(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑓2(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑣)                                   (4.32) 

koordinat yamasıyla verilen hiperyüzeye bi-rotasyonel hiperyüzey adı verilir (Drugan vd., 

2018). 𝑀 nin tanjant uzayı 

𝑒1 =
𝑥𝑠
‖𝑥𝑠‖

=
𝑥𝑠
𝜓
, 

𝑒2 =
𝑥𝑢
‖𝑥𝑢‖

=
𝑥𝑢
𝑓1
,                                                                                                                    (4.33) 

𝑒3 =
𝑥𝑣
‖𝑥𝑣‖

=
𝑥𝑣
𝑓2

 

ortanormal vektörleri tarafından gerilir. Böylece 𝑀 nin birim normalı  

𝑒 4 =
1

𝜓
(𝑓2
′(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑓2

′(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑢,−𝑓1
′(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑣,−𝑓1

′(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑣)                                          (4.34) 

olarak hesaplanır. Burada 𝜓 fonksiyonu (4.3) de tanımlanmıştır. Böylece (𝑒 1, 𝑒 2, 𝑒 3)  çatı 

alanına göre Gauss ve Weingarten denklemleri yardımıyla  

∇̃𝑒 1𝑒 1 =
𝑘

𝜓3
𝑒 4, 

∇̃𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓1(𝑢)
𝑒 1 −

𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓1(𝑢)
𝑒 4,                                                                                     (4.35) 

∇̃𝑒 3𝑒 3 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 +

𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 4 

elde edilir. Burada 𝑘 ve 𝜓 fonksiyonları sırasıyla (4.3) ve (4.7) de verildiği gibidir. 

Böylece,  (4.35) de verilen vektör alanlarının teğet bileşenler  

∇𝑒 1𝑒 1 = 0, 

∇𝑒 2𝑒 1 =
𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓1(𝑢)
𝑒 2, 

∇𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓1
′(𝑢)

𝜓𝑓1(𝑢)
𝑒 1,                                                                                                            (4.36) 

∇𝑒 3𝑒 1 =
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 3, 
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∇𝑒 3𝑒 3 = −
𝑓2
′(𝑢)

𝜓𝑓2(𝑢)
𝑒 1 

olduğu görülür. Buradan (4.35) yardımıyla M nin şekil operatörünün matris temsilcisi 

𝐴𝑒 4 =

(

  
 

𝑘

𝜓3
0 0

0 −
𝑓2
′

𝜓𝑓1
0

0 0
𝑓1
′

𝜓𝑓2)

  
 

                                (4.37) 

olarak bulunur. Bu matrisin farklı bir yoldan hesaplanması için bakınız (Arslan vd., 

2021). 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.1.22 𝑀 ⊂ ℝ4 bi-rotasyonel hiperyüzeyi (4.32) koordinat yamasıyla verilsin. 

Bu taktirde M nin ortalama eğriliği  

𝐻 =
𝑘𝑓1𝑓2 + 𝜓

2𝜇

3𝑓1𝑓2𝜓
3
                                                                                                                  (4.38) 

dır. Burada 𝜇 reel değerli türevlenebilir fonksiyon olup 

𝜇 = 𝑓1(𝑠)𝑓1
′(𝑠) − 𝑓2(𝑠)𝑓2

′(𝑠)                                                                                               (4.39)  

biçiminde tanımlanır.  

Örnek 4.1.23 Meridyen eğrisi  𝑟 yarıçaplı bir çember olsun. Bu takdirde 𝑀 bi-rotasyonel 

hiperyüzeyi  

𝑥(𝑠, 𝑢, 𝑣) = ((𝑟𝑐𝑜𝑠𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢, (𝑟𝑐𝑜𝑠𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑢, (𝑟𝑠𝑖𝑛𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑣, (𝑟𝑠𝑖𝑛𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑣)                      (4.40)                                              

koordinat yamasına sahip 𝐻 = −
1

3𝑟
 sabit eğrilikli hiperküredir (Drugan vd., 2018).  

Teorem 4.1.24 𝑀 ⊂ ℝ4 bi-rotasyonel hiperyüzeyi (4.32) parametrelendirmesi ile 

verilsin. Eğer 𝑀 nin 𝑥𝑇 teğet vektör alanı sıkıştırılamaz ise bu takdirde  

(𝑘𝑓1𝑓2 +𝜓
2𝜇)𝜎 + 3𝑓1𝑓2𝜓

4 = 0                                                                                        (4.41)  
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dır. Burada 𝜎 = 𝑓1
′𝑓2 − 𝑓2

′𝑓1ve 𝜓, 𝑘  türevlenebilir fonksiyonları sırasıyla (4.3) ve (4.7) 

ve de tanımlanmıştır. 

İspat. (4.32) ve (4.34) yardımıyla 〈𝑒 4, 𝑥〉 =
𝜎

𝜓
 elde edilir. Böylece 𝑀 nin 𝑥𝑇 teğet vektör 

alanı sıkıştırılamaz olması durumunda 

−1 = 〈�⃗⃗� , 𝑥〉 = (
𝑘𝑓1𝑓2 + 𝜓

2𝜇

3𝑓1𝑓2𝜓3
) 〈𝑒 4, 𝑥〉 = (

𝑘𝑓1𝑓2 + 𝜓
2𝜇

3𝑓1𝑓2𝜓4
)𝜎 

elde edilir. ■  

Şimdi de 𝑀 ⊂ ℝ4 bi-rotasyonel hiperyüzeyinin 𝑥𝑇 teğet vektör alanı yardımıyla ilgili 

aşağıdaki hesaplamalar yapalım. Bunun için (4.23) eşitliğinden yararlanılır. Böylece 

(4.36) ve (4.23) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 =

1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

𝑒 1, 

∇𝑒 2x
𝑇 =

𝜂𝑓1
′(𝑠)

𝜓2𝑓1(𝑠)
𝑒 2,                                                                                                              (4.42) 

∇𝑒 3x
𝑇 =

𝜂𝑓2
′(𝑠)

𝜓2𝑓2(𝑠)
𝑒 3 

bulunur. Böylece  (3.26) ve (4.42) eşitliklerinden 

Ax𝑁𝑒 1 = ∇𝑒 1x
𝑇 − 𝑒 1 = (

1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

− 1)𝑒 1, 

Ax𝑁𝑒 2 = ∇𝑒 2x
𝑇 − 𝑒 2 = (

𝜂𝑓1
′(𝑠)

𝜓2𝑓1(𝑠)
− 1) 𝑒 2,                                                                     (4.43) 

Ax𝑁𝑒 3 = ∇𝑒 3x
𝑇 − 𝑒 3 = (

𝜂𝑓2
′(𝑠)

𝜓2𝑓2(𝑠)
− 1) 𝑒 3 

elde edilir. Bununla birlikte (4.43) eşitliğindeki vektör alanlarının 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde 

türevleri alınırsa  

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) =
1

𝜓
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

𝑒 1, 

                        

∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) = −
𝑓1
′(𝑠)

𝜓𝑓1(𝑠)
(
𝜂𝑓1

′(𝑠)

𝜓2𝑓1(𝑠)
− 1) 𝑒 1,                                                                      (4.44) 
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∇𝑒 3(Ax𝑁𝑒 3) = −
𝑓2
′(𝑠)

𝜓𝑓2(𝑠)
(
𝜂𝑓2

′(𝑠)

𝜓2𝑓2(𝑠)
− 1) 𝑒 1 

bulunur. Benzer şekilde 

−Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = 0, 

−

                                                                          

Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) =
𝑓1
′(𝑠)

𝜓𝑓1(𝑠)
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

− 1)𝑒 1,                                                                         (4.45)  

−

                                                                          

Ax𝑁(∇𝑒 3𝑒 3) =
𝑓2
′(𝑠)

𝜓𝑓2(𝑠)
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

− 1)𝑒 1  

elde edilir. Böylece, (4.45), (4.46) eşitlikleri (3.24) de yerine yazılırsa x𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni  

Δx𝑇 =∑(∇𝑒 𝑖(Ax𝑁𝑒 𝑖) − Ax𝑁(∇𝑒 𝑖𝑒 𝑖))

3

𝑖=1

 

        =
1

𝜓
{(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

+
1

𝜓
(
𝑓1
′𝑓2 + 𝑓1𝑓2

′

𝑓1𝑓2
)(
𝜂

𝜓
)
𝑠

−
1

𝜓2
(
(𝑓1
′)2𝑓2

2 + 𝑓1
2(𝑓2

′)2

𝑓1
2𝑓2

2 )𝜂} 𝑒 1        (4.46) 

olarak bulunur. Burada 𝜓 ve 𝜂 reel değerli fonksiyonlar olup sırasıyla (4.3) ve (4.5) de 

tanımlanmıştır. 

Teorem. 4.1.25 𝑀 ⊂ ℝ4 bi-rotasyonel hiperyüzeyi (4.32) koordinat yamasıyla ile 

verilsin. Bu takdirde 
Tx vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart 

(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

+
1

𝜓
(
𝑓1
′𝑓2 + 𝑓1𝑓2

′

𝑓1𝑓2
) (
𝜂

𝜓
)
𝑠

−
1

𝜓2
(
(𝑓1
′)2𝑓2

2 + 𝑓1
2(𝑓2

′)2

𝑓1
2𝑓2
2 ) 𝜂 = 0                  (4.47) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada 𝜓 ve   türenlenebilir bir fonksiyon olup sırasıyla (4.3) 

ve (4.5) eşitliğinde tanımlanmıştır. 

Meridyen eğrisinin birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç. 4.1.26 𝑀 ⊂ ℝ4 bi-rotasyonel hiperyüzeyi (4.32) koordinat yamasıyla verilsin. O 

halde 𝑀 nin meridyen eğrisi birim hızlı ise bu takdirde 
Tx vektör alanının harmonik 

olması için gerek ve yeter şart 
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𝜂′′ + (
𝑓1
′𝑓2 + 𝑓1𝑓2

′

𝑓1𝑓2
)𝜂′ − (

(𝑓1
′)2𝑓2

2 + 𝑓1
2(𝑓2

′)2

𝑓1
2𝑓2
2 ) 𝜂 = 0                                                  (4.48) 

eşitliğinin sağlanmasıdır.  

Örnek 4.1.27 ℝ3 de 𝑓1(𝑠) = 𝑐𝑠, 𝑓2(𝑠) = √1 − 𝑐2𝑠, 𝑐
2 < 1 meridyen eğrisi ile verilen 

bi-rotasyonel hiperyüzeyinin 𝑥𝑇 vektör alanının harmoniktir. Bu hiperyüzeyin bir 

parametrizasyonu 

𝑥(𝑠, 𝑢, 𝑣) = ((𝑐𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑢, (𝑐𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑢, (√1 − 𝑐2𝑠)𝑐𝑜𝑠𝑣, (√1 − 𝑐2𝑠)𝑠𝑖𝑛𝑣) 

dır. Bu hiperyüzeyin ortalama eğriliği 

𝐻 =
𝑘𝑓1𝑓2 + 𝜓

2𝜇

3𝑓1𝑓2𝜓3
=

2𝑐2𝑠 − 1

3𝑐√1 − 𝑐2𝑠2
, 𝑐2 < 1, 

olarak bulunur.  

(4.23) ve (4.46) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  

𝜑 =
1

𝜂
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

)
𝑠

+
1

𝜂𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑠

(
𝑓1
′𝑓2 + 𝑓1𝑓2

′

𝑓1𝑓2
) −

1

𝜓2
(
(𝑓1
′)2𝑓2

2 + 𝑓1
2(𝑓2

′)2

𝑓1
2𝑓2
2 )              (4.49) 

eşitliği elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.1.28 (4.32) koordinat yamasıyla verilmiş olan bi-rotasyonel hiperyüzeyinin 

x𝑇 vektör alanı noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.49) ile hesaplanır. Burada 𝜓 

ve   türenlenebilir bir fonksiyon olup sırasıyla (4.3) ve (4.5) de tanımlanmıştır. 

Sonuç. 4.1.29 (4.32) koordinat yamasıyla verilen bi-rotasyonel hiperyüzeyin meridyen 

eğrisi  (4.16)1 polar koordinatlarda verilsin. Bu takdirde x𝑇 vektör alanının noktasal 1- 

tipinde olması için gerek ve yeter şart tayin fonksiyonunun 

𝜑 =
1

r𝑟′
(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)
𝑠

+
2

r𝑟′
(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)(
𝑟′

𝑟
+ 𝑐𝑜𝑡2𝑠) 

    −
1

r𝑟′
(

r𝑟′

𝑟2 + (𝑟′)2
)(2(

𝑟′

𝑟
)

2

+ 4𝑐𝑐𝑒𝑠22𝑠 −
4𝑟′

𝑟
𝑐𝑜𝑡2𝑠 − 2) 

eşitliğini sağlanmasıdır. Burada 𝑟(𝑢) ≠ 𝑠𝑏𝑡, yarıçap fonksiyonunu belirtir. 
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Örnek 4.1.30 Bi-rotasyonel hiperyüzeyin meridyen eğrisi 𝑟 = 𝑒𝑠 şeklinde bir logaritmik 

spiral olsun. x𝑇 vektör alanının noktasal 1- tipinde ise bu takdirde tayin fonksiyonu 

𝜑 =
1 + 3𝑐𝑜𝑡2𝑠 − 2𝑐𝑠𝑒𝑐22𝑠

𝑒2𝑠
 

dir.  

4.2. ℝ𝟒 de  ∆𝒙𝑻 = 𝝋𝒙𝑻  Şartını Sağlayan Rotasyonel Yüzeyler 

3-boyutlu diferansiyel geometride dönel yüzeylerinin birçok alanda uygulamaları 

mevcuttur. Bununla birlikte, F.N Cole 1890 yılında 4-boyutlu Öklid uzayında genel 

rotasyonel yüzeyler ile ilgili çalışmalar yapmıştır. Daha sonra C.L.E Moore 1919 yılında 

bu tür yüzeylerin aşağıdaki parametrelendirmesini tanımlamışlardır; 

�̃�1(𝑢, 𝑣) = 𝑥1(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑐𝑣 − 𝑥2(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑐𝑣, 

�̃�2(𝑢, 𝑣) = 𝑥1(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑐𝑣 + 𝑥2(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑐𝑣,                                                                      (4.50) 

�̃�3(𝑢, 𝑣) = 𝑥3(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑑𝑣 − 𝑥4(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑑𝑣, 

�̃�4(𝑢, 𝑣) = 𝑥3(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑑𝑣 + 𝑥4(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑑𝑣 

burada 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ ve 𝛾(𝑢) = (𝑥1(𝑢), 𝑥2(𝑢), 𝑥3(𝑢), 𝑥4(𝑢)) rotasyon yüzeyinin meridyen 

eğrisidir. Eğer 𝑐 veya 𝑑 sabitlerinden birisi sıfıra eşit alınırsa (4.50) parametrelendirmesi 

klasik rotasyonel yüzey olarak adlandırılır. Sabit eğrilikli rotasyonel yüzeyler (Wong, 

1946) ve (Coung, 2013) de çalışılmıştır. Sonlu koordinat tipinde rotasyon yüzeyleri 

(Bayram vd., 2014) de ele alınmıştır.  

Bu kısımda genel rotasyonel yüzeyleri üç farklı durumda incelenmiştir; 

I. Durum: Meridyen Eğrisi  

𝛾(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 0, 𝑓2(𝑢), 0)                                                                                           (4.51) 

olarak seçildiğinde genel rotasyonel yüzeyi  

𝑀1:       𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑎𝑣, 𝑓1(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑎𝑣, 𝑓2(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑏𝑣, 𝑓2(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑏𝑣)                       (4.52)   
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koordinat yamasıyla tanımlanır. Burada 𝑓1(𝑢) ve 𝑓2(𝑢) reel değerli türevlenebilir 

fonksiyonlar olup 𝑎2𝑓1
2 + 𝑏2𝑓2

2 > 0, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ şartı sağlanır (Arslan vd., 2012; Dursun ve 

Turgay, 2012; Ganchev ve Mileusheva, 2012). 

𝑀1 yüzeyinin tanjant uzayı 

             𝑥𝑢(𝑢, 𝑣) = (𝑓1
′(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑎𝑣, 𝑓1

′(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑎𝑣, 𝑓2
′(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑏𝑣, 𝑓2

′(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑏𝑣), 

𝑥𝑣(𝑢, 𝑣) = (−𝑎𝑓1(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑎𝑣, 𝑎𝑓1(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑎𝑣,−𝑏𝑓2(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑏𝑣, 𝑏𝑓2(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑏𝑣) 

vektörleri tarafından gerilir. Böylece 1.temel form katsayıları  

𝑔11 = 〈𝑥𝑢, 𝑥𝑢〉 = (𝑓1
′)2 + (𝑓2

′)2, 

𝑔12 = 〈𝑥𝑢 , 𝑥𝑣〉 = 0,                                                                                                                (4.53) 

𝑔22 = 〈𝑥𝑣, 𝑥𝑣〉 = 𝑎
2𝑓1
2 + 𝑏2𝑓1

2 

olarak hesaplanır. Böylece  

𝜓2 = (𝑓1
′)2 + (𝑓2

′)2,                                                                                                               (4.54) 

𝜙2 = 𝑎2𝑓1
2 + 𝑏2𝑓2

2                                                                                                                 (4.55) 

alınırsa 

𝑔11 = 𝜓
2, 

𝑔12 = 0,                                                                                                                                    (4.56) 

𝑔22 = 𝜙
2                  

elde edilir. Buradaki, 𝜓 fonksiyonu daha önceden (4.3) de tanımlanmıştı. Buradan (2.10) 

eşitliği yardımıyla 𝑀1 yüzeyinin Christoffel sembolleri  

Γ11
1 =

(𝑔11)𝑢
2𝑔11

,            Γ11
2 = −

(𝑔11)𝑣
2𝑔22

= 0, 

Γ12
1 =

(𝑔11)𝑣
2𝑔11

= 0,     Γ12
2 =

(𝑔22)𝑢
2𝑔22

,                                                                                    (4.57) 

Γ22
1 = −

(𝑔22)𝑢
2𝑔11

,        Γ22
2 =

(𝑔22)𝑣
2𝑔22

= 0 

olarak hesaplanır. Böylece Gauss denkleminden  
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∇𝑥𝑢𝑥𝑢 = Γ11
1 𝑥𝑢 + Γ11

2 𝑥𝑣, 

∇𝑥𝑢𝑥𝑣 = Γ12
1 𝑥𝑢 + Γ12

2 𝑥𝑣,                                                                                                        (4.58) 

∇𝑥𝑣𝑥𝑣 = Γ22
1 𝑥𝑢 + Γ22

2 𝑥𝑣 

elde edilir. Böylece (4.57) ve (4.58) eşitlikleri yardımıyla 

 

∇𝑥𝑢𝑥𝑢 =
(𝑔11)𝑢
2𝑔11

𝑥𝑢, 

∇𝑥𝑢𝑥𝑣 =
(𝑔22)𝑢
2𝑔22

𝑥𝑣,                                                                                                                (4.59) 

∇𝑥𝑣𝑥𝑣 = −
(𝑔22)𝑢
2𝑔11

𝑥𝑢 

bulunur. Buradan (4.56) eşitliği kullanılarak 

∇𝑥𝑢𝑥𝑢 =
(𝜓2)𝑢
2𝜓2

𝑥𝑢, 

∇𝑥𝑢𝑥𝑣 =
(𝜙2)𝑢
2𝜙2

𝑥𝑣,                                                                                                                 (4.60) 

∇𝑥𝑣𝑥𝑣 = −
(𝜙2)𝑢
2𝜓2

𝑥𝑢 

elde edilir, burada ∇𝑥𝑢𝑥𝑣 = ∇𝑥𝑣𝑥𝑢 dır. 𝑀1 yüzeyinin 𝑝 ∈ 𝑀1 noktasındaki tanjant uzayı 

nın bir ortogonal bazı 

𝑒 1 =
𝑥𝑢
𝜓
, 𝑒 2 =

𝑥𝑣
𝜙
                                                                                                                    (4.61) 

biçiminde alınırsa  

∇𝑒 1𝑒 1 = ∇𝑥𝑢
𝜓

𝑥𝑢
𝜓

 

            =
1

𝜓2
∇𝑥𝑢𝑥𝑢 +

1

𝜓
(
1

𝜓
)
𝑢

𝑥𝑢                                                                                         (4.62) 

            =
1

𝜓2
(𝜓2)𝑢
2𝜓2

𝑥𝑢 +
1

𝜓
(
1

𝜓
)
𝑢

𝑥𝑢  

            = 0, 
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∇𝑒 2𝑒 1 = ∇𝑥𝑣
𝜙

𝑥𝑢
𝜓

 

           =
1

𝜙𝜓
∇𝑥𝑣𝑥𝑢 +

1

𝜙
(
1

𝜓
)
𝑣

𝑥𝑢                                                                                          (4.63) 

           =
1

𝜙𝜓

(𝜙2)𝑢
2𝜙2

𝑥𝑣 

           =
𝜙𝑢
𝜙𝜓
 𝑒 2, 

∇𝑒 1𝑒 2 = ∇𝑥𝑢
𝜓

𝑥𝑣
𝜙

 

            =
1

𝜙𝜓
∇𝑥𝑢𝑥𝑣 +

1

𝜓
(
1

𝜙
)
𝑢

𝑥𝑣                                                                                         (4.64) 

            =
1

𝜙𝜓

(𝜙2)𝑢
2𝜙2

𝑥𝑣 ++
1

𝜓
(
1

𝜙
)
𝑢

𝑥𝑣 

            = 0, 

∇𝑒 2𝑒 2 = ∇𝑥𝑣
𝜙

𝑥𝑣
𝜙

 

           =
1

𝜙2
∇𝑥𝑣𝑥𝑣 +

1

𝜙
(
1

𝜙
)
𝑣

𝑥𝑣                                                                                            (4.65) 

           = −
1

𝜙2
(𝜙2)𝑢
2𝜓2

𝑥𝑢  

           = −
𝜙𝑢
𝜙𝜓
 𝑒 1 

elde edilir. Böylece (4.52) ve (4.61) eşitlikleri yardımıyla  

〈𝑒 1, 𝑥〉 =
1

𝜓
(𝑓1𝑓1

′ + 𝑓2𝑓2
′) =

𝜂

𝜓
, 〈𝑒 2, 𝑥〉 = 0                                                                      (4.66) 

elde edilir. Burada 

𝜂(𝑢) = 𝑓1𝑓1
′ + 𝑓2𝑓2

′                                                                                                                (4.67) 

alınmıştır. Böylece,  (3.8) ve (4.56) eşitlikleri yardımıyla x𝑇 vektörü  

x𝑇 =∑〈x𝑇 , 𝑒 i〉𝑒 𝑖

2

i=1
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      = ∑〈x, 𝑒 𝑖〉𝑒 𝑖

2

i=1

                                                                                                                    (4.68) 

      =
𝜂

𝜓
𝑒 1 

olarak hesaplanır. Buradan,  (4.68), (4.62) ve (4.65) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 = ∇𝑥𝑢

𝜓
x𝑇 

            =
1

𝜓
∇𝑥𝑢x

𝑇 

            =
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑒 1 +
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)∇𝑒 1𝑒 1                                                                                    (4.69) 

            =
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

𝑒 1, 

∇𝑒 2x
𝑇 = ∇𝑥𝑣

𝜙
x𝑇 

            =
1

𝜙
(
𝜂

𝜓
)
𝑣

𝑒 1 + (
𝜂

𝜓
)∇𝑒 2𝑒 1                                                                                         (4.70) 

            =  
𝜂𝜙𝑢
𝜙𝜓2

 𝑒 2 

bulunur. Böylece  (3.18) eşitliğinden 

Ax𝑁𝑒 1 = ∇𝑒 1x
𝑇 − 𝑒 1,

Ax𝑁𝑒 2 = ∇𝑒 2x
𝑇 − 𝑒 2

                                                                                                              (4.71)                                                                                                  

olduğu bilinmektedir. Buradan (4.69)-(4.71) eşitlikleri kullanılarak 

Ax𝑁𝑒 1 = (
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

− 1)𝑒 1,                                                                                                  (4.72) 

Ax𝑁𝑒 2 = (
  𝜂𝜙𝑢
𝜓2𝜙

− 1) 𝑒 2                                                                                                       (4.73) 

elde edilir. Bununla birlikte (4.72), (4.73) eşitliklerinin 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde türevleri alınırsa  

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) =
1

𝜓
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

𝑒 1 + (
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

− 1)∇𝑒 1𝑒 1 



 

 

36 

 

                       =
1

𝜓
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

𝑒 1,                                                                                         (4.74) 

∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) =
1

𝜙
(
𝜂𝜙𝑢
𝜙𝜓2

− 1)
𝑣

𝑒 2 + (
𝜂𝜙𝑢
𝜙𝜓2

− 1) ∇𝑒 2𝑒 2 

                       = (
𝜂𝜙𝑢
𝜙𝜓2

− 1)∇𝑒 2𝑒 2                                                                                        (4.75) 

                       = −(
𝜂𝜙𝑢
𝜓2𝜙

− 1)
𝜙𝑢
𝜙𝜓
 𝑒 1 

dır. Benzer şekilde  

Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = 0,                                                                                                                     (4.76) 

Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) = −
𝜙𝑢
𝜙𝜓

Ax𝑁𝑒 1 

                       = −
𝜙𝑢
𝜙𝜓

(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

− 1)𝑒 1                                                                             (4.77) 

elde edilir. Bununla birlikte (3.24) eşitliği düzenlenirse 

Δx𝑇 = ∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) + ∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) − Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) − Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2)                                 (4.78) 

elde edilir. Sonuç olarak, (4.74)-(4.77) eşittlikleri (4.78) de yerine yazılırsa x𝑇 vektör 

alanının Laplasyeni  

Δx𝑇 =
1

𝜓
((
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

− (
𝜂𝜙𝑢
𝜙𝜓2

− 1)
𝜙𝑢
𝜙
 +
𝜙𝑢
𝜙
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

− 1))𝑒 1 

        =
1

𝜓
((
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

−
𝜇(𝜙𝑢)

2

𝜓2𝜙2
 +
𝜙𝑢
𝜓𝜙

(
𝜂

𝜓
)
𝑢

) 𝑒 1                                                         (4.79) 

olarak bulunur. 

Eğer Δx𝑇 = 0 şartını sağlanırsa x𝑇 vektör alanı harmoniktir denir. Böylece  (4.79) 

eşitliğinden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.31 𝑀1 ⊂ ℝ
4 genel rotasyon yüzeyi   (4.52) koordinat yamasıyla verilsin. Bu 

takdirde x𝑇 vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart  
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(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

−
𝜂(𝜙𝑢)

2

𝜓2𝜙2
 +
𝜙𝑢
𝜓𝜙

(
𝜂

𝜓
)
𝑢

= 0                                                                           (4.80) 

olmasıdır. Burada 𝜓, 𝜙 ve 𝜂 reel değerli türevlenebilir fonksiyonlar olup sırasıyla (4.3), 

(4.55) ve (4.67) de tanımlanmıştır. 

Meridyen eğrisi 𝛾 nın birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.32 𝑀1 ⊂ ℝ
4 genel rotasyon yüzeyi birim hızlı meridyen eğrisi ile verilsin. Bu 

takdirde x𝑇 vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter koşul 

𝜂𝑢𝑢 + 𝜙𝑢 (
𝜂

𝜙
)
𝑢

= 0                                                                                                               (4.81) 

eşitliğinin sağlanmasıdır.  

İspat. (4.80) eşitliğinde 𝜓 = 1 alındığında (4.81) elde edilir. ■  

(4.68) ve (4.79) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  

𝜑 =
1

𝜂
(
1

𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑢

)
𝑢

−
𝜙𝑢
2

𝜓2𝜙2
 +

𝜙𝑢
𝑣𝜓𝜙

(
𝜂

𝜓
)
𝑢

                                                                     (4.82) 

eşitliği elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.33 (4.52) koordinat yamasıyla verilmiş olan genel rotasyonel yüzeyinin 

x𝑇 vektör alanı noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.82) ile hesaplanır. Burada 𝜓, 

𝜙 ve 𝜂 reel değerli türevlenebilir fonksiyonlar olup sırasıyla (4.3), (4.55) ve (4.67) de 

tanımlanmıştır. 

Meridyen eğrisi 𝛾 nın birim hızlı olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.34 𝑀1 yüzeyi birim hızlı meridyen eğrisine sahip bir genel rotasyonel yüzey 

olsun. Bu takdirde x𝑇 vektör alanının noktasal 1-tipinde olması için gerek ve yeter koşul 

tayin fonksiyonu  

𝜑 =
𝜂𝑢𝑢
𝜂
+
𝜙𝑢
𝑣
(
𝜂

𝜙
)
𝑢

                                                                                                            (4.83) 
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eşitliğini sağlanmasıdır.  

İspat. (4.82) eşitliğinde 𝜓 = 1 alındığında (4.83) elde edilir. ■ 

Örnek 4.35  (4.52) koordinat yamasında  

𝑓1(𝑢) =
1

𝜅
𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑢), 𝑓2(𝑢) =

1

𝜅
(1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑢)), 𝑎 = 1, 𝑏 = 2                                       (4.84) 

alınırsa Blaschke yüzeyi elde edilir (Kim ve Lee, 1993). Burada 𝜅 fonksiyonu 𝑀1 

yüzeyinin geodezik eğriliğidir. Bununla birlikte 𝑝 ∈ 𝑀1 noktası boyunca her bir 

geodeziğin E4 de bir W-eğrisi olduğunu da Y. H. Kim tarafından ispatlamıştır. Eğer 𝜅 

eğriliği sabit seçilirse Blaschke yüzeyi için  

𝜂(𝑢) =
1

𝜅
sin(𝜅𝑢), 

𝜓(𝑢) = 1,                                                                                                                                 (4.85) 

𝜙(𝑢) = √
1

𝜅2
sin2(𝜅𝑢) +

1

𝜅2
(1 − cos (𝜅𝑢))2 

olarak hesaplanır. Özel olarak 𝜅 = 1 için bu yüzeyinin 𝜅 = 1 için x𝑇 vektör alanının 

noktasal 1-tipinde olması için gerek ve yeter koşul bu yüzeyin tayin fonksiyonunun   

𝜑 = −
5

4
 

olmasıdır.   

Örnek 4.36  (4.52) koordinat yamasında 𝑓1(𝑢) = 𝑢, 𝑓2(𝑢) = 1, ve 𝑎 = 1, 𝑏 ∈ ℝ+ alalım. 

Bu yüzey ℝ3 deki 𝑦(𝑢, 𝑣) = (𝑣𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑣𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑏𝑢) yamasıyla verilen helikoid yüzeyinin 

{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ ℝ
4|x3

2 + x3
2 = 1} hipersilindir etrafında döndürülmesiyle elde edilen 

yüzey döngü yüzeyi olarak adlandırılır (bknz. (Geysens vd., 1983)). Bu yüzey için 𝜂(𝑢) =

𝑢, 𝜓(𝑢) = 1 ve 𝜙(𝑢) = √u2 + 𝑏2   olarak hesaplanır. Bununla birlikte, döngü yüzeyinin 

x𝑇 vektör alanının noktasal 1-tipinde olması için bu yüzeyin tayin fonksiyonunun  

𝜑 =
𝑏2

(u2 + 𝑏2)2
 

olmasıdır.  
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Tanım 4.37 (4.52) koordinat yamasında a = b = 1 ve 

𝑓1(𝑢) = 𝑟(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑢,                                                                                                                 (4.86) 

𝑓2(𝑢) = 𝑟(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑢 

alındığında Vranceanu yüzeyi elde edilir (Vranceanu, 1977).  

Vranceanu yüzeyi için  (4.80) eşitliğinde verilen fonksiyonlar 

𝜂(𝑢) = 𝑟(𝑢)𝑟′(𝑢), 

𝜓(𝑢) = √(𝑟(𝑢))2 + (𝑟′(𝑢))2 ,                                                                                           (4.87) 

𝜙(𝑢) = 𝑟(𝑢)  

olarak hesaplanır. Böylece (2.53), (254), (4.52) ve (4.86) eşitlikleri kullanılarak 

Vranceanu yüzeyinin Gauss eğriliği  

𝐾 =
(𝑟′(𝑢))2 − 𝑟(𝑢)𝑟′′(𝑢)

((𝑟(𝑢))2 + (𝑟′(𝑢))2)2
                                                                                                (4.88) 

olarak hesaplanır.  

Sonuç 4.38  𝑀1 yüzeyi (4.86) koordinat yamasıyla verilen bir Vranceanu yüzeyi olsun. 

Bu takdirde 𝑀1 yüzeyinin düz olması için gerek ve yeter şart 𝑟(𝑢) = 𝜆𝑒𝜇𝑢;  𝜆, 𝜇 ∈ ℝ  

olmasıdır (Arslan vd., 2011a).  

Böylece Vranceanu yüzeyinin x𝑇 vektör alanı harmonik ise bu takdirde (4.86) 

eşitliğindeki fonksiyonlar (4.79) da yerine yazılırsa 

Δx𝑇 =
1

√𝑟2 + (𝑟′)2
{(
(𝑟′)4 + 𝑟3𝑟′′

(𝑟2 + (𝑟′)2)2
)
𝑢

+
(𝑟′)5 + 𝑟3𝑟′𝑟′′ − (𝑟′)3(𝑟2 + (𝑟′)2)

𝑟(𝑟2 + (𝑟′)2)2
} 𝑒 1           (4.89)  

elde edilir.  

Sonuç.4.39 𝑀1 yüzeyi (4.86) koordinat yamasıyla verilen düz bir Vranceanu yüzeyi 

olsun. Bu takdirde 𝑀1 yüzeyinin x𝑇 vektör alanı harmoniktir. 

İspat. Vranceanu yüzeyi düz olduğunu kabul edelim. Bu takdirde Sonuç 4.2.8 gereği 

𝑟(𝑢) = 𝜆𝑒𝜇𝑢;  𝜆, 𝜇 ∈ ℝ dir. Bu değer (4.89) de yerine yazılırsa Δx𝑇 = 0 elde edilir. 
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Önerme 4.40 𝑀1 yüzeyi 𝑟(𝑢) = 𝑢 koordinat yamasıyla verilen bir Vranceanu yüzeyi 

olsun. Bu yüzeyinin x𝑇 vektör alanının noktasal 1.tipinde olması için 𝜑 = −
5+u2

(u2+1)3
 

eşitliğinin sağlanmasıdır 

İspat. (4.89) deki eşitliklerde 𝑟(𝑢) = 𝑢 alınıp (4.82) de yerine yazılırsa istenilen sonuç 

elde edilir. 

II. Durum:  

Meridyen eğrisi 𝛾(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), 𝑓3(𝑢))  olarak alındığında elde edilen rotasyon 

yüzeyi  

𝑀2:  𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), 𝑓3(𝑢)𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑓3(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑣)                                                    (4.90)      

𝑢 ∈ 𝐼, 𝑣 ∈ (0,2𝜋) koordinat yamasıyla temsil edilir. Bu yüzey 𝛾(𝑢) birim hızlı eğrisinin 

birim çember etrafında döndürülmesiyle elde edilir. (Gancheva ve Milousheva, 2008).  

Literatürde bu yüzey, ℝ4 de küresel çarpım yüzeyi olarak bilinir (Arslan vd., 2011), 

(Arslan vd., 2012). Ayrıca klasik rotasyonel yüzey olarak da adlandırılır (Moore, 1919). 

𝑀2 ⊂ ℝ
4 küresel çarpım yüzeyi olsun. 𝑀2 nin ortonormal çatı alanı 

𝑒 1 =
𝜕𝑥

𝜕𝑢
, 𝑒 2 =

1

𝑓3(𝑢)

𝜕𝑥

𝜕𝑣
                                                                                                       (4.91) 

dır. Böylece 

x𝑇 =∑〈x𝑇 , 𝑒 i〉𝑒 𝑖 = 𝜂(𝑢)𝑒 1

2

i=1

                                                                                              (4.92) 

elde edilir. Burada   

𝜂(𝑢) =∑𝑓𝑖(𝑢)𝑓𝑖
′(𝑢)

3

i=1

                                                                                                         (4.93) 

şeklinde tanımlı türevlenebilir bir fonksiyondur.  Böylece (𝑒 1, 𝑒 2)  çatı alanına göre Gauss 

ve Weingarten denklemleri yardımıyla  

∇𝑒 1𝑒 1 = 0 

∇𝑒 1𝑒 2 = 0, 



 

 

41 

 

∇𝑒 2𝑒 1 =
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
𝑒 2,                                                                                                                   (4.94) 

∇𝑒 2𝑒 2 = −
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
𝑒 1 

elde edilir. Buradan,  (4.92) ve (4.94) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 = 𝜂′(𝑢)𝑒 1,      

  ∇𝑒 2x
𝑇 = 𝜂(𝑢)

𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
𝑒 2
                                                                                                           (4.95)                                                                                                  

bulunur. Böylece  (3.26) ve (4.95) eşitliklerinden 

Ax𝑁𝑒 1 = (𝜂
′(𝑢) − 1)𝑒 1,                                                                                                        (4.96) 

Ax𝑁𝑒 2 = (𝜂(𝑢)
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
− 1) 𝑒 2                                                                                           (4.97) 

elde edilir. Bununla birlikte (4.96), (4.97) eşitliklerinin 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde türevleri alınırsa  

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) = 𝜂
′′(𝑢)𝑒 1,                                                                                                        (4.98)  

∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) = (
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
− 𝜂(𝑢)(

𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
)

2

)𝑒 1                                                                   (4.99) 

bulunur. Benzer şekilde  

Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = 0,                                                                                                                   (4.100) 

Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) = (
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
− 𝜂′(𝑢)

𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
) 𝑒 1                                                                     (4.101) 

elde edilir.  

Sonuç olarak, (4.98)-(4.101) eşitlikleri (3.24) de yerine yazıldığında x𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni  

Δx𝑇 = (𝜂′′(𝑢) + 𝜂′(𝑢)
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
− 𝜂(𝑢) (

𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
)

2

)𝑒 1                                                  (4.102) 

olarak bulunur. Böylece (4.102) yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 



 

 

42 

 

Teorem. 4.41 𝑀2 ⊂ ℝ
4 küresel çarpım yüzeyi (4.90) koordinat yamasıyla verilsin. Bu 

takdirde 
Tx vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart 

𝜂′′(𝑢) + 𝜂′(𝑢)
𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
− 𝜂(𝑢) (

𝑓3
′(𝑢)

𝑓3(𝑢)
)

2

= 0                                                                  (4.103) 

eşitliğinin. Burada   fonksiyonu (4.93) de tanımlanmıştır.  

Örnek 4.43 Meridyen eğrisi  

𝑓1(𝑢) = 𝑐𝑢, 𝑓2(𝑢) = √1 − 𝑐2𝑢                                                                                        (4.104) 

olması durumunda küresel çarpım yüzeyi  𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑢, √1 − 𝑐2𝑢, 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝑣) 

parametrizasyona sahip olur. Bu yüzey orijinden geçen bir doğru ile 𝑟-yarıçaplı bir 

çemberin Riemann çarpımıdır. Bu parametrizasyon için (4.103) eşitliği sağlandığından 

Tx vektör alanının harmoniktir.  

Tanım 4.44 𝑀2 küresel çarpım yüzeyin meridyen eğrisi  

𝛾(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), 𝑠𝑖𝑛𝑢)  

olarak alındığında elde edilen rotasyon yüzey Otsuki yüzeyi olarak adlandırılır (Otsuki, 

1966). Burada  (𝑓1
′)2 + (𝑓2

′)2 = 𝑠𝑖𝑛2𝑢 dır. Aynı çalışmasında ayrıca 

a) 𝑓1(𝑢) =
4

3
𝑐𝑜𝑠3 (

𝑢

2
) , 𝑓2(𝑢) =

4

3
𝑠𝑖𝑛3 (

𝑢

2
), 

b) 𝑓1(𝑢) =
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑢𝑐𝑜𝑠(2𝑢), 𝑓2(𝑢) =

1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑢𝑠𝑖𝑛(2𝑢) 

durumlarını da göz önüne almıştır. a) durumu için 𝑥(𝑢, 𝑣) kooordinat yamasıyla verilen 

yüzey ℝ4 ün 3-boyutlu alt uzayında yatmayan Otsuiki küresi olarak adlandırılır. Bu 

yüzeylerinin Gauss eğriliği 1K  dir. 

𝑀2 ⊂ ℝ
4 Otsuki yüzeyi olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.45 𝑀2 ⊂ ℝ
4 küresel çarpım yüzeyi bir Otsuki yüzeyi olsun. Bu takdirde 𝑀2 nin 

𝑥𝑇 tanjant vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter koşul  

(𝑓1𝑓1
′ + 𝑓2𝑓2

′)(𝑓3
′)2 − (𝑓1𝑓1

′′ + 𝑓2𝑓2
′′)𝑓3𝑓3

′ − (𝑓1𝑓1
′′′ + 𝑓2𝑓2

′′′ − 𝑓3𝑓3
′)((𝑓1

′)2 + (𝑓2
′)2) = 0 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada 𝑓3(𝑢) = 𝑠𝑖𝑛𝑢 ve (𝑓1
′)2 + (𝑓2

′)2 = 𝑠𝑖𝑛2𝑢 dur. 

(4.92) ve (4.102) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  
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𝜑 =
𝜂′′

𝜂
+
𝜂′

𝜂

𝑓3
′

𝑓3
− (

𝑓3
′

𝑓3
)

2

                                                                                                    (4.105) 

eşitliği elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.46 (4.90) koordinat yamasıyla verilmiş olan küresel çarpım yüzeyinin 

x𝑇 vektör alanı noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.105) ile hesaplanır. Burada 

𝜂(𝑢) herhangi türevlenebilir bir fonksiyon olup (4.93) de verilmiştir. 

III. Durum: Meridyen eğrisi 𝛾: 𝛪 ⊂ ℝ⟶ ℝ3 , 𝛾(𝑢) =(𝑓1(𝑢), 0, 𝑓2(𝑢)) birim hızlı 

regüler bir eğri olsun. Bu takdirde 𝛾  nın 𝜌(𝑣) birim küresel eğrinin etrafında 

döndürülmesiyle elde edilen yüzey  

𝑀3:  𝑧(𝑢, 𝑣) = 𝑓1(𝑢)𝐸1 + 𝑓2(𝑢)𝜌(𝑣)                                                                                 (4.106) 

koordinat yamasına sahip olup bu yüzeye  ℝ4 te meridyen yüzeyi adı verilir (Ganchev ve 

Mileusheva, 2015). Burada 𝐸1 = (1,0,0,0) birim vektördür. Meridyen yüzeyleri 2. tip 

rotasyonel yüzey olarak da bilinir (Arslan vd., 2014), (Bulca ve Arslan, 2015), (Arslan 

vd., 2017). 𝑀3 nin ortonormal çatı alanı  

𝑒 1 =
𝜕

𝜕𝑢
, 

𝑒 2 =
1

𝑓2

𝜕

𝜕𝑣
,                                                                                                                                   (4.107) 

𝑒 3 = 𝑛(𝑣), 

𝑒 4 = 𝑓1
′(𝑢)𝜌(𝑣) + 𝑓2

′(𝑢)𝐸1 

vektör alanları tarafından gerilir. Böylece Gauss ve Weingarten formülleri yardımıyla  

∇̃
e⃗ 1
e⃗⃗ 1= 𝜅𝛾𝑒 4, 

∇̃
e⃗ 1
e⃗⃗ 2= 0,                                                                                                                                (4.108)    

∇̃
e⃗ 2
e⃗⃗ 1=

𝑓2
′

𝑓2
𝑒 2, 

∇̃
e⃗ 2
e⃗⃗ 2= −

𝑓2
′

𝑓2
𝑒 1 +

𝜅

𝑓2
𝑒 3 +

𝑓1
′

𝑓2
𝑒 4 

ve 
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∇̃
e⃗ 1
e⃗⃗ 3= 0,                                                                                                                                                   

∇̃
𝑒 2
�⃗⃗� 3= −

𝜅

𝑓2
𝑒 2,                                                                                                                      (4.109) 

∇̃
𝑒 1
�⃗⃗� 4= −𝜅𝛾𝑒 1,                                                                                                 

∇̃
𝑒 2
�⃗⃗� 4= −

𝑓1
′

𝑓2
𝑒 2 

elde edilir. Burada 𝜌 = 𝜌(𝑣) küresel eğrinin eğriliği 𝜅 = 𝜅(𝑣) ve  

𝜅𝛾 = 𝑓2
′(𝑢)𝑓1

′′(𝑢) − 𝑓2
′′(𝑢)𝑓1

′(𝑢) = −
𝑓2
′′(𝑢)

√(1−(𝑓2
′(𝑢))

2
)

                                                    (4.110)  

meridyen eğrisinin eğriliğidir.  

Buradan  (2.6), (4.108) ve (4.109) eşitlikleri kullanılarak 𝑀3 yüzeyinin Gauss eğriliği 

𝐾 = 〈ℎ(𝑒1, 𝑒1), ℎ(𝑒2, 𝑒2)〉 − 〈ℎ(𝑒1, 𝑒2), ℎ(𝑒1, 𝑒2)〉 = 𝜅𝛾(𝑢)
𝑓1
′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
 

olarak hesaplanır. Ayrıca (4.110) eşitliğinden 𝐾 = −
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
 sonucuna varılır.  

Örnek 4.47 𝑀3 ⊂ ℝ
4 meridyen yüzeyinin meridyen eğrisi 𝑓1(𝑢) = 𝑐, 𝑓2(𝑢) = 𝑢 + 𝑏 

parametrizasyonu ile verilsin. Bu eğrinin eğriliği 𝜅𝛾(𝑢) = 0 dır. Bu durumda 𝛾 eğrisi düz 

bir doğrudur. Buradan 𝑀3 meridyen yüzeyinin Gauss eğriliği 𝐾 = 0 olduğundan ℝ3 de 

yatan açılabilir bir regle yüzeyidir.  

Örnek 4.48 𝑀3 ⊂ ℝ
4 meridyen yüzeyinin meridyen eğrisi 𝑓1(𝑢) = 𝑐𝑢, 𝑓2(𝑢) =

√1 − 𝑐2𝑢 parametrizasyonu ile verilsin. Bu eğrinin eğriliği 𝜅𝛾(𝑢) = 0 dır. Bu durumda 

𝛾 eğrisi düz bir doğrudur. Buradan 𝑀3 meridyen yüzeyinin Gauss eğriliği 𝐾 = 0 

olduğundan açılabilir bir regle yüzeyidir.  

𝑀3 yüzeyinin 𝑥𝑇 teğet vektör alanının Laplasını hesaplamak için bazı hazırlıklar yapmaya 

ihtiyaç vardır. Buna göre (4.106) ve (4.107) eşitlikleri yardımıyla  

〈𝑒 1, 𝑥〉 = 𝜂(𝑢), 〈𝑒 2, 𝑥〉 = 0                                                                                         (4.111) 

elde edilir. Burada, 𝜂 fonksiyonu (4.67) de tanımlandığı gibidir. Böylece,  (3.8) ve (4.56) 

eşitlikleri yardımıyla 𝑥 pozisyon vektörünün teğet bileşeni 
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x𝑇 =∑〈x𝑇 , 𝑒 i〉𝑒 𝑖

2

i=1

 

      = ∑〈x, 𝑒 𝑖〉𝑒 𝑖

2

i=1

                                                                                                                  (4.113) 

      = 𝜂(𝑢)𝑒 1 

olarak hesaplanır. Buradan,  (4.68), (4.62) ve (4.65) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 = ∇𝑥𝑢x

𝑇 

            = 𝜂′(𝑢)𝑒 1 + 𝜂(𝑢)∇𝑒 1𝑒 1                                                                                          (4.114) 

            = 𝜂′(𝑢)𝑒 1, 

∇𝑒 2x
𝑇 = 𝜂(𝑢)∇𝑒 2𝑒 1 

            = 𝜂(𝑢)
𝑓1
′(𝑢)

𝑓1(𝑢)
𝑒 2                                                                                                        (4.115) 

bulunur. Böylece  (3.26) eşitliğinden 

Ax𝑁𝑒 𝑖 = ∇𝑒 𝑖x
𝑇 − 𝑒 𝑖;  𝑖 = 1, 2                                                                                            (4.116)                                                                                                 

olduğu bilinmektedir. Buradan (4.114)-(4.116) eşitlikleri kullanılarak 

Ax𝑁𝑒 1 = (𝜂
′(𝑢) − 1)𝑒 1                                                                                                      (4.117) 

Ax𝑁𝑒 2 = (𝜂(𝑢)
𝑔′(𝑢)

𝑔(𝑢)
− 1) 𝑒 2                                                                                         (4.118) 

elde edilir. Bununla birlikte (4.117), (4.118) eşitliklerinin 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde türevleri 

alınırsa  

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) = ∇𝑒 1{(𝜂
′(𝑢) − 1)𝑒 1} 

                       = 𝜂′′(𝑢)𝑒 1 + (𝜂
′(𝑢) − 1)∇𝑒 1𝑒 1 

                       = 𝜂′′(𝑢)𝑒 1                                                                                                      (4.119) 

∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) = ∇𝑒 2 {(𝜂(𝑢)
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
− 1) 𝑒 2} 

                       = (𝜂(𝑢)
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
− 1) ∇𝑒 2𝑒 2                                                                        (4.120) 

                       = −(𝜂(𝑢)
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
− 1)

𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
𝑒 1 

dır. Benzer şekilde  
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Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = 0,                                                                                                                   (4.121) 

Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) = Ax𝑁 (−
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
𝑒 1) 

                       = −
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
Ax𝑁𝑒 1 

                       = −
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
(𝜂′(𝑢) − 1)𝑒 1                                                                           (4.122) 

elde edilir.  

Sonuç olarak, (4.119)-(4.122) eşitlikleri (3.32) de yerine yazılırsa x𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni  

Δx𝑇 = {𝜂′′(𝑢) + 𝜂′(𝑢) (
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
)

2

− 𝜂(𝑢)
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
} 𝑒 1                                                  (4.123) 

olarak bulunur. 

x𝑇 vektör alanın harmonik olması durumunda (4.123) eşitliğinden yararlanılarak 

aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.49 𝑀3 ⊂ ℝ
4 meridyen yüzeyi (4.106) koordinat yamasıyla verilsin. Bu 

takdirde 𝑀3 yüzeyinin x𝑇 vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart  

𝜂′′(𝑢) + 𝜂′(𝑢) (
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
)

2

− 𝜂(𝑢)
𝑓2
′′(𝑢)

𝑓2(𝑢)
= 0                                                               (4.124) 

olmasıdır. Burada 𝜂(𝑢) fonksiyonu (4.67) de tanımlanmıştır.  

(4.113) ve (4.123) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  

𝜑 =
𝜂′′

𝜂
+
𝜂′

𝜂
(
𝑓2
′′

𝑓2
)

2

−
𝑓2
′′

𝑓2
                                                                                                  (4.125) 

 elde edilir. eşitliği elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.50 (4.106) koordinat yamasıyla verilmiş olan küresel çarpım yüzeyinin 

x𝑇 vektör alanı noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.125) ile hesaplanır. Burada 

𝜂(𝑢) fonksiyonu (4.67) de tanımlanmıştır. 
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Örnek 4.51 Örnek 4.47 de verilen meridyen yüzeyinin 𝑥𝑇 tanjant vektör alanının noktasal 

1-tipinde olması için tayin fonksiyonu 

𝜑 =
1 − (𝑢 + 𝑏)2

(𝑢 + 𝑏)3
 

olmalıdır, burada 𝑏 ∈ ℝ reel sabittir.  

Örnek 4.52 Örnek 4.48 de verilen  𝑀3 ⊂ ℝ
4 yüzeyinin 𝑥𝑇 tanjant vektör alanının 

noktasal 1-tipinde olması için tayin fonksiyonu 

𝜑(𝑢) = −
1

𝑢
, 𝑢 ≠ 0 

olmalıdır.  

IV. Durum: (Tensör çarpım Yüzeyi) 

Düzlemde bir 𝛽(𝑢) = (𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑠𝑖𝑛𝑢) birim çemberi ile bir 𝛾(𝑣) = (𝑓1(𝑣), 𝑓2(𝑣)) eğrisinin 

tensörel çarpımı 

𝑀4:  𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑓1(𝑣)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑓2(𝑣)𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑓1(𝑣)𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑓2(𝑣)𝑠𝑖𝑛𝑢)                                (4.126)  

𝑣 ∈ 𝐼, ∈ (0,2𝜋) koordinat yamasıyla temsil edilir. Bu yüzeye  ℝ4 de bir tensör çarpım 

yüzeyi adı verilir (Mihai vd., 1995), (Arslan vd., 2011c), (Bulca ve Arslan, 2014). Burada 

𝛾(𝑢) eğrisi profil eğrisi olarak adlandırılır. 

𝑀4 ⊂ ℝ
4 tensör çarpım yüzeyi olsun. Bu takdirde 𝑀4 ün tanjant uzayı  

𝑒 1 =
1

‖𝛾(𝑣)‖

𝜕𝑥

𝜕𝑢
,  𝑒 2 =

1

‖𝛾′(𝑣)‖

𝜕𝑥

𝜕𝑣
                                                                                 (4.127) 

vektörleri tarafından gerilir. Böylece 

x𝑇 =∑〈x𝑇 , 𝑒 i〉𝑒 𝑖 =
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
𝑒 2

2

i=1

                                                                                           (4.128) 

elde edilir. Burada 𝜓 ve 𝜂 türevlenebilir fonksiyonlar olup (4.3) ve (4.5) de 

tanımlanmıştır. Böylece (𝑒 1, 𝑒 2)  çatı alanına göre Gauss ve Weingarten denklemleri 

yardımıyla  
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∇𝑒 1𝑒 1 = −
𝜂(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓(𝑣)
 𝑒 2 

∇𝑒 2𝑒 2 = 0 

∇𝑒 2𝑒 1 = 0                                                                                                                               (4.129) 

∇𝑒 1𝑒 2 =
𝜂(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓(𝑣)
 𝑒 1 

elde edilir. Burada  

𝜌(𝑣) = ‖𝑥(𝑢, 𝑣)‖ = ‖𝛾(𝑣)‖                                                                                                 (4.130) 

 uzaklık fonksiyonudur. Buradan,  (4.128) ve (4.129) eşitlikleri yardımıyla 

∇𝑒 1x
𝑇 =

𝜂2(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓2(𝑣)
𝑒 1                   

  ∇𝑒 2x
𝑇 =

1

𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

𝑒 2                    

                                                                                 (4.131) 

bulunur. Böylece  𝑒 𝑖 = ∇𝑒 𝑖x
𝑇 − Ax𝑁𝑒 𝑖 ve (4.131) deki eşitlikler kullanılarak 

Ax𝑁𝑒 1 = (
𝜂2(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓2(𝑣)
− 1) 𝑒 1                                                                                           (4.132) 

Ax𝑁𝑒 2 = (
1

𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

− 1) 𝑒 2                                                                                   (4.133) 

elde edilir. Bununla birlikte (4.133) eşitliklerinin 𝑒 1 ve 𝑒 2 yönünde türevleri alınıp (4.129) 

yardımıyla 

∇𝑒 1(Ax𝑁𝑒 1) = −
𝜂(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓(𝑣)
(

𝜂2(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓2(𝑣)
− 1) 𝑒 2                                                          (4.134) 

∇𝑒 2(Ax𝑁𝑒 2) =
1

𝜓(𝑣)
(
1

𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

)
𝑣

𝑒 2                                                                     (4.135) 

bulunur. Benzer şekilde  

Ax𝑁(∇𝑒 1𝑒 1) = −
𝜂(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓(𝑣)
(
1

𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

− 1) 𝑒 2,                                                (4.136) 

Ax𝑁(∇𝑒 2𝑒 2) = 0                                                                                                                    (4.137) 
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elde edilir.  

Sonuç olarak, (4.134)-(4.137) eşitlikleri (3.34) de yerine yazıldığında x𝑇 vektör alanının 

Laplasyeni  

Δx𝑇 =
1

𝜓(𝑣)
((

1

𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

)

𝑣

+
𝜂(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

−
𝜂3(𝑣)

𝜌2(𝑣)𝜓2(𝑣)
) 𝑒 2               (4.138) 

olarak bulunur. Böylece (4.138) yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem. 4.53 𝑀4 ⊂ ℝ
4 tensör çarpım yüzeyi   (4.126) koordinat yamasıyla verilsin. Bu 

takdirde 
Tx vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter şart 

(
1

𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

)

𝑣

+
𝜂(𝑣)

𝜌(𝑣)𝜓(𝑣)
(
𝜂(𝑣)

𝜓(𝑣)
)
𝑣

−
𝜂3(𝑣)

𝜌2(𝑣)𝜓2(𝑣)
= 0                                 (4.139) 

eşitliğinin. Burada  , 𝜓 ve 𝜌 fonksiyonları sırasıyla (4.3), (4.5) ve (4.130) de 

tanımlanmıştır.  

Sonuç 4.54 𝑀4 ⊂ ℝ
4 tensör çarpım yüzeyinin profil eğrisi yay parametresi ile verilsin. 

Bu takdirde 𝑀4 ün 𝑥𝑇 tanjant vektör alanının harmonik olması için gerek ve yeter koşul 

𝜂′′ +
𝜂𝜂′

𝜌
−
𝜂3

𝜌2
= 0                                                                                                              (4.140) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

Örnek 4.55 𝑀4 ⊂ ℝ
4 tensör çarpım yüzeyinin profil eğrisi  𝛾(𝑣) = (𝑐𝑜𝑠𝑣, 𝑠𝑖𝑛𝑣) birim 

çemberi olsun. Bu durumda yüzey 

𝑥(𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑜𝑠𝑣𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑐𝑜𝑠𝑣𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑠𝑖𝑛𝑣𝑐𝑜𝑠𝑢, 𝑠𝑖𝑛𝑣𝑠𝑖𝑛𝑢) 

parametrizasyona sahip Clifford tor yüzeyi olur (Yoon, 2003). Basit bir hesaplama ile bu 

yüzeyin 𝑥𝑇 tanjant vektör alanının harmonik olduğu görülür. 

(4.128) ve (4.138) eşitlikleri (3.25) de yerine yazılırsa  
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𝜑 =
1

𝜂
(
1

𝜂𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑣

)
𝑣

+
1

𝜌𝜓
(
𝜂

𝜓
)
𝑣

−
𝜂2

𝜌2𝜓2
                             (4.141) 

eşitliği elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuçlar ispatlanmış olur: 

Teorem. 4.56 (4.126) koordinat yamasıyla verilmiş olan tensör çarpım yüzeyinin 

x𝑇 vektör alanı noktasal 1- tipinde olup tayin fonksiyonu (4.141) ile hesaplanır. Burada  

 , 𝜓 ve 𝜌 fonksiyonları sırasıyla sırasıyla (4.67), (4.5) ve (4.130) de tanımlanmıştır.  

Sonuç 4.57 𝑀4 ⊂ ℝ
4 tensör çarpım yüzeyinin profil eğrisi yay parametresi ile verilsin. 

Bu takdirde 𝑀4 ün 𝑥𝑇 tanjant vektör alanının noktasal 1-tipinde olması için gerek ve yeter 

koşul tayin fonksiyonunun 

𝜑 =
𝜂′′

𝜂
+
𝜂′

𝜌
−
𝜂2

𝜌2
                                                                                                               (4.142) 

olmasıdır. 

Örnek 4.58 𝑀4 ⊂ ℝ
4 yüzeyinin profil eğrisi 𝑓1(𝑣) = 𝑐𝑣, 𝑓2(𝑣) = √1 − 𝑐2𝑣 

parametrizasyonu ile verilsin. Bu takdirde 𝑀4 yüzeyi 

𝑥(𝑢, 𝑣) = ((𝑐𝑣)𝑐𝑜𝑠𝑢, (𝑐𝑣)𝑠𝑖𝑛𝑢, (√1 − 𝑐2𝑣)𝑐𝑜𝑠𝑢, (√1 − 𝑐2𝑣)𝑠𝑖𝑛𝑢) 

parametrizasyona sahip bir yüzey olur. Bu yüzeyin 𝑥𝑇 tanjant vektör alanının noktasal 1-

tipinde olması için gerek ve yeter koşul tayin fonksiyonunun 𝜑 =
1

𝑣
− 1 olmasıdır. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

𝑀 ⊂ ℝ𝑛+𝑑 altmanifoldunun en önemli geometrik nesnelerinden biri 𝑥 pozisyon 

vektörüdür. Bu vektör  𝑝 ∈ 𝑀 noktasını 𝑜 ∈ ℝ𝑛+𝑑 referans noktasına bağlayan 𝑥 = 𝑜𝑝⃗⃗⃗⃗  
şeklinde tanımlı olan yer vektörü ya da yarıçap vektörüdür. Bu vektörünün 𝑥 = 𝑥𝑇 + 𝑥𝑁  

teğet ve normal bileşenlere ayrışımı son zamanların popüler konulardan biridir. 𝑀 nin 

önemli invaryantlarından biri de ortalama eğrilik vektör alanı �⃗⃗�  dır.  Fizikte, ortalama 

eğrilik vektör alanı, altmanifoldlar üzerine uygulanan burulma alanıdır. Malzeme 

biliminde yüzey gerilimi, yüzey stresi veya yüzey serbest enerjisi için kullanılır. 

Diferansiyel geometride �⃗⃗�   nın Laplası ∆�⃗⃗� = 0 olması durumu “Chen conjecture” olarak 

bilinir. Bu şarta sahip olan altmanifoldlar minimal olmasıdır, diğer bir değişle ‖�⃗⃗� ‖ = 0 

olmalıdır. Biz bu çalışmada �⃗⃗�  yerine 𝑥𝑇 alarak bazı sonuçlar elde ettik. ∆𝑥𝑇 = 0 olması 

durumunda ‖𝑥𝑇‖ nin sıfıra eşit olma zorunluluğunun olmadığını gösterdik. Ayrıca ∆𝑥𝑇 =
𝜑𝑥𝑇 şartını sağlayan altmanifoldlar için bir karakterizasyon vermiş olduk. Bununla 

birlikte meridyen eğrisi logaritmik spiral olan dönel koni yüzeyinin ∆𝑥𝑇 = 0 şartını 

sağlamadığını fakat ikinci şartı sağladığını gösterdik. Tüm bu hesaplamalar ileriki 

çalışmalarda yüksek boyutlu yüzeyler ve altmanifoldlara uygulanması açısından bir 

başlangıç noktası oluşturacağını düşünmekteyiz. 
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