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OZET
Doktora Tezi
KONVEKSE YAKIN HARMONIK DONUSUMLER
Serkan CAKMAK
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1

Damsman: Prof. Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ

Bu tez c¢alismasinda konvekse yakin harmonik fonksiyonlarin yeni alt smniflarn
incelenmistir. Calisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci ve ikinci boliimde, tezin amaci, kapsami ve ¢alismada kullanilacak olan temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, ele alinan konu ile ilgili baz1 calismalar incelenmistir.

Dordiincii boliimde, ikinci ve tiglincii mertebeden diferensiyel esitsizlik igeren harmonik
fonksiyonlarin yeni alt smiflar1 tanitilmistir. Bu siniflarin konvekse yakinligi, katsayi
siirlari, bilylime tahminleri gibi baz1 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica, bu smiflarin
konveks birlesim ve konvoliisyon 6zellikleri elde edilmistir. Son olarak, bu siniflara ait
Gauss hipergeometrik fonksiyonu igeren harmonik polinomlar olusturulmustur.

Besinci boliimde, ¢alismada elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik, Yalinkat, Konvekse yakin, katsayr tahminleri,
konvoliisyon, hipergeometrik fonksiyon
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CLOSE TO CONVEX HARMONIC MAPPINGS
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In this thesis, new subclasses of close-to-convex harmonic functions are investigated. The
study consists of five chapters.

In the first and second chapters, the aim and scope of the thesis and the basic definitions
and theorems that will be used in the study are given.

In the third chapter, some studies related to the subject discussed are examined.

In the fourth chapter, new subclasses of harmonic functions containing second and third
order differential inequalities are introduced. Some properties of these classes, such as
close to convexity, coefficient bounds, and growth estimates are obtained. In addition,
convex combination and convolution properties of these classes are obtained. Finally,
harmonic polynomials involving Gaussian hypergeometric function belonging to these
classes are construted.

In the fifth chapter, the results obtained in the study are evaluated.

Key words: harmonic, univalent, close to convex, coefficient estimates, convolution,
hypergeometric function
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Aciklama

Kompleks diizlem

{z € C: |z| < 1}, A¢ik birim disk

U agik birim diskinde normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifi

U agik birim diskinde analitik ve f(z) = zP + X541 a,z* seklinde
seri acilimina sahip fonksiyonlarin sinifi

U acik birim diskinde normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyonlarin
sinifi

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

f fonksiyonunun F foksiyonuna sabordine olmasi

U acik birim diskinde analitik, yalinkat ve yildizil fonksiyonlarin sinifi
U acik birim diskinde analitik, yalinkat ve konveks fonksiyonlarin sinifi
U acik birim diskinde analitik, yalinkat ve konvekse yakin fonksiyonlarin
sinifi

Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Pochhammer sembolii

Gamma fonksiyonu

ffonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni

U agik birim diskinde harmonik, yalinkat, yon koruyan, f(0) = 0 ve
f,(0) = 1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi

g'(z) = b; = 0 ile normalize edilmis f € SH fonksiyonlarmin sinifi
f,ve f, fonksiyonlarinin konvoliisyonu (Hadamard Carpimui)

f harmonik fonksiyonunun ¢ analitik fonksiyonu ile konvoliisyonu
U acik birim diskinde harmonik yildizil fonksiyonlarin siifi

U acik birim diskinde harmonik konveks fonksiyonlarin sinifi

U acik birim diskinde harmonik konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi
Tam konveks fonksiyonlarin sinifi

Tam y1ldiz1l fonksiyonlarin sinifi



PHO(2)

WH°

W(a,B)

WH (e, B)

RS(4,6)

RH®(4,6)

AH®(a, B, 1)

RH(a, B, 1)

Dogal sayilar kiimesi

N u {0}

Re{h'(z) — A} > |g9'(z)| sarttm  saglayan f=h+g € SH®
fonksiyonlarin sinifi

Re{h'(z) + zh'"'(2)} > |g'(2) + zg"' (2)| sartini saglayan
f =h+g € SH° fonksiyonlarinm sinifi

Re{h'(z) + azh'' (2)} > B sartim saglayan f=h+g €SH°
fonksiyonlarinin sinifi

Re{h'(z) + azh'' (z) — B} > |g'(2) + azg''(z)| sartim  saglayan
f =h+g € SH° fonksiyonlarinm sinifi

Re{f'(z) + Azf"(z) + 6z*f""(2)} > 0 esitsizliini saglayan f € A
fonksiyonlariin sinifi

Re{h'(z) + Azh" (2) + 6z°h""(2)} > |ag'(2) + Azg" (2) + 6z%g"" (2)|
sartin1 saglayan f = h+g € SH° fonksiyonlarmmn smifi

Re{ah'(z) + Bzh" (z) — 2} > |ag'(z) + Bzg''(z)| sartim1 saglayan
f =h+g € SH° fonksiyonlarinm sinifi

)Zzh’”(z) - /1} > |ag'(z) + Bzg" (z) + (ﬁ 5 a) Zzg’”(z)|

f—a
2

Re {ah'(z) + Bzh''(z) + (

esitsizligini saglayan f = h+g € SH° fonksiyonlarmmn smifi

Vi
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1. GIRIS

Karmasik analizin bir dal1 olan geometrik fonksiyonlar teorisi, Bernard Riemann’in 1851
yilinda her basit baglantili bolgenin acgik birim disk tizerine konform olarak
resmedilebilecegini ispatlamasiyla arastirmacilarin ilgisini ¢ekti. Bu alanda yeni sonuglar
bulmak arastirmacilar i¢in ¢ok Onemlidir. Analitik yalinkat fonksiyon sinifi igin
Bieberbach tahmini ispatlandiktan sonra sonuglarin harmonik yalinkat fonksiyonlar sinifi
i¢in dogru olup olmayacagi sorusu ortaya ¢ikmistir. Clunie ve Sheil-Small 1984 yilinda
yayinladigr makalede, analitik, yalinkat ve normalize edilmis fonksiyonlarin simnifi i¢in
yapilan tahminlerin harmonik, yalinkat ve normalize edilmis fonksiyonlarin sinift igin

farkli oldugunu fakat bazi kisitlamalarla benzer sekilde yapilabilecegini gosterdi.

Bu c¢alismanin amaci, yiliksek mertebeden diferensiyel esitsizlik igeren harmonik
fonksiyonlarin yeni alt smiflarin1 tanitmak, bu siiflarin konvekse yakin olduklarin
gostermek ve katsayr sinirlari, biiyiime tahminleri, konveks birlesim ve konvoliisyon

ozelliklerini elde etmektir.

Ik béliim giris igin ayrilmis olup, ikinci boliimde; diger boliimde kullanilacak olan
analitik fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlar i¢in bazi temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Uciincii boliimde; Rajbala ve Prajapat (2021) ile Yasar ve Yal¢m (2021) tarafindan

tanimlanan simiflar i¢in elde edilen sonuclar verilmistir.

Dordiincii boliimde; ikinci ve tigiincii mertebeden diferensiyel esitsizlik igeren harmonik
fonksiyonlarin yeni alt smiflart tanitilmistir. Bu siniflarin konvekse yakinligi, katsayi
sinirlar, biiyiime tahminleri gibi baz1 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica, bu siniflarin
konveks birlesim ve konvoliisyon 6zellikleri elde edilmistir. Son olarak, bu siiflara ait

Gauss hipergeometrik fonksiyonu i¢eren harmonik polinomlar olusturulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu béliimde, tezin diger boliimlerine temel olusturan bazi tanim ve teoremler verilecektir.
Bu bolim Ahlfors (1979), Goodman (1983), Clunie ve Sheil-Small (1984), Duren (2004),
Bagkan 2005, Zill ve Shanahan (2013) kaynaklarindan derlenmistir.

2.1. Analitik Fonksiyonlar

2.1.1. Tammm. C kompleks diizlem olmak tizere U = {z € C : |z| < 1} climlesi agik

birim disk olarak adlandirilir.

2.1.2. Tamm. D kompleks diizlemde bir bolge olmak iizere D bolgesindeki farkl
noktalarin f fonksiyonu altindaki goriintiileri de farkli ise f fonksiyonuna, D bolgesinde
yalinkat fonksiyon denir. f fonksiyonu z, € D noktasinin bir komsulugunda yalinkat ise

f fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel yalinkat denir.

2.1.3. Teorem. f analitik fonksiyonunun z, € D noktasinda yerel yalinkat olmasi igin

gerek ve yeter sart f'(z,) # 0 esitsizliginin saglanmasidir.

2.1.4. Tamm. f fonksiyonu D bdlgesinde siirekli bir doniisim ve z, € D olsun. Bu
durumda z, noktasinda kesisen D deki her yonlendirilmis C; ve C, diizgiin egri ¢iftinin
zo noktasindaki aralarindaki agi, C; ve C, gorintii egrilerinin f(z,) noktasinda
aralarindaki agtya hem biiyiikliikte hem de yonde esitse f fonksiyonuna z, noktasinda
konform doniisiim denir. Eger f fonksiyonu D bolgesindeki her noktada konform ise f

fonksiyonuna D bolgesinde konformdur denir.

2.1.5. Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi). D, kompleks diizlemin tamami olmayan
basit baglantili bir bolge ve z, € D olsun. Bu durumda D bolgesini agik birim disk tizerine
birebir olarak resmeden ve f(z,) = 0, f'(z,) > 0 6zelliginde yalniz bir f fonksiyonu
vardir (Riemann, 1851).



2.1.6. Tammm. A, U agik birim diskinde analitik ve f(0) = f'(0) —1 = 0 seklinde

normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi olsun. Bu durumda A smnifina ait her f

fonksiyonu,

f(2) =Z+a222+---+akzk+---=z+kz;akzk 2.1)

seklinde bir Taylor serisi agilimina sahiptir. Ayrica, A simifindaki yalinkat fonksiyonlarin

smifi S ile gosterilir.

2.1.7. Tamm. U agik birim diskinde analitik ve p = 1, 2,3, ... igin

f(z) =zP + z az" 2.2)

k=p+1
seklinde seri agilimina sahip f fonksiyonlarinin sinifi A, ile gosterilir.

2.1.8. Tammm. z € U i¢in Re{f(z)} > 0 olacak sekilde, U agik birim diskinde analitik

ve

f(@)=1+pz+pz2+-+pzf+-=1 +Zpkzk

k=1 (2.3)

seklinde seri ac¢ilimima sahip fonksiyonlarin smifi P ile gosterilir. P smifina ait

fonksiyona reel kismi pozitif fonksiyon denir.

2.1.9. Teorem. k > 1 belli bir tamsay1 olsun. Bu durumda, (2.3) ile verilen seri
agilimina sahip f fonksiyonu P sinifina ait ise |py| < 2 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik
kesindir (Carathéodory, 1907).



2.1.10. Lemma. p’ € P olsun. Bu durumda,

2
T 1—|z?

|pl(z)| > 1- IZI ‘p”(z)

ve
1—-lz|  |p'(@)

esitsizlikleri saglanir ve bu esitsizlikler kesindir. Esitlik, 0 < 6 < 2m olmak {izere

p(z) = —z — 2 log(1 — ze'®) fonksiyonu igin saglanir.

2111. Tamm. k > oo icinup, > 0Ve ug —uy 2 Uy — Uy =" 2 Up_q — U =20

ozelligindeki {u };-, negatif olmayan gergel dizisine konveks sifir dizisi denir.

2.1.12. Lemma. {u; }y -, konveks sifir dizisi ise

Q(2) = Yo, Z w, z*

1)
2
k=1

fonksiyonu U agik birim diskinde analitiktir ve Re{Q(z)} > 0 esitsizligi saglanir (Fejer
1925).

2.1.13. Lemma. P fonksiyonu, U agik birim diskinde P(0) = 1 6zelliginde analitik ve
Re{P(2)} > g olsun. Bu durumda, U agik birim diskinde analitik her f fonksiyonu igin

P = f fonksiyonu f(U) yu kapsayan en dar konveks bolgede deger alir (Singh ve Singh,
1989).

2.1.14. Teorem (Schwarz Lemma). w:U — C analitik ve z € U i¢in |w(z)| <1 ve
w(0) = 0 olsun. Bu durumda z € U noktalan i¢in |w(z)| < |z| ve |w'(0)] <1 dir.
Ustelik z, € U (zy # 0) igin |w(zy)| = |z, ise c, |c| = 1 bzelliginde bir sabit olmak

tizere w(z) = cz seklindedir.

2.1.15. Teorem. f ve F fonksiyonlar1 U acik birim diskinde analitik olsun. Ayrica, F
fonksiyonu U agik birim diskinde yalinkat olsun. Bu durumda U agik birim diskinde



f(z) < F(2) olmasi igin gerek ve yeter sart f(z) = F (w(z)) olacak sekilde Schwarz

Lemmanin sartlarini saglayan bir w fonksiyonunun mevcut olmasidir.

2.1.16. Lemma. w, w(0) = 0 6zelliginde ve U agik birim diskinde analitik fonksiyon
olsun. Eger |w(z)| maksimum degerini |z| < |z,| diskinde bir z, € U (z, # 0)
noktasinda aliyorsa m > 1 gergel sayisi i¢in zow'(z5) = mw(z,) esitligi saglanir (Jack,

1971).

2.1.17.Lemma. o, w(z) = ¢;z* + cj12¥t + -+, ¢, # 0 Ozelliginde U agik birim
diskinde analitik fonksiyon olsun. Eger |w(z)| maksimum degerini |z| < [z,] < 1

diskinde bir z, € U (z, # 0) noktasinda aliyorsa

Zow'(2p)

zow''(z
=m ve Re{l-l—o—(())}Zm
w (o)

w'(2o)

olacak sekilde m >k > 1 esitsizligini saglayan bir m reel sayist vardir (Miller ve

Mocanu, 1981, 2000).

2.1.18. Tammm. Diizlemde bir D kiimesinin w, noktasindan ¢ikan her bir 15in ile D
kiimesinin i¢inin arakesiti ya bir dogru parcasi ya da bir 151in ise D kiimesine, wy i¢

noktasina gore yildizil kiime denir.

2.1.19. Tamm. Agik birim diski yildizil bir bolgeye doniistiiren fonksiyona yildizil

fonksiyon denir ve analitik yalinkat y1ldizil fonksiyonlar sinifi S* ile gosterilir.
2.1.20. Teorem. f, Ug:|z| < R, R > 0 diskinde analitik, yalinkat bir fonksiyon ve

£(0) = 0 6zelliginde olsun. Bu durumda f fonksiyonunun, Uy diskini yildizil bir bolgeye

dontistiirmesi igin gerek ve yeter sart Cg: |z| = R tlizerindeki her z igin

zf'(2)
Re{ f(2) } >0 (2.4)

olmasidir (Nevanlinna, 1921).



2.1.21. Tamim. Diizlemde bir D kiimesinin i¢indeki her bir w;, w, nokta ¢ifti i¢in w; ve

w, yi birlestiren dogru parcast D kiimesinin i¢inde kaliyorsa, D ye konveks kiime denir.

2.1.22. Tammm. Bir f fonksiyonu U agik birim diskini konveks bir bolgeye resmediyorsa
f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. S sinifina ait konveks fonksiyonlarin sinifi

K ile gosterilir.

2.1.23. Teorem. f fonksiyonu, Ug: |z| < R,R > 0 kapali diskinde analitik ve yalinkat
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Uy kapal1 diskini konveks bir bolgeye doniistiirmesi

icin gerek ve yeter sart Cg: |z| = R tlizerindeki her z i¢in

zf"(z)
Re {1 e } >0 25

olmasidir (Study, 1913).
2.1.24. Tammm. Bir D bolgesinin tiimleyeni kesismeyen yar1 dogrularin (bir yar1 dogrunun
baslangi¢c noktas1 diger yar1 dogrulardan birinin iizerinde olabilir) birlesimi seklinde

yazilabiliyorsa D ye konvekse yakin bolge denir.

2.1.25. Tammm. f fonksiyonu U agik birim diskinde analitik olsun. Bu durumda U agik

birim diskinde

f'()
Re {g’(z)} >0 (2.6)

esitsizligini saglayan yalinkat ve konveks bir g fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna
konvekse yakin fonksiyon denir. Konvekse yakin fonksiyonlarin sinift C ile gosterilir

(Kaplan, 1952).

S smifinin alt siniflari olan §*, K ve € smiflari i¢in K € §* < C < S bagintist saglanir.



2.1.26. Tammm. f € S fonksiyonu, her z € U i¢in

Re {Z]{ég)} >a (0<a<l) (2.7)

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna a-mertebeli yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi $*(«) ile gosterilir (Robertson, 1936).

2.1.27. Tammm. f € S fonksiyonu, her z € U i¢in

zf"(z)
Re{1+ f’(z)}>a O0<a<l) (2.8)

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna a-mertebeli konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi K («) ile gosterilir (Robertson, 1936).

2.1.28. Tammm. q,b,¢c € Cve ¢ # 0,—1, —2, ... olsun. Gauss hipergeometrik fonksiyonu,

[ee]

ZFl(a;b;C;Z) = F(a,b,¢;2z) = Z

k=0

(@ (®k

E (z € U) (2.9)

bi¢giminde tanimlanir. Burada (a), = 1 ve (a)g, k € N igin

I'(a+ k)

(@) = —F(a)

=ala+1D(a+2)..(a+k—-1)

olarak tanimli Pochhammer semboliidiir. Re(¢ — a — b) > 0 ise

< I'(Or(c—a—"»n)

F(a,b,¢1) = £iT(c—a)l(a—b)

c#0,-1,-2, .. (2.10)

olarak tanimlanir ve F(a,b,¢;z) hipergeometrik fonksiyonu birim diskte analitiktir
(Temme, 1996).



2.1.29. Lemma. a,b € C\{0}, ¢ > 0 olsun. Bu durumda,

.a,b>0, c>a+b+ 1igin

D e+ (@i ®) _TOMC—a=b-1) 0y oy,
k=0

(D) T(c—al(c—b)

h.a,b>0, c>a+b+ 2igin

i(" 4 1y @e® _ TONGe—a- b)( (@)2(6); 30 1>’

L, Ox(Dr Te—aTc—t\(c—a-b-2), c—a=b-1"

iii.a,b>0, c>a+b+ 3i¢in

C (@) T(I'(c—a—b) (a)3(b); 6(a),(b) 7ab
;("“)3 RO r(c—a)r(c—b)<(c—a—b—3)3 (c—a-b-2), c—a—=b-1" 1)'

iv. ¢ > maks{0,a + b — 1} olmak iizere a,b,¢ # 1 i¢in

v @e®) 1 Ir(c)r(c—a—b—l)
£ ((Mier @=1DOG -1 [ T(c—a)l(c—b)

(c— 1)]

esitlikleri saglanir (Kim ve Ponnusamy, 1999).

2.2. Harmonik Fonksiyonlar

2.2.1. Tammm. D c C bir bolge olmak iizere u: D — C fonksiyonunun D bdlgesinde

ikinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve siirekli olsun. Bu durumda, her z € D igin

0°u 0d%u 3

AMU=—F+— =
u 6x2+ay2

0



esitligi saglaniyorsa u fonksiyonuna, D bolgesinde reel harmonik fonksiyon denir. f,
f:D - C, f =u+iv olarak tanimli fonksiyon olmak iizere u ve v fonksiyonlar1 D
bolgesinde reel harmonik fonksiyonlar ise f fonksiyonuna D bdlgesinde harmoniktir

denir.

2.2.2. Yardimci Teorem (Kanonik Gosterim). Basit baglantili bir D bdlgesinde h ve

g analitik fonksiyonlar olmak tizere f harmonik fonksiyonu

f(2) =h(@+g(2)

seklinde yazilabilir. Bu gosterim sabit farkiyla tektir. Bu gésterimde, h fonksiyonuna f

fonksiyonunun analitik kismi, g fonksiyonuna f fonksiyonunun es analitik kismi denir.

223. Tamm. D c C bir bolge ve f=u+iv fonksiyonu D bolgesinde

diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda z, € D igin

Uy (20) Uy (2o)
vy (20) Uy (zo)

]f(Zo) =

= ux(Zo)Vy(Zo) - uy(Zo)Vx(Zo)

seklinde tamiml1 J¢(z,) degerine f fonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni denir. f

fonksiyonu analitik ise /£ (zo) = |f'(z,)|* dir.

2.2.4. Tamm. f fonksiyonuna, Jakobiyeni pozitif ise yon koruyan, Jakobiyeni negatif

ise yoni ters ¢eviren denir.

2.2.5. Teorem. f =h+g harmonik fonksiyonunun U agik birim diskinde yerel
yalinkat ve yon koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart U acik birim diskinde

g’ (z)| < |h'(2)] esitsizliginin saglanmasidir (Clunie ve Sheil-Small, 1984).

2.2.6. Tamm. U acik birim diskinde harmonik, yalinkat, yo6n Kkoruyan ve

f(0) = £,(0) — 1 = 0 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi SH ile gosterilir.



2.2.7. Tanmm. f € SH fonksiyonlarindan g'(0) =b; =0 sartim saglayan f
fonksiyonlarmm smnifi SH® ile gosterilir. h ve g fonksiyonlar1 U agik birim diskinde

analitik ve

h(z) =z + Z apz®,g(z) = z by z*
P P (2.11)

seklinde seri agilimina sahip fonksiyonlar olmak iizere SH® sinifina ait bir f fonksiyonu,
f = h + g seklindedir.

S,SH ve SH° fonksiyon siniflar1 icin § € SH® c SH kapsamas: gergeklenir.

2.2.8. Tanmm.t = 1,2 i¢in

fi(2) =z+ Z ap.z* + Z by z¥ (2.12)
k=2 k=1

seklinde seri acilimma sahip iki harmonik fonksiyonun konvoliisyonu (Hadamard

carpimi)
i@ *fL2)=(fixf)=2)=z+ z Qg1 Ak 22" + Z by 1by 22"
k=2 k=1

ile tanimlanir. Eger f; ve f, fonksiyonlarinin es analitik kisimlari sifir ise bu tanim

analitik fonksiyonlarin Hadamard ¢arpimini verir.

2.2.9. Tammm. U acik birim diskinde analitik ¢ fonksiyonu ile f = h + g harmonik

fonksiyonunun Hadamard ¢arpimi

f*o=hxpt+tg*e
bi¢iminde tanimlanir (Goodloe, 2002).
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2.2.10. Tammm. SH (ya da SH°) sinifina ait f fonksiyonu altindaki gériintiisii orijine gore
yildizil bir bolge olan f fonksiyonuna harmonik yildizil fonksiyon denir. Harmonik

yildizil fonksiyonlarin sinifi SH* (ya da SH*?) ile gosterilir.

2.2.11. Tammm. SH (ya da SH?) sinifina ait f fonksiyonu altindaki gériintiisii konveks bir
bolge olan f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Harmonik konveks

fonksiyonlarin sinifi KH (ya da KH®) ile gosterilir.

2.2.12. Tammm. SH (ya da SH®) sinifina ait f fonksiyonu altindaki gériintiisii konvekse
yakin bir bolge olan f fonksiyonuna harmonik konvekse yakin fonksiyon denir.

Harmonik konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi CH (ya da CH?) ile gosterilir.

2.2.13. Teorem. h ve g, U acgik birim diskinde analitik iki fonksiyon ve
|g'(0)| < |h'(0)| olsun. Bu durumda, |e| = 1 6zelligindeki her € i¢in h + g, konvekse
yakin bir fonksiyon ise f = h + g fonksiyonu harmonik konvekse yakin bir fonksiyondur

(Clunie ve Sheil-Small, 1984).

2.2.14. Tammm. U agik birim diskinde |e| = 1 6zelligindeki her f, = h + g fonksiyonu
yalinkat (veya sirasiyla konveks, yildizil ya da konvekse yakin) ise f =h + g yon
koruyan harmonik fonksiyonuna U agik birim diskinde stabil harmonik yalinkat (veya
sirastyla stabil harmonik konveks, stabil harmonik yildizil ya da stabil harmonik

konvekse yakin) fonksiyon denir (Hernandez ve Martin, 2013).

2.2.15.Lemma. f =h+ g yon koruyan harmonik fonksiyonunun stabil harmonik
yalinkat (veya sirasiyla stabil harmonik konveks, stabil harmonik yildizil ya da stabil
harmonik konvekse yakin) olmasi i¢in gerek ve yeter sart || = 1 dzelligindeki her € igin
F. = h + gg fonksiyonlarinin yalinkat (veya sirasiyla konveks, yildizil ya da konvekse
yakin) olmasidir (Hernandez ve Martin, 2013).

Konvekslik ve yildizillik, konform déniisiimler i¢in kalitsal 6zelliklerdir ancak bu

ozellikler harmonik fonksiyonlara taginamaz. Bu durum tam yildizil ve tam konveks

fonksiyonlar kavramlarini ortaya cikarir.
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2.2.16. Tammm. Birim diskte tanimli bir f harmonik fonksiyonu her |z| =7 <1
¢emberini konveks bir egriye bire bir doniistiiriirse f harmonik fonksiyonuna tam
konveks denir. Diger yandan, f(0) = 0 ozelligindeki f harmonik fonksiyonu her
|z| = r < 1 ¢emberini bire bir olarak orijine gére yildizil bir bolgeyi sinirlayan bir egriye
doniistiiriirse f harmonik fonksiyonuna tam yildizil denir. Tam konveks ve tam yildizil

fonksiyonlarin sinifi sirastyla FKH® ve FSH*? ile gosterilir (Chuaqui ve ark., 2004).

Asagidaki iki Lemma, SH® sinifina ait f fonksiyonlarmm sirasiyla FKH® ve FSH*°

sinifina ait olmasi i¢in yeterli kosullar1 verir.

2.2.17.Lemma. f = h + g, (2.11) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon ve

> Klal + b <1 e ) (2.13)
k=2

olsun. Bu durumda f, U agik birim diskinde harmonik, yalinkat ve FKH® sinifina ait bir

fonksiyondur (Silverman, 1998).

2.2.18.Lemma. f = h + g, (2.11) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon ve

Z k(lal + b} <1 (z€U) (2.14)
k=2

olsun. Bu durumda £, U agik birim diskinde harmonik, yalinkat ve FSH*? sinifina ait bir

fonksiyondur (Silverman, 1998).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Ponnusamy ve ark. (2013), z € U igin Re{h'(2)} > |g'(2)| sartim saglayan harmonik
fonksiyonlarin sinifini tanitt1 ve bu smifa ait fonksiyonlarin konvekse yakin olduklarini
gosterdi. Live Ponnusamy (2013a,2013b), z € Uve A < 1igin Re{h'(z) — A} > |g'(2)|
sartin1 saglayan harmonik fonksiyonlarmn smifin1 tamtt1 ve bu sinifi PH?(Q) ile gosterdi.
Nagpal ve Ravichandran (2014), z € U i¢in Re{h'(z) + zh" (2)} > |g9'(z) + zg"' (2)|
sartim saglayan f = h+g € SH° fonksiyonlarinin smifim1 WH? ile gosterdiler. Ghosh
ve Vasudevarao (2019), z€ U ve 0<a <1 ozelligindeki a reel sayilari igin
Re{h'(z) + azh' (2)} > |g9'(z) + azg''(2)| esitsizligini saglayan f = h+g € SH°
fonksiyonlariin sinifin1 tanimladi ve bu fonksiyon siniflari i¢in katsay1 sinirlari, biiyiime

teoremi, konvoliisyon ve konvekslik yari¢apini inceledi.

Son zamanlarda, Rajbala ve Prajapat (2021), z€e U ve a=>0, 0<[F<1 igin
Re{h'(z) + azh" (z) — B} > |g'(z) + azg''(z)| sartim saglayan f=h+g € SH°
fonksiyonlarmin sinifint ve Yasar ve Yalgin (2021), z€eU ve 1>6 =0 igin
Re{h'(z) + Azh" (z) + 6z%h""(2)} > |g'(2) + Azg"'(2) + 62%g"" (2)| sartim saglayan
f=h+g € SH® fonksiyonlarinin smifim tamitti ve bu smiflara ait bazi geometrik
ozellikleri inceledi. Bu boliimde, bu iki ¢calismada kullanilan yontemler ve elde edilen

sonuclar verilecektir.

3.1. WH(a, B) Simfi

Rajbala ve Prajapat (2021), acik birim diskte yon koruyan harmonik fonksiyonlarin yeni
bir alt sinifin1 tanitt1 ve bu smifa ait fonksiyonlarin konvekse yakin oldugunu gosterdi.
Ayrica, bu siniflara ait baz1 geometrik 6zellikleri inceledi. Bu boliimde, Rajbala ve

Prajapat (2021) tarafindan yapilan bu galismada elde edilen sonuglar verilecektir.
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3.1.1. Tanm.a > 0ve f < 1igin

Re{f'(z) + azf"(2)} > B (z€U) (3.1)

sartin1 saglayan f € S fonksiyonlarmin sinift W(e, ) ile gosterilir (Gao and Zhou,
2007).

3.1.2. Tanm.a >0ve0 < f < 1i¢in

Re{h'(z) + azh'' (z) — B} > |g9'(2) + azg'' (2)| (z € U) (3.2)

sartin1 saglayan f =h+g € SH® fonksiyonlarinin smifi WH®(a,B) ile gosterilir
(Rajbala ve Prajapat, 2021).

WHP®(a, B) sinifinda parametrelerin 6zel secilmesiyle daha 6nce galisilmis olan harmonik

fonksiyon siniflar1 asagida verilmistir.

i. WH(a,0)=WH’a) (Ghosh ve Vasudevarao 2019)
ii. WH°(0,8) =PH(B) (Li ve Ponnusamy 2013a)
iii. WH°(0,0) = PH® (Li ve Ponnusamy 2013b)

iv. WH°(1,0) =WH?° (Nagpal ve Ravichandran 2014)

3.1.3. Teorem. f = h+g € WH°(a, ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € (|e] = 1)
icin F, = h+ eg € W(a, #) olmasidir.

3.1.4. Lemma. F € W(a,p) ise Re{F'(z)} > 0 ve boylece F, U agik birim diskinde

konvekse yakindir.

3.1.5. Teorem. WH°(a, 8) smifina ait fonksiyonlar U acik birim diskinde konvekse
yakindir.
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3.1.6. Teorem. f =h+g € WH(a,B) olsun. Bu durumda, k = 2 igin

1-p
k[1+ a(k—1)]

|bi| <

esitsizligi saglanir. Bu sonug kesin olup esitlik f(z) = z + p LBk icin saglanir.

[1+a(k—1)]

3.1.7. Teorem.f =h+g € WH°(a, B) olsun. Bu durumda, n > 2 igin

| 2(1-p)
Lo lag | + |bi| < k[1+ a(k —1)]

2(1-p)
1+ a(k—1)]

2(1-p)
1+ alk—1)]

iii. ||ak|—|bk||Sk[

esitsizlikleri saglanir. Bu sonuglar f(z) = z + %E’( igin kesindir.

3.1.8. Teorem.f =h+g € SH® ve
D k[t + alk = DIa] + b)) < 1- 6 (33)
k=2

esitsizligi saglaniyorsa f = h + g € WH?(a, B) dir.
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3.1.9. Teorem. f =h+g € WHa,B) olsun. Bu durumda,

(=D z|*
ak?+ (1 —a)k

@I zlzd+20-5))
k=2

|z|*
+(1-a)k

@I <l +20-8)) —
k=2

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler f(z) = z + Y;-, M 20-5) ok fonksiyonu igin

1+a(k—1)]

kesindir.

3.1.10. Teorem. WH(a, B) simufi konveks birlesim altinda kapalidir.

3.1.11. Lemma. F € W(e, ) olsun. Bu durumda, Re {?} > ﬁ esitsizligi saglanir.

3.1.12. Lemma. i =1,2icin F; € W(a,B) ise F; * F, € W(a, f) dir.

3.1.13. Teorem.i = 1,2 icin f; € WH(a, B) ise f; * f, € WH(a, B) dur.

3.1.14. Teorem. f € WH%a,B), @€A ve z€U igin Re (‘p(z)) >% ise

zZ

f¥@p e WH(a,p) di.
3.1.15. Sonug. f € WH (a, ) ve ¢ € K olsun. Bu durumda f ¥ ¢ € WH®(a, ) dur.

3.1.16. Teorem. ¢ pozitif reel sayi, ab> 0 igin a,b € (—1,0) veya b=a i¢in

a,b € C\{0} olmak iizere t,(z) = z + z?F(a,b,¢; z), t,(2) = z+ z(F(a,b,¢;z) — 1) ve

ts(z) = z + f, F(a,b,¢¢)d olsun. Bu durumda
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i.c>Re(a+Db)+3ve

(1 + 4a)ab a(a),(b);
Mt T 1 T e -2),

F(a,b,1) <1-p

ise t; fonksiyonu WH®(a, ) sinifina aittir.

ii.c>Re(a+Db)+3ve

(1+ 2a)ab a(a),(b),
1 F(a,b,c1) <2 —
+c—a—b—1+(c—a—b—2)2 (a,b,¢1) B

ise t, fonksiyonu WH®(a, §) smifina aittir.

iii.a,b,c#1,c>Re(a+Db) +2ve

c—a—Db aab c—1

(a_l)(b_1)+1+2d+m F(a,b,c;l)S1—ﬁ+(a_1)(b_1)

ise t; fonksiyonu WH(a, £) simnifina aittir.

u € C\{—-1,-2,...} ve k € NU {0} i¢in

(=D (= _ (u) T+
k! S \k) T kIT(u—k+1)

olup, burada y = m (m € N,m > k) olarak segilirse
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elde edilir. Simdi, bu esitlik Teorem 3.1.16 da uygulanarak WH°(a, ) smnifina ait
harmonik polinomlar olusturacaktir. a =b = —m (m € N) olarak segilirse asagidaki

sonuglar elde edilir.

3.1.17. Sonu¢. m € N, ¢ pozitif reel say1 ve

(m m—k+1D .
T, (z) = Z+Z R

(m (m—k+ 1) ",
T,(2) = z + Z g

(m m—k+Dy ..,
T3(Z)‘Z+Z CF DO 2

olsun. Bu durumda

. m m?(m-1)>2
(I) [2(1 + a) + (1 + 46!) c+2m—1 + (¢c+2m—-1)(c+2m-2)

]F(—m, —mc1)<1-8

esitsizligi saglaniyorsa T; € WH(a, B),

n m?(m-1)>2
c+2m—1 (c+2m—-1)(c+2m—2)

(i) [1 + (1+ 2a)

]F(—m, —mc1)<2-8

esitsizligi saglaniyorsa T, € WH(a, B),

(iii) [(c+2m) +1+2a+a-

e ]F(m -mgl)<1-B+

(m+ 1)2

esitsizligi saglantyorsa T3 € WH(a, B) dir.
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3.2. RH°(2,8) Smifi

Yasar ve Yalgin (2021), tgilincii mertebeden diferensiyel esitsizlik ile harmonik
fonksiyonlarm yeni bir alt sinifin1 tamimlayarak, bu sinifa ait fonksiyonlarin konvekse
yakin olduklarin1 gostermistir. Ayrica, tanimlanan sinifin katsayir smirlari, biiylime
teoremi, konveks birlesim ve konvoliisyon altinda kapalilik gibi temel 6zelliklerini
incelemistir. Bu boliimde, Yasar ve Yalgin (2021) tarafindan elde edilen sonuglar
verilecektir.

3.21. Tamm.z € Uveld =48 = 0igin

Re{f'(z) + Azf"(2z) + 6z*f""(2)} > 0

esitsizligini saglayan f € A fonksiyonlarinin smifi R(4,8) ile gosterilir. Bu sinif
Rosihan ve ark. (2011) tarafindan c¢alisilmistir. Ayrica, A = 1 olmak iizere R (/1, /1;—1)

sinift Al-Refai (2019) tarafindan tanimlanan sinifin 6zel halidir.
322, Tamm.z€Uveld=6§ = 0igin

Re{h'(z) + Azh" (z) + 62" (2)} > |g9'(2) + Azg"'(2) + 622" (2)| (3.4)
esitsizligini saglayan f = h + g € SH° fonksiyonlarinm smifi RH°(2, §) ile gosterilir.

3.2.3. Teorem. f = h+ g € RH°(4,5) olmasi igin gerek ve yeter sart her € (|e] = 1)
icin F, = h+ €g € R(4, §) olmasidir.

3.2.4. Lemma. F € R(4,98) ise Re{F'(z)} > 0 ve béylece F, U agik birim diskinde

konvekse yakindir.

3.25. Teorem. RH°(A, ) smifina ait fonksiyonlar U agik birim diskinde konvekse
yakindir.
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3.2.6. Teorem.f = h+g € RH°(4,8) olsun. Bu durumda, k = 2 igin

1
|br| < k[l + (k — 1)(& + 6k — 2))]

1 —k
1+(k—1)(A+8(k—2))] z

esitsizligi saglanir. Bu sonug kesin olup esitlik f(z) =z+k[

fonksiyonu igin saglanir.

3.27. Teorem. f =h+ g € RH°(4,6) olsun. Bu durumda, k > 2 i¢in

2

|kl + [bi| < k[1+ (k—1D(A+ 68k —2))]

2

k . ..
1+(k_1)(/1+5(k_2))]z fonksiyonu i¢in

esitsizligi saglanir. Bu sonu¢ f(z) =z + Y-, i

kesindir.

3.2.8. Teorem. f = h + g € SH° olsun. Bu taktirde

Zk[1+(k—1)(,1+5(k—2))](|ak|+|ka) <1 (3.5)

k=2
esitsizligini saglayan f fonksiyonlart RH(A, §) sinifina aittir.

3.2.9. Teorem. f € RH(A,8) olsun. Bu durumda,

© (_1)k—1|Z|k
f@l =2 +2kZ25k3 +(A—385)k? + (1— 1+ 20)k

c |z
< 2
If(D] <z + kz_zgk3+(,1_35)k2+(1—/1+26)k
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esitsizlikleri  saglanir. Bu esitsizlikler f(z) =z + X, Rr D) (1 T75G—2))] z"

fonksiyonu i¢in kesindir.

3.2.10. Teorem. RH®(A, ) sinifi konveks birlesim altinda kapalidir.

3.2.11. Lemma. F € R(4,6) olsun. Bu durumda Re {@} > %esitsizligi saglanir.

zZ
3.2.12.Lemma. i = 1,2 igin F; € R(A,8) ise F; * F, € R(4,8) dur.

3.2.13. Teorem. i = 1,2 igin f; € RH°(A,6) ise f; * f, € RH°(A,6) dur.

3.2.14. Teorem. fe€RH°(AL,8), @€A ve z€U icin Re ("’(Z))>§ ise

Z

f %@ € RH°(A,6) dir.
3.2.15. Sonug. f € RH(A,6) ve ¢ € K olsun. Bu durumda f ¥ ¢ € RH?(2,6).

3.2.16. Teorem. ¢ pozitif reel sayi, ab> 0 igin a,b € (—1,0) veya b=a i¢in

a,b € C\{0} olmak iizere t,(z) = z + z?F(a,b,¢; z), t,(z) = z+ z(F(a,b,¢;z) — 1) ve

tz(z) = z+ [ F(a,b,¢;{)d{ olsun. Bu durumda

i.c>Re(a+Db)+3ve

(1+42+66)ab (14 66)(a),(b), d(a)3(b);3

21+ A) + “b—1  (c—a-b-2);, (c—a—b—-23),

F(a,b,c1) <1

ise t; fonksiyonu RH®(4, §) sinifina aittir.
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ii.c>Re(a+Db)+3ve

N (1+28ab (A +368)(a),(b), §(a)3(b);

F(a,b,c1) < 2
—a-b-1 (—a-b-2), (—a-b-3),| @bl
ise t, fonksiyonu RH®(4, §) smifina aittir.
iii.a,b,c# 1,¢>Re(a+b)+2ve
TR R yaysns wuy i conppny-wu s ILACLERVES I eony srrome s

ise t; fonksiyonu RH®(A, §) smifina aittir.

3.2.17. Sonu¢. m € N, ¢ pozitif reel say1 ve

T,(z) =z + Z (m (i‘):‘ i zk+2,

T,(2) = 7 + z (m (f):‘ 1)ka+1

(m k+1)k .
T5(2) = Z+Z (k+1)(c)k —— ——zk+2

olsun. Bu durumda

(1+ 41+ 686)m? (A + 68)m?(m — 1)?
c+2m—1 ' (cr2m-D(c+2m-2)
dm2(m — 1)?(m — 2)?
(c+2m—1)(c+2m 2)(c+2m —3)

201+ 1)+

F(-m,—m,1) <1
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esitsizligi saglaniyorsa T; € RH(4, 6),

= 4 (1 + 22)m? (A +38)m?(m — 1)?

b o i T e am =D+ 2m —2)
dm?(m —1)%(m — 2)?

+(c+2m—1)(c+2m—2)(c+2m—3)

l F(—m,—m,¢1) <2

esitsizligi saglaniyorsa T, € RH°(4, §),

| c+2m +1+2/1+(/1+35)m2+ dm?(m — 1)? F( 1y<14 c—1
t (m + 1)? c+2m—-1 (¢+2m—1(c+2m—2) TG = (m+1)2

esitsizligi saglaniyorsa T; € RH(A, §) dur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boéliimde, harmonik fonksiyonlarin yeni iki alt sinifi tanimlanacak ve bu siniflara ait
fonksiyonlarin katsay1 sinirlari, biiylime tahmini, konveks birlesim ve konvoliisyon gibi
bazi ozellikleri incelenecektir. Ayrica bu siniflar ile Ghosh ve Vasudevarao (2019),
Rajbala ve Prajapat (2021), Li ve Ponnusamy (2013a), Li ve Ponnusamy (2013b), Nagpal

ve Ravichandran (2014) tarafindan tanimlanan siniflar arasindaki iliski verilecektir.

4.1. AH(a, B, 2) Simifi

Owa ve ark. (2007), j=0,1,2,..p—1 olmak iizere a (a>0),8(f>0) ve
A0 =A<pH{a+@-NBY/(P—NY icin

0 G+D)
Re{af’ @) @)

7 B ey }>/1 (z€U) (4.1)

esitsizligini saglayan f analitik fonksiyonlarmin sinifim A,(a, B, 4;j) ile gosterdi. Bu
sinifa ait parametrelerin 6zel segilmesiyle elde edilen A;(1, 3, 4; 1) sinifi Gao ve Zhou
(2007) tarafindan, A; (1,1, 4; 1) smifi Silverman (1994) tarafindan ¢alisilmistir. Wang ve
ark. (2006), Ay(a, B, ;1) sinifinin yalinkatlik yarigapini elde etmistir. Ayrica, (4.1)
esitsizliginde p = 1 ve j = 1 segilerek

Re{af'(z) + Bzf"(2)} > (a>A=0vep =0) (4.2)
elde edilir. Bu esitsizligi saglayan fonksiyonlarin siifit A(e, 8, 1) ile gosterilir.
411 Tanm.a > A= 0vef =0 igin

Re{ah'(z) + Bzh'' (2) — 2} > |ag'(z) + Bzg" (2)| (4.3)

sartin1 saglayan f = h +g € SH° fonksiyonlarinin simifi AH®(a, 8, 1) ile gosterilir.
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AH(a,B,2) smifinda parametrelerin 6zel segilmesiyle elde edilen ve daha 6nce

calisilmis olan harmonik fonksiyon siniflar1 agsagida verilmistir.

i. AH°(1,a,0) = WH(a) (Ghosh ve Vasudevarao 2019)

ii. AH°(1,a,8) = WH(a, ) (Rajbala ve Prajapat 2021)

iii. AH®(1,0,0) = PH (Li ve Ponnusamy 2013a)
iv. AH°(1,0,a) = PH(a) (Li ve Ponnusamy 2013b)
V. AH°(1,1,0) = WH° (Nagpal ve Ravichandran 2014).

[lk olarak, f=h+g€ AH%(a,f,1) fonksiyonunun konvekse yakmn oldugu

gosterilecek.

4.1.2. Teorem. f=h+g€ AH%(a,B,1) olmasi igin gerek ve yeter sart her
€(le] =1)i¢in F, = h+ €g € A(a, B, A) olmasidir.

Ispat. f = h + g € AH°(a, 8, 2) olsun. Bu durumda her € (Je| = 1) ve z € U igin

Re{aF!(z) + BzF!'(z)} = Re{ah’(z) + Bzh"(2) + € (ag'(z) + ,[)’zg”(z))}

> Re{ah'(z) + Bzh"" (2)} — lag'(z) + Bzg"' (2)| > A

bulunur. Boylece, her € (le]=1) igin F.=h+eg € A(a,B,1). Tersing,
F.=h+¢€g € A(a,p,1)ise z € U igin

Re{ah'(z) + Bzh" (z)} > Re{—e (ag’(z) + ﬁzg”(z))} + A
elde edilir. Buradan € (|e| = 1) parametresinin uygun bir se¢imiyle
Re{ah'(z) + pzh""(z) — A} > lag'(2) + Bzg" (2)|

esitsizligi elde edilir. Béylece f = h + g € AH(a, 8, 1) dir.
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4.1.3. Lemma. F € A(a, B, 1) ise Re{F'(z)} > 0 ve boylece F, U agik birim diskinde

konvekse yakindir.

aF'(z)+BzF" (z)-2

Ispat. F € A(a,,1) ve ¥(2) = olsun. Bu durumda, z € U igin

a-1
Re{¥(z)} > 0 dir. Bu durumda
N w(z)
F'(z) = T=wl) (w(z) # 1)

olacak sekilde w(0) = 0 6zelliginde ve U agik birim diskinde analitik bir w fonksiyonu

vardir. O halde, her z € U i¢in |w(z)| < 1 oldugu gosterilmelidir. Bu durumda

aF'(z) + BzF"(z) — 1 a1+ w(2) 2B zw'(2) A

¥(2) = a—2A Ta-11-w(2 a—)l(l_w(z))z_a—/l

bulunur. w, w(0) = 0 6zelliginde ve U agik birim diskinde analitik oldugundan

max |w(z)| = |w(zo)| = 1
|zl=lzo|

olacak sekilde bir z, € U vardir. Boylece Lemma 2.1.16 dan
w(zy) = e, zyw'(zy) = mw(zy) =me® (M>1,0< 0 < 2m)

yazilabilir. O halde z, € U i¢in

a 1+w(zy) 28 zyw'(zp) B A
a—211—w(zy) “_A(l—w(zo))z a—2A

Re{¥(2)} = Re{

1 2mw(zy) B

KR ARQ{(l - w(2))’ }
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__! R{ pm +w}<o
] el—cos@ -

bulunur. Bu ise Re{W¥(z)} > 0 olmasi ile ¢elisir. Boylece, her z € U igin |w(z)| < 1 ve
dolayisiyla Re{F'(z)} > 0 dur.

4.1.4. Teorem. AH®(a, B, 1) sinifina ait fonksiyonlar U agik birim diskinde konvekse
yakindir.

Ispat. Lemma 4.1.3 geregi her € (|e| = 1) icin F. = h + eg € A(a, B, 1) fonksiyonu U
acik birim diskinde konvekse yakindir. O halde, Teorem 2.2.13 ve Teorem 4.1.2
kullanilarak AH®(a, 8, ) smifina ait fonksiyonlar U agik birim diskinde konvekse yakin
oldugu elde edilir.

4.15. Teorem. f =h+g € AH%(a, B, 1) olsun. Bu durumda, k > 2 i¢in

Iby| < a—A1
= kla+ Bk —1)]
esitsizligi saglanir. Bu sonug kesin olup esitlik f(z) = z + #(i_l)]fk icin saglanir.

Ispat. f = h+ g € AH(a, 5, 2) olsun. g(z) fonksiyonunun seri agilim1 kullanilarak

r““Ukla + Bk — D]Iby|

21
1 . . .
< Ef |ag’(re‘9) + ﬁre‘eg”(re‘9)|d9
0

2
1 . , .
< EJ Re{ah'(re®) + pre®n’(ret?) — A}do
0
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27T .
1 .
= Ef Re {a — A+ Z kla + B(k — 1]a,rk-teit-1 o( 49
0 k=2

=a—A
bulunur. Buradan r — 1~ igin verilen katsay1 sinir1 elde edilir.

4.1.6. Teorem. f =h+g € AH(a, B, 1) olsun. Bu durumda, k > 2 i¢in

) 2(a — 1)
2(a — 1)

1l = it Bl — D]

2(a — Q)
a+ Bk —1)]

i llae] — Ibl| <7

e . _ 2(a-1) —k . . ..
esitsizlikleri saglanir. Bu sonuglar f(z) = z + MatpD] 2 sin kesindir.

Ispati. f = h+g € AH%(a, B, 1) olsun. O halde Teorem 4.1.2 geregi her € (Je] = 1)
icin . = h+ eg € A(a, B, 1) elde edilir. Boylece, her |e] = 1 i¢in

Re{a(h+€g)' +pz(h+€g)'} > (z€U)
yazilabilir. Dolayisiyla,
ah'(z) + Bzh"(z) + € (ag’(z) + ﬁzg”(z)) =14+ (a—2A)P(2) (4.4)

olacak sekilde U ag¢ik birim diskinde Re{P(z)}>0 Ozelliginde ve

P(z) = 1+ X%, Pyz" seri acilimina sahip bir P analitik fonksiyonu vardir.
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(4.4) ile verilen esitlikteki fonksiyonlarin seri agilimlart kullanilarak k > 2 igin
kla + Bk — D](ay + €by) = (@ — D Py

bulunur. Boylece, k > 1 i¢in |P,| < 2 oldugundan ve € (|e] = 1) uygun se¢ilmesiyle

ispat tamamlanur.
ii ve iii nin ispat, ispat i de kullanilan adimlar takip edilerek benzer bigimde yapilir.

Asagidaki teorem, bir fonksiyonun AH®(a,8,1) smnifina ait olmasi icin yeter sarti

vermektedir.

4,1.7. Teorem.f =h+g € SH® ve

D kla+ Bk = DIlagl + b < @ = 2 (45)

k=2
esitsizligi saglaniyorsa f € AH(a, 8, 1) dur.

Ispat. f = h + g € SH° olsun. (4.5) ile verilen esitsizlik kullanilarak,

Re{ah'(z) + Bzh""(z) — 1} = Re {a -1+ z kla + B(k — 1)]a,z*?

k=2

> a—/l—Zk[a—l—ﬁ(k— D]lal
k=2

> kla+ Bk = Dllbl
k=2

> kla+ Bl — Dbz
k=2
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= lag'(2) + fzg" (2)|

elde edilir. Dolayisiyla f € AH(a, 8, 1) dur.

a-A =2

4.18. Ornek. z€U, a>1=0vef =0 olmak iizere f(z)=2z+ T

fonksiyonu (4.5) ile verilen esitsizligi sagladigindan f fonksiyonu AH®(a, 8, 1) smifina
aittir. Boylece, Teorem 4.1.4 geregi f konvekse yakin fonksiyondur. Diger yandan,
a=3,=1ve A=0.1 segilerck elde edilen f;(z) =z+ 0.3625z° fonksiyonu
AH°(3,1,0.1) smifina aittir. U acik birim diski icindeki es merkezli cemberlerin f;

fonksiyonu altindaki goriintiisti Sekil 4.1 ile gosterilmistir.

7

Sekil 4.1. f; (U) goriintii bolgesi

4.1.9. Teorem. f € AH’(a,3,A) olsun. Budurumda @ > 1 > 0 ve B > 0 igin,

N (=D)L z|*
If(2)| =lz|+2(a—2) _

kzzzﬁk +(a - Bk
@I <1zl +2(@ ‘”i it

k:z‘B +(a—-p)
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esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler f(2) =z + Y r=> ﬁkz(a—z) z" fonksiyonu igin

2+(a—-P)k

kesindir.

Ispat. f € AH (a, 8, 2) olsun. Teorem 4.1.2 geregi her |e| = 1i¢in F. € A(a, B, 1) dir.
Boylece,

a+ (a—-2B)w(z)

af, (1) + Pk (2) =~ =05

(4.6)

olacak sekilde w(0) = 0 ve |w(z)| < 1 6zelliginde U agik birim diskinde analitik bir w
fonksiyonu vardir. O halde (4.6) ile verilen esitlik kullanilarak

1a+ (a—-2B)w(()
1-w({)

PE(2) = % [o d
0

||

f(t le)__1a+(a 2B w(te'?)

: 04t
1—w(te®) ¢

bulunur ve buradan Schwarz Lemma kullanilarak

||

2 ia+ (a—2B)w(t 0y

ZBF (2)| = J( ze)ﬁ a 16(_ w(te(:;()e )eLGdt

1 o __1a+ (a—2pB)t

1] e,

ve

1 "’ + (a —2B)w(te'?)
LA na-1a+ (@ —2B)w(te”) .
ZPE (2)| = E! (te'9)k T (e elfqt
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Z

1 24 a+ (a—2B)w(te'?)
—f tB Re{ 1= w(ce®) }dt

‘m

0

1+t

‘m|»—\

f __1a — (a — Z'B)tdt

elde edilir. Boylece,

/@) = |W(2) +eg' ()] < 1+ 2(a - A)Z

a + Bk

ve
"D = i : - (—1)¥|zl¢
IE'(D)| =1 (2) +eg' (@] =1+ z<a_1);m

bulunur. Ayrica, € (|e| = 1) keyfi oldugundan

|z]*

W@ +1g @I <1421 ) o
k=1

ve

o (—1)Fz]*
a+ Lk

k=1

W (D] =19' D=1+ 2(a-2)

esitsizlikleri saglanir. Boylece, I', 0 dan z ye egri pargast olmak tizere

32



of _ of _‘
=|| =d¢{+-—=d
|f (2)] ] €+ac€

< f (W' @) + 19’ @)DIde]
r

|z] k
sfo <1+2( —,1)2 l—lt—lﬁk>

|Z|k+1

= lzl+ 2(“_’1);(“ NCEYD)

|z|®

_ |z|+2(a—,1)kzzzﬁk2+(a_ﬁ)k

ve
Iﬂ@IZI(W@N—W@mwﬂ
r
1zl (—Dkt|*
zfo <1+2( —A)Z +ﬁk>
o (DR
:|Z|+2(“_A)kzzzﬁk2+(a—ﬁ)k
elde edilir.

4.1.10. Ornek. Ormek 4.1.8de, a = 1,8 = 1ve 0 < 1 < 1 segilirse

og(1 —f)

Xk
fz(z)—(Z/l—l)z—Z(l—A)f dE=z+2(1—/1)2%
k=2
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fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon AH°(1,1,4) smifi icin Teorem 4.1.9 daki

esitsizliklerin kesin oldugunu gosterir.

4.1.11. Ornek. Orek 4.1.8 de, a = 2, f = 1ve 1 = 0 segilirse

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon AH°(2,1, 1) sinifi igin Teorem 4.1.9 un sonuglarinin

kesin oldugunu gosterir.

Simdi, AH®(a, B, 1) smifinin konveks birlesim ve konvoliisyon altinda kapali oldugu

gosterilecek.
4.1.12. Teorem. AH(a, 8, 1) smifi konveks birlesim altinda kapalidir.

Ispat. i = 1,2,...icin f; = h; +g; € AH(a,B,1) ve X2, ¢c; =1 (0 < ¢; < 1) olsun.

i = 1,2, ...1¢in f; fonksiyonlarinin konveks birlesimleri,

h@) =2+ ) () ve g(2) =) agi(2)
olmak iizere
) =) afi@) = h(2) + g

seklindedir. h ve g fonksiyonlar1 U ag¢ik birim diskinde analitik ve
h(0) = g(0) =h'(0) —1 = g'(0) = 0 dir. Ayrica
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o)

Re{ah'(z) + Bzh"(z) — A} =Re {Z c;(ah;'(2) + Bzh;" (z2) = 1)

i=1

> clagd () + 29" ()|
i=1
= |ag'(z) + pzg" (2)|

elde edilir. Dolayisiyla f € AH®(a, 8, A) dur.

4113. Lemma. F € A(q, f,2) ise Re {"2} > L esitsizligi saglanir.

z

Ispat. F(z) = z + X5, Ay z* olmak iizere F € A(a, 5, 2) olsun. Bu durumda

Re {a + z kla + B(k — 1)]Akzk‘1} >1 (z€eU)

I09)
k=2

ya da denk olarak

[ee]

Z kla + Bk — D]Apz*1

k=2

1
P(Z)=1+—2(a:—l)

olmak tizere U agik birim diskinde Re{P(z)} > % dir. Diger yandan, k > 2 igin

2(a— Q)
[a + Bk —1)]

u0=1veuk_1:k

olarak tamimh {u; }y—, dizisi konveks sifir dizisidir. O halde, Lemma 2.1.12. geregi

1«  20@-21)
Q(Z)szzzzk[aw(k—l)]z

k-1
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fonksiyonu U’ da analitik ve Re{Q(z)} > 0 dir. Bu durumda,

F(2) o 2(a—2) »
T:P(z)*<1+kzzzk[a+ﬁ(k—1)12k )

oldugundan, Lemma 2.1.13 kullanilarak Re {?} > % elde edilir.
4.1.14. Lemma. i = 1,2 i¢in F; € A(a, 8, 1) olsun. Bu taktirde F, * F, € A(a, 8, A) dir.

Ispat. Fi(z) = z + X5, Axz" ve F,(2) = z + ¥¥_, B, z* olsun. Bu durumda F; ve F,

fonksiyonlariin konvoliisyonu

F(z)=(F,*F,)(z)=z+ ) A,B,z*
1*F, kZz kB

olarak tanimlanir. Ayrica, F'(z) = F{(z) * % ve zF'' (z) = zF{'(z) * FZT(Z) oldugundan

aF'(z) + pzF"(z2) — A2 [(aF{(2) + zF{'(z) — 1\ F,(2)
a—A21 _< a—A7 >* z

yazilabilir. Boylece, F; € A(a, B, 4) oldugundan

{aFl' (z) + BzF{'(z) — 14
Re

p— }>0(zeU)

ve Lemma 4.1.13 geregi U’ da Re {FZT(Z)} > = elde edilir. Bu taktirde Lemma 2.1.13 iin

kullanilmasiyla U’ da Re{aF'(z) + BzF" (z) — A} > 0 bulunur. Dolayisiyla F = F; * F,

fonksiyonu A(a, 8, 1) smifina aittir.

4.1.15. Teorem. i = 1,2 icin f; € AH®(a, 8, A) olsun. Bu taktirde f; * f5, AH°(a, B, 1)

sinifina aittir.
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Ispat. i =1,2 icin f; = h; +g; € AH°(a,B,4) olsun. f; ve f, fonksiyonlarinin
konvoliisyonu f; * f, = hy * hy + g; * g; olarak tanimhdir. f; * f, € AH(a, B, 1)
oldugunu gostermek igin her € (|| = 1) i¢in F, = hy * hy, + €(g, * g2) € A(a, B, 1)
oldugunu gostermek gerekir. Lemma 4.1.14 geregi A(a, B, A) sinifi konvoliisyon altinda

kapali oldugundan

Fi = (hy — g1) * (hy —€g,) ve F, = (hy +g1) * (h, +€g3)

olmak tizere F; ve F, fonksiyonlar1 A(a, 8,A) smifina aittir. A(a, 8, 1) smifi konveks

birlesim altinda kapali oldugundan
1
Fe = E(F1 + F;) = hy x hy + €(gy * g2)
A(a, B, A) smifina aittir. Béylece, AH?(a, 8, 1) konvoliisyon altinda kapalidir.

4.1.16. Teorem. f € AH%°(a,B,1), @ €A ve z€U igin Re (@) >% ise

f¥@ € AH(a,B,2) dir.

ispat. f € AH(a,8,2) ise her e (le] =1) igin F. =h+eg € A(a, B, A) dir. f¥ ¢ €
AH®(a, B, 1) oldugunu gostermek igin her € (|e] = 1) icin G =hx@ +e(g*¢) €
A(a, B, A) oldugunu gostermek gerekir. G = F * ¢ oldugundan

aG'(z) + zG"(z) — 2 (aF/(z) + BzF;'(z) — 1\ ¢(2)
a—A2A _< a—A1 >* z

yazilabilir. U agik birim diskinde Re ((p(z)) >1 ve Re{a(z) + BzF!'(z) — A} > 0

z 2

oldugundan Lemma 2.1.13 geregi G € A(a, B, A) elde edilir.

4.1.17.Sonug. z € U igin ¢ € K Ve Re (@) > % olsun. Bu durumda f * ¢ fonksiyonu

AH®(a, B, 2) sinifina aittir.
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Son olarak, es analitik kismi1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu igeren harmonik

fonksiyonun AH®(a, B, A) smifina ait olmasi igin yeter sart verilecektir.

4.1.18. Teorem. ¢ pozitif reel sayi, ab> 0 igin a,b € (—1,0) veya b =a i¢in

a,b € C\{0} olmak tizere t,(z) = z + z?F(a,b,¢; z), t,(z) = z+ z(F(a,b,¢;z) — 1) ve

ts(z) = z + J, F(a,b,¢¢)d olsun. Bu durumda
i.c>Re(a+Db)+3ve

(a+4,3)ab+ B(a),(b),
—a-b—-1 (c—a—b-2),

2(a+,6’)+C F(a,b,gl)<a-—-21

ise t; fonksiyonu AH®(a, B, A) sinifina aittir.
ii.c>Re(a+Db)+3ve

(a + 2B)ab B(a)2(b);
+c—a—b—1+(c—a—b—2)2

F(a,b,¢1) <2a-—-21

ise t, fonksiyonu AH®(a, B, 1) sinifina aittir.

lii.a,b,c# 1,c > Re(a+Db) + 2 ve

alc-a=b) | + 26 + abf Fobc1) <a—A+ ale—1)
@-Do-1) ° c—a-p—1| o= @-DO-1
ise t; fonksiyonu AH®(a, B, 1) sinifina aittir.
Ispat.
(i) k=2 igin Sy = Wi2®iz  Gjmak  jizere t,(z) = z+ z?F(a,b,¢;2)

(©k—2(k—2)!
=2z + Yy, S1zk olsun. t; € AH(a, B,1) oldugunu gostermek igin Teorem 4.1.7

geregi
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z kla + Bk — D]|Sy| < a—2

)
k=2

esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss

formila kullanilarak

o ~ d (@)k—2(B)k—2
,Z:zk[a + Bk = D|s1| = ;k[“ Tk - DI -2y
_ - (@) (b)k
= ) G+ 2la+ pl+ Dlhrss

k=0

N @i
= (C)kk'

(@i (D)

+(a +ﬁ)z(k+1) o

b
B Z(k r12 83‘83,"
= aF(a,b,¢1)

+(C¥ +ﬁ) [ﬁﬁ‘ 1] F(Cl,b, G 1)

(a)2(b); 3ab
ﬁ[(c—a—b—2)2+c—a—b—1

+ 1] F(a,b,¢;1)

elde edilir.

(0)—1(B)e—1

i >
(i) k=2 igin Sy, = e

olmak tizere t,(z) =z+ z(F(a,b,c;z)—1)

=27z + Mg, So 2k olsun. t, € AH(a, B, 1) oldugunu gostermek i¢in Teorem 4.1.17

geregi

Zk[a+ﬁ(k— DI|Ss] < a—2

k=2

39



esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss

formiilu kullanilarak

> kla+ B = D[S,

k=2

(@)g-1(B) k-1
(p-1(k = 1)!

— Zk[a+ﬁ(k— D]

=2

(@k+1(B)ks1
(g1 + D!

— Z(k + 2)[a + Bk + 1]
k=0

R REC O™ (s (Bpess
= L Dt Dl T 2 T

O (@i (B
P ,ZO @1 Gk — 1)

= aF(a,b,61) —«a

ab
+(a+2[?)TF(a+1,b+1,c+1; 1)

(a)(b);
(©);

+ Fla+2b+2c+2;1)

bulunur.

. s _ (@g—2(®)k—2 . _ z .
(i) k=2 igin Sgp = PR olmak iizere t3(z) =z + [ F(a,b,¢{)d]

=z + X5, S3 2% olsun. Bu durumda, ispat (ii)deki adimlar kullanilarak

40



(W —2(0) k-2

,Z:zk[a + Bk = D1|Sze] = ;k[a M S

(@) (B)k

= kzzo(k+2)[a+ﬁ(k+ 1)]m

o @) o (@i ()
ERVAGRCES (a+26) £ (Ok!

(@ (0)x
th Z Orlk = D

B al(c—1)
(@-D-1)

[Fa—1,b—1,c—1;1) —1]

Bab
2 F y ,,1 —F y 111
+(a + 2B)F(a,b,c )+c—a—b—1 (a,b,¢ 1)

elde edilir.

4.1.19. Sonu¢c. m € N, ¢ pozitif reel say1 ve

T,(2) = z + Z (m (i‘):‘ )" zk+2,

T,(2) = z + Z (m (i‘):‘ D zk+1,

(m) (m—-k+ 1)k Jh+2
(k + 1) ()x

NgE

T;(z) =z +
k=0

olsun. Bu durumda

41



(a+4p)m? Bm?(m-1)>?
c+2m—1 (c+2m—-1)(c+2m-2)

(i) [2(a+ )+ |F(-m,—m,c1) <a—2

esitsizligi saglaniyorsa T; € AH(a, B, 1),

(a+2B)m? Bm?(m—1)>?
c+2m—1 (c+2m—-1)(c+2m—-2)

(i) [a+ ]F(—m,—m,c; D<2a—-41
esitsizligi saglaniyorsa T, € AH(a, B, 1),

pm?

c+2m-1

a(c—1)
(m+1)2

(III) [a(c+2m)

(m+1)2 ] F(_my -m,¢ 1) S a — A +

+ (a+28) +

esitsizligi saglaniyorsa T3 € AH?(a, 5, 1) dur.
Simdi, yildizillik ve konvekslik yaricap1 verilecektir.

4.1.20. Teorem. f = h + g € AH%(a, B, 1) olsun. Bu durumda

1
1

| 1 =
r= }5215(2(0(—/1) tat k= 1)})

olmak tizere |z| < r* igin f fonksiyonu yildizil fonksiyondur.

Ispat. f fonksiyonunun, U, diskinde yildizil olmas1 i¢in gerek ve yeter sart z € U, igin

D kel + bzl < 1 (4.7)
k=2

esitsizliginin saglanmasidir. Ayrica Teorem 4.1.6 geregi, (4.7) ile verilen sartin

saglanmasi i¢in

2lk < a+pk—1)
- 2(a—-1)
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ya da

1
1

k-1
2] < (m{a + Bk — 1)}) k=123,.)

esitsizliginin saglanmasi gerekir. Boylece

1
1

| 1 =
r= }é‘g(z(a—@ ta+ k= 1)})

igin f, U,~ diskinde yildizil fonksiyondur.
Teorem 4.1.20 nin ispatinda kullanilan yontemler kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

4.1.21. Teorem. f = h+ g € AH%(a, B, 1) olsun. Bu durumda

¢ i 1 a+pBk—-1) ﬁ
r ‘k22<2(a—,1){ K })

olmak iizere |z| < r¢ igin f fonksiyonu konveks fonksiyondur.

4.2. RH(a, B, 2) Smifi

Bu boliimde, tglincli mertebeden diferensiyel esitsizlik kullanilarak tanimlanan ve
harmonik fonksiyonlarin alt sinifi olan yeni bir siuf tanitilacak ve bu smifa ait
fonksiyonlarin konvekse yakin olduklar1 gosterilecektir. Ayrica, tanimlanan sinifin
katsay1 sinirlari, biiylime teoremi, konveks birlesim ve konvoliisyon altinda kapalilik gibi

temel Ozellikleri incelenecektir.
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421 Tanm.z€eUve0<A<a<pfigin

a
2

Re{af’(z)+ﬁzf”(z)+<'8 )sz’”(z)—l}> 0

esitsizligini saglayan f € A fonksiyonlarinin smifi R(«, B, 1) ile gosterilir. Bu sinif Al-
Refai (2019) tarafindan caligilan sinifin 6zel halidir.

Rosihan ve ark. (2011, 2018), R(1, 8, A) smnifinin yildizillik ve konvekslik 6zelliklerini
calist1.

422, Tanm.z€Uve0 <A< a<figin

B —a
2

Re {ah’(z) + Bzh" (z) + ( )Zzh”’(z) - /1}

(4.8)

> |eg' @+ p29" ) + (F57) 2970

esitsizligini saglayan f =h+g € SH® fonksiyonlarmin smifi RH%(a, B, 1) ile
gosterilir. (Cakmak ve ark., 2021)

Parametrelerin  6zel secilmesiyle WH® = WH°(1) = RH(1,1,0), WH°(1,1) =

RH®(1,1, 1) ve RH® (ﬁ, %) = RH°(1, 8, 0) elde edilir.

4.2.3. Teorem. f=h+g€ RH(a,B,1) olmas1 igin gerek ve yeter sart her
€(le]l =1)i¢in F, = h+ €g € R(a, B, A) olmasidir.

Ispat. f = h+ g € RH°(a, 8, 2) olsun. Bu durumda her € (|e| = 1) ve z € U igin

Re {aFg(z) + BzE" (2) + (ﬁ “) ZZFE'"(Z)}
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B —a

= Re {ah’(z) + Bzh''(z) + ( )zzh”’(z)}

+e (ag'<z> +peg" )+ (27) zzg"'(z))

L —a
2

> Re {ah’(z) + Bzh" (z) + ( )Zzh’”(Z)}

> > A

2)22g" @)

~Jag'@ +pzg" () + £

bulunur. Boylece, her € (le] =1) igin F.=h+¢€g € R(a,B,1) dir. Tersine,
F.=h+¢€g €R(a,p,1)isez €U igin

2

Re {ah’(z) + Bzh" (z) + ('B a) Zzh'”(Z)}

2

> Re {—e(ag’(z) +Bz9"(2)) + (ﬁ a) Zzg”’(z)} + 1

elde edilir. Buradan € (|e| = 1) parametresinin uygun bir segimiyle

B —«a
2

Re {ah'(z) + Bz (2) + ( )z2h"'(z) - /1}

2

2)22g" @)

> |ag' ) + pzg" )+ (.
esitsizligi elde edilir. Bdylece f = h + g fonksiyonu RH®(a, B, 1) smifina aittir.

42.4. Lemma. F € R(a,B, 1) ise Re{F'(z)} > 0 ve boylece F, U agik birim diskinde

konvekse yakindir.
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2aF'(z)+2BzF" (2)+(B—a)z?F'"" (z)-2A

2(a-1) olsun. Bu taktirde

Ispat. F € R(a,B,1) ve ¥(2) =

z € U igin Re{W(z)} > 0 esitsizligi saglanir. Diger yandan w, U agik birim diskinde
analitik, w(0) = 0 ve

1+ w(2)
T 1-w(2)

F'(2) (w(z) # 1)

ozelliginde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z € U i¢in |w(z)| <1 oldugu

gosterilmelidir. Ayrica

W) = 2aF'(z) + 2BzF"(z) + (B — a)z?F""(z) — 22
2= 2(a — Q)

_a 1+w(2) 2 zw'(2)
T a—-211-w(2) a_/l(l—w(z))z

p-a? [0 @(1-0@) +2(w@)] 2
a—A2A (1—w(z))3 a—21

1 1+ w(2) N zw'(z)
) al—w(z) (1_w(z))2

+(B - a) zw'(z) zw'"(z) N (zw’(z))2 3 /1>

2 —
(1 _ w(z))z w'(2) B-a) (1 _ a)(z))3

elde edilir. w, w(0) = 0 6zelliginde ve U agik birim diskinde analitik oldugundan

max |w(z)| = |w(zo)| = 1
|zl=lzo|

olacak sekilde bir zy € U vardir. Boylece Lemma 2.1.17 geregi
w(zy) = e, zyw'(zo) = mw(zy) =me?® (M>1,0<06 < 2m)
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ve

zow' (z
Re{o_(o)}>m_1

w'(zp) )~

elde edilir. O halde z, € U i¢in

{ 1+ w(zy) 42 zw'(zy)

1
RAY@) = 3R T 0t T (1 aa)’

A

Zow'(29) Zow"' (2p)

(1 — a)(zo))z w'(2p)

28— a)

+(ﬁ—(l) M_A}

(1 — a)(zo))3

1 l —pm (B —a)m Re {Zow”(zo)}_l_ (B — a)ym? Al

“a—1|1-cos6 2(1 — cosh) w'(zy) 2(1 — cosb) B
1 —pm (B —a)m (B — a)ym?
= a—2A [1 — cos0 + 2(1 — cosH) =m)+ 2(1 — cosB) _Al

_ 1 (B +a)m +1

Ca—-2 2(1 — cosB) <0

bulunur. Bu ise Re{¥(z)} > 0 olmas ile gelisir. Boylece, her z € U i¢in |w(z)| < 1 ve
dolayisiyla Re{F'(z)} > 0 dur.

4.25. Teorem. RH(a, B, 1) sinifina ait fonksiyonlar U acik birim diskinde konvekse
yakindir.

Ispat. Lemma 4.2.4 geregi, her € (|e| = 1) igin F. = h + €g € R(a, 5, ) fonksiyonu U
acik birim diskinde konvekse yakindir. Teorem 2.2.13 ve Teorem 4.2.3 birlikte
kullanilarak RH®(a, 8, 1) sinifina ait fonksiyonlarn U acik birim diskinde konvekse

yakin oldugu elde edilir.
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4.2.6. Teorem.f =h+g € RH’(a, B, 2) olsun. Bu durumda, k > 2 igin

ACESD))
" k*2a+ (B —a)(k—1)]

|by| <

2(a—2) —k
2 2at(B-a) (k-D] 2

esitsizligi saglanir. Bu sonu¢ kesin olup esitlik f(z) =z +

fonksiyonu igin saglanir.

Ispat. f = h+ g € RH(a, 5, 2) olsun. g fonksiyonunun seri agilimi1 kullanilarak

rk-1k?2 [a + B;(k - 1)] | by |

< Zn,f |ag (ret®) + pret®g” (ret) + (ﬁ > a) 2216 ”’(re19)|d9

< —f Re ah (re'®) + pre®n”(re'f) + ('B 5 a) 2g210p" (retf) — /1}

] Re {a -1+ Z k? [a + —(k — 1)] akrk_lei(k‘l) e}dé?

=a—42
bulunur. Buradan r — 17 igin verilen katsayi sinir1 elde edilir.

4.27. Teorem.f =h+ g € RH°(a, B, 1) olsun. Bu durumda, k > 2 igin

4(a — 1)
" k*[2a+ (B —a)(k—1)]

I lag| <
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i PR P
k?[2a + (B —a)(k — 1)]

4(a— 1)

i, [lax] = 1b| = 1Ra+ G-k =D]

4(a-2)

k . ..
2at(p-a) -] > fonksiyonu i¢in

esitsizlikleri saglanir. Bu sonuglar f(z) = z + );°-, e

kesindir.

Ispati. f = h+g € RH%(a, B, 1) olsun. O halde Teorem 4.2.3 geregi her € (le| = 1)
icin F, = h+ €g € R(a, B, A) bulunur. Boylece, her |e|] = 1 igin

Re {a(h +eg) + Ba(h +eg)" + (ﬁ . “) 22(h + eg)'"} > (zeU)
olur. Dolayisiyla,
ah'(2) + Bzh" (z) + (ﬁ . “) 22" (2)
+e (ag'(z) +p2g" () (L) zzg"'(z)> (4.9)

=1+ (a —Vp(2)

olacak sekilde U’ da Re{P(z)} > 0 6zelliginde ve P(z) = 1 + Y5, Prz" seri acilimima
sahip bir P analitik fonksiyonu vardir. Bu durumda (4.9) ile verilen esitligi saglayan

fonksiyonlarin seri agilimlar1 kullanilarak k > 2 i¢in

B—a
e 1)] (ap + €by) = (@ — DPy_s
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bulunur. Boylece, k = 1 i¢in |P;| < 2 oldugundan € (|| = 1) karmasik sayisinin uygun

secilmesiyle ispat tamamlanir.
11 ve il nin ispati, ispat i’ de kullanilan adimlar takip edilerek benzer bigimde yapilabilir.

Asagidaki teorem, bir fonksiyonun RH(a,8,1) smifina ait olmasi icin yeter sarti

vermektedir.

4.2.8. Teorem. f = h+ g € SH° olsun. Bu taktirde

> KRa+ (B - - Dllad +IbD <2@-2 (410

k=2
esitsizligini saglayan f fonksiyonlar1 RH?(a, B, 1) sinifina aittir.

Ispat. f = h + g € SH° olsun. Bu durumda (4.10) kullanilarak,

Re {ah’(z) + Bzh" (z) + (ﬁ _ a) z2h""(z) — /1}

= Re{a A+Zk2 [a+—(k_ 1)] akzk_l}

Sa—1- Zkz[a+—(k—1)] |

Y. e [a+ £ - )] b

k=2

Z [ +—(k—1)] b zk~1
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2

= |eg' @) + Bzg" ) + (F55) 22 @

elde edilir. Dolayisiyla f fonksiyonu RH(a, 8, 1) simifina aittir.

4.2.9. Sonug. f = h+ g € SH? fonksiyonu (4.10) esitsizligini sagliyorsa f konvekse

yakin stabil harmonik fonksiyondur.

4.2.10. Teorem. f € RH®(a, §, 1) olsun. Bu durumda,

(—1)k 1 z|*
2a + (B — a)(k — 1)]

k=2

|z|*
20 + (B — a)(k — 1)]

F@I < lzl+4@=D )
k=2

4(a—-2)

-k .
K2R2a+(B-a)(k-D] fonksiyonu

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler f(z) = z + Y. x=,

i¢in kesindir.

Ispat. f € RH%(a,5,1) olsun. Teorem 4.2.3 kullanilarak, her € (le|=1) icin
F. € R(a,B, 1) ve

W) = ok () + pzr" () + (F55) 2R )

olmak tlizere Re{W¥(z)} > 0 elde edilir. Ayrica

F . “) 32_“(1 E'(2) + (2—“a + 2) 2E"(2) + 22E." (2)

v = ( =

51



2a , 1 1 1]
7« (ZF6 (z)) + (ZZFE (Z)) ]

Za ! 14} '
7« (zF.'(2)) + (2°F. (z))]

_ (ﬁ ; a> _z ﬁZaa (Z.BzaaF (Z)>']

!

oldugundan

(5 E a) e Of ¥ (@) dw = (Z%Fe’(z)) (4.11)

p-a
elde edilir. (4.11) esitliginde @ = r 2 z degisken degisimi yapilir ve integral yeniden

hesaplanirsa

11
1
E'(z) = EJ]LP v uz dudv (4.12)
00
bulunur. Diger yandan, Re {W;Z) '1} > 0 oldugundan ¥(z) < W—ZD yazilabilir. O
halde
11 o0
dudv
o [ St
oo 1-— uvZaz (k+1)( 57 k)
ve

h) __<a+(a—21)z> 1+22(a—l)zk

1—2z a
k=1
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denirse, (4.12) esitliginden

E'(2) < (@ *h)(2)

B © 2k ) o 2(a— A)
_<1+kz=1(k+1)(1+ﬁ;ak)> <1+kz=1 a Zk)

2a

B ¢ 4(a— 1)
_1+;k2(,8—a)+k(,8+a)+2azk

elde edilir. Dolayisiyla

I () =1h'(2) +eg' ()]

(4.13)
> |z|*
< 1+4(a—/1)kzzlkz(ﬁ_a)+k(ﬁ+a)+2a

ve
E'@)] =1 (2)+eg @)
N (=1)*|zI"
= 1+4(“"D;k2(5—a)+k(/3+a)+2a
oldugundan
()] +1g' )] < 1+ 4( —A)i s
PATIEE T RE TN L e -+ k(B + @) + 2a

ve
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(=1)¥|z|*
—a)+ k(B +a)+2a

@I ~1g@I21+4a=D ) 150
k=1

esitsizlikleri saglanir. Boylece, I', 0°dan z’ye dogru pargasi olmak tizere

of _ of _‘
=|| Zd¢+-2Ld
lf (2| ; Z+a( ¢

sf (1h' (2] + 19" (@)Dld]]
r

|2 s |t]*
Sfo <1+4(“_’Dkzzlk2(ﬁ—a) kB + @ +za)dt

|Z|k+1

= |zl +4(a - ”;(k T DB - @) + k(B + ) +2a)

|z|*

= |z| + 4(a — A)kzzsz[ZQ + (B —a)(k—1)]

ve
|f (2)] Zfr (IR ()] = 1g'(z)D1d?]
> fom (1 + 4(a - A)Z - i"ﬁl;")
=lzl +4la=2) kZz K2a Sggkilclx;l(’; D]
elde edilir.
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Simdi, RH®(a, B, 1) smifinin konveks birlesim ve konvoliisyon altinda kapali oldugu

gosterilecek.

4.2.11. Teorem. RH®(a, 3, A) smnufi konveks birlesim altinda kapalidr.

Ispat. i = 1,2,...icin f; =h; +g; € RH°(a, B, A) ve X2, ¢c; =1 (0 < ¢; < 1) olsun.

i = 1,2, ...1¢in f; fonksiyonlarmin konveks birlesimleri

h(z) =z+ ) chi(z) ve g(2) = ) c¢gi(2)
2 2
olmak iizere
F&) =) afi@ =h() +5G)
i=1

olarak yazilabilir. h ve g fonksiyonlar1 U agik birim diskinde analitik, h(0) = g(0) = 0,
h'(0) —1=g'(0) =0ve

B —a

Re {ah'(z) + Bz (2) + ( )Zzh”'(z) - /1}

= Re {:1 c; (ahi'(z) + Bzh;" (z) + (ﬁ%a> z?h;" (z) — A)}

oo

> Y ailagi ) + pra" ) + (S pe

=1

2

> lag' () + Bzg" @) + (F52) 22”2

oldugundan f € RH(a, 8, 1) dur.
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4.2.12.Lemma. F € R(a, 8, A) olsun. Bu durumda Re{ & )} > - esltsmhgl saglanir.

Ispat. F € R(a,$,2) ve F(2) = z + Y., Axz* biciminde seri acilimina sahip fonksiyon

olsun. Bu durumda z € U igin

Re {a + i k? [a + —(k - 1)]Akzk‘1} > 1

k=2

esitsizligi ya da denk olarak
P(z)=1+ #i k?[2a + (B — a)(k — 1)]A,z*1
4(a— 1) ] k

olmak tizere U agik birim diskinde Re{P(z)} >% esitsizligi saglanir. Diger yandan,

k = 2 i¢in

4(a— 1)
k?[2a + (B — a)(k — 1)]

Ug = 1 ve Up_1 =

seklinde tanimli {u; };-, dizisi konveks sifir dizidir. O halde, Lemma 2.1.12 geregi

4(a— 1)

MS

— 1 k—1
C@ =5+ L K2a+ B-a)k—1D]"
fonksiyonu U’ da analitik ve Re{Q(z)} > 0 dir. Bu durumda,
F(2) C 4(a — 1) »
~ ZP(Z)*<1+k=1k2[2a+(ﬁ—a)(k—1)]Zk )

(2)

oldugundan, Lemma 2.1.13 kullanilarak Re { } > ; bulunur.
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4.2.13.Lemma. i = 1,2 igin F; € R(a, 5, 1) olsun. Bu taktirde F; = F, € R(a, 8, A) dir.

Ispat. F(z) = z + X5, Axz" ve F,(2) = z + ¥¥_, By z* olsun. Bu durumda F; ve F,

fonksiyonlarinin konvoliisyonu

F(2)=(F,*F)(#)=z+ Z AyByz"
k=2

seklindedir. Ayrica, F'(z) = Fl’(Z) * Fz(z), zF"(z) = ZF{’(Z) " F(2) ve

Z V4

ZZFHI(Z) — 221:'1’”(2) * FZT(Z) oldugundan

2aF'(z) + 2BzF"(z) + (B — a)z?F""'(z) — 2A
2(a = Q)

_ (2aF|(z) + 2BzF'(z) + (B — a)z?F]"(z) — 22\ F,(2)
B ( 2(a— 1) ) T2

yazilabilir. Béylece, F; € R(a, 8, 1) oldugundan z € U igin

2aF{(z) + 2BzF]'(z) + (B — a)z?F]"(z) — 21
Re{ 2@=D } >0

esitsizligi saglanir ve Lemma 4.2.12 kullanilarak Re {@} > % elde edilir. Dolayisiyla,

2aF'(2)+2BzF" (2)+(B—-a)z?F""" (z)-2
2(a-21)

Lemma 2.1.13 geregi z € U igin Re{ }> 0 bulunur.

Yani F = F; x F, fonksiyonu R(a, 8, A) sinifina aittir.

4.2.14. Teorem. i = 1,2 i¢in f; € RH°(a, B, 2) olsun. Bu taktirde f; * f, € RH°(a, B, 1)
dir.

Ispat. i =12 icin f; =h; +g; € RH°(a,B,1) olsun. f; ve f, fonksiyonlarmin
konvoliisyonu f; * f, = hy * hy + g; * g; olarak tanimhidir. f; = f, € RH(a, B, 1)
oldugunu gostermek igin her € (|e| = 1) i¢in F. = hy * h, + €(g; * g,) € R(a, B, 1)
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oldugu gosterilmelidir. Lemma 4.2.13 geregi R(«, 8, A) sinifi konvoliisyon altinda kapali

oldugundan
Fy =(hy —g1) * (h, —€gy) ve F,=(hy +g1)*(hy +€g,)

olmak tizere F; ve F, fonksiyonlar1 R(a, 8, A) smifina aittir. R(a, 8, 1) smifi konveks

birlesim altinda kapali oldugundan
1
F = E(F1 + F;) = hy * hy + €(g1 * g2)
R(a, B, 2) sinifina aittir. Boylece, RH®(a, 8, 1) konvoliisyon altinda kapalidir.

42.15. Teorem. f € RH*(a,$,2), ¢ €A ve z€ U icin Re(L2)>2 ise f%g

Z

fonksiyonu RH®(a, 8, 1) smnifina aittir.

Ispat. f € RH°(a, B, 1) ise her e (le|] = 1) i¢in F. =h+e€g € R(a,5,A) dir. f¥%¢ €
RH(a, B, 1) oldugunu gdstermek icin her € (| =1) igin G =h* @ +€(g =) €
R(a, S, 4) oldugu gosterilmelidir. G = F. * ¢ oldugundan

2aG'(2) + 2BzG" (2) + (B — a)z%G""'(z) — 22
2(a — 1)

_ (2aF(2) + 2BzF(z) + (B — a)z?F"(z) — 22\ @(2)
B < 2(a— 1) ) "2

yazilabilir. U acik birim diskinde Re ("’(z)) >2 ve Re{2aF!(z)+2pzF.'(z) +

z
(B — a)z?F!"(z) — 24} > 0 oldugundan Lemma 2.1.13 geregi G € R(a, 3,1) elde
edilir.

Simdi, RH®(a, 5, 1) smifinin tam konvekslik ve tam yildizillik yaricap elde edilecektir.
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4.2.16. Lemma. 0 < p < 1i¢in

(00} 2 _
z kph—t = [gi——pg)z) (4.14)
=2
c 4-3p+p?
Z kZpk—l — p( (1 _pp-)*'sp ) (415)

esitlikleri saglanir.

4.2.17. Teorem. f = h+ g € RH%(a, 5, ) olsun. Bu durumda f fonksiyonu, |z| < p,

icin tam konvekstir. Burada p,,

pc(p) = (=B — 2a + Mp*+ (3B + 6a — 32) p?
(4.16)
+(=3—-T7a+4)p + B +

olmak tizere pc(p) = 0 denkleminin (0,1) araligindaki tek kokiidiir.

Ispat. f = h + g, (2.11) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. p € (0,1) igin,

[ee]

z
fo = 12 =z+ Z agp* 1z + Z by pk—1zk
k=2

P k=2

olmak tizere f, € FKH % oldugu gosterilmelidir. Ayrica

$= ) k¥l + bil)ps (417)
k=2

icin teorem 4.2.7, (4.15) ve (4.17) kullanilarak
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S<

Nk

k2 4la—2) k-1
{kZ[Za T (B-a)(k— 1)]}’)

&
1l
N

_a—/lp(4—3p+p2)_x
Bta (A-p3

kzpk—l

IA
|
+| 1
S (N
s

elde edilir. f, € FKH® oldugunu gostermek igin Lemma 2.2.16 geregi X; <1

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir. X; < 1 esitsizliginin saglanmasi i¢in
pc(p)=(— — 2a + Dp3>+ 36 + 6a — 3)p*+ (-3 —7a +4)p + f + a=0

esitsizliginin  saglanmasi  gerekir. Diger yandan, pc(0)=f+ a>0 ve
pc(1) = 2(1 — a) < 0 esitsizlikleri saglandigindan pc(p) denkleminin (0,1) araliginda
en az bir koki vardir. pc(p) fonksiyonunun (0,1) araliginda yalniz bir kokiiniin oldugunu
gostermek icin (0,1) araliginda monoton fonksiyon oldugunu gostermek yeterlidir. Basit

bir hesaplamayla p € (0,1) igin,

pc'(p) =(—6a + 31 — 3B)p?+ (12a — 61 + 68)p — 3B — 7a + 44,

pc'(0) =-38—-—T7a+ 41 = -3(a+pB) —4(a — 1) <0,

pc'1) =1-y <0,

pc'(r) = (=68 — 12a + 6A)p + 68 + 12a — 61

=[-6@+pB—-6B—-Dlp-[-6(a+p-60B—-D]

=[-6(@+pB) -6B-Dl-1) >0
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bulunur. Dolayisiyla pc’(p), (0,1) de monoton artan bir fonksiyondur. Ustelik
pc'(1) < 0 oldugundan, (0,1) arahiginda pc'(p) < 0 esitsizligi saglanir. O halde
pc(p), (0,1) araliginda monoton olarak azalan bir fonksiyondur. Béylece pc(p) = 0
denklemi (0,1) araliginda bir tek koke sahiptir. Ayrica pc(p), pc(0) > 0ve
pc(p:) = 0 olacak sekilde (0,1) araliginda monoton olarak azalan bir fonksiyon
oldugundan 0 < p < p. i¢in pc(p) = 0 esitsizligi saglanir. O halde f fonksiyonu,

|z| < p. diskinde tam konvekstir.

4.2.18. Teorem. f = h+ g € RH%(a, 5, 1) olsun. Bu durumda f fonksiyonu, |z| < ps
i¢in tam yildizildir. Burada pq,

ps(P) =B + 2a — D)p?> + (-2 —4a +2)p + B +a (4.18)
olmak tizere ps(p) = 0 denkleminin (0,1) araligindaki tek kokiidiir.

Ispat. f = h + g, (2.11) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. p € (0,1) igin,

[ee]

z
fo = 12 =z+ Z agp* 1z + Z by pk—1zk
k=2

P k=2

olmak tizere f, € FSH *0 oldugu gosterilmelidir. Bunun igin

5= ) kllayl + b3+~ (4.9)
k=2

toplami ele alinsin. Bu durumda, Teorem 4.2.7, (4.14) ve (4.19) kullanilarak

< 4(a — 1) .
= ;k{kzpa Iy 1)]}pk
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a—A a—Ap(2—
Sﬁ+“kzzkpk_1 ~Iratopi="

elde edilir. f, € FSH*® oldugunu gostermek igin Lemma 2.2.17 geregi X, <1
esitsizliginin saglandigim1 gostermek yeterlidir. X, < 1 esitsizliginin saglanmasi i¢in
ps(p) =B + 2a — D) p? + (-2 —4a + 2)p + B + a =0 esitsizliginin
saglanmasi gerekir. Diger yandan, ps(0) =8 + a>0 ve ps(1)=1—a <0
esitsizlikleri saglandigindan ps(p) denkleminin (0,1) araliginda en az bir kokii vardir.
ps(p) fonksiyonunun (0,1) araliginda yalniz bir kokiiniin oldugunu gostermek igin (0,1)
araliginda monoton fonksiyon oldugunu goéstermek yeterlidir. Basit bir hesaplamayla

p € (0,1)igin

ps'(p) =2(B +2a - —-1) <0,
ps'(0) =2 - B - 2a),
ps'(1) =0,

ps'(p) =2 + 2a — 1) >0

bulunur. Dolayisiyla ps’(p), (0,1) de monoton artan bir fonksiyondur. Ustelik
ps'(1) < 0 oldugundan, (0,1) araliginda ps'(p) < 0 esitsizligi saglanir. O halde
ps(p), (0,1) araliginda monoton olarak azalan bir fonksiyondur. Béylece ps(p) = 0
denklemi (0,1) araliginda bir tek koke sahiptir. Ayrica ps(p), ps(0) > 0 ve
ps(ps) = 0 olacak sekilde (0,1) aralifinda monoton olarak azalan bir fonksiyon
oldugundan 0 < p < p, i¢in ps(p) = 0 esitsizligi saglanir. O halde f fonksiyonu,
|z| < pg diskinde tam yildizildur.

Son olarak, es analitik kismi Gauss hipergeometrik fonksiyonu igeren harmonik

fonksiyonun AH®(a, 8, 1) smifina ait olmast igin yeter sart verilecektir.
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4.2.19. Teorem. ¢ pozitif reel sayi, ab >0 igin a,b € (—1,0) veya b =a i¢in

a,b € C\{0} olmak tizere t;(z) = z + z?F(a,b,¢,; 2), t,(z) =z + z(F(a,b,¢; z) — 1) ve

tz(z) = z+ [] F(a,b,¢;{)d{ olsun. Bu durumda
i.c>Re(a+Db)+3ve

(48 — 2a)ab (B — a)(a),(b),
2@+ P+ T Y s -0,

F(a,0,¢1) <2(a— 1)

ise t; fonksiyonu RH(a, B, 2) sinifina aittir.

ii.c>Re(a+Db)+3ve

2pab (B~ )(@),(b), |
2a+c—a—b—1+(c—a—b—2)2 F(a,b,¢1) < 4a—2A

ise t, fonksiyonu RH®(a, B, 1) smifina aittir.
iii.a,b,c=1,¢>Re(a+b)+2ve

2a(c—a—>b) (B — a)ab _ 2a(c—1)
(a—l)(b—1)+2ﬁ+——b—1 F(a,b,c,l)SZ(a—/l)+(a_1)(b_1)

ise t; fonksiyonu RH®(a, B, 1) sinifina aittir.

Ispat i. k>2 igin S, = % olmak tizere t,(z) =z+ z?F(a,b,¢ z)
k—2(k=2)!

=2z + Yy, S1zk olsun. t; € RH%(a, B, 4) oldugunu gdstermek igin

Z K2[2a + (B — @) (k — D]|S1i] < 2 (@ = )
k=2
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esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss

formiilu kullanilarak

Z k[2a + (B — a)(k — 1)]|Syx|
k=2

(@)k—2(B)k—2
(g—2(k —2)!

— Z K2[2a + (B — a)(k — 1)]
k=2

o)

= Z(k +2)[2a+ (B — a)(k + 1)]
k=0

(@) ()
(O k!

- (0, (B)s
(k!

(@) (b)k
(k!

=2a

+ (a+ﬂ)z(k+ 1
k=0

k=0

(@) (D)
(k!

+(B—a) Z(k +1)2
k=0

ab
:2F ,,;1 - < 4 1]F r:;l
aF(a,b,c )+(a+ﬁ)[c_a_b_1+ (a,b,¢1)

(a)2(b), 3ab
— + 1| F(q,b,¢1
(B a)l(c—a—b—2)2+c—a—b—1 (@b 61)
elde edilir.
. k=2 igin Sy = @reoa®r 1ok izere t,(z) =z+z(F(a,b,¢2) — 1)

(g1 (k=1)!

=2z + Y, Sorzk olsun. t, € RH(a, B, 1) oldugunu gostermek igin

Z K2[2a + (B — a)(k — D]|Spi] < 2 (@ — )
k=2
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esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss

formiilu kullanilarak

Z k%[2a + (B — a)(k — 1)]|Szx]
k=2

(@)g-1(B)k-1
(g—1(k — D!

— Z K2[2a + (B — a)(k — 1)]
k=2

(k1B k41
(Oks1(k+ 1)!

= Z(k +2)[2a + (B — ) (k + 1]
k=0

e @pai (0 OO
- 2“; @t + D1 LT @k

O (@i (Bicas
HCRPNewecasi

ab
=2aF(a,b,¢1) — 2a + ZﬁTF(a+ 1,b+1,¢+1;1)

a),(b
+(ﬁ—a)( )a( )ZF(a+2,b+2,c+2;1)
()2
bulunur.
iii. k>2 icin Sy, = ez®kz Glak gizere  t3(2) =z + [ F(a,b, ¢ {)d¢
L =06 3k = Oz (k—1)! 3 o MGG

=Z+ )i S3'kz" olsun. Bu durumda, ispat ii deki adimlar kullanilarak

Z K2[2a + (B — a)(k — 1)]|Ss x|
k=2
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(@)g—2(B)k—2

- Z k2[2a + (B — a)(k — 1)]

L (Dk—2(k—1)!

hd (@) (B)
_ kZO(k tD2a+ B -ak+ Vg7,
_ (@) (b)) (a)k(b)k

=2a z( )k(k_l_l)l — (C)kk'

+(8 - )Z - (@) (B

ik — 1)!
2a(c—1) .
=(a_1)(b_1)[F(a—1,b—1,c—1,1)—1]
+23F(abc1)+%F( b¢1)

elde edilir.

4.2.20. Sonu¢. m € N, ¢ pozitif reel say1 ve

T,(2) =z + Z (m (i‘):‘ 1)ka+2

T,(z) =z + Z (m (g:— D zk+1

(m)(m—k+1)k bo

Ts(z) = 2+ *k+DO:

NgE

k=0

olsun. Bu durumda
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m? _ m?(m-1)>?
dam T B~ Gy

i [Z(a +8) + (48 — 20)

esitsizligi saglaniyorsa T; € RH(a, B, 1),

. 2B8m?
ll.[2a+m+ (,B—a)

m?(m-1)>2
(c+2m—-1)(c+2m-2)

F(—m,—m,¢1) < 4a — 21

esitsizligi saglaniyorsa T, € RH(a, B, 1),

2a(c—1)
(m+1)2

m2
c+2m-—1

. [2a(c+2m)
"L (m+1)2

+26+ (B —a) |Fe-m,-m,1) <2(a-2) +

esitsizligi saglaniyorsa T3 € RH(a, B, 1) dur.
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5. SONUC

Bu calismada, konvekse yakin harmonik fonksiyonlarin iki yeni alt sinifi tanimlanmaistir.
Bu tanimlanan fonksiyon siniflar1 i¢in katsayi sinirlari, biiyiime tahminleri gibi bazi
ozellikler elde edilmistir. Ayrica, bu siniflarin konveks birlesim ve konvoliisyon
ozellikleri elde edilmistir. Son olarak, bu siniflara ait Gauss hipergeometrik fonksiyonu

iceren harmonik polinomlar olusturulmustur.

Caligmanin ti¢lincti boliimiinde konvekse yakin harmonik fonksiyonlar tizerine yapilmis
calismalara yer verilmistir. Bu boliim iki alt boliimden olusmustur. ilk boliimde, Rajbala
ve Prajapat (2021) tarafindan ¢alisilan WH (a, 8) sinifi, ikinci béliimde Yasar ve Yalgin

(2021) tarafindan ¢alisilan RH®(4, §) sinifi tamitilms ve elde edilen sonuglar verilmistir.

Calismanin dérdiincii béliimiinde, AH® (a, 8, 1) ve RH®(a, B, A) simiflar1 tanimlanmus, bu

siniflarin konvekse yakin oldugu gosterilmistir ve f = h + g € SH® olmak iizere

D kla+ B = DIal + b < @ =2

k=2

esitsizligi saglaniyorsa f € AH?(a, 8, 1) oldugu ve

> k(20 + (8 = @)k = DIllag| + b)) < 2( - 2)
k=2

esitsizligini saglayan f fonksiyonlarnin RH®(a, 8, 1) smifina ait oldugu gosterilmistir.

Biiyiime teoremleri, f € AH?(a,,A) vea > A = 0ve B > 0 i¢in,

Dl
@I =1zl + Z(a—@kzzzﬁkz e e—
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C |2]¥
F@I <lzl+2(a —A);ﬁkz p—
olarak ve f € RH®(a, B, 1) igin
(—=1)* !z

f@I =zl + 4@~ D) RZZ K2a+ (B - )k - D]

|z|*

2a + (B — a)(k — 1)]

If(2)| <|z| +4(a—/1)zk2[
k=2

olarak bulunmustur. Diger yandan, her iki fonksiyon sinifinin da konveks birlesim ve
konvoliisyon altinda kapal1 olduklari elde edilmistir. Daha sonra AH®(a, 8, 1) smifinin
yildiz1llik ve konvekslik yarigap1, RH (, 8, ) sinifinin tam konvekslik ve tam y1ldizillik
yarigaplari verilmistir. Ayrica, es-analitik kism1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu igeren
harmonik fonksiyonun, tanitilan harmonik fonksiyon siniflarina ait olmasi i¢in yeter sart
verilmistir. Son olarak WH®(a, ), RH®(A,5), AH®(a, B, ) ve RH®(a, 8, 1) smiflar1 igin

parametrelerin 6zel segilmesiyle
(i) AH°(a,a,0) = RH°(a,a,0) = RH°(B,0) = WH(qa, 0),
(i) RH°(1,26 +1,0) = RHY(B, 5)

(iii) AH°(1, 8, 1) = WHO(B, 1)

sonuglar1 elde edilmistir
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