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ÖZET 
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Danışman: Prof. Dr. Sibel YALÇIN TOKGÖZ 

 

Bu tez çalışmasında konvekse yakın harmonik fonksiyonların yeni alt sınıfları 

incelenmiştir. Çalışma beş bölümden oluşmaktadır.  

 

Birinci ve ikinci bölümde, tezin amacı, kapsamı ve çalışmada kullanılacak olan temel 

tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, ele alınan konu ile ilgili bazı çalışmalar incelenmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, ikinci ve üçüncü mertebeden diferensiyel eşitsizlik içeren harmonik 

fonksiyonların yeni alt sınıfları tanıtılmıştır. Bu sınıfların konvekse yakınlığı, katsayı 

sınırları, büyüme tahminleri gibi bazı özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca, bu sınıfların 

konveks birleşim ve konvolüsyon özellikleri elde edilmiştir. Son olarak, bu sınıflara ait 

Gauss hipergeometrik fonksiyonu içeren harmonik polinomlar oluşturulmuştur. 

 

Beşinci bölümde, çalışmada elde edilen sonuçlar değerlendirilmiştir.  
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In this thesis, new subclasses of close-to-convex harmonic functions are investigated. The 

study consists of five chapters. 

 

In the first and second chapters, the aim and scope of the thesis and the basic definitions 

and theorems that will be used in the study are given. 

 

In the third chapter, some studies related to the subject discussed are examined. 

 

In the fourth chapter, new subclasses of harmonic functions containing second and third 

order differential inequalities are introduced. Some properties of these classes, such as 

close to convexity, coefficient bounds, and growth estimates are obtained. In addition, 

convex combination and convolution properties of these classes are obtained. Finally, 

harmonic polynomials involving Gaussian hypergeometric function belonging to these 

classes are construted. 

 

In the fifth chapter, the results obtained in the study are evaluated. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Simgeler Açıklama 

  

ℂ
 

Kompleks düzlem 

𝑈 {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1}, Açık birim disk 

𝐴 𝑈  açık birim diskinde normalize edilmiş analitik fonksiyonların sınıfı 

𝐴𝑝 
𝑈  açık birim diskinde analitik ve 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘∞

𝑘=𝑝+1  şeklinde 

seri açılımına sahip fonksiyonların sınıfı 

𝑆 
𝑈 açık birim diskinde normalize edilmiş analitik yalınkat fonksiyonların 

sınıfı 

𝒫 Reel kısmı pozitif analitik fonksiyonların sınıfı 

𝑓 ≺ 𝐹 𝑓 fonksiyonunun 𝐹 foksiyonuna sabordine olması 

𝑆∗ 𝑈 açık birim diskinde analitik, yalınkat ve yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

𝐾 𝑈 açık birim diskinde analitik, yalınkat ve konveks fonksiyonların sınıfı 

𝐶 
𝑈 açık birim diskinde analitik, yalınkat ve konvekse yakın fonksiyonların 

sınıfı 

𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) Gauss hipergeometrik fonksiyonu 

(𝔞)𝑘 Pochhammer sembolü 

Γ(𝔞) Gamma fonksiyonu 

𝐽𝑓(𝑧0) fonksiyonunun  noktasındaki Jakobiyeni 

𝑆𝐻 
𝑈 açık birim diskinde harmonik, yalınkat, yön koruyan, 𝑓(0) = 0 ve 

𝑓𝑧(0) = 1 ile normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı 

𝑆𝐻0 𝑔′(𝑧) = 𝑏1 = 0 ile normalize edilmiş  fonksiyonlarının sınıfı 

𝑓1 ∗ 𝑓2 ve  fonksiyonlarının konvolüsyonu (Hadamard Çarpımı) 

𝑓 ∗̌ 𝜑 𝑓 harmonik fonksiyonunun 𝜑 analitik fonksiyonu ile konvolüsyonu
 

𝑆𝐻∗ 𝑈 açık birim diskinde harmonik yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

𝐾𝐻 𝑈 açık birim diskinde harmonik konveks fonksiyonların sınıfı 

𝐶𝐻 𝑈 açık birim diskinde harmonik konvekse yakın fonksiyonların sınıfı 

𝐹𝐾𝐻0 Tam konveks fonksiyonların sınıfı 

𝐹𝑆𝐻∗,0 Tam yıldızıl fonksiyonların sınıfı 



vi 

 

ℕ Doğal sayılar kümesi 

ℕ0 ℕ ∪ {0} 

𝑃𝐻0(𝜆) 
𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) − 𝜆} > |𝑔′(𝑧)| şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 

fonksiyonların sınıfı 

𝑊𝐻0 
𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝑧ℎ′′(𝑧)} > |𝑔′(𝑧) + 𝑧𝑔′′(𝑧)| şartını sağlayan                                

𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 

𝑊(𝛼, 𝛽) 
𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝛼𝑧ℎ′′(𝑧)} > 𝛽  şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 

fonksiyonlarının sınıfı 

𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) 
𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝛼𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝛽} > |𝑔′(𝑧) + 𝛼𝑧𝑔′′(𝑧)| şartını sağlayan         

𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 

𝑅𝑆(𝜆, 𝛿) 
𝑅𝑒{𝑓′(𝑧) + 𝜆𝑧𝑓′′(𝑧) + 𝛿𝑧2𝑓′′′(𝑧)} > 0 eşitsizliğini sağlayan 𝑓 ∈ 𝐴 

fonksiyonlarının sınıfı 

𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) 
𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝜆𝑧ℎ′′(𝑧) + 𝛿𝑧2ℎ′′′(𝑧)} > |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝜆𝑧𝑔′′(𝑧) + 𝛿𝑧2𝑔′′′(𝑧)| 

şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 

𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) 
𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝜆} > |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)| şartını sağlayan  

𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 

𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) 
𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (

𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧) − 𝜆} > |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (

𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)| 

eşitsizliğini sağlayan  𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 
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1. GİRİŞ 

 

Karmaşık analizin bir dalı olan geometrik fonksiyonlar teorisi, Bernard Riemann’ın 1851 

yılında her basit bağlantılı bölgenin açık birim disk üzerine konform olarak 

resmedilebileceğini ispatlamasıyla araştırmacıların ilgisini çekti. Bu alanda yeni sonuçlar 

bulmak araştırmacılar için çok önemlidir. Analitik yalınkat fonksiyon sınıfı için 

Bieberbach tahmini ispatlandıktan sonra sonuçların harmonik yalınkat fonksiyonlar sınıfı 

için doğru olup olmayacağı sorusu ortaya çıkmıştır. Clunie ve Sheil-Small 1984 yılında 

yayınladığı makalede, analitik, yalınkat ve normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı için 

yapılan tahminlerin harmonik, yalınkat ve normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı için 

farklı olduğunu fakat bazı kısıtlamalarla benzer şekilde yapılabileceğini gösterdi.  

 

Bu çalışmanın amacı, yüksek mertebeden diferensiyel eşitsizlik içeren harmonik 

fonksiyonların yeni alt sınıflarını tanıtmak, bu sınıfların konvekse yakın olduklarını 

göstermek ve katsayı sınırları, büyüme tahminleri, konveks birleşim ve konvolüsyon 

özelliklerini elde etmektir. 

 

İlk bölüm giriş için ayrılmış olup, ikinci bölümde; diğer bölümde kullanılacak olan 

analitik fonksiyonlar ve harmonik fonksiyonlar için bazı temel tanım ve teoremler 

verilmiştir.  

 

Üçüncü bölümde; Rajbala ve Prajapat (2021) ile Yaşar ve Yalçın (2021) tarafından 

tanımlanan sınıflar için elde edilen sonuçlar verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde; ikinci ve üçüncü mertebeden diferensiyel eşitsizlik içeren harmonik 

fonksiyonların yeni alt sınıfları tanıtılmıştır. Bu sınıfların konvekse yakınlığı, katsayı 

sınırları, büyüme tahminleri gibi bazı özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca, bu sınıfların 

konveks birleşim ve konvolüsyon özellikleri elde edilmiştir. Son olarak, bu sınıflara ait 

Gauss hipergeometrik fonksiyonu içeren harmonik polinomlar oluşturulmuştur. 
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2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Bu bölümde, tezin diğer bölümlerine temel oluşturan bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

Bu bölüm Ahlfors (1979), Goodman (1983), Clunie ve Sheil-Small (1984), Duren (2004), 

Başkan 2005, Zill ve Shanahan (2013) kaynaklarından derlenmiştir. 

 

2.1. Analitik Fonksiyonlar 

 

2.1.1. Tanım. ℂ kompleks düzlem olmak üzere 𝑈 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1} cümlesi açık 

birim disk olarak adlandırılır. 

 

2.1.2. Tanım. 𝐷 kompleks düzlemde bir bölge olmak üzere 𝐷 bölgesindeki farklı 

noktaların 𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüleri de farklı ise 𝑓 fonksiyonuna, 𝐷 bölgesinde 

yalınkat fonksiyon denir. 𝑓 fonksiyonu 𝑧0 ∈ 𝐷 noktasının bir komşuluğunda yalınkat ise 

𝑓 fonksiyonuna 𝑧0 ∈ 𝐷 noktasında yerel yalınkat denir.  

 

2.1.3. Teorem. 𝑓 analitik fonksiyonunun 𝑧0 ∈ 𝐷 noktasında yerel yalınkat olması için 

gerek ve yeter şart 𝑓′(𝑧0) ≠ 0 eşitsizliğinin sağlanmasıdır.  

 

2.1.4. Tanım. 𝑓 fonksiyonu 𝐷 bölgesinde sürekli bir dönüşüm ve 𝑧0 ∈ 𝐷 olsun. Bu 

durumda 𝑧0 noktasında kesişen 𝐷 deki her yönlendirilmiş 𝐶1 ve 𝐶2 düzgün eğri çiftinin 

𝑧0 noktasındaki aralarındaki açı, 𝐶1
′ ve 𝐶2

′  görüntü eğrilerinin 𝑓(𝑧0) noktasında 

aralarındaki açıya hem büyüklükte hem de yönde eşitse 𝑓 fonksiyonuna 𝑧0 noktasında 

konform dönüşüm denir. Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝐷 bölgesindeki her noktada konform ise 𝑓 

fonksiyonuna 𝐷 bölgesinde konformdur denir. 

 

2.1.5. Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi). 𝐷, kompleks düzlemin tamamı olmayan 

basit bağlantılı bir bölge ve 𝑧0 ∈ 𝐷 olsun. Bu durumda 𝐷 bölgesini açık birim disk üzerine 

birebir olarak resmeden ve 𝑓(𝑧0) = 0, 𝑓′(𝑧0) > 0 özelliğinde yalnız bir 𝑓 fonksiyonu 

vardır (Riemann, 1851). 
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2.1.6. Tanım. 𝐴, 𝑈 açık birim diskinde analitik ve 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0 şeklinde 

normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı olsun. Bu durumda 𝐴 sınıfına ait her 𝑓  

fonksiyonu, 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧𝑘 + ⋯ = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=2

 
 

(2.1) 

 

şeklinde bir Taylor serisi açılımına sahiptir. Ayrıca, 𝐴 sınıfındaki yalınkat fonksiyonların 

sınıfı 𝑆 ile gösterilir.  

 

2.1.7. Tanım. 𝑈 açık birim diskinde analitik ve 𝑝 = 1, 2,3, . .. için 

 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝 + ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=𝑝+1

 
 

(2.2) 

 

şeklinde seri açılımına sahip 𝑓 fonksiyonlarının sınıfı 𝐴𝑝 ile gösterilir. 

 

2.1.8. Tanım. 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒{𝑓(𝑧)} > 0 olacak şekilde, 𝑈 açık birim diskinde analitik 

ve  

 

𝑓(𝑧) = 1 + 𝑝1𝑧 + 𝑝2𝑧2 + ⋯ + 𝑝𝑘𝑧𝑘 + ⋯ = 1 + ∑ 𝑝𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=1

 
 

(2.3) 

 

şeklinde seri açılımına sahip fonksiyonların sınıfı 𝒫 ile gösterilir. 𝒫 sınıfına ait 

fonksiyona reel kısmı pozitif fonksiyon denir. 

 

2.1.9. Teorem. 𝑘 ≥ 1 belli bir tamsayı olsun. Bu durumda, (2.3) ile verilen seri 

açılımına sahip 𝑓 fonksiyonu 𝒫 sınıfına ait ise |𝑝𝑘| ≤ 2 eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik 

kesindir (Carathéodory, 1907). 
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2.1.10. Lemma. 𝑝′ ∈ 𝒫 olsun. Bu durumda, 

 

|𝑝′(𝑧)| ≥
1 − |𝑧|

1 − |𝑧|
 ve |

𝑝′′(𝑧)

𝑝′(𝑧)
| ≤

2

1 − |𝑧|2
 

 

eşitsizlikleri sağlanır ve bu eşitsizlikler kesindir. Eşitlik, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 olmak üzere                                 

𝑝(𝑧) = −𝑧 − 2𝑒𝑖𝜃 log(1 − 𝑧𝑒𝑖𝜃) fonksiyonu için sağlanır.  

 

2.1.11. Tanım. 𝑘 → ∞ için 𝑢𝑘 → 0 ve 𝑢0 − 𝑢1 ≥ 𝑢1 − 𝑢2 ≥ ⋯ ≥ 𝑢𝑘−1 − 𝑢𝑘 ≥ ⋯ ≥ 0 

özelliğindeki {𝑢𝑘}𝑘=0
∞  negatif olmayan gerçel dizisine konveks sıfır dizisi denir.  

 

2.1.12. Lemma. {𝑢𝑘}𝑘=0
∞  konveks sıfır dizisi ise  

 

𝑄(𝑧) =
𝑢0

2
+ ∑ 𝑢𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=1

 

 

fonksiyonu 𝑈 açık birim diskinde analitiktir ve 𝑅𝑒{𝑄(𝑧)} > 0 eşitsizliği sağlanır (Fejer 

1925). 

 

2.1.13. Lemma.  𝑃 fonksiyonu, 𝑈 açık birim diskinde 𝑃(0) = 1 özelliğinde analitik ve  

𝑅𝑒{𝑃(𝑧)} >
1

2
 olsun. Bu durumda, 𝑈 açık birim diskinde analitik her 𝑓 fonksiyonu için 

𝑃 ∗ 𝑓 fonksiyonu 𝑓(𝑈) yu kapsayan en dar konveks bölgede değer alır (Singh ve Singh, 

1989). 

 

2.1.14. Teorem (Schwarz Lemma). 𝜔: 𝑈 → ℂ analitik ve 𝑧 ∈ 𝑈 için |𝜔(𝑧)| ≤ 1 ve    

𝜔(0) = 0 olsun. Bu durumda 𝑧 ∈ 𝑈 noktaları için |𝜔(𝑧)| ≤ |𝑧| ve |𝜔′(0)| ≤ 1 dir. 

Üstelik 𝑧0 ∈ 𝑈 (𝑧0 ≠ 0) için |𝜔(𝑧0)| = |𝑧0| ise 𝑐, |𝑐| = 1 özelliğinde bir sabit olmak 

üzere 𝜔(𝑧) = 𝑐𝑧 şeklindedir. 

 

2.1.15. Teorem. 𝑓 ve 𝐹 fonksiyonları 𝑈 açık birim diskinde analitik olsun. Ayrıca, 𝐹 

fonksiyonu 𝑈 açık birim diskinde yalınkat olsun. Bu durumda 𝑈 açık birim diskinde 
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𝑓(𝑧) ≺ 𝐹(𝑧) olması için gerek ve yeter şart 𝑓(𝑧) =  𝐹(𝜔(𝑧)) olacak şekilde Schwarz 

Lemmanın şartlarını sağlayan bir 𝜔 fonksiyonunun mevcut olmasıdır. 

 

2.1.16. Lemma. 𝜔, 𝜔(0) = 0 özelliğinde ve 𝑈 açık birim diskinde analitik fonksiyon 

olsun. Eğer |𝜔(𝑧)| maksimum değerini |𝑧| ≤ |𝑧0| diskinde bir 𝑧0 ∈ 𝑈 (𝑧0 ≠ 0) 

noktasında alıyorsa  𝑚 ≥ 1 gerçel sayısı için 𝑧0𝜔′(𝑧0) = 𝑚𝜔(𝑧0) eşitliği sağlanır (Jack, 

1971). 

 

2.1.17. Lemma. 𝜔, 𝜔(𝑧) = 𝑐𝑘𝑧𝑘 + 𝑐𝑘+1𝑧𝑘+1 + ⋯, 𝑐𝑘 ≠ 0 özelliğinde 𝑈 açık birim 

diskinde analitik fonksiyon olsun. Eğer |𝜔(𝑧)| maksimum değerini |𝑧| ≤ |𝑧0| < 1 

diskinde bir 𝑧0 ∈ 𝑈 (𝑧0 ≠ 0) noktasında alıyorsa 

 

𝑧0𝜔′(𝑧0)

𝜔(𝑧0)
= 𝑚   ve   𝑅𝑒 {1 +

𝑧0𝜔′′(𝑧0)

𝜔′(𝑧0)
} ≥ 𝑚 

 

olacak şekilde 𝑚 ≥ 𝑘 ≥ 1 eşitsizliğini sağlayan bir 𝑚 reel sayısı vardır (Miller ve 

Mocanu, 1981, 2000). 

 

2.1.18. Tanım. Düzlemde bir 𝐷 kümesinin 𝑤0 noktasından çıkan her bir ışın ile 𝐷 

kümesinin içinin arakesiti ya bir doğru parçası ya da bir ışın ise 𝐷 kümesine, 𝑤0 iç 

noktasına göre yıldızıl küme denir. 

 

2.1.19. Tanım. Açık birim diski yıldızıl bir bölgeye dönüştüren fonksiyona yıldızıl 

fonksiyon denir ve analitik yalınkat yıldızıl fonksiyonlar sınıfı 𝑆∗ ile gösterilir. 

 

2.1.20. Teorem. 𝑓, 𝑈𝑅: |𝑧| < 𝑅, 𝑅 > 0 diskinde analitik, yalınkat bir fonksiyon ve 

𝑓(0) = 0 özelliğinde olsun. Bu durumda 𝑓 fonksiyonunun, 𝑈𝑅 diskini yıldızıl bir bölgeye 

dönüştürmesi için gerek ve yeter şart 𝐶𝑅: |𝑧| = 𝑅 üzerindeki her 𝑧 için 

 

𝑅𝑒 {
𝑧𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
} > 0 

 

(2.4) 

olmasıdır (Nevanlinna, 1921). 



6 

 

2.1.21. Tanım. Düzlemde bir 𝐷 kümesinin içindeki her bir 𝑤1, 𝑤2 nokta çifti için 𝑤1 ve 

𝑤2 yi birleştiren doğru parçası 𝐷 kümesinin içinde kalıyorsa, 𝐷 ye konveks küme denir. 

 

2.1.22. Tanım. Bir 𝑓 fonksiyonu 𝑈 açık birim diskini konveks bir bölgeye resmediyorsa 

𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 𝑆 sınıfına ait konveks fonksiyonların sınıfı 

𝐾 ile gösterilir. 

 

2.1.23. Teorem. 𝑓 fonksiyonu, 𝑈𝑅: |𝑧| ≤ 𝑅, 𝑅 > 0 kapalı diskinde analitik ve  yalınkat 

olsun. Bu durumda 𝑓 fonksiyonunun 𝑈𝑅 kapalı diskini konveks bir bölgeye dönüştürmesi 

için gerek ve yeter şart 𝐶𝑅: |𝑧| = 𝑅 üzerindeki her 𝑧 için 

 

𝑅𝑒 {1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
} > 0 

 

(2.5) 

 

olmasıdır (Study, 1913). 

 

2.1.24. Tanım. Bir 𝐷 bölgesinin tümleyeni kesişmeyen yarı doğruların (bir yarı doğrunun 

başlangıç noktası diğer yarı doğrulardan birinin üzerinde olabilir) birleşimi şeklinde 

yazılabiliyorsa 𝐷 ye konvekse yakın bölge denir. 

 

2.1.25. Tanım. 𝑓 fonksiyonu 𝑈 açık birim diskinde analitik olsun. Bu durumda 𝑈 açık 

birim diskinde 

 

𝑅𝑒 {
𝑓′(𝑧) 

𝑔′(𝑧)
} > 0 (2.6) 

 

eşitsizliğini sağlayan yalınkat ve konveks bir 𝑔 fonksiyonu varsa, 𝑓 fonksiyonuna 

konvekse yakın fonksiyon denir. Konvekse yakın fonksiyonların sınıfı 𝐶 ile gösterilir 

(Kaplan, 1952). 

 

𝑆 sınıfının alt sınıfları olan 𝑆∗, 𝐾 ve 𝐶 sınıfları için 𝐾 ⊂ 𝑆∗ ⊂ 𝐶 ⊂ 𝑆 bağıntısı sağlanır. 
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2.1.26. Tanım. 𝑓 ∈ 𝑆 fonksiyonu, her 𝑧 ∈ 𝑈 için  

 

𝑅𝑒 {
𝑧𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
} > 𝛼    (0 ≤ 𝛼 < 1) (2.7) 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝛼-mertebeli yıldızıl fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı 𝑆∗(𝛼) ile gösterilir (Robertson, 1936). 

 

2.1.27. Tanım. 𝑓 ∈ 𝑆 fonksiyonu, her 𝑧 ∈ 𝑈 için  

 

𝑅𝑒 {1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
} > 𝛼   (0 ≤ 𝛼 < 1) (2.8) 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa, 𝑓 fonksiyonuna 𝛼-mertebeli konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı 𝐾(𝛼) ile gösterilir (Robertson, 1936). 

 

2.1.28. Tanım. 𝔞, 𝔟, 𝔠 ∈ ℂ ve 𝔠 ≠ 0, −1, −2, … olsun. Gauss hipergeometrik fonksiyonu, 

 

 𝐹1(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) = 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) = ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!
𝑧𝑘   

∞

𝑘=0

2 (𝑧 ∈ 𝑈) (2.9) 

 

biçiminde tanımlanır. Burada (𝔞)0 = 1 ve (𝔞)𝑘, 𝑘 ∈ ℕ için 

 

(𝔞)𝑘 =
Γ(𝔞 + 𝑘)

Γ(𝔞)
= 𝔞(𝔞 + 1)(𝔞 + 2) … (𝔞 + 𝑘 − 1) 

 

olarak tanımlı Pochhammer sembolüdür. 𝑅𝑒(𝔠 − 𝔞 − 𝔟) > 0 ise 

 

 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) = ∑
Γ(𝔠)Γ(𝔠 − 𝔞 − 𝔟)

Γ(𝔠 − 𝔞)Γ(𝔞 − 𝔟)
   𝔠 ≠ 0, −1, −2, … 

∞

𝑘=0

 (2.10) 

olarak tanımlanır ve 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) hipergeometrik fonksiyonu birim diskte analitiktir 

(Temme, 1996). 
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2.1.29. Lemma. 𝔞, 𝔟 ∈ ℂ\{0}, 𝔠 > 0 olsun. Bu durumda, 

 

i. 𝔞, 𝔟 > 0, 𝔠 > 𝔞 + 𝔟 + 1 için  

 

∑(𝑘 + 1)
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(1)𝑘

∞

𝑘=0

=
Γ(𝔠)Γ(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1)

Γ(𝔠 − 𝔞)Γ(𝔠 − 𝔟)
(𝔞𝔟 + 𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1), 

 

ii. 𝔞, 𝔟 > 0, 𝔠 > 𝔞 + 𝔟 + 2 için 

 

∑(𝑘 + 1)2
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(1)𝑘

∞

𝑘=0

=
Γ(𝔠)Γ(𝔠 − 𝔞 − 𝔟)

Γ(𝔠 − 𝔞)Γ(𝔠 − 𝔟)
(

(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
+

3𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+ 1), 

 

iii. 𝔞, 𝔟 > 0, 𝔠 > 𝔞 + 𝔟 + 3 için 

 

∑(𝑘 + 1)3
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(1)𝑘

∞

𝑘=0

=
Γ(𝔠)Γ(𝔠 − 𝔞 − 𝔟)

Γ(𝔠 − 𝔞)Γ(𝔠 − 𝔟)
(

(𝔞)3(𝔟)3

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 3)3

+
6(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2

+
7𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+ 1), 

 

iv. 𝔠 > maks{0, 𝔞 + 𝔟 − 1} olmak üzere 𝔞, 𝔟, 𝔠 ≠ 1 için  

 

∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(1)𝑘+1

∞

𝑘=0

=
1

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
[
Γ(𝔠)Γ(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1)

Γ(𝔠 − 𝔞)Γ(𝔠 − 𝔟)
(𝔠 − 1)] 

 

eşitlikleri sağlanır (Kim ve Ponnusamy, 1999). 

 

2.2. Harmonik Fonksiyonlar 

 

2.2.1. Tanım. 𝐷 ⊂ ℂ bir bölge olmak üzere 𝑢: 𝐷 → ℂ fonksiyonunun 𝐷 bölgesinde 

ikinci mertebeden kısmi türevleri mevcut ve sürekli olsun. Bu durumda, her 𝑧 ∈ 𝐷 için  

 

∆𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 
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eşitliği sağlanıyorsa 𝑢 fonksiyonuna, 𝐷 bölgesinde reel harmonik fonksiyon denir. 𝑓, 

𝑓: 𝐷 → ℂ, 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 olarak tanımlı fonksiyon olmak üzere 𝑢 ve 𝑣 fonksiyonları 𝐷 

bölgesinde reel harmonik fonksiyonlar ise 𝑓 fonksiyonuna 𝐷 bölgesinde harmoniktir 

denir. 

 

2.2.2. Yardımcı Teorem (Kanonik Gösterim). Basit bağlantılı bir 𝐷 bölgesinde ℎ ve 

𝑔 analitik fonksiyonlar olmak üzere 𝑓 harmonik fonksiyonu  

 

𝑓(𝑧) = ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧) 

 

şeklinde yazılabilir. Bu gösterim sabit farkıyla tektir. Bu gösterimde, ℎ fonksiyonuna 𝑓 

fonksiyonunun analitik kısmı, 𝑔 fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun eş analitik kısmı denir.  

 

2.2.3. Tanım. 𝐷 ⊂ ℂ bir bölge ve 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 fonksiyonu 𝐷 bölgesinde 

diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda 𝑧0 ∈ 𝐷 için 

 

𝐽𝑓(𝑧0) = |
𝑢𝑥(𝑧0) 𝑢𝑦(𝑧0)

𝑣𝑥(𝑧0) 𝑣𝑦(𝑧0)
| = 𝑢𝑥(𝑧0)𝑣𝑦(𝑧0) − 𝑢𝑦(𝑧0)𝑣𝑥(𝑧0) 

 

şeklinde tanımlı 𝐽𝑓(𝑧0) değerine 𝑓 fonksiyonunun 𝑧0 noktasındaki Jakobiyeni denir. 𝑓 

fonksiyonu analitik ise 𝐽𝑓(𝑧0) = |𝑓′(𝑧0)|2 dir.  

 

2.2.4. Tanım. 𝑓 fonksiyonuna, Jakobiyeni pozitif ise yön koruyan, Jakobiyeni negatif 

ise yönü ters çeviren denir.  

 

2.2.5. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔  harmonik fonksiyonunun 𝑈 açık birim diskinde yerel 

yalınkat ve yön koruyan olması için gerek ve yeter şart 𝑈 açık birim diskinde                 

|𝑔′(𝑧)| < |ℎ′(𝑧)| eşitsizliğinin sağlanmasıdır (Clunie ve Sheil-Small, 1984). 

 

2.2.6. Tanım. 𝑈 açık birim diskinde harmonik, yalınkat, yön koruyan ve                      

𝑓(0) = 𝑓𝑧(0) − 1 = 0 ile normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı 𝑆𝐻 ile gösterilir.  
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2.2.7. Tanım. 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 fonksiyonlarından 𝑔′(0) = 𝑏1 = 0 şartını sağlayan 𝑓 

fonksiyonlarının sınıfı 𝑆𝐻0 ile gösterilir. ℎ ve 𝑔 fonksiyonları 𝑈 açık birim diskinde 

analitik ve 

 

ℎ(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=2

, 𝑔(𝑧) = ∑ 𝑏𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=2

 
 

(2.11) 

 

şeklinde seri açılımına sahip fonksiyonlar olmak üzere 𝑆𝐻0 sınıfına ait bir 𝑓 fonksiyonu,  

𝑓 = ℎ + 𝑔 şeklindedir. 

 

𝑆, 𝑆𝐻 ve 𝑆𝐻0 fonksiyon sınıfları için 𝑆 ⊂ 𝑆𝐻0 ⊂ 𝑆𝐻 kapsaması gerçeklenir. 

 

2.2.8. Tanım. 𝑡 = 1,2 için 

 

𝑓𝑡(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑘,𝑡𝑧𝑘

∞

𝑘=2

+ ∑ 𝑏𝑘,𝑡𝑧𝑘  

∞

𝑘=1

 (2.12) 

 

şeklinde seri açılımına sahip iki harmonik fonksiyonun konvolüsyonu (Hadamard 

çarpımı)  

 

𝑓1(𝑧) ∗ 𝑓2(𝑧) = (𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑘,1𝑎𝑘,2𝑧𝑘

∞

𝑘=2

+ ∑ 𝑏𝑘,1𝑏𝑘,2𝑧𝑘

∞

𝑘=1

 

 

ile tanımlanır. Eğer 𝑓1 ve 𝑓2 fonksiyonlarının eş analitik kısımları sıfır ise bu tanım 

analitik fonksiyonların Hadamard çarpımını verir. 

 

2.2.9. Tanım. 𝑈 açık birim diskinde analitik 𝜑 fonksiyonu ile 𝑓 = ℎ + 𝑔 harmonik 

fonksiyonunun Hadamard çarpımı 

 

𝑓 ∗̌ 𝜑 = ℎ ∗ 𝜑 + 𝑔 ∗ 𝜑 

biçiminde tanımlanır (Goodloe, 2002). 
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2.2.10. Tanım. 𝑆𝐻 (ya da 𝑆𝐻0) sınıfına ait 𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüsü orijine göre 

yıldızıl bir bölge olan 𝑓 fonksiyonuna harmonik yıldızıl fonksiyon denir. Harmonik 

yıldızıl fonksiyonların sınıfı 𝑆𝐻∗ (ya da 𝑆𝐻∗,0) ile gösterilir. 

 

2.2.11. Tanım. 𝑆𝐻 (ya da 𝑆𝐻0) sınıfına ait 𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüsü konveks bir 

bölge olan 𝑓 fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Harmonik konveks 

fonksiyonların sınıfı 𝐾𝐻 (ya da 𝐾𝐻0) ile gösterilir. 

 

2.2.12. Tanım. 𝑆𝐻 (ya da 𝑆𝐻0) sınıfına ait 𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüsü konvekse 

yakın bir bölge olan 𝑓 fonksiyonuna harmonik konvekse yakın fonksiyon denir. 

Harmonik konvekse yakın fonksiyonların sınıfı 𝐶𝐻 (ya da 𝐶𝐻0) ile gösterilir. 

 

2.2.13. Teorem. ℎ ve 𝑔, 𝑈 açık birim diskinde analitik iki fonksiyon ve                     

|𝑔′(0)| < |ℎ′(0)| olsun. Bu durumda, |휀| = 1 özelliğindeki her 휀 için ℎ + 휀𝑔, konvekse 

yakın bir fonksiyon ise 𝑓 = ℎ + 𝑔 fonksiyonu harmonik konvekse yakın bir fonksiyondur 

(Clunie ve Sheil-Small, 1984). 

 

2.2.14. Tanım. 𝑈 açık birim diskinde |휀| = 1 özelliğindeki her 𝑓 = ℎ + 휀𝑔 fonksiyonu 

yalınkat (veya sırasıyla konveks, yıldızıl ya da konvekse yakın) ise 𝑓 = ℎ + 𝑔 yön 

koruyan harmonik fonksiyonuna 𝑈 açık birim diskinde stabil harmonik yalınkat (veya 

sırasıyla stabil harmonik konveks, stabil harmonik yıldızıl ya da stabil harmonik 

konvekse yakın) fonksiyon denir (Hernandez ve Martin, 2013). 

 

2.2.15. Lemma. 𝑓 = ℎ + 𝑔 yön koruyan harmonik fonksiyonunun stabil harmonik 

yalınkat  (veya sırasıyla stabil harmonik konveks, stabil harmonik yıldızıl ya da stabil 

harmonik konvekse yakın) olması için gerek ve yeter şart |휀| = 1 özelliğindeki her 휀 için 

𝐹 = ℎ + 휀𝑔 fonksiyonlarının yalınkat (veya sırasıyla konveks, yıldızıl ya da konvekse 

yakın) olmasıdır (Hernandez ve Martin, 2013). 

 

Konvekslik ve yıldızıllık, konform dönüşümler için kalıtsal özelliklerdir ancak bu 

özellikler harmonik fonksiyonlara taşınamaz. Bu durum tam yıldızıl ve tam konveks 

fonksiyonlar kavramlarını ortaya çıkarır.  



12 

 

2.2.16.  Tanım. Birim diskte tanımlı bir 𝑓 harmonik fonksiyonu her |𝑧| = 𝑟 < 1 

çemberini konveks bir eğriye bire bir dönüştürürse 𝑓 harmonik fonksiyonuna tam 

konveks denir. Diğer yandan, 𝑓(0) = 0 özelliğindeki 𝑓 harmonik fonksiyonu her                  

|𝑧| = 𝑟 < 1 çemberini bire bir olarak orijine göre yıldızıl bir bölgeyi sınırlayan bir eğriye 

dönüştürürse 𝑓 harmonik fonksiyonuna tam yıldızıl denir. Tam konveks ve tam yıldızıl 

fonksiyonların sınıfı sırasıyla 𝐹𝐾𝐻0 ve 𝐹𝑆𝐻∗,0 ile gösterilir (Chuaqui ve ark., 2004). 

 

Aşağıdaki iki Lemma, 𝑆𝐻0 sınıfına ait 𝑓 fonksiyonlarının sırasıyla 𝐹𝐾𝐻0 ve 𝐹𝑆𝐻∗,0 

sınıfına ait olması için yeterli koşulları verir.  

 

2.2.17. Lemma. 𝑓 = ℎ + 𝑔, (2.11) ile verilen seri açılımına sahip fonksiyon ve 

 

 ∑ 𝑘2{|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|}

∞

𝑘=2

≤ 1   (𝑧 ∈ 𝑈) (2.13) 

 

olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑈 açık birim diskinde harmonik, yalınkat ve 𝐹𝐾𝐻0 sınıfına ait bir 

fonksiyondur (Silverman, 1998). 

 

2.2.18. Lemma. 𝑓 = ℎ + 𝑔, (2.11) ile verilen seri açılımına sahip fonksiyon ve 

 

 ∑ 𝑘{|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|}

∞

𝑘=2

≤ 1   (𝑧 ∈ 𝑈) (2.14) 

 

olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑈 açık birim diskinde harmonik, yalınkat ve 𝐹𝑆𝐻∗,0 sınıfına ait bir 

fonksiyondur (Silverman, 1998). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Ponnusamy ve ark. (2013), 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒{ℎ′(𝑧)} > |𝑔′(𝑧)| şartını sağlayan harmonik 

fonksiyonların sınıfını tanıttı ve bu sınıfa ait fonksiyonların konvekse yakın olduklarını 

gösterdi.  Li ve Ponnusamy (2013a, 2013b), 𝑧 ∈ 𝑈 ve 𝜆 < 1 için 𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) − 𝜆} > |𝑔′(𝑧)| 

şartını sağlayan harmonik fonksiyonların sınıfını tanıttı ve bu sınıfı 𝑃𝐻0(𝜆) ile gösterdi. 

Nagpal ve Ravichandran (2014), 𝑧 ∈ 𝑈 için  𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝑧ℎ′′(𝑧)} > |𝑔′(𝑧) + 𝑧𝑔′′(𝑧)| 

şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfını 𝑊𝐻0 ile gösterdiler. Ghosh 

ve Vasudevarao (2019), 𝑧 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝛼 < 1 özelliğindeki 𝛼 reel sayıları için                                                    

𝑅𝑒{ℎ′(𝑧)  +  𝛼𝑧ℎ′′(𝑧)}  >  |𝑔′(𝑧)  +  𝛼𝑧𝑔′′(𝑧)| eşitsizliğini sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 

fonksiyonlarının sınıfını tanımladı ve bu fonksiyon sınıfları için katsayı sınırları, büyüme 

teoremi, konvolüsyon ve konvekslik yarıçapını inceledi.  

 

Son zamanlarda, Rajbala ve Prajapat (2021), 𝑧 ∈ 𝑈 ve 𝛼 ≥ 0,  0 ≤ 𝛽 < 1 için                                                        

𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝛼𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝛽} > |𝑔′(𝑧) + 𝛼𝑧𝑔′′(𝑧)| şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 

fonksiyonlarının sınıfını ve Yaşar ve Yalçın (2021), 𝑧 ∈ 𝑈 ve 𝜆 ≥ 𝛿 ≥ 0 için                                                

𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝜆𝑧ℎ′′(𝑧) + 𝛿𝑧2ℎ′′′(𝑧)} > |𝑔′(𝑧) + 𝜆𝑧𝑔′′(𝑧) + 𝛿𝑧2𝑔′′′(𝑧)| şartını sağlayan 

𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfını tanıttı ve bu sınıflara ait bazı geometrik 

özellikleri inceledi. Bu bölümde, bu iki çalışmada kullanılan yöntemler ve elde edilen 

sonuçlar verilecektir.  

 

3.1. 𝑾𝑯𝟎(𝜶, 𝜷) Sınıfı 

 

Rajbala ve Prajapat (2021), açık birim diskte yön koruyan harmonik fonksiyonların yeni 

bir alt sınıfını tanıttı ve bu sınıfa ait fonksiyonların konvekse yakın olduğunu gösterdi. 

Ayrıca, bu sınıflara ait bazı geometrik özellikleri inceledi. Bu bölümde, Rajbala ve 

Prajapat (2021) tarafından yapılan bu çalışmada elde edilen sonuçlar verilecektir. 
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3.1.1. Tanım. 𝛼 > 0 ve 𝛽 < 1 için 

 

 𝑅𝑒{𝑓′(𝑧) + 𝛼𝑧𝑓′′(𝑧)} > 𝛽   (𝑧 ∈ 𝑈) (3.1) 

 

şartını sağlayan 𝑓 ∈ 𝑆 fonksiyonlarının sınıfı 𝑊(𝛼, 𝛽) ile gösterilir (Gao and Zhou, 

2007). 

 

3.1.2. Tanım. 𝛼 ≥ 0 ve 0 ≤ 𝛽 < 1 için 

 

 𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝛼𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝛽} > |𝑔′(𝑧) + 𝛼𝑧𝑔′′(𝑧)|   (𝑧 ∈ 𝑈) (3.2) 

 

şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) ile gösterilir 

(Rajbala ve Prajapat, 2021). 

 

𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfında parametrelerin özel seçilmesiyle daha önce çalışılmış olan harmonik 

fonksiyon sınıfları aşağıda verilmiştir. 

 

i. 𝑊𝐻0(𝛼, 0) = 𝑊𝐻0(𝛼) (Ghosh ve Vasudevarao 2019) 

ii. 𝑊𝐻0(0, 𝛽) = 𝑃𝐻0(𝛽) (Li ve Ponnusamy 2013a) 

iii. 𝑊𝐻0(0,0) = 𝑃𝐻0 (Li ve Ponnusamy 2013b) 

iv. 𝑊𝐻0(1,0) = 𝑊𝐻0 (Nagpal ve Ravichandran 2014) 

 

3.1.3. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) olması için gerek ve yeter şart her 𝜖 (|𝜖| = 1) 

için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑊(𝛼, 𝛽) olmasıdır. 

 

3.1.4. Lemma. 𝐹 ∈ 𝑊(𝛼, 𝛽) ise 𝑅𝑒{𝐹′(𝑧)} > 0 ve böylece 𝐹, 𝑈 açık birim diskinde 

konvekse yakındır. 

 

3.1.5. Teorem. 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfına ait fonksiyonlar 𝑈 açık birim diskinde konvekse 

yakındır. 
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3.1.6. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝑏𝑘| ≤
1 − 𝛽

𝑘[1 + 𝛼(𝑘 − 1)]
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu sonuç kesin olup eşitlik 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
1−𝛽

𝑘[1+𝛼(𝑘−1)]
𝑧

𝑘
 için sağlanır. 

 

3.1.7. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) olsun. Bu durumda, 𝑛 ≥ 2 için 

 

i. |𝑎𝑘| + |𝑏𝑘| ≤
2(1 − 𝛽)

𝑘[1 + 𝛼(𝑘 − 1)]
 

ii. |𝑎𝑘| ≤
2(1 − 𝛽)

𝑘[1 + 𝛼(𝑘 − 1)]
 

iii. ||𝑎𝑘| − |𝑏𝑘|| ≤
2(1 − 𝛽)

𝑘[1 + 𝛼(𝑘 − 1)]
 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu sonuçlar 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
2(1−𝛽)

𝑘[1+𝛼(𝑘−1)]
𝑧

𝑘
 için kesindir. 

 

3.1.8. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 ve  

 

 ∑ 𝑘[1 + 𝛼(𝑘 − 1)](|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|) ≤ 1 − 𝛽

∞

𝑘=2

 (3.3) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) dır. 
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3.1.9. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) olsun. Bu durumda, 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ |𝑧| + 2(1 − 𝛽) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝛼𝑘2 + (1 − 𝛼)𝑘

∞

𝑘=2

 

|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| + 2(1 − 𝛽) ∑
|𝑧|𝑘

𝛼𝑘2 + (1 − 𝛼)𝑘

∞

𝑘=2

 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu eşitsizlikler 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑
2(1−𝛽)

𝑘[1+𝛼(𝑘−1)]
𝑧

𝑘∞
𝑘=2  fonksiyonu için 

kesindir.  

 

3.1.10. Teorem. 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfı konveks birleşim altında kapalıdır.  

 

3.1.11.  Lemma. 𝐹 ∈ 𝑊(𝛼, 𝛽) olsun. Bu durumda, 𝑅𝑒 {
𝐹(𝑧)

𝑧
} >

1

2−𝛽
 eşitsizliği sağlanır.  

 

3.1.12.  Lemma.  𝑖 = 1,2 için 𝐹𝑖 ∈ 𝑊(𝛼, 𝛽)  ise 𝐹1 ∗ 𝐹2 ∈ 𝑊(𝛼, 𝛽)  dır. 

 

3.1.13.  Teorem. 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) ise 𝑓1 ∗ 𝑓2 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) dır. 

 

3.1.14. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽), 𝜑 ∈ 𝐴 ve 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ise                          

𝑓 ∗̌ 𝜑 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) dır. 

 

3.1.15. Sonuç. 𝑓 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) ve 𝜑 ∈ 𝐾 olsun. Bu durumda 𝑓 ∗̌ 𝜑 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) dır. 

 

3.1.16. Teorem. 𝔠 pozitif reel sayı, 𝔞𝔟 > 0 için 𝔞, 𝔟 ∈ (−1, ∞) veya 𝔟 = 𝔞 için                          

𝔞, 𝔟 ∈ ℂ\{0} olmak üzere 𝑡1(𝑧) = 𝑧 + 𝑧2𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧),  𝑡2(𝑧) = 𝑧 + 𝑧(𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) − 1) ve 

𝑡3(𝑧) = 𝑧 + ∫ 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 휁)𝑑휁
𝑧

0
 olsun. Bu durumda 
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i. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[2(1 + 𝛼) +
(1 + 4𝛼)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

𝛼(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 1 − 𝛽 

 

ise 𝑡1 fonksiyonu 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfına aittir. 

 

ii. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[1 +
(1 + 2𝛼)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

𝛼(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 2 − 𝛽 

 

ise 𝑡2 fonksiyonu 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfına aittir. 

 

iii. 𝔞, 𝔟, 𝔠 ≠ 1, 𝑐 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 2 ve  

 

[
𝔠 − 𝔞 − 𝔟

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
+ 1 + 2𝛼 +

𝛼𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 1 − 𝛽 +

𝔠 − 1

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
 

 

ise 𝑡3 fonksiyonu 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfına aittir. 

 

𝜇 ∈ ℂ\{−1, −2, … } ve 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} için  

 

(−1)𝑘(−𝜇)𝑘

𝑘!
= (

𝜇
𝑘

) =
Γ(𝜇 + 1)

𝑘! Γ(𝜇 − 𝑘 + 1)
 

 

olup, burada 𝜇 = 𝑚  (𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 𝑘) olarak seçilirse  

 

(−𝑚)𝑘 =
(−1)𝑘𝑚!

(𝑚 − 𝑘)!
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elde edilir. Şimdi, bu eşitlik Teorem 3.1.16 da uygulanarak 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfına ait 

harmonik polinomlar oluşturacaktır. 𝔞 = 𝔟 = −𝑚   (𝑚 ∈ ℕ) olarak seçilirse aşağıdaki 

sonuçlar elde edilir.  

 

3.1.17. Sonuç. 𝑚 ∈ ℕ, 𝔠 pozitif reel sayı ve 

 

𝑇1(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2, 

 

𝑇2(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=1

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+1, 

 

𝑇3(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝑘 + 1)(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2 

 

olsun. Bu durumda  

 

(i) [2(1 + 𝛼) + (1 + 4𝛼)
𝑚2

𝔠+2𝑚−1
+ 𝛼

𝑚2(𝑚−1)2

(𝔠+2𝑚−1)(𝔠+2𝑚−2)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 1 − 𝛽  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇1 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽), 

  

(ii) [1 + (1 + 2𝛼)
𝑚2

𝔠+2𝑚−1
+ 𝛼

𝑚2(𝑚−1)2

(𝔠+2𝑚−1)(𝔠+2𝑚−2)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 2 − 𝛽 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇2 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽), 

 

(iii) [
(𝔠+2𝑚)

(𝑚+1)2
+ 1 + 2𝛼 + 𝛼

𝑚2

𝔠+2𝑚−1
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 1 − 𝛽 +

𝔠−1

(𝑚+1)2
  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇3 ∈ 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) dır.  
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3.2. 𝑹𝑯𝟎(𝝀, 𝜹) Sınıfı 

 

Yaşar ve Yalçın (2021), üçüncü mertebeden diferensiyel eşitsizlik ile harmonik 

fonksiyonların yeni bir alt sınıfını tanımlayarak, bu sınıfa ait fonksiyonların konvekse 

yakın olduklarını göstermiştir. Ayrıca, tanımlanan sınıfın katsayı sınırları, büyüme 

teoremi, konveks birleşim ve konvolüsyon altında kapalılık gibi temel özelliklerini 

incelemiştir. Bu bölümde, Yaşar ve Yalçın (2021) tarafından elde edilen sonuçlar 

verilecektir. 

 

3.2.1. Tanım. 𝑧 ∈ 𝑈 ve 𝜆 ≥ 𝛿 ≥ 0 için 

 

 𝑅𝑒{𝑓′(𝑧) + 𝜆𝑧𝑓′′(𝑧) + 𝛿𝑧2𝑓′′′(𝑧)} > 0  

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 ∈ 𝐴 fonksiyonlarının sınıfı 𝑅(𝜆, 𝛿) ile gösterilir. Bu sınıf  

Rosihan ve ark. (2011) tarafından çalışılmıştır. Ayrıca, 𝜆 ≥ 1 olmak üzere 𝑅 (𝜆,
𝜆−1

2
) 

sınıfı Al-Refai (2019) tarafından tanımlanan sınıfın özel halidir.  

  

3.2.2.  Tanım. 𝑧 ∈ 𝑈 ve 𝜆 ≥ 𝛿 ≥ 0 için 

 

𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝜆𝑧ℎ′′(𝑧) + 𝛿𝑧2ℎ′′′(𝑧)} > |𝑔′(𝑧) + 𝜆𝑧𝑔′′(𝑧) + 𝛿𝑧2𝑔′′′(𝑧)| (3.4) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) ile gösterilir. 

 

3.2.3.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) olması için gerek ve yeter şart her 𝜖 (|𝜖| = 1) 

için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝜆, 𝛿) olmasıdır. 

 

3.2.4.  Lemma. 𝐹 ∈ 𝑅(𝜆, 𝛿) ise 𝑅𝑒{𝐹′(𝑧)} > 0 ve böylece 𝐹, 𝑈 açık birim diskinde 

konvekse yakındır. 

 

3.2.5.  Teorem. 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfına ait fonksiyonlar 𝑈 açık birim diskinde konvekse  

yakındır. 
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3.2.6.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝑏𝑘| ≤
1

𝑘[1 + (𝑘 − 1)(𝜆 + 𝛿(𝑘 − 2))]
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu sonuç kesin olup eşitlik 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
1

𝑘[1+(𝑘−1)(𝜆+𝛿(𝑘−2))]
𝑧

𝑘
 

fonksiyonu için sağlanır. 

 

3.2.7.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘| ≤
2

𝑘[1 + (𝑘 − 1)(𝜆 + 𝛿(𝑘 − 2))]
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu sonuç 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑
2

𝑘[1+(𝑘−1)(𝜆+𝛿(𝑘−2))]
𝑧𝑘∞

𝑘=2  fonksiyonu için 

kesindir. 

 

3.2.8. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 olsun. Bu taktirde  

 

 ∑ 𝑘[1 + (𝑘 − 1)(𝜆 + 𝛿(𝑘 − 2))](|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|) ≤ 1

∞

𝑘=2

 (3.5) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 fonksiyonları 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfına aittir. 

 

3.2.9. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) olsun. Bu durumda, 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ |𝑧| + 2 ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝛿𝑘3 + (𝜆 − 3𝛿)𝑘2 + (1 − 𝜆 + 2𝛿)𝑘

∞

𝑘=2

 

|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| + 2 ∑
|𝑧|𝑘

𝛿𝑘3 + (𝜆 − 3𝛿)𝑘2 + (1 − 𝜆 + 2𝛿)𝑘

∞

𝑘=2
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eşitsizlikleri sağlanır. Bu eşitsizlikler 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑
1

𝑘[1+(𝑘−1)(𝜆+𝛿(𝑘−2))]
𝑧

𝑘∞
𝑘=2  

fonksiyonu için kesindir.  

 

3.2.10. Teorem. 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfı konveks birleşim altında kapalıdır.  

 

3.2.11. Lemma. 𝐹 ∈ 𝑅(𝜆, 𝛿) olsun. Bu durumda 𝑅𝑒 {
𝐹(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 eşitsizliği sağlanır. 

 

3.2.12. Lemma.  𝑖 = 1,2 için 𝐹𝑖 ∈ 𝑅(𝜆, 𝛿) ise 𝐹1 ∗ 𝐹2 ∈ 𝑅(𝜆, 𝛿) dır. 

 

3.2.13. Teorem. 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) ise 𝑓1 ∗ 𝑓2 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) dır. 

 

3.2.14. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿), 𝜑 ∈ 𝐴 ve 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ise                               

𝑓 ∗̃ 𝜑 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) dır. 

 

3.2.15. Sonuç. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) ve 𝜑 ∈ 𝐾 olsun. Bu durumda 𝑓 ∗̌ 𝜑 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿). 

 

3.2.16. Teorem. 𝔠 pozitif reel sayı, 𝔞𝔟 > 0 için 𝔞, 𝔟 ∈ (−1, ∞) veya 𝔟 = 𝔞 için                       

𝔞, 𝔟 ∈ ℂ\{0} olmak üzere 𝑡1(z) = 𝑧 + 𝑧2𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧),  𝑡2(z) = 𝑧 + 𝑧(𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) − 1) ve 

𝑡3(z) = 𝑧 + ∫ 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 휁)𝑑휁
𝑧

0
 olsun. Bu durumda 

 

i. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[2(1 + 𝜆) +
(1 + 4𝜆 + 6𝛿)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

(𝜆 + 6𝛿)(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
+

𝛿(𝔞)3(𝔟)3

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 3)3
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 1 

 

ise 𝑡1 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfına aittir. 
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ii. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[1 +
(1 + 2𝜆)𝑎𝑏

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

(𝜆 + 3𝛿)(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
+

𝛿(𝔞)3(𝔟)3

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 3)3
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 2 

 

ise 𝑡2 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfına aittir. 

 

iii. 𝔞, 𝔟, 𝔠 ≠ 1, 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 2 ve  

 

[
𝔠 − 𝔞 − 𝔟

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
+ 1 + 2𝜆 +

(𝜆 + 3𝛿)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

𝛿(𝑎)2(𝑏)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]   𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 1 +

𝔠 − 1

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
 

 

ise 𝑡3 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfına aittir. 

 

3.2.17.  Sonuç. 𝑚 ∈ ℕ, 𝔠 pozitif reel sayı ve 

 

𝑇1(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2, 

 

𝑇2(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=1

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+1, 

 

𝑇3(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝑘 + 1)(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2 

 

olsun. Bu durumda  

 

𝐢. [2(1 + 𝜆) +
(1 + 4𝜆 + 6𝛿)𝑚2

𝔠 + 2𝑚 − 1
+

(𝜆 + 6𝛿)𝑚2(𝑚 − 1)2

(𝔠 + 2𝑚 − 1)(𝔠 + 2𝑚 − 2)

+
𝛿𝑚2(𝑚 − 1)2(𝑚 − 2)2

(𝔠 + 2𝑚 − 1)(𝔠 + 2𝑚 − 2)(𝔠 + 2𝑚 − 3)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 1 
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eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇1 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿), 

 

𝐢𝐢. [1 +
(1 + 2𝜆)𝑚2

𝔠 + 2𝑚 − 1
+

(𝜆 + 3𝛿)𝑚2(𝑚 − 1)2

(𝔠 + 2𝑚 − 1)(𝔠 + 2𝑚 − 2)

+
𝛿𝑚2(𝑚 − 1)2(𝑚 − 2)2

(𝔠 + 2𝑚 − 1)(𝔠 + 2𝑚 − 2)(𝔠 + 2𝑚 − 3)
]  𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 2 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇2 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿), 

 

𝐢𝐢𝐢. [
𝔠 + 2𝑚

(𝑚 + 1)2
+ 1 + 2𝜆 +

(𝜆 + 3𝛿)𝑚2

𝔠 + 2𝑚 − 1
+

𝛿𝑚2(𝑚 − 1)2

(𝔠 + 2𝑚 − 1)(𝔠 + 2𝑚 − 2)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 1 +

𝔠 − 1

(𝑚 + 1)2
 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇3 ∈ 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) dır. 
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA  

 

Bu bölümde, harmonik fonksiyonların yeni iki alt sınıfı tanımlanacak ve bu sınıflara ait 

fonksiyonların katsayı sınırları, büyüme tahmini, konveks birleşim ve konvolüsyon gibi 

bazı özellikleri incelenecektir. Ayrıca bu sınıflar ile Ghosh ve Vasudevarao (2019), 

Rajbala ve Prajapat (2021), Li ve Ponnusamy (2013a), Li ve Ponnusamy (2013b), Nagpal 

ve Ravichandran (2014) tarafından tanımlanan sınıflar arasındaki ilişki verilecektir.  

 

4.1. 𝑨𝑯𝟎(𝜶, 𝜷, 𝝀) Sınıfı 

 

Owa ve ark. (2007), 𝑗 = 0,1,2, … 𝑝 − 1 olmak üzere 𝛼 (𝛼 > 0), 𝛽 (𝛽 > 0) ve 

𝜆 (0 ≤ 𝜆 < 𝑝! {𝛼 + (𝑝 − 𝑗)𝛽}/(𝑝 − 𝑗)!) için 

 

 𝑅𝑒 {𝛼
𝑓(𝑗)(𝑧)

𝑧𝑝−𝑗
+ 𝛽

𝑓(𝑗+1)(𝑧)

𝑧𝑝−𝑗−1
} > 𝜆   (𝑧 ∈ 𝑈) (4.1) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 analitik fonksiyonlarının sınıfını 𝐴𝑝(𝛼, 𝛽, 𝜆; 𝑗) ile gösterdi. Bu 

sınıfa ait parametrelerin özel seçilmesiyle elde edilen 𝐴1(1, 𝛽, 𝜆; 1) sınıfı Gao ve Zhou 

(2007) tarafından, 𝐴1(1,1, 𝜆; 1) sınıfı Silverman (1994) tarafından çalışılmıştır. Wang ve 

ark. (2006), 𝐴0(𝛼, 𝛽, 𝜆; 1) sınıfının yalınkatlık yarıçapını elde etmiştir. Ayrıca, (4.1) 

eşitsizliğinde 𝑝 = 1 ve 𝑗 = 1 seçilerek  

 

 𝑅𝑒{𝛼𝑓′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑓′′(𝑧)} > 𝜆   (𝛼 > 𝜆 ≥ 0 ve 𝛽 ≥ 0) (4.2) 

 

elde edilir. Bu eşitsizliği sağlayan fonksiyonların sınıfı 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) ile gösterilir.  

 

4.1.1. Tanım. 𝛼 > 𝜆 ≥ 0 𝑣𝑒 𝛽 ≥ 0 için 

 

 𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝜆} > |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)| (4.3) 

 

şartını sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ile gösterilir. 
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𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆)  sınıfında parametrelerin özel seçilmesiyle elde edilen ve daha önce 

çalışılmış olan harmonik fonksiyon sınıfları aşağıda verilmiştir. 

 

i. 𝐴𝐻0(1, 𝛼, 0) = 𝑊𝐻0(𝛼)  (Ghosh ve Vasudevarao 2019) 

ii. 𝐴𝐻0(1, 𝛼, 𝛽) = 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽)      (Rajbala ve Prajapat 2021)  

iii. 𝐴𝐻0(1,0,0) = 𝑃𝐻   (Li ve Ponnusamy 2013a) 

iv. 𝐴𝐻0(1,0, 𝛼) = 𝑃𝐻0(𝛼)   (Li ve Ponnusamy 2013b) 

v. 𝐴𝐻0(1,1,0) = 𝑊𝐻0   (Nagpal ve Ravichandran 2014). 

 

İlk olarak, 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) fonksiyonunun konvekse yakın olduğu 

gösterilecek.  

 

4.1.2. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olması için gerek ve yeter şart her 

𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) olmasıdır. 

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda her 𝜖 (|𝜖| = 1) ve 𝑧 ∈ 𝑈 için 

𝑅𝑒{𝛼𝐹𝜖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧)} = 𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + 𝜖 (𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧))} 

 > 𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧)} − |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)| > 𝜆 

bulunur. Böylece, her 𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆). Tersine,                                   

𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise 𝑧 ∈ 𝑈 için 

 

𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧)} > 𝑅𝑒{−𝜖 (𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧))} + 𝜆 

 

elde edilir. Buradan 𝜖 (|𝜖| = 1) parametresinin uygun bir seçimiyle  

 

𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝜆} > |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)| 

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dir. 
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4.1.3. Lemma. 𝐹 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise 𝑅𝑒{𝐹′(𝑧)} > 0 ve böylece 𝐹, 𝑈 açık birim diskinde 

konvekse yakındır. 

 

İspat. 𝐹 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve Ψ(𝑧) =
𝛼𝐹′(𝑧)+𝛽𝑧𝐹′′(𝑧)−𝜆

𝛼−𝜆
 olsun. Bu durumda, 𝑧 ∈ 𝑈 için            

𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} > 0 dır. Bu durumda  

 

𝐹′(𝑧) =
1 + 𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
   (𝜔(𝑧) ≠ 1) 

 

olacak şekilde 𝜔(0) = 0 özelliğinde ve 𝑈 açık birim diskinde analitik bir 𝜔 fonksiyonu 

vardır. O halde, her 𝑧 ∈ 𝑈 için |𝜔(𝑧)| < 1 olduğu gösterilmelidir. Bu durumda 

 

Ψ(𝑧) =
𝛼𝐹′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹′′(𝑧) − 𝜆

𝛼 − 𝜆
=

𝛼

𝛼 − 𝜆

1 + 𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
+

2𝛽

𝛼 − 𝜆

𝑧𝜔′(𝑧)

(1 − 𝜔(𝑧))
2 −

𝜆

𝛼 − 𝜆
 

 

bulunur. 𝜔, 𝜔(0) = 0 özelliğinde ve 𝑈 açık birim diskinde analitik olduğundan  

 

max
|𝑧|≤|𝑧0|

|𝜔(𝑧)| = |𝜔(𝑧0)| = 1 

 

olacak şekilde bir 𝑧0 ∈ 𝑈 vardır. Böylece Lemma 2.1.16 dan   

 

𝜔(𝑧0) = 𝑒𝑖𝜃,   𝑧0𝜔′(𝑧0) = 𝑚𝜔(𝑧0) = 𝑚𝑒𝑖𝜃   (𝑚 ≥ 1, 0 <  𝜃 < 2𝜋) 

 

yazılabilir. O halde 𝑧0 ∈ 𝑈 için 

 

𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} = 𝑅𝑒 {
𝛼

𝛼 − 𝜆

1 + 𝜔(𝑧0)

1 − 𝜔(𝑧0)
+

2𝛽

𝛼 − 𝜆

𝑧0𝜔′(𝑧0)

(1 − 𝜔(𝑧0))
2 −

𝜆

𝛼 − 𝜆
} 

 =
1

𝛼 − 𝜆
𝑅𝑒 {

2𝛽𝑚𝜔(𝑧0)

(1 − 𝜔(𝑧0))
2 − 𝜆} 
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 = −
1

𝛼 − 𝜆
𝑅𝑒 {

𝛽𝑚

1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃
+ 𝜆} ≤ 0 

 

bulunur. Bu ise 𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} > 0 olması ile çelişir. Böylece, her 𝑧 ∈ 𝑈 için |𝜔(𝑧)| < 1 ve 

dolayısıyla 𝑅𝑒{𝐹′(𝑧)} > 0 dır.  

 

4.1.4. Teorem. 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait fonksiyonlar 𝑈 açık birim diskinde konvekse 

yakındır. 

 

İspat. Lemma 4.1.3 gereği her 𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) fonksiyonu 𝑈 

açık birim diskinde konvekse yakındır. O halde, Teorem 2.2.13 ve Teorem 4.1.2 

kullanılarak 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait fonksiyonlar 𝑈 açık birim diskinde konvekse yakın 

olduğu elde edilir. 

 

4.1.5. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝑏𝑘| ≤
𝛼 − 𝜆

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu sonuç kesin olup eşitlik 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
𝛼−𝜆

𝑘[𝛼+𝛽(𝑘−1)]
𝑧

𝑘
 için sağlanır. 

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. 𝑔(𝑧) fonksiyonunun seri açılımı kullanılarak 

𝑟𝑘−1𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑏𝑘| 

 

≤
1

2𝜋
∫ |𝛼𝑔′(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝛽𝑟𝑒𝑖𝜃𝑔′′(𝑟𝑒𝑖𝜃)|𝑑𝜃

2𝜋

0

 

<
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝛽𝑟𝑒𝑖𝜃ℎ′′(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝜆}𝑑𝜃

2𝜋

0
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 =
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 {𝛼 − 𝜆 + ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]𝑎𝑘𝑟𝑘−1𝑒𝑖(𝑘−1) 𝜃

∞

𝑘=2

} 𝑑𝜃        

2𝜋

0

 

 = 𝛼 − 𝜆 

bulunur. Buradan 𝑟 → 1− için verilen katsayı sınırı elde edilir. 

 

4.1.6. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

i. |𝑎𝑘| + |𝑏𝑘| ≤
2(𝛼 − 𝜆)

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
 

ii. |𝑎𝑘| ≤
2(𝛼 − 𝜆)

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
 

iii. ||𝑎𝑘| − |𝑏𝑘|| ≤
2(𝛼 − 𝜆)

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu sonuçlar 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
2(𝛼−𝜆)

𝑘[𝛼+𝛽(𝑘−1)]
𝑧

𝑘
 için kesindir. 

 

İspat i. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. O halde Teorem 4.1.2 gereği her 𝜖 (|𝜖| = 1) 

için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) elde edilir. Böylece, her |𝜖| = 1 için  

 

𝑅𝑒{𝛼(ℎ + 𝜖𝑔)′ + 𝛽𝑧(ℎ + 𝜖𝑔)′′} > 𝜆   (𝑧 ∈ 𝑈) 

 

yazılabilir. Dolayısıyla, 

 

 𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + 𝜖 (𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)) = 𝜆 + (𝛼 − 𝜆)𝑃(𝑧) (4.4) 

 

olacak şekilde 𝑈 açık birim diskinde 𝑅𝑒{𝑃(𝑧)} > 0 özelliğinde ve                                            

𝑃(𝑧) = 1 + ∑ 𝑃𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=1  seri açılımına sahip bir 𝑃 analitik fonksiyonu vardır. 
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(4.4) ile verilen eşitlikteki fonksiyonların seri açılımları kullanılarak 𝑘 ≥ 2 için 

 

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)](𝑎𝑘 + 𝜖𝑏𝑘) = (𝛼 − 𝜆)𝑃𝑘−1 

 

bulunur. Böylece, 𝑘 ≥ 1 için |𝑃𝑘| ≤ 2 olduğundan ve 𝜖 (|𝜖| = 1) uygun seçilmesiyle 

ispat tamamlanır.  

 

ii ve iii nin ispatı, ispat i de kullanılan adımlar takip edilerek benzer biçimde yapılır.  

 

Aşağıdaki teorem, bir fonksiyonun 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait olması için yeter şartı 

vermektedir.  

 

4.1.7. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 ve  

 

 ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)](|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|) ≤ 𝛼 − 𝜆

∞

𝑘=2

 (4.5) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 olsun. (4.5) ile verilen eşitsizlik kullanılarak, 

 

𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝜆} = 𝑅𝑒 {𝛼 − 𝜆 + ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]𝑎𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

} 

 > 𝛼 − 𝜆 − ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑎𝑘|

∞

𝑘=2

 

 ≥ ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑏𝑘|

∞

𝑘=2

 

 > |∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]𝑏𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

| 
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 = |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)| 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır.  

 

4.1.8. Örnek. 𝑧 ∈ 𝑈,  𝛼 > 𝜆 ≥ 0 ve 𝛽 ≥ 0 olmak üzere 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
𝛼−𝜆

2(𝛼+𝛽)
𝑧

2
 

fonksiyonu (4.5) ile verilen eşitsizliği sağladığından 𝑓 fonksiyonu 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına 

aittir. Böylece, Teorem 4.1.4 gereği 𝑓 konvekse yakın fonksiyondur. Diğer yandan,              

𝛼 = 3, 𝛽 = 1 ve 𝜆 = 0.1 seçilerek elde edilen 𝑓1(𝑧) = 𝑧 + 0.3625𝑧
2
 fonksiyonu 

𝐴𝐻0(3,1,0.1) sınıfına aittir. 𝑈 açık birim diski içindeki eş merkezli çemberlerin 𝑓1 

fonksiyonu altındaki görüntüsü Şekil 4.1 ile gösterilmiştir. 

 

 

Şekil 4.1. 𝑓1(𝑈) görüntü bölgesi 

 

4.1.9. Teorem. 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda 𝛼 > 𝜆 ≥ 0 ve 𝛽 > 0 için, 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝛽𝑘2 + (𝛼 − 𝛽)𝑘

∞

𝑘=2

 

|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝛽𝑘2 + (𝛼 − 𝛽)𝑘

∞

𝑘=2
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eşitsizlikleri sağlanır. Bu eşitsizlikler 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑
2(𝛼−𝜆)

𝛽𝑘2+(𝛼−𝛽)𝑘
𝑧

𝑘∞
𝑘=2  fonksiyonu için 

kesindir.  

 

İspat. 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun.  Teorem 4.1.2 gereği her |𝜖| = 1 için  𝐹𝜖 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) dir. 

Böylece, 

 

 𝛼𝐹𝜖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧) =
𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
 (4.6) 

 

olacak şekilde 𝜔(0) = 0 ve |𝜔(𝑧)| < 1 özelliğinde 𝑈 açık birim diskinde analitik bir 𝜔 

fonksiyonu vardır. O halde (4.6) ile verilen eşitlik kullanılarak 

 

𝑧
𝛼
𝛽𝐹𝜖

′(𝑧) =
1

𝛽
∫ 휁

𝛼
𝛽

−1

𝑧

0

𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝜔(휁)

1 − 𝜔(휁)
𝑑휁 

                                      =
1

𝛽
∫ (𝑡𝑒𝑖𝜃)

𝛼
𝛽

−1

|𝑧|

0

𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)
𝑒𝑖𝜃𝑑𝑡 

 

bulunur ve buradan Schwarz Lemma kullanılarak  

 

|𝑧
𝛼
𝛽𝐹𝜖

′(𝑧)| = |
1

𝛽
∫ (𝑡𝑒𝑖𝜃)

𝛼
𝛽

−1

|𝑧|

0

𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)
𝑒𝑖𝜃𝑑𝑡| 

                                               ≤
1

𝛽
∫ 𝑡

𝛼
𝛽

−1

|𝑧|

0

𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝑡

1 − 𝑡
𝑑𝑡 

 

ve  

 

|𝑧
𝛼
𝛽𝐹𝜖

′(𝑧)| = |
1

𝛽
∫ (𝑡𝑒𝑖𝜃)

𝛼
𝛽

−1

|𝑧|

0

𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)
𝑒𝑖𝜃𝑑𝑡| 
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                                               ≥
1

𝛽
∫ 𝑡

𝛼
𝛽

−1

|𝑧|

0

𝑅𝑒 {
𝛼 + (𝛼 − 2𝛽)𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝑡𝑒𝑖𝜃)
} 𝑑𝑡 

 

                                               ≥
1

𝛽
∫ 𝑡

𝛼
𝛽

−1

|𝑧|

0

𝛼 − (𝛼 − 2𝛽)𝑡

1 + 𝑡
𝑑𝑡 

 

elde edilir. Böylece, 

 

 |𝐹𝜖
′(𝑧)| = |ℎ′(𝑧) + 𝜖𝑔′(𝑧)| ≤ 1 + 2(𝛼 − 𝜆) ∑

|𝑧|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

  

 

ve  

 

 |𝐹𝜖
′(𝑧)| = |ℎ′(𝑧) + 𝜖𝑔′(𝑧)| ≥ 1 + 2(𝛼 − 𝜆) ∑

(−1)𝑘|𝑧|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

  

   

bulunur. Ayrıca,  𝜖 (|𝜖| = 1) keyfi olduğundan 

 

 |ℎ′(𝑧)| + |𝑔′(𝑧)| ≤ 1 + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

  

 

ve  

 

 |ℎ′(𝑧)| − |𝑔′(𝑧)| ≥ 1 + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘|𝑧|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

  

 

eşitsizlikleri sağlanır. Böylece, Γ, 0 dan 𝑧 ye eğri parçası olmak üzere  
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|𝑓(𝑧)| = |∫
𝜕𝑓

𝜕휁
𝑑휁 +

𝜕𝑓

𝜕휁
𝑑휁

Γ

| 

 ≤ ∫ (|ℎ′(𝑧)| + |𝑔′(𝑧)|)|𝑑휁|
Γ

 

 ≤ ∫ (1 + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑡|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

) 𝑑𝑡
|𝑧|

0

 

 = |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘+1

(𝑘 + 1)(𝛼 + 𝛽𝑘)

∞

𝑘=1

 

 = |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝛽𝑘2 + (𝛼 − 𝛽)𝑘

∞

𝑘=2

 

 

ve 

|𝑓(𝑧)| ≥ ∫ (|ℎ′(𝑧)| − |𝑔′(𝑧)|)|𝑑휁|
Γ

 

 ≥ ∫ (1 + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘|𝑡|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

) 𝑑𝑡
|𝑧|

0

 

 = |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝛽𝑘2 + (𝛼 − 𝛽)𝑘

∞

𝑘=2

 

elde edilir. 

 

4.1.10.  Örnek. Örnek 4.1.8 de,  𝛼 = 1, 𝛽 = 1 ve 0 ≤ 𝜆 < 1 seçilirse 

 

𝑓2(𝑧) = (2𝜆 − 1)𝑧 − 2(1 − 𝜆) ∫
log(1 − 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉 = 𝑧 + 2(1 − 𝜆) ∑

𝑧𝑘

𝑘2

∞

𝑘=2

𝑧

0
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fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon 𝐴𝐻0(1,1, 𝜆) sınıfı için Teorem 4.1.9 daki 

eşitsizliklerin kesin olduğunu gösterir.  

 

4.1.11.  Örnek. Örnek 4.1.8 de,  𝛼 = 2, 𝛽 = 1 ve 𝜆 = 0 seçilirse 

 

𝑓3(𝑧) = ∫ [−1 −
4

𝜉
−

4

𝜉2
log(1 − 𝜉)] 𝑑𝜉 = 𝑧 + 4 ∑

𝑧𝑘

𝑘(𝑘 + 1)

∞

𝑘=2

𝑧

0

 

 

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon 𝐴𝐻0(2,1, 𝜆) sınıfı için Teorem 4.1.9 un sonuçlarının 

kesin olduğunu gösterir. 

 

Şimdi, 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfının konveks birleşim ve konvolüsyon altında kapalı olduğu 

gösterilecek. 

 

4.1.12. Teorem. 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfı konveks birleşim altında kapalıdır.  

 

İspat. 𝑖 = 1,2, … için  𝑓𝑖 = ℎ𝑖 + 𝑔𝑖 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve ∑ 𝑐𝑖
∞
𝑖=1 = 1  (0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 1) olsun. 

𝑖 = 1,2, … için 𝑓𝑖 fonksiyonlarının konveks birleşimleri,  

 

ℎ(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑐𝑖ℎ𝑖(𝑧)

∞

𝑖=1

   𝑣𝑒   𝑔(𝑧) = ∑ 𝑐𝑖𝑔𝑖(𝑧)

∞

𝑖=1

 

 

olmak üzere 

 

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑧)

∞

𝑖=1

= ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅   

 

şeklindedir. ℎ ve 𝑔 fonksiyonları 𝑈 açık birim diskinde analitik ve                                               

ℎ(0) = 𝑔(0) = ℎ′(0) − 1 = 𝑔′(0) = 0 dır. Ayrıca 
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𝑅𝑒{𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) − 𝜆} = 𝑅𝑒 {∑ 𝑐𝑖(𝛼ℎ𝑖
′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ𝑖

′′(𝑧) − 𝜆)

∞

𝑖=1

} 

 > ∑ 𝑐𝑖|𝛼𝑔𝑖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔𝑖

′′(𝑧)|

∞

𝑖=1

 

 ≥ |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)| 

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 

 

4.1.13.  Lemma. 𝐹 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise 𝑅𝑒 {
𝐹(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat. 𝐹(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olmak üzere 𝐹 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda 

 

𝑅𝑒 {𝛼 + ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]𝐴𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

} > 𝜆   (𝑧 ∈ 𝑈) 

 

ya da denk olarak  

𝑃(𝑧) = 1 +
1

2(𝛼 − 𝜆)
∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]𝐴𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

 

 

olmak üzere 𝑈 açık birim diskinde 𝑅𝑒{𝑃(𝑧)} >
1

2
 dir. Diğer yandan, 𝑘 ≥ 2 için  

 

𝑢0 = 1 𝑣𝑒 𝑢𝑘−1 =
2(𝛼 − 𝜆)

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
 

 

olarak tanımlı {𝑢𝑘}𝑘=0
∞  dizisi konveks sıfır dizisidir. O halde, Lemma 2.1.12. gereği 

 

𝑄(𝑧) =
1

2
+ ∑

2(𝛼 − 𝜆)

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2
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fonksiyonu 𝑈’ da analitik ve 𝑅𝑒{𝑄(𝑧)} > 0 dır. Bu durumda, 

 

𝐹(𝑧)

𝑧
= 𝑃(𝑧) ∗ (1 + ∑

2(𝛼 − 𝜆)

𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

) 

 

olduğundan, Lemma 2.1.13 kullanılarak 𝑅𝑒 {
𝐹(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 elde edilir.  

 

4.1.14.  Lemma.  𝑖 = 1,2 için 𝐹𝑖 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu taktirde 𝐹1 ∗ 𝐹2 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 

 

İspat. 𝐹1(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  ve 𝐹2(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐵𝑘𝑧𝑘∞

𝑘=2  olsun. Bu durumda 𝐹1 ve 𝐹2 

fonksiyonlarının konvolüsyonu 

 

𝐹(𝑧) = (𝐹1 ∗ 𝐹2)(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑘𝐵𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=2

 

 

olarak tanımlanır. Ayrıca, 𝐹′(𝑧) = 𝐹1
′(𝑧) ∗

𝐹2(𝑧)

𝑧
 ve 𝑧𝐹′′(𝑧) = 𝑧𝐹1

′′(𝑧) ∗
𝐹2(𝑧)

𝑧
 olduğundan 

 

𝛼𝐹′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹′′(𝑧) − 𝜆

𝛼 − 𝜆
= (

𝛼𝐹1
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹1

′′(𝑧) − 𝜆

𝛼 − 𝜆
) ∗

𝐹2(𝑧)

𝑧
 

 

yazılabilir. Böylece,  𝐹1 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğundan  

 

𝑅𝑒 {
𝛼𝐹1

′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹1
′′(𝑧) − 𝜆

𝛼 − 𝜆
} > 0   (𝑧 ∈ 𝑈) 

 

ve Lemma 4.1.13 gereği 𝑈’ da 𝑅𝑒 {
𝐹2(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 elde edilir. Bu taktirde Lemma 2.1.13 ün 

kullanılmasıyla 𝑈’ da 𝑅𝑒{𝛼𝐹′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹′′(𝑧) − 𝜆} > 0 bulunur. Dolayısıyla 𝐹 = 𝐹1 ∗ 𝐹2 

fonksiyonu 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

4.1.15.  Teorem. 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu taktirde 𝑓1 ∗ 𝑓2, 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) 

sınıfına aittir. 
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İspat. 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖 = ℎ𝑖 + 𝑔𝑖 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. 𝑓1 ve 𝑓2 fonksiyonlarının 

konvolüsyonu 𝑓1 ∗ 𝑓2 = ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝑔1 ∗ 𝑔2 olarak tanımlıdır. 𝑓1 ∗ 𝑓2 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) 

olduğunu göstermek için her 𝜖 (|𝜖| = 1) için  𝐹𝜖 = ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝜖(𝑔1 ∗ 𝑔2) ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) 

olduğunu göstermek gerekir. Lemma 4.1.14 gereği 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfı konvolüsyon altında 

kapalı olduğundan 

 

𝐹1 = (ℎ1 − 𝑔1) ∗ (ℎ2 − 𝜖𝑔2)   ve   𝐹2 = (ℎ1 + 𝑔1) ∗ (ℎ2 + 𝜖𝑔2)  

 

olmak üzere 𝐹1 ve 𝐹2 fonksiyonları 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfı konveks 

birleşim altında kapalı olduğundan  

 

𝐹𝜖 =
1

2
(𝐹1 + 𝐹2) = ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝜖(𝑔1 ∗ 𝑔2) 

 

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. Böylece, 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) konvolüsyon altında kapalıdır.  

 

4.1.16. Teorem. 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆), 𝜑 ∈ 𝐴 ve 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ise                         

𝑓 ∗̌ 𝜑 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 

 

İspat. 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise her 𝜖 (|𝜖| = 1) için  𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 𝑓 ∗̌ 𝜑 ∈

𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek için her 𝜖 (|𝜖| = 1) için   𝐺 = ℎ ∗ 𝜑 + 𝜖(𝑔 ∗ 𝜑) ∈

𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek gerekir. 𝐺 =  𝐹𝜖 ∗ 𝜑 olduğundan 

 

𝛼𝐺′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐺′′(𝑧) − 𝜆

𝛼 − 𝜆
= (

𝛼𝐹𝜖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧) − 𝜆

𝛼 − 𝜆
) ∗

𝜑(𝑧)

𝑧
 

 

yazılabilir. 𝑈 açık birim diskinde 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ve 𝑅𝑒{𝛼(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧) − 𝜆} > 0 

olduğundan Lemma 2.1.13 gereği 𝐺 ∈ 𝐴(𝛼, 𝛽, 𝜆) elde edilir.  

 

4.1.17. Sonuç. 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝜑 ∈ 𝐾 ve 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 olsun. Bu durumda 𝑓 ∗̌ 𝜑 fonksiyonu 

𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 
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Son olarak, eş analitik kısmı Gauss hipergeometrik fonksiyonu içeren harmonik 

fonksiyonun 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait olması için yeter şart verilecektir. 

 

4.1.18. Teorem. 𝔠 pozitif reel sayı, 𝔞𝔟 > 0 için 𝔞, 𝔟 ∈ (−1, ∞) veya 𝔟 = 𝔞 için                         

𝔞, 𝔟 ∈ ℂ\{0} olmak üzere 𝑡1(𝑧) = 𝑧 + 𝑧2𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧),  𝑡2(𝑧) = 𝑧 + 𝑧(𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) − 1) ve 

𝑡3(𝑧) = 𝑧 + ∫ 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 휁)𝑑휁
𝑧

0
 olsun. Bu durumda 

 

i. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[2(𝛼 + 𝛽) +
(𝛼 + 4𝛽)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

𝛽(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 𝛼 − 𝜆 

 

ise 𝑡1 fonksiyonu 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

ii. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[𝛼 +
(𝛼 + 2𝛽)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

𝛽(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 2𝛼 − 𝜆 

 

ise 𝑡2 fonksiyonu 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

iii. 𝔞, 𝔟, 𝔠 ≠ 1, 𝑐 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 2 ve  

 

[
𝛼(𝔠 − 𝔞 − 𝔟)

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
+ 𝛼 + 2𝛽 +

𝔞𝔟𝛽

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 𝛼 − 𝜆 +

𝛼(𝔠 − 1)

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
 

ise 𝑡3 fonksiyonu 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

İspat.  

(i) 𝑘 ≥ 2 için 𝑆1,𝑘 =
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘−2)!
 olmak üzere 𝑡1(𝑧) = 𝑧 + 𝑧2𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧)                                                      

= 𝑧 + ∑ 𝑆1,𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olsun. 𝑡1 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek için Teorem 4.1.7 

gereği  
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∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑆1,𝑘| ≤ 𝛼 − 𝜆

∞

𝑘=2

 

 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss 

formülü kullanılarak 

 

∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑆1,𝑘|

∞

𝑘=2

 = ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘 − 2)!

∞

𝑘=2

 

 = ∑(𝑘 + 2)[𝛼 + 𝛽(𝑘 + 1)]
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 = 𝛼 ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

+ (𝛼 + 𝛽) ∑(𝑘 + 1)
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 +𝛽 ∑(𝑘 + 1)2
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 

= 𝛼𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

+(𝛼 + 𝛽) [
𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+ 1] 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

 +𝛽 [
(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
+

3𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+ 1] 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

 

elde edilir.  

 

(ii) 𝑘 ≥ 2 için 𝑆2,𝑘 =
(𝔞)𝑘−1(𝔟)𝑘−1

(𝔠)𝑘−1(𝑘−1)!
 olmak üzere 𝑡2(𝑧) = 𝑧 + 𝑧(𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) − 1)                                    

= 𝑧 + ∑ 𝑆2,𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olsun. 𝑡2 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek için Teorem 4.1.17 

gereği  

 

∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑆2,𝑘| ≤ 𝛼 − 𝜆

∞

𝑘=2
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eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss 

formülü kullanılarak 

 

∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑆2,𝑘|

∞

𝑘=2

 

 
= ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]

(𝔞)𝑘−1(𝔟)𝑘−1

(𝔠)𝑘−1(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=2

 

 

 
= ∑(𝑘 + 2)[𝛼 + 𝛽(𝑘 + 1)]

(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 

 

 
= 𝛼 ∑

(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

+ (𝛼 + 2𝛽) ∑
(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1𝑘!

∞

𝑘=0

 

 

 
   +𝛽 ∑

(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=0

 

 

 

= 𝛼𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) − 𝛼 

 

   +(𝛼 + 2𝛽)
𝔞𝔟

𝔠
𝐹(𝔞 + 1, 𝔟 + 1, 𝔠 + 1; 1) 

 

    +𝛽
(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠)2
𝐹(𝔞 + 2, 𝔟 + 2, 𝔠 + 2; 1) 

 

bulunur. 

 

(iii) 𝑘 ≥ 2 için 𝑆3,𝑘 =
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘−1)!
 olmak üzere 𝑡3(𝑧) = 𝑧 + ∫ 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 휁)𝑑휁

𝑧

0
                                       

= 𝑧 + ∑ 𝑆3,𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olsun. Bu durumda, ispat (ii)deki adımlar kullanılarak 
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∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]|𝑆2,𝑘|

∞

𝑘=2

 = ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)]
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=2

 

 = ∑(𝑘 + 2)[𝛼 + 𝛽(𝑘 + 1)]
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 

 = 𝛼 ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

+ (𝛼 + 2𝛽) ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 +𝛽 ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=0

 

 =
𝛼(𝔠 − 1)

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
[𝐹(𝔞 − 1, 𝔟 − 1, 𝔠 − 1; 1) − 1] 

 +(𝛼 + 2𝛽)𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) +
𝛽𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

 

elde edilir.  

 

4.1.19. Sonuç. 𝑚 ∈ ℕ, 𝔠 pozitif reel sayı ve 

 

𝑇1(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2, 

 

𝑇2(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=1

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+1, 

 

𝑇3(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝑘 + 1)(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2 

 

olsun. Bu durumda  
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(i) [2(𝛼 + 𝛽) +
(𝛼+4𝛽)𝑚2

𝔠+2𝑚−1
+

𝛽𝑚2(𝑚−1)2

(𝔠+2𝑚−1)(𝔠+2𝑚−2)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 𝛼 − 𝜆  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇1 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆), 

  

(ii) [𝛼 +
(𝛼+2𝛽)𝑚2

𝔠+2𝑚−1
+

𝛽𝑚2(𝑚−1)2

(𝔠+2𝑚−1)(𝔠+2𝑚−2)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 2𝛼 − 𝜆  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇2 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆), 

 

(iii) [
𝛼(𝔠+2𝑚)

(𝑚+1)2 + (𝛼 + 2𝛽) +
𝛽𝑚2

𝔠+2𝑚−1
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 𝛼 − 𝜆 +

𝛼(𝔠−1)

(𝑚+1)2  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇3 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır.  

 

Şimdi, yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı verilecektir. 

 

4.1.20. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda  

 

𝑟∗ = inf
𝑘≥2

(
1

2(𝛼 − 𝜆)
{𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)})

1
𝑘−1

 

 

olmak üzere |𝑧| < 𝑟∗ için 𝑓 fonksiyonu yıldızıl fonksiyondur.  

 

İspat. 𝑓 fonksiyonunun, 𝑈𝑟∗ diskinde yıldızıl olması için gerek ve yeter şart 𝑧 ∈  𝑈𝑟∗  için 

 

 ∑ 𝑘(|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|)|𝑧|𝑘−1

∞

𝑘=2

≤ 1 (4.7) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Ayrıca Teorem 4.1.6 gereği, (4.7) ile verilen şartın 

sağlanması için  

 

|𝑧|𝑘−1 ≤
𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)

2(𝛼 − 𝜆)
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ya da  

 

|𝑧| ≤ (
1

2(𝛼 − 𝜆)
{𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)})

1
𝑘−1

   (𝑘 = 2, 3, … ) 

 

eşitsizliğinin sağlanması gerekir. Böylece 

 

𝑟∗ = inf
𝑘≥2

(
1

2(𝛼 − 𝜆)
{𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)})

1
𝑘−1

 

 

için 𝑓, 𝑈𝑟∗ diskinde yıldızıl fonksiyondur.  

 

Teorem 4.1.20 nin ispatında kullanılan yöntemler kullanılarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

4.1.21. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda  

 

𝑟𝑐 = inf
𝑘≥2

(
1

2(𝛼 − 𝜆)
{

𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)

𝑘
})

1
𝑘−1

 

 

olmak üzere |𝑧| < 𝑟𝑐 için 𝑓 fonksiyonu konveks fonksiyondur.  

 

4.2. 𝑹𝑯𝟎(𝜶, 𝜷, 𝝀) Sınıfı 

 

Bu bölümde, üçüncü mertebeden diferensiyel eşitsizlik kullanılarak tanımlanan ve 

harmonik fonksiyonların alt sınıfı olan yeni bir sınıf tanıtılacak ve bu sınıfa ait 

fonksiyonların konvekse yakın oldukları gösterilecektir. Ayrıca, tanımlanan sınıfın 

katsayı sınırları, büyüme teoremi, konveks birleşim ve konvolüsyon altında kapalılık gibi 

temel özellikleri incelenecektir.  
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4.2.1. Tanım. 𝑧 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝜆 < 𝛼 ≤ 𝛽 için 

 

 
𝑅𝑒 {𝛼𝑓′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑓′′(𝑧) + (

𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑓′′′(𝑧) − 𝜆} > 0  

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 ∈ 𝐴 fonksiyonlarının sınıfı 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) ile gösterilir. Bu sınıf Al-

Refai (2019) tarafından çalışılan sınıfın özel halidir.  

 

Rosihan ve ark. (2011, 2018), 𝑅(1, 𝛽, 𝜆) sınıfının yıldızıllık ve konvekslik özelliklerini 

çalıştı.  

 

4.2.2.  Tanım. 𝑧 ∈ 𝑈 ve 0 ≤ 𝜆 < 𝛼 ≤ 𝛽 için 

 

 

𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧) − 𝜆}

> |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)| 

(4.8) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 = ℎ + 𝑔  ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonlarının sınıfı 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ile 

gösterilir. (Çakmak ve ark., 2021) 

 

Parametrelerin özel seçilmesiyle 𝑊𝐻0 ≡ 𝑊𝐻0(1) ≡ 𝑅𝐻0(1,1,0), 𝑊𝐻0(1, 𝜆) ≡

𝑅𝐻0(1,1, 𝜆) ve 𝑅𝐻0 (𝛽,
𝛽−1

2
) ≡ 𝑅𝐻0(1, 𝛽, 0) elde edilir.  

 

4.2.3.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olması için gerek ve yeter şart her 

𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) olmasıdır. 

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda her 𝜖 (|𝜖| = 1) ve 𝑧 ∈ 𝑈 için 

 

𝑅𝑒 {𝛼𝐹𝜖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝐹𝜖

′′′(𝑧)} 
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 = 𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧)} 

    +𝜖 (𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)) 

 > 𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧)} 

    − |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)| > 𝜆 

 

bulunur. Böylece, her 𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. Tersine,                          

𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise 𝑧 ∈ 𝑈 için 

 

𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧)}

> 𝑅𝑒 {−𝜖(𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧)) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)} + 𝜆 

 

elde edilir. Buradan 𝜖 (|𝜖| = 1) parametresinin uygun bir seçimiyle  

 

𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧) − 𝜆}

> |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)| 

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece 𝑓 = ℎ + 𝑔 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

4.2.4.  Lemma. 𝐹 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise 𝑅𝑒{𝐹′(𝑧)} > 0 ve böylece 𝐹, 𝑈 açık birim diskinde 

konvekse yakındır. 
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İspat. 𝐹 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve Ψ(𝑧) =
2𝛼𝐹′(𝑧)+2𝛽𝑧𝐹′′(𝑧)+(𝛽−𝛼)𝑧2𝐹′′′(𝑧)−2𝜆

2(𝛼−𝜆)
 olsun. Bu taktirde   

𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} > 0 eşitsizliği sağlanır. Diğer yandan 𝜔, 𝑈 açık birim diskinde 

analitik, 𝜔(0) = 0 ve  

 

𝐹′(𝑧) =
1 + 𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
   (𝜔(𝑧) ≠ 1) 

 

özelliğinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑧 ∈ 𝑈 için |𝜔(𝑧)| < 1 olduğu 

gösterilmelidir. Ayrıca 

 

Ψ(𝑧) =
2𝛼𝐹′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐹′′(𝑧) + (𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐹′′′(𝑧) − 2𝜆

2(𝛼 − 𝜆)
 

 =
𝛼

𝛼 − 𝜆

1 + 𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
+

2𝛽

𝛼 − 𝜆

𝑧𝜔′(𝑧)

(1 − 𝜔(𝑧))
2 

    +
𝛽 − 𝛼

𝛼 − 𝜆

𝑧2 [𝜔′′(𝑧)(1 − 𝜔(𝑧)) + 2(𝜔′(𝑧))
2

]

(1 − 𝜔(𝑧))
3 −

𝜆

𝛼 − 𝜆
 

 =
1

𝛼 − 𝜆
(𝛼

1 + 𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
+ 2𝛽

𝑧𝜔′(𝑧)

(1 − 𝜔(𝑧))
2 

    +(𝛽 − 𝛼)
𝑧𝜔′(𝑧)

(1 − 𝜔(𝑧))
2

𝑧𝜔′′(𝑧)

𝜔′(𝑧)
+ 2(𝛽 − 𝛼)

(𝑧𝜔′(𝑧))
2

(1 − 𝜔(𝑧))
3 − 𝜆) 

 

elde edilir. 𝜔, 𝜔(0) = 0 özelliğinde ve 𝑈 açık birim diskinde analitik olduğundan  

 

max
|𝑧|≤|𝑧0|

|𝜔(𝑧)| = |𝜔(𝑧0)| = 1 

 

olacak şekilde bir 𝑧0 ∈ 𝑈 vardır. Böylece Lemma 2.1.17 gereği  

 

𝜔(𝑧0) = 𝑒𝑖𝜃,   𝑧0𝜔′(𝑧0) = 𝑚𝜔(𝑧0) = 𝑚𝑒𝑖𝜃   (𝑚 ≥ 1, 0 < 𝜃 < 2𝜋) 
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ve 

 

𝑅𝑒 {
𝑧0𝜔′′(𝑧0)

𝜔′(𝑧0)
} ≥ 𝑚 − 1 

 

elde edilir. O halde 𝑧0 ∈ 𝑈 için 

 

𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} =
1

𝛼 − 𝜆
𝑅𝑒 {𝛼

1 + 𝜔(𝑧0)

1 − 𝜔(𝑧0)
+ 2𝛽

𝑧𝜔′(𝑧0)

(1 − 𝜔(𝑧0))
2 

       +(𝛽 − 𝛼)
𝑧0𝜔′(𝑧0)

(1 − 𝜔(𝑧0))
2

𝑧0𝜔′′(𝑧0)

𝜔′(𝑧0)
+ 2(𝛽 − 𝛼)

(𝑧0𝜔′(𝑧0))
2

(1 − 𝜔(𝑧0))
3 − 𝜆} 

 =
1

𝛼 − 𝜆
[

−𝛽𝑚

1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃
−

(𝛽 − 𝛼)𝑚

2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑅𝑒 {

𝑧0𝜔′′(𝑧0)

𝜔′(𝑧0)
} +

(𝛽 − 𝛼)𝑚2

2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
− 𝜆] 

 ≤
1

𝛼 − 𝜆
[

−𝛽𝑚

1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃
+

(𝛽 − 𝛼)𝑚

2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
(1 − 𝑚) +

(𝛽 − 𝛼)𝑚2

2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
− 𝜆] 

 = −
1

𝛼 − 𝜆
[

(𝛽 + 𝛼)𝑚

2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)
+ 𝜆] < 0 

 

bulunur. Bu ise 𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} > 0 olması ile çelişir. Böylece, her 𝑧 ∈ 𝑈 için |𝜔(𝑧)| < 1 ve 

dolayısıyla 𝑅𝑒{𝐹′(𝑧)} > 0 dır.  

 

4.2.5.  Teorem. 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait fonksiyonlar 𝑈 açık birim diskinde konvekse  

yakındır. 

 

İspat. Lemma 4.2.4 gereği, her 𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) fonksiyonu 𝑈 

açık birim diskinde konvekse yakındır. Teorem 2.2.13 ve Teorem 4.2.3 birlikte 

kullanılarak 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait fonksiyonların 𝑈 açık birim diskinde konvekse 

yakın olduğu elde edilir.  
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4.2.6.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

|𝑏𝑘| ≤
2(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu sonuç kesin olup eşitlik 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
2(𝛼−𝜆)

𝑘2[2𝛼+(𝛽−𝛼)(𝑘−1)]
𝑧

𝑘
 

fonksiyonu için sağlanır. 

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. 𝑔 fonksiyonunun seri açılımı kullanılarak 

 

𝑟𝑘−1𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] |𝑏𝑘| 

 ≤
1

2𝜋
∫ |𝛼𝑔′(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝛽𝑟𝑒𝑖𝜃𝑔′′(𝑟𝑒𝑖𝜃) + (

𝛽 − 𝛼

2
) 𝑟2𝑒2𝑖𝜃𝑔′′′(𝑟𝑒𝑖𝜃)| 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 <
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑟𝑒𝑖𝜃) + 𝛽𝑟𝑒𝑖𝜃ℎ′′(𝑟𝑒𝑖𝜃) + (

𝛽 − 𝛼

2
) 𝑟2𝑒2𝑖𝜃ℎ′′′(𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝜆} 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 =
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 {𝛼 − 𝜆 + ∑ 𝑘2 [𝛼 +

𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] 𝑎𝑘𝑟𝑘−1𝑒𝑖(𝑘−1) 𝜃

∞

𝑘=2

} 𝑑𝜃  

2𝜋

0

 

 = 𝛼 − 𝜆 

bulunur. Buradan 𝑟 → 1− için verilen katsayı sınırı elde edilir. 

 

4.2.7.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda, 𝑘 ≥ 2 için 

 

i. |𝑎𝑘| ≤
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
 



49 

 

ii. |𝑎𝑘| + |𝑏𝑘| ≤
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
 

iii. ||𝑎𝑘| − |𝑏𝑘|| ≤
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu sonuçlar 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑
4(𝛼−𝜆)

𝑘2[2𝛼+(𝛽−𝛼)(𝑘−1)]
𝑧𝑘∞

𝑘=2  fonksiyonu için 

kesindir. 

 

İspat i. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. O halde Teorem 4.2.3 gereği her 𝜖 (|𝜖| = 1) 

için 𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) bulunur. Böylece, her |𝜖| = 1 için  

 

𝑅𝑒 {𝛼(ℎ + 𝜖𝑔)′ + 𝛽𝑧(ℎ + 𝜖𝑔)′′ + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2(ℎ + 𝜖𝑔)′′′} > 𝜆   (𝑧 ∈ 𝑈) 

 

olur. Dolayısıyla, 

 

 𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧) 

(4.9)      +𝜖 (𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)) 

 = 𝜆 + (𝛼 − 𝜆)𝑝(𝑧) 

 

olacak şekilde 𝑈’ da 𝑅𝑒{𝑃(𝑧)} > 0 özelliğinde ve 𝑃(𝑧) = 1 + ∑ 𝑃𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=1  seri açılımına 

sahip bir 𝑃 analitik fonksiyonu vardır. Bu durumda (4.9) ile verilen eşitliği sağlayan 

fonksiyonların seri açılımları kullanılarak 𝑘 ≥ 2 için 

 

𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] (𝑎𝑘 + 𝜖𝑏𝑘) = (𝛼 − 𝜆)𝑃𝑘−1 
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bulunur. Böylece, 𝑘 ≥ 1 için |𝑃𝑘| ≤ 2 olduğundan 𝜖 (|𝜖| = 1) karmaşık sayısının uygun 

seçilmesiyle ispat tamamlanır.  

 

ii ve iii nin ispatı, ispat i’ de kullanılan adımlar takip edilerek benzer biçimde yapılabilir.  

 

Aşağıdaki teorem, bir fonksiyonun 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait olması için yeter şartı 

vermektedir.  

 

4.2.8. Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 olsun. Bu taktirde  

 

 ∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)](|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|) ≤ 2(𝛼 − 𝜆)

∞

𝑘=2

 (4.10) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 fonksiyonları 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 olsun. Bu durumda (4.10) kullanılarak, 

 

𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧) − 𝜆} 

 = 𝑅𝑒 {𝛼 − 𝜆 + ∑ 𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] 𝑎𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

} 

 > 𝛼 − 𝜆 − ∑ 𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] |𝑎𝑘|

∞

𝑘=2

 

 ≥ ∑ 𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] |𝑏𝑘|

∞

𝑘=2

 

 > |∑ 𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] 𝑏𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

| 
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 = |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)| 

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑓 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir.  

 

4.2.9. Sonuç. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 fonksiyonu (4.10) eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 konvekse 

yakın stabil harmonik fonksiyondur.  

 

4.2.10. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda, 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]

∞

𝑘=2

 

|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]

∞

𝑘=2

 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu eşitsizlikler 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑
4(𝛼−𝜆)

𝑘2[2𝛼+(𝛽−𝛼)(𝑘−1)]
𝑧

𝑘∞
𝑘=2  fonksiyonu 

için kesindir.  

 

İspat. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Teorem 4.2.3 kullanılarak, her  𝜖 (|𝜖| = 1) için                       

𝐹𝜖 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve  

 

 Ψ(𝑧) = 𝛼𝐹𝜖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝐹𝜖

′′′(𝑧)  

 

olmak üzere 𝑅𝑒{Ψ(𝑧)} > 0 elde edilir. Ayrıca 

 

Ψ(𝑧) = (
𝛽 − 𝛼

2
) [

2𝛼

𝛽 − 𝛼
𝐹𝜖

′(𝑧) + (
2𝛼

𝛽 − 𝛼
+ 2) 𝑧𝐹𝜖

′′(𝑧) + 𝑧2𝐹𝜖
′′′(𝑧)] 
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 = (
𝛽 − 𝛼

2
) [

2𝛼

𝛽 − 𝛼
(𝑧𝐹𝜖

′(𝑧))
′

+ (𝑧2𝐹𝜖
′′(𝑧))

′
] 

 = (
𝛽 − 𝛼

2
) [

2𝛼

𝛽 − 𝛼
(𝑧𝐹𝜖

′(𝑧)) + (𝑧2𝐹𝜖
′′(𝑧))]

′

 

 = (
𝛽 − 𝛼

2
) [𝑧

2−
2𝛼

𝛽−𝛼 (𝑧
2𝛼

𝛽−𝛼𝐹𝜖
′(𝑧))

′

]

′

 

 

olduğundan  

 

 (
2

𝛽 − 𝛼
) 𝑧

2𝛼
𝛽−𝛼

−2
∫ Ψ(𝜛)

𝑧

0

𝑑𝜛 = (𝑧
2𝛼

𝛽−𝛼𝐹𝜖
′(𝑧))

′

 (4.11) 

 

elde edilir. (4.11) eşitliğinde 𝜛 = 𝑟
𝛽−𝛼

2 𝑧 değişken değişimi yapılır ve integral yeniden 

hesaplanırsa 

 

 𝐹𝜖
′(𝑧) =

1

𝛼
∫ ∫ Ψ (𝑣

𝛽−𝛼
2𝛼 𝑢𝑧)

1

0

𝑑𝑢𝑑𝑣

1

0

 (4.12) 

 

bulunur. Diğer yandan, 𝑅𝑒 {
Ψ(𝑧)−𝜆

𝛼−𝜆
} > 0 olduğundan Ψ(𝑧) ≺

𝛼+(𝛼−2𝜆)𝑧

1−𝑧
 yazılabilir. O 

halde 

 

Φ(𝑧) = ∫ ∫
𝑑𝑢𝑑𝑣

1 − 𝑢𝑣
𝛽−𝛼
2𝛼 𝑧

= 1 + ∑
𝑧𝑘

(𝑘 + 1) (1 +
𝛽 − 𝛼

2𝛼 𝑘)

∞

𝑘=1

1

0

1

0

 

 

ve 

 

ℎ(𝑧) =
1

𝛼
(

𝛼 + (𝛼 − 2𝜆)𝑧

1 − 𝑧
) = 1 + ∑

2(𝛼 − 𝜆)

𝛼
𝑧𝑘

∞

𝑘=1
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denirse, (4.12) eşitliğinden 

𝐹𝜖
′(𝑧) ≺ (Φ ∗ ℎ)(𝑧) 

 = (1 + ∑
𝑧𝑘

(𝑘 + 1) (1 +
𝛽 − 𝛼

2𝛼 𝑘)

∞

𝑘=1

) ∗ (1 + ∑
2(𝛼 − 𝜆)

𝛼
𝑧𝑘

∞

𝑘=1

) 

 = 1 + ∑
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼
𝑧𝑘

∞

𝑘=1

 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

|𝐹𝜖
′(𝑧)| = |ℎ′(𝑧) + 𝜖𝑔′(𝑧)| 

(4.13) 

 ≤ 1 + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼

∞

𝑘=1

 

 

ve  

 

|𝐹𝜖
′(𝑧)| = |ℎ′(𝑧) + 𝜖𝑔′(𝑧)| 

 

 ≥ 1 + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘|𝑧|𝑘

𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼

∞

𝑘=1

 

   

olduğundan 

 

|ℎ′(𝑧)| + |𝑔′(𝑧)| ≤ 1 + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼

∞

𝑘=1

 

ve  
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|ℎ′(𝑧)| − |𝑔′(𝑧)| ≥ 1 + 4(𝛼 − 𝜆) ∑

(−1)𝑘|𝑧|𝑘

𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼

∞

𝑘=1

  

 

eşitsizlikleri sağlanır. Böylece, Γ, 0’dan 𝑧’ye doğru parçası olmak üzere  

 

|𝑓(𝑧)| = |∫
𝜕𝑓

𝜕휁
𝑑휁 +

𝜕𝑓

𝜕휁
𝑑휁

Γ

| 

 ≤ ∫ (|ℎ′(𝑧)| + |𝑔′(𝑧)|)|𝑑휁|
Γ

 

 ≤ ∫ (1 + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑡|𝑘

𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼

∞

𝑘=1

) 𝑑𝑡
|𝑧|

0

 

 = |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘+1

(𝑘 + 1)(𝑘2(𝛽 − 𝛼) + 𝑘(𝛽 + 𝛼) + 2𝛼)

∞

𝑘=1

 

 = |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]

∞

𝑘=2

 

 

ve 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ ∫ (|ℎ′(𝑧)| − |𝑔′(𝑧)|)|𝑑휁|
Γ

 

 ≥ ∫ (1 + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘|𝑡|𝑘

𝛼 + 𝛽𝑘

∞

𝑘=1

) 𝑑𝑡
|𝑧|

0

 

 = |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]

∞

𝑘=2

 

 

elde edilir. 
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Şimdi, 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfının konveks birleşim ve konvolüsyon altında kapalı olduğu 

gösterilecek.  

 

4.2.11. Teorem. 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfı konveks birleşim altında kapalıdır.  

 

İspat. 𝑖 = 1,2, … için  𝑓𝑖 = ℎ𝑖 + 𝑔𝑖 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve ∑ 𝑐𝑖
∞
𝑖=1 = 1  (0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 1) olsun. 

𝑖 = 1,2, … için 𝑓𝑖 fonksiyonlarının konveks birleşimleri  

 

ℎ(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑐𝑖ℎ𝑖(𝑧)

∞

𝑖=1

   𝑣𝑒   𝑔(𝑧) = ∑ 𝑐𝑖𝑔𝑖(𝑧)

∞

𝑖=1

 

 

olmak üzere 

 

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑖𝑓𝑖(𝑧)

∞

𝑖=1

= ℎ(𝑧) + 𝑔(𝑧) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

olarak yazılabilir. ℎ ve 𝑔 fonksiyonları 𝑈 açık birim diskinde analitik, ℎ(0) = 𝑔(0) = 0,                                                                    

ℎ′(0) − 1 = 𝑔′(0) = 0 ve 

𝑅𝑒 {𝛼ℎ′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ′′′(𝑧) − 𝜆} 

 = 𝑅𝑒 {∑ 𝑐𝑖 (𝛼ℎ𝑖
′(𝑧) + 𝛽𝑧ℎ𝑖

′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2ℎ𝑖

′′′(𝑧) − 𝜆)

∞

𝑖=1

} 

 > ∑ 𝑐𝑖 |𝛼𝑔𝑖
′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔𝑖

′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔𝑖

′′′(𝑧)|

∞

𝑖=1

 

 ≥ |𝛼𝑔′(𝑧) + 𝛽𝑧𝑔′′(𝑧) + (
𝛽 − 𝛼

2
) 𝑧2𝑔′′′(𝑧)| 

 

olduğundan 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 
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4.2.12. Lemma. 𝐹 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda 𝑅𝑒 {
𝐹(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat. 𝐹 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve 𝐹(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  biçiminde seri açılımına sahip fonksiyon 

olsun. Bu durumda 𝑧 ∈ 𝑈 için  

 

𝑅𝑒 {𝛼 + ∑ 𝑘2 [𝛼 +
𝛽 − 𝛼

2
(𝑘 − 1)] 𝐴𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=2

} > 𝜆  

 

eşitsizliği ya da denk olarak  

 

𝑃(𝑧) = 1 +
1

4(𝛼 − 𝜆)
∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]𝐴𝑘𝑧𝑘−1

∞

𝑘=1

 

 

olmak üzere 𝑈 açık birim diskinde 𝑅𝑒{𝑃(𝑧)} >
1

2
 eşitsizliği sağlanır. Diğer yandan,                

𝑘 ≥ 2 için  

 

𝑢0 = 1 𝑣𝑒 𝑢𝑘−1 =
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
 

 

şeklinde tanımlı {𝑢𝑘}𝑘=0
∞  dizisi konveks sıfır dizidir. O halde, Lemma 2.1.12 gereği 

 

𝑄(𝑧) =
1

2
+ ∑

4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
𝑧𝑘−1

∞

𝑘=1

 

 

 fonksiyonu 𝑈’ da analitik ve 𝑅𝑒{𝑄(𝑧)} > 0 dır. Bu durumda, 

 

𝐹(𝑧)

𝑧
= 𝑃(𝑧) ∗ (1 + ∑

4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
𝑧𝑘−1

∞

𝑘=1

) 

 

olduğundan, Lemma 2.1.13 kullanılarak 𝑅𝑒 {
𝐹(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 bulunur.  
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4.2.13. Lemma.  𝑖 = 1,2 için 𝐹𝑖 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu taktirde 𝐹1 ∗ 𝐹2 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır. 

 

İspat. 𝐹1(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  ve 𝐹2(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐵𝑘𝑧𝑘∞

𝑘=2  olsun. Bu durumda 𝐹1 ve 𝐹2 

fonksiyonlarının konvolüsyonu 

 

𝐹(𝑧) = (𝐹1 ∗ 𝐹2)(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑘𝐵𝑘𝑧𝑘

∞

𝑘=2

 

 

şeklindedir. Ayrıca, 𝐹′(𝑧) = 𝐹1
′(𝑧) ∗

𝐹2(𝑧)

𝑧
, 𝑧𝐹′′(𝑧) = 𝑧𝐹1

′′(𝑧) ∗
𝐹2(𝑧)

𝑧
 ve                            

𝑧2𝐹′′′(𝑧) = 𝑧2𝐹1
′′′(𝑧) ∗

𝐹2(𝑧)

𝑧
 olduğundan 

 

2𝛼𝐹′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐹′′(𝑧) + (𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐹′′′(𝑧) − 2𝜆

2(𝛼 − 𝜆)

= (
2𝛼𝐹1

′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐹1
′′(𝑧) + (𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐹1

′′′(𝑧) − 2𝜆

2(𝛼 − 𝜆)
) ∗

𝐹2(𝑧)

𝑧
 

 

yazılabilir. Böylece,  𝐹1 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğundan 𝑧 ∈ 𝑈 için 

 

𝑅𝑒 {
2𝛼𝐹1

′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐹1
′′(𝑧) + (𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐹1

′′′(𝑧) − 2𝜆

2(𝛼 − 𝜆)
} > 0 

 

eşitsizliği sağlanır ve Lemma 4.2.12 kullanılarak 𝑅𝑒 {
𝐹2(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 elde edilir. Dolayısıyla, 

Lemma 2.1.13 gereği 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒 {
2𝛼𝐹′(𝑧)+2𝛽𝑧𝐹′′(𝑧)+(𝛽−𝛼)𝑧2𝐹′′′(𝑧)−𝜆

2(𝛼−𝜆)
} > 0 bulunur. 

Yani 𝐹 = 𝐹1 ∗ 𝐹2 fonksiyonu 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

4.2.14. Teorem. 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu taktirde 𝑓1 ∗ 𝑓2 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) 

dır. 

 

İspat. 𝑖 = 1,2 için 𝑓𝑖 = ℎ𝑖 + 𝑔𝑖 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. 𝑓1 ve 𝑓2 fonksiyonlarının 

konvolüsyonu 𝑓1 ∗ 𝑓2 = ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝑔1 ∗ 𝑔2 olarak tanımlıdır. 𝑓1 ∗ 𝑓2 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) 

olduğunu göstermek için her 𝜖 (|𝜖| = 1) için  𝐹𝜖 = ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝜖(𝑔1 ∗ 𝑔2) ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) 
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olduğu gösterilmelidir. Lemma 4.2.13 gereği 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfı konvolüsyon altında kapalı 

olduğundan  

 

𝐹1 = (ℎ1 − 𝑔1) ∗ (ℎ2 − 𝜖𝑔2)   𝑣𝑒   𝐹2 = (ℎ1 + 𝑔1) ∗ (ℎ2 + 𝜖𝑔2)  

 

olmak üzere 𝐹1 ve 𝐹2 fonksiyonları 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfı konveks 

birleşim altında kapalı olduğundan  

 

𝐹𝜖 =
1

2
(𝐹1 + 𝐹2) = ℎ1 ∗ ℎ2 + 𝜖(𝑔1 ∗ 𝑔2) 

 

𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. Böylece, 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) konvolüsyon altında kapalıdır.  

 

4.2.15. Teorem. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆), 𝜑 ∈ 𝐴 ve 𝑧 ∈ 𝑈 için 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ise 𝑓 ∗̃ 𝜑  

fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆)  sınıfına aittir. 

 

İspat. 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ise her 𝜖 (|𝜖| = 1) için  𝐹𝜖 = ℎ + 𝜖𝑔 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) dır.  𝑓 ∗̃ 𝜑 ∈

𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek için her 𝜖 (|𝜖| = 1) için 𝐺 = ℎ ∗ 𝜑 + 𝜖(𝑔 ∗ 𝜑) ∈

𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğu gösterilmelidir. 𝐺 =  𝐹𝜖 ∗ 𝜑 olduğundan 

 

2𝛼𝐺′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐺′′(𝑧) + (𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐺′′′(𝑧) − 2𝜆

2(𝛼 − 𝜆)

= (
2𝛼𝐹𝜖

′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐹𝜖
′′(𝑧) + (𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐹𝜖

′′′(𝑧) − 2𝜆

2(𝛼 − 𝜆)
) ∗

𝜑(𝑧)

𝑧
 

 

yazılabilir. 𝑈 açık birim diskinde 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ve 𝑅𝑒{2𝛼𝐹𝜖

′(𝑧) + 2𝛽𝑧𝐹𝜖
′′(𝑧) +

(𝛽 − 𝛼)𝑧2𝐹𝜖
′′′(𝑧) − 2𝜆} > 0 olduğundan Lemma 2.1.13 gereği 𝐺 ∈ 𝑅(𝛼, 𝛽, 𝜆) elde 

edilir. 

 

Şimdi, 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfının tam konvekslik ve tam yıldızıllık yarıçapı elde edilecektir.  
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4.2.16.  Lemma. 0 < 𝜌 < 1 için 

 

 ∑ 𝑘𝜌𝑘−1

∞

𝑘=2

=
𝜌(2 − 𝜌)

(1 − 𝜌)2
 (4.14) 

 ∑ 𝑘2𝜌𝑘−1

∞

𝑘=2

=
𝜌(4 − 3𝜌 + 𝜌2)

(1 − 𝜌)3
 (4.15) 

 

eşitlikleri sağlanır. 

 

4.2.17.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda 𝑓 fonksiyonu, |𝑧| < 𝜌𝑐 

için tam konvekstir. Burada 𝜌𝑐,  

 

 𝑝𝑐(𝜌) = (−𝛽 −  2𝛼 +  𝜆)𝜌3 +  (3𝛽 +  6𝛼 −  3𝜆) 𝜌2 

(4.16) 

                              + (−3𝛽 −  7𝛼 +  4𝜆)𝜌 +  𝛽 +  𝛼 

 

olmak üzere 𝑝𝑐(𝜌) = 0 denkleminin (0,1) aralığındaki tek köküdür.  

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔, (2.11) ile verilen seri açılımına sahip fonksiyon olsun. 𝜌 ∈ (0,1) için,  

 

𝑓𝜌 =
𝑓(𝜌𝑧)

𝜌
= 𝑧 + ∑ 𝑎𝑘𝜌𝑘−1𝑧𝑘 + ∑ 𝑏𝑘𝜌𝑘−1𝑧𝑘

∞

𝑘=2

∞

𝑘=2

 

 

olmak üzere 𝑓𝜌 ∈ 𝐹𝐾𝐻0 olduğu gösterilmelidir. Ayrıca 

 

 𝑆 = ∑ 𝑘2{|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|}𝜌𝑘−1

∞

𝑘=2

 (4.17) 

 

için teorem 4.2.7, (4.15) ve (4.17) kullanılarak 
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                              𝑆 ≤ ∑ 𝑘2 {
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
} 𝜌𝑘−1

∞

𝑘=2

 

 

≤
𝛼 − 𝜆

𝛽 + 𝛼
∑ 𝑘2𝜌𝑘−1 =

∞

𝑘=2

𝛼 − 𝜆

𝛽 + 𝛼

𝜌(4 − 3𝜌 + 𝜌2)

(1 − 𝜌)3
= 𝑋1 

 

elde edilir. 𝑓𝜌 ∈ 𝐹𝐾𝐻0 olduğunu göstermek için Lemma 2.2.16 gereği 𝑋1 ≤ 1 

eşitsizliğinin sağlandığını göstermek yeterlidir. 𝑋1 ≤ 1 eşitsizliğinin sağlanması için 

 

𝑝𝑐(𝜌) = (−𝛽 −  2𝛼 +  𝜆)𝜌3 + (3𝛽 +  6𝛼 −  3𝜆) 𝜌2 + (−3𝛽 −  7𝛼 +  4𝜆)𝜌 +  𝛽 +  𝛼 ≥ 0 

 

eşitsizliğinin sağlanması gerekir. Diğer yandan, 𝑝𝑐(0) = 𝛽 +  𝛼 > 0 ve                           

𝑝𝑐(1) = 2(𝜆 − 𝛼) < 0 eşitsizlikleri sağlandığından 𝑝𝑐(𝜌) denkleminin (0,1) aralığında 

en az bir kökü vardır. 𝑝𝑐(𝜌) fonksiyonunun (0,1) aralığında yalnız bir kökünün olduğunu 

göstermek için (0,1) aralığında monoton fonksiyon olduğunu göstermek yeterlidir. Basit 

bir hesaplamayla   𝜌 ∈  (0, 1) için, 

 

𝑝𝑐′(𝜌) = (−6𝛼 +  3𝜆 −  3𝛽) 𝜌2 +  (12𝛼 −  6𝜆 +  6𝛽) ρ −  3𝛽 −  7𝛼 +  4𝜆, 

𝑝𝑐′(0) = −3𝛽 −  7𝛼 +  4𝜆 =  −3 (𝛼 +  𝛽)  −  4 (𝛼 −  𝜆)  <  0, 

𝑝𝑐′(1) = 𝜆 −  𝛾 <  0, 

𝑝𝑐′′(𝑟) =  (−6𝛽 −  12𝛼 +  6𝜆)𝜌 +  6𝛽 +  12𝛼 −  6𝜆 

 =  [−6 (𝛼 +  𝛽) −  6 (𝛽 −  𝜆)]𝜌 −  [−6 (𝛼 +  𝛽) −  6 (𝛽 −  𝜆)] 

 =  [−6 (𝛼 +  𝛽)  −  6 (𝛽 −  𝜆)] (𝜌 −  1)  >  0 
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bulunur. Dolayısıyla 𝑝𝑐′(𝜌), (0, 1) de monoton artan bir fonksiyondur. Üstelik              

𝑝𝑐′(1)  <  0 olduğundan, (0, 1) aralığında 𝑝𝑐′(𝜌)  <  0 eşitsizliği sağlanır. O halde 

𝑝𝑐(𝜌), (0, 1) aralığında monoton olarak azalan bir fonksiyondur. Böylece 𝑝𝑐(𝜌)  =  0 

denklemi (0, 1) aralığında bir tek köke sahiptir. Ayrıca 𝑝𝑐(𝜌), 𝑝𝑐(0)  >  0 ve                

𝑝𝑐(𝜌𝑐 )  =  0 olacak şekilde (0, 1) aralığında monoton olarak azalan bir fonksiyon 

olduğundan 0 <  𝜌 ≤  𝜌𝑐 için 𝑝𝑐(𝜌)  ≥  0 eşitsizliği sağlanır. O halde 𝑓 fonksiyonu, 

|𝑧| < 𝜌𝑐 diskinde tam konvekstir. 

 

4.2.18.  Teorem. 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olsun. Bu durumda 𝑓 fonksiyonu, |𝑧| < 𝜌𝑠 

için tam yıldızıldır. Burada 𝜌𝑠,  

 

 𝑝𝑠(𝜌) = (𝛽 +  2𝛼 −  𝜆) 𝜌2  +  (−2𝛽 −  4𝛼 +  2𝜆) 𝜌 +  𝛽 +  𝛼 (4.18) 

 

olmak üzere 𝑝𝑠(𝜌) = 0 denkleminin (0,1) aralığındaki tek köküdür.  

 

İspat. 𝑓 = ℎ + 𝑔, (2.11) ile verilen seri açılımına sahip fonksiyon olsun. 𝜌 ∈ (0,1) için,  

 

𝑓𝜌 =
𝑓(𝜌𝑧)

𝜌
= 𝑧 + ∑ 𝑎𝑘𝜌𝑘−1𝑧𝑘 + ∑ 𝑏𝑘𝜌𝑘−1𝑧𝑘

∞

𝑘=2

∞

𝑘=2

 

 

olmak üzere 𝑓𝜌 ∈ 𝐹𝑆𝐻∗,0 olduğu gösterilmelidir. Bunun için 

 

 𝑆 = ∑ 𝑘{|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|}𝜌𝑘−1

∞

𝑘=2

 (4.19) 

 

toplamı ele alınsın. Bu durumda, Teorem 4.2.7, (4.14) ve (4.19) kullanılarak 

 

                                     𝑆 ≤ ∑ 𝑘 {
4(𝛼 − 𝜆)

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
} 𝜌𝑘−1

∞

𝑘=2
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≤
𝛼 − 𝜆

𝛽 + 𝛼
∑ 𝑘𝜌𝑘−1 =

∞

𝑘=2

𝛼 − 𝜆

𝛽 + 𝛼

𝜌(2 − 𝜌)

(1 − 𝜌)2
= 𝑋2 

 

elde edilir. 𝑓𝜌 ∈ 𝐹𝑆𝐻∗,0 olduğunu göstermek için Lemma 2.2.17 gereği 𝑋2 ≤ 1 

eşitsizliğinin sağlandığını göstermek yeterlidir. 𝑋2 ≤ 1 eşitsizliğinin sağlanması için 

𝑝𝑠(𝜌) = (𝛽 +  2𝛼 −  𝜆) 𝜌2  +  (−2𝛽 −  4𝛼 +  2𝜆) 𝜌 +  𝛽 +  𝛼 ≥ 0 eşitsizliğinin 

sağlanması gerekir. Diğer yandan, 𝑝𝑠(0) = 𝛽 +  𝛼 > 0 ve 𝑝𝑠(1) = 𝜆 − 𝛼 < 0 

eşitsizlikleri sağlandığından 𝑝𝑠(𝜌) denkleminin (0,1) aralığında en az bir kökü vardır. 

𝑝𝑠(𝜌) fonksiyonunun (0,1) aralığında yalnız bir kökünün olduğunu göstermek için (0,1) 

aralığında monoton fonksiyon olduğunu göstermek yeterlidir. Basit bir hesaplamayla  

𝜌 ∈  (0, 1) için 

 

𝑝𝑠′(𝜌) = 2 (𝛽 +  2𝛼 −  𝜆) (𝜌 −  1)  <  0, 

𝑝𝑠′(0) = 2 (𝜆 −  𝛽 −  2𝛼), 

𝑝𝑠′(1) = 0, 

𝑝𝑠′′(𝜌) = 2 (𝛽 +  2𝛼 −  𝜆)  >  0 

 

bulunur. Dolayısıyla 𝑝𝑠′(𝜌), (0, 1) de monoton artan bir fonksiyondur. Üstelik                

𝑝𝑠′(1)  <  0 olduğundan, (0, 1) aralığında 𝑝𝑠′(𝜌)  <  0 eşitsizliği sağlanır. O halde 

𝑝𝑠(𝜌), (0, 1) aralığında monoton olarak azalan bir fonksiyondur. Böylece 𝑝𝑠(𝜌)  =  0 

denklemi (0, 1) aralığında bir tek köke sahiptir. Ayrıca 𝑝𝑠(𝜌), 𝑝𝑠(0)  >  0 ve      

𝑝𝑠(𝜌𝑠)  =  0 olacak şekilde (0, 1) aralığında monoton olarak azalan bir fonksiyon 

olduğundan 0 <  𝜌 ≤  𝜌𝑠 için 𝑝𝑠(𝜌)  ≥  0 eşitsizliği sağlanır. O halde 𝑓 fonksiyonu, 

|𝑧| < 𝜌𝑠 diskinde tam yıldızıldır. 

 

Son olarak, eş analitik kısmı Gauss hipergeometrik fonksiyonu içeren harmonik 

fonksiyonun 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait olması için yeter şart verilecektir. 
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4.2.19. Teorem. 𝔠 pozitif reel sayı, 𝔞𝔟 > 0 için 𝔞, 𝔟 ∈ (−1, ∞) veya 𝔟 = 𝔞 için                      

𝔞, 𝔟 ∈ ℂ\{0} olmak üzere 𝑡1(z) = 𝑧 + 𝑧2𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠, ; 𝑧), 𝑡2(z) = 𝑧 + 𝑧(𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) − 1) ve 

𝑡3(z) = 𝑧 + ∫ 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 휁)𝑑휁
𝑧

0
 olsun. Bu durumda 

 

i. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[2(𝛼 + 𝛽) +
(4𝛽 − 2𝛼)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

(𝛽 − 𝛼)(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 2(𝛼 − 𝜆) 

 

ise 𝑡1 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

ii. 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 3 ve  

 

[2𝛼 +
2𝛽𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+

(𝛽 − 𝛼)(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
]  𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 4𝛼 − 2𝜆 

 

ise 𝑡2 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

iii. 𝔞, 𝔟, 𝔠 ≠ 1, 𝔠 > 𝑅𝑒(𝔞 + 𝔟) + 2 ve  

 

[
2𝛼(𝔠 − 𝔞 − 𝔟)

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
+ 2𝛽 +

(𝛽 − 𝛼)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
] 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) ≤ 2(𝛼 − 𝜆) +

2𝛼(𝔠 − 1)

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
 

 

ise 𝑡3 fonksiyonu 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına aittir. 

 

İspat i. 𝑘 ≥ 2 için 𝑆1,𝑘 =
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘−2)!
 olmak üzere 𝑡1(𝑧) = 𝑧 + 𝑧2𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧)                               

= 𝑧 + ∑ 𝑆1,𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olsun. 𝑡1 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek için  

 

∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]|𝑆1,𝑘|

∞

𝑘=2

≤ 2 (𝛼 −  𝜆) 
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eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss 

formülü kullanılarak 

 

∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]|𝑆1,𝑘|

∞

𝑘=2

 

 = ∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘 − 2)!

∞

𝑘=2

 

 = ∑(𝑘 + 2)[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 + 1)]
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 = 2𝛼 ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

+ (𝛼 + 𝛽) ∑(𝑘 + 1)
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

    +(𝛽 − 𝛼) ∑(𝑘 + 1)2
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 = 2𝛼𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) + (𝛼 + 𝛽) [
𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+ 1] 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

    +(𝛽 − 𝛼) [
(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 2)2
+

3𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
+ 1] 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

 

elde edilir.  

 

ii. 𝑘 ≥ 2 için 𝑆2,𝑘 =
(𝔞)𝑘−1(𝔟)𝑘−1

(𝔠)𝑘−1(𝑘−1)!
 olmak üzere 𝑡2(𝑧) = 𝑧 + 𝑧(𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 𝑧) − 1)                                     

= 𝑧 + ∑ 𝑆2,𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olsun. 𝑡2 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğunu göstermek için  

 

∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]|𝑆2,𝑘| ≤ 2 (𝛼 −  𝜆)

∞

𝑘=2
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eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Lemma 2.1.29 ve (2.10) ile verilen Gauss 

formülü kullanılarak 

 

∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]|𝑆2,𝑘|

∞

𝑘=2

 

 = ∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
(𝔞)𝑘−1(𝔟)𝑘−1

(𝔠)𝑘−1(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=2

 

 = ∑(𝑘 + 2)[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 + 1)]
(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 

 = 2𝛼 ∑
(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1(𝑘 + 1)!

∞

𝑛=0

+ 2𝛽 ∑
(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1𝑘!

∞

𝑘=0

 

    +(𝛽 − 𝛼) ∑
(𝔞)𝑘+1(𝔟)𝑘+1

(𝔠)𝑘+1(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=0

 

 = 2𝛼𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) − 2𝛼 + 2𝛽
𝔞𝔟

𝔠
𝐹(𝔞 + 1, 𝔟 + 1, 𝔠 + 1; 1) 

    +(𝛽 − 𝛼)
(𝔞)2(𝔟)2

(𝔠)2
𝐹(𝔞 + 2, 𝔟 + 2, 𝔠 + 2; 1) 

 

bulunur. 

 

iii. 𝑘 ≥ 2 için 𝑆3,𝑘 =
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘−1)!
 olmak üzere 𝑡3(𝑧) = 𝑧 + ∫ 𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 휁)𝑑휁

𝑧

0
                                                

= 𝑧 + ∑ 𝑆3,𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=2  olsun. Bu durumda, ispat ii deki adımlar kullanılarak 

 

∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]|𝑆3,𝑘|

∞

𝑘=2
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 = ∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]
(𝔞)𝑘−2(𝔟)𝑘−2

(𝔠)𝑘−2(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=2

 

 = ∑(𝑘 + 2)[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 + 1)]
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 

 = 2𝛼 ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

+ 2𝛽 ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

 

 +(𝛽 − 𝛼) ∑
(𝔞)𝑘(𝔟)𝑘

(𝔠)𝑘(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=0

 

 =
2𝛼(𝔠 − 1)

(𝔞 − 1)(𝔟 − 1)
[𝐹(𝔞 − 1, 𝔟 − 1, 𝔠 − 1; 1) − 1] 

 +2𝛽𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) +
(𝛽 − 𝛼)𝔞𝔟

𝔠 − 𝔞 − 𝔟 − 1
𝐹(𝔞, 𝔟, 𝔠; 1) 

 

elde edilir.  

 

4.2.20.  Sonuç. 𝑚 ∈ ℕ, 𝔠 pozitif reel sayı ve 

 

𝑇1(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2, 

 

𝑇2(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=1

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+1, 

 

𝑇3(𝑧) = 𝑧 + ∑ (
𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑘

(𝑘 + 1)(𝔠)𝑘
𝑧𝑘+2 

 

olsun. Bu durumda  
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𝐢. [2(𝛼 + 𝛽) + (4𝛽 − 2𝛼)
𝑚2

𝔠+2𝑚−1
+ (𝛽 − 𝛼)

𝑚2(𝑚−1)2

(𝔠+2𝑚−1)(𝔠+2𝑚−2)
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 2(𝛼 − 𝜆)  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇1 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆), 

 

𝐢𝐢. [2𝛼 +
2𝛽𝑚2

𝔠+2𝑚−1
+ (𝛽 − 𝛼)

𝑚2(𝑚−1)2

(𝔠+2𝑚−1)(𝔠+2𝑚−2)
]  𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 4𝛼 − 2𝜆  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇2 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆), 

 

𝐢𝐢𝐢. [
2𝛼(𝔠+2𝑚)

(𝑚+1)2 + 2𝛽 + (𝛽 − 𝛼)
𝑚2

𝔠+2𝑚−1
] 𝐹(−𝑚, −𝑚, 𝔠; 1) ≤ 2(𝛼 − 𝜆) +

2𝛼(𝔠−1)

(𝑚+1)2   

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇3 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆)’dır. 
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5. SONUÇ  

 

Bu çalışmada, konvekse yakın harmonik fonksiyonların iki yeni alt sınıfı tanımlanmıştır. 

Bu tanımlanan fonksiyon sınıfları için katsayı sınırları, büyüme tahminleri gibi bazı 

özellikler elde edilmiştir. Ayrıca, bu sınıfların konveks birleşim ve konvolüsyon 

özellikleri elde edilmiştir. Son olarak, bu sınıflara ait Gauss hipergeometrik fonksiyonu 

içeren harmonik polinomlar oluşturulmuştur. 

 

Çalışmanın üçüncü bölümünde konvekse yakın harmonik fonksiyonlar üzerine yapılmış 

çalışmalara yer verilmiştir. Bu bölüm iki alt bölümden oluşmuştur. İlk bölümde, Rajbala 

ve Prajapat (2021) tarafından çalışılan 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽) sınıfı, ikinci bölümde Yaşar ve Yalçın 

(2021) tarafından çalışılan 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿) sınıfı tanıtılmış ve elde edilen sonuçlar verilmiştir.  

 

Çalışmanın dördüncü bölümünde, 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfları tanımlanmış, bu 

sınıfların konvekse yakın olduğu gösterilmiştir ve 𝑓 = ℎ + 𝑔 ∈ 𝑆𝐻0 olmak üzere 

 

 ∑ 𝑘[𝛼 + 𝛽(𝑘 − 1)](|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|) ≤ 𝛼 − 𝜆

∞

𝑘=2

   

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) olduğu ve  

 

 ∑ 𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)](|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|) ≤ 2(𝛼 − 𝜆)

∞

𝑘=2

   

 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 fonksiyonlarının 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfına ait olduğu gösterilmiştir. 

Büyüme teoremleri, 𝑓 ∈ 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve 𝛼 > 𝜆 ≥ 0 ve 𝛽 > 0 için, 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝛽𝑘2 + (𝛼 − 𝛽)𝑘

∞

𝑘=2
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|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| + 2(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝛽𝑘2 + (𝛼 − 𝛽)𝑘

∞

𝑘=2

 

 

olarak ve 𝑓 ∈ 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) için 

 

|𝑓(𝑧)| ≥ |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
(−1)𝑘−1|𝑧|𝑘

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]

∞

𝑘=2

 

|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧| + 4(𝛼 − 𝜆) ∑
|𝑧|𝑘

𝑘2[2𝛼 + (𝛽 − 𝛼)(𝑘 − 1)]

∞

𝑘=2

 

 

olarak bulunmuştur. Diğer yandan, her iki fonksiyon sınıfının da konveks birleşim ve 

konvolüsyon altında kapalı oldukları elde edilmiştir. Daha sonra 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfının 

yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı, 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfının tam konvekslik ve tam yıldızıllık 

yarıçapları verilmiştir. Ayrıca, eş-analitik kısmı Gauss hipergeometrik fonksiyonu içeren 

harmonik fonksiyonun, tanıtılan harmonik fonksiyon sınıflarına ait olması için yeter şart 

verilmiştir. Son olarak 𝑊𝐻0(𝛼, 𝛽), 𝑅𝐻0(𝜆, 𝛿), 𝐴𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) ve 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛽, 𝜆) sınıfları için 

parametrelerin özel seçilmesiyle 

 

(i)   𝐴𝐻0(𝛼, 𝛼, 0) = 𝑅𝐻0(𝛼, 𝛼, 0) = 𝑅𝐻0(𝛽, 0) = 𝑊𝐻0(𝛼, 0), 

(ii)  𝑅𝐻0(1, 2𝛿 + 1, 0) = 𝑅𝐻0(𝛽, 𝛿) 

(iii) 𝐴𝐻0(1, 𝛽, 𝜆) = 𝑊𝐻0(𝛽, 𝜆) 

  

sonuçları elde edilmiştir 
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