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Yiiksek Lisans Tezi
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Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Esen IYIGUN

Bu calismada L3 ve L* Lorentz uzaylarinda null ve null olmayan egrilerin Frenet
catilarinin alt uzaylarindaki durumlari aragtirilmistir. Bu durumlara iliskin érneklere ve
cizelgelere yer verilmistir.
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ABSTRACT

MSc Thesis
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In this study, the cases of null and non-null curves in L3 and L* Lorentz spaces in the
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1. GIRIS

Literatiire gore teorik fizigin gelisiminde Riemann geometrisi 6nemli bir basamak
olusturmustur. Fakat bu, 6zel rolativiteyi agciklamada yetersiz kalmistir. Egri uzay benzeri
ve zaman benzeri oldugunda Frenet catilari, egrilikler kolayca elde edilirken, egri null
oldugunda hesaplamalar bu denli kolay olmamisti. Bu nedenle 1994’de A. Bejancu
Lorentz manifoldlarda null egrilerin geometrilerini incelemek tlizere bir yontem gelistirdi.
Bu yontem “Lightlike curves in Lorentz manifolds” adli calismada mevcuttur.

Lorentz uzay, 6zel rélativitenin matematiksel olarak formiiliize edilmis halidir.

Bu tez dort ana boliimden olusmaktadir.

Calismanm ilk béliimiinde genel bir bilgilendirme yapilmustir. ikinci boliimiinde Oklid
uzayinda ve Lorentz uzaymnda; egri, null egri ve null olmayan egri ile ilgili temel
kavramlar verildi. Calismanin {igiincii boliimiinde materyal ve yontemden bahsedilmistir.
Dérdiincii boliim tezin orijinal kismimi olusturup, bu boliimiin ilk kisminda yer alan L3 ve
L* Lorentz uzaylarmda null olmayan egriler iizerinde incelemeler yapilarak genel bir
calisma stirdiiriilmiistiir. Bu ¢alisma neticesinde elde edilen bulgular bir gizelgeler ile
gorsel hale getirilip 6rnek ile daha anlasilir olmas1 hedeflenmistir. Ikinci kisimda ise L3 ve
L* Lorentz uzaylarinda null egriler iizerine incelemeler yapilip genel bir calisma
izlenmistir. Calismanin bulgular1 ile bir smiflandirma yapilmistir. Ardindan bu

siniflandirmaya dair ¢izelgeler verilip 6rneklendirme yapilmigtir.



2. OKLID UZAYINDA ve LORENTZ UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. IcIR bir agik aralik olmak tiizere, (I, o) koordinat komsulugu ile tanimlanan
a : | cIR — IR3diferensiyellenebilir doniisiimiine IR3 de egri denir. Buradaki IcIR araligina

o egrisinin parametre aralifi ve S € I degiskenine de a egrisinin parametresi denir

(Hacisalihoglu 1983).
IR3
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Sekil 1.1 IR de bir egri

Tanmim 2.2. o : | — IR3bir egri olsun. Vs€l igin, ||a’(s)|| =1 ise o egrisine birim hizl1 egri, s
parametresine de yay uzunlugu parametresi denir (Hacisalihoglu 1983).
Tamm 2.3. IR® Oklid uzayinda birim hizli a:1—IR3 egrisi i¢in T(s) = a(s) esitligi ile belirli

T(s) vektoriine, o egrisinin o(s) noktasindaki birim teget vektorii denir (Sabuncuoglu 2010).

T(s)

| S s+1

da
dX(S)

Sekil 1.2 IR*de bir egrinin birim teget vektorii (Ozerdem 2018)



Tanmm 2.4. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir
(Hacisalihoglu 1983).
Tamm 2.5. IR? Oklid uzayinda birim hizl bir a:1 — IR3 egrisi i¢in

k:1—1IR, «(s)=[T'(s)ll
fonksiyonuna o egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin o(s) noktasindaki
egriligi denir (Sabuncuoglu 2010).
Tamm 2.6. IR? uzayinda birim hizli a:I—IR® egrisi i¢in

NE) =5 T'()

esitligi ile belirli N(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki dik vektorii (asli normali)
denir. N vektor alanina, a egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal vektor alani) denir
(Sabuncuoglu 2010).
Tamm2.7. IR3 uzayinda birim hizli a:I—IR? egrisi i¢in

B(s) = T(s) x N(s)
esitligi ile tanimli B(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektorii
(binormali) denir. B vektor alanina, o egrisinin ikinci dik vektor alani (binormal vektor alant)
denir (Sabuncuoglu 2010).
Tanm2.8. T(s), N(s), B(s) vektorlerine, o:I—-IR® egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine o egrisinin o(s) noktasindaki Frenet ¢atisi denir.

T, N, B vektor alanlarina, a egrisi tistiinde Frenet vektor alanlar1 denir (Sabuncuoglu 2010).

B(s)

ofs

T(s)

N(s)

Sekil 1.3. IR¥de bir egrinin Frenet vektor alanlar (Ozerdem 2018)

Tamm 2.9. Birim hizli bir a:I—IR3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak {izere

7: I->IR3, 1(s) = —< B/(s),N'(s) >



fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. 1(s) sayisina egrinin o(s) noktasindaki
burulmasi denir (Sabuncuoglu 2010).
Tamim 2.10. V bir reel vektor uzayi olsun. Eger

<, >:'VXV—IR

x,y)—> <, >XYy) =<xy>

fonksiyonu

i) 2-lineer,

i) Simetrik,

i) Pozitif tanimli
ise <, > ye bir i¢ carpim denir (Hacisalihoglu 1985).
Tanim 2.11. V vektdr uzay ve <, > V iizerinde bir i¢ ¢arpim olsun. I¢ carpimin negatif tanimli
oldugu maksimal boyutlu alt uzayinin boyutuna V vektor uzaymin indeksi denir (O’Neill
1983).
Tanim 2.12. V’ de <, > i¢ carpimli vektdr uzayi olsun.

Nv={x |<xy>=0,Yy€EVicV
altuzayma V’nin null uzayi denir (W. H. Greub 1975).
Tanim 2.13. V’ de <, > i¢ carpimu verilsin.

Nv={x |<x,y>=0,vy€eV}
null uzay: i¢in

Nv={0}
ise i¢ carpima dejenere degildir denir (W. H. Greub 1975).
Tamim 2.14. V vektor uzayinda <, > dejenere olmayan i¢ carpim verilsin. Eger V’nin indeksi
1 ise V’ ye bir Lorentz vektor uzay1 ve i¢ ¢arpimina da Lorentz i¢ ¢arpimi denir (O’Neill
1983).
Tanim 2.15. V X=(x4, X, ...X,) € IR ve V y=(y4,y; ... yn)€ IR"i¢in

<, >= —XqY1 XY + o+ XpYn
seklinde tanimlanan;<, > fonksiyonuna IR" de bir Lorentz i¢ carpimi ve bu i¢ carpim ile
verilen IR? ye bir Lorentz vektor uzay1 denir. Bu uzay IR} ile gosterilir ve Lorentz ig

carpiminin standart baza gore karsilik geldigi matris

-1 0 0
1o 1 - o
S=lo - - 0

0 - 0 1



seklindedir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte IRY ye n-boyutlu standart Lorentz uzay1 denir. L» ile
gosterilir (Graves 1979).
Tanim 2.16. L bir Lorentz uzayi, X Lorentz uzayinin bir vektori ve <, >, Ln lizerinde bir
i¢ carpim olsun. x’in boyu
lIxll= V< x,x >|
reel sayisina denir (O’Neill 1983).
Tanmim 2.17. L® bir Lorentz uzay ve tizerindeki i¢ carpim<, > olsun. x€ L"igin;
i) <x,x>< 0 ise x’e Timelike (zaman benzeri) vektor,
i) < x,x >> 0 veya x=0 ise x’e Spacelike (uzay benzeri) vektor,
iii)< x,x >= 0 veya x# 0 ise x’e Null (151k benzeri, lightlike) vektor adi verilir (O’Neill
1983).

3 zaman benzeri
b 151k benzeni

¢ uzay benzen

L 4

Sekil 1.4. T" Lorentz uzayinda vektorler

Tanmim 2.18. n-boyutlu v-indeksli IRy Lorentz uzayinda, v=1 ve n > 2 i¢in IRY; Lorentz
uzayma Minkowski n-uzay denir. Boyutu 3, indeksi 1 olan IR3 uzayma Minkowski (Lorentz)
3-uzay denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.19.M bir Lorentz manifoldu ve a : | cIR — M diferensiyellenebilir bir egri olsun.
o egrisinin teget vektdr alani a’(s) =T olmak iizere,

)< T, T >< 0 ise a egrisine zaman benzeri egri,

ii)< T, T >> 0 ise a egrisine uzay benzeri egri,

iii)< T, T >= 0 ise a egrisine null egri denir (O’Neill 1983).



Tamm 2.20. IR} Lorentz uzay, IR in dik koordinat sistemi (x;, X,, X3, X4) olmak lizere
<X, x>= —x% 4+ x5+ x5 +x2

olarak tanimlanan dejenere olmayan metrik ile donatilmis 4-boyutlu Lorentz uzayidir

(O’Neill 1983).

Tanim 2.21. IR‘{ , 4-boyutlu Lorentz uzayinda ii¢ vektor X , Y ve Z olsun.

— — —
X =(Xq,X3,X3,X4) , Y=(V1,¥2,V3,V4) Ve Z=(Z4,2,,23,Z, ) olmak lizere
—61 ez 63 e4

X1 X2 X3 X4

Yi Y2 Y3 Va
Z1 Zy Z3 Z4

(X XY)XZ = —det

vektoriine X, Y veZ nin vektorel carpimi (dis ¢garpimi) denir (Tozak 2010).



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. L3 ve L* Lorentz Uzayinda Null Olmayan Egriler
Bu béliimde ilk olarak L3 Lorentz uzaymda null olmayan egriler galisilmistir. Burada
X=(X1,X5,X3) € L3 ve Y=(y1,V2,V3) € L? iki vektdr olmak iizere Lorentz i¢ garpimi
<Xy >= —X1y1 T X2¥2 T X3Y3

seklinde tanimlanmistir.V S€ IR i¢in {T(s), R(s), U(s)} Frenet catisinda T(s) ile teget vektor
alani, R(s) ile normal vektor alan1 ve U(s) ile binormal vektor alan1 gosterilmistir. Ayrica
p(s) birinci Frenet egriligi ve o(s) ikinci Frenet egriligi, vektor alanlarinin isaretleri de @ =
< T(s), T(s) >= 1, =< R(s),R(s) >= +1, —we =< U(s), U(s) >bigiminde ifade
edilmistir.
Bu ¢alismada{T(s), R(s), U(s)} Frenet ¢atisinin {T(s), R(s)}, {R(s), U(s)} ve {T(s), U(s)} alt
uzaylarinda yatip yatmadigi arastirilacaktir ve bu catinin alt uzaylarinda yatip yatmayan
egriler i¢in bir siniflandirma tablosu olusturulacaktir ve ayrica 6rneklendirmesi yapilacaktir.
fkinci olarak da L* de Lorentz uzayindaki null olmayan egriler calisilmistir. Burada
X=(Xy, X3, X3,X4) € L* ve Y=(¥1,Y2,¥3,V4)€E L* iki vektdr olmak iizere Lorentz ig carpimi

<Xy >= —X1Y1 T X2¥2 T X3¥3 + X4¥a
seklinde tanimlanmistir. V s€ IR i¢in {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet ¢atisinda T(s) ile teget
vektor alani, R(s) ile normal vektor alani, U(s) ile birinci binormal vektdr alani ve W(s) ile
ikinci binormal vektor alan1 gosterilmistir. Ayrica {T(s), R(S), U(s), W(s)} Frenet ¢atisina
ait egrilikler p(s), o(s) ve u(s) ile ifade edilmistir ve vektor alanlarinin isaretleri ise w, @, 0y,
w, dir. Bu calismada {T(S), R(S), U(s), W(s)} Frenet catisinda {T(s), R(s)}, {T(s),
U()}AT(s), W)} {R(S), U(S)} {R(s),W(s)}, {U(s), W(s)}, {T(s), R(s), U(s)} {T(s), R(s),
W(s)}, {T(s), U(s), W(s)}, {R(s), U(s), W(s)} alt uzaylarinda yatip yatmadigini arastirilip bu
catinin alt uzaylarinda yatip yatmayan egrilerin siniflandirma tablosu yapildiktan sonra

bununla ilgili 6rneklendirme yapilacaktir.



3.2. L3 ve L* Lorentz Uzayinda Null Egriler

Bu boliimde ilk olarak L3 Lorentz uzaymnda null egriler calisilmistir. Burada

X=(X1,X5,X3) € L3 ve Y=(V1,V2,V3) € L3iki vektdr olmak iizere Lorentz i¢ carpimi
<Xy >= —X1¥1 T X2¥2 T X3Y3

seklinde tanimlanmistir.VS€ IR igin {T(s), R(s), U(s)} Frenet catisinda T(s) ile teget vektor
alani, R(s) ile normal vektor alan1 ve U(s) ile binormal vektor alani gosterilmistir. Ayrica p(s)
ile birinci Frenet egriligi ve o(s) ile ikinci Frenet egriligi ifade edilmistir. Bu galismada {T(s),
R(s), U(s)} Frenet ¢atisinin {T(s), R(s)}, {R(s), U(s)} ve {T(s), U(s)} alt uzaylarinda yatip
yatmadig1 arastirilacaktir ve bu ¢atinin alt uzaylarinda yatip yatmayan egrilerinin
siniflandirma tablosu yapilacaktir ve bu kisimla ilgili 6rneklendirme verilecektir.

fkinci olarak da L*de Lorentz uzaymdaki null egriler ¢alisilmistir. Burada x=(x, X,, X3, X,)

€Lt ve Y=(Y1,V2, V3, V4) € L*iki vektdr olmak iizere Lorentz i¢ garpimi
<Xy >= —X1¥1 T X2¥2 T X3Y3 +X4Ya

seklinde tanimlanmistir. VS€ IR icin {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet ¢atisinda T(s) ile teget
vektor alani, R(s) ile normal vektor alani, U(s) ile birinci binormal vektor alan1 ve W(s) ile
ikinci binormal vektor alani gosterilmistir. Ayrica {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet catisina
ait egrilikler ise p(s), o(s) ve u(s) ile ifade edilmistir. Bu ¢aligmada {T(s), R(S), U(s), W(s)}
Frenet catisinda {T(s), R(s)}, {T(s), U(s)},{T(s), W(s)}, {R(s), U(s)}, {R(s),W(s)}, {U(s),
W(s)}, {T(s), R(s), U(s)}, {T(s), R(s), W(s)}, {T(s), U(s), W(s)}, {R(s), U(s), W(s)} alt
uzaylarinda yatip yatmadig1 arastirilacaktir ve bu catinin alt uzaylarinda yatip yatmayan

egrilerin smiflandirma tablosu yapildiktan sonra bununla ilgili 6rneklendirme yapilacaktir.



4. BULGULAR
4.1. 13 Lorentz Uzayinda Null Olmayan Egriler
L? Lorentz uzayinda null olmayan bir a egrisi icin {T(s), R(s), U(s)} Frenet catisinda
o(s)=< T(s), T(s) > =F1, @(s)=< R(s),R(s) > =F1, < U(s),U(s) >= —o ¢

sartlarinda ki Frenet denklemleri

T'(s) 0 p(s) 0 ][T(s)
R(s) [=[~oep(s) 0  a)||RE)
U'(s) 0 wo(s) 0 [[U(s)

bi¢imindedir ( Ozerdem 2018).
Teorem 4.1.1. «, L3de birim hizli null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s)} egrinin Frenet
catisi olsun. Bu ¢atinin {T(s), R(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s) =(stg1)T(s)
ve
a(s) =(st82)T(s)
Burada g, ve g,birer sabittir.
Ispat: o(s) =B(s)T(s) + Y(s)R(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. aegrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi

alinirsa
o' () =B (S)T(S) + B)T'(5) + V' (S)R(S) + V(S)R'(5)
elde edilir. o' (s)=T(s) igin
T(s)= B'(5)T(S) +B(S)[P(HIR(E)I+Y' (S)R(S) +(S)[-02(s)(5)p(S) T(5)+ 6(s)U(s)]
bulunur. Buradan
B'(s) = v()(s)p(s)p(s) = 1,

B(s)p(s) +v(s) =0,
y(s)a(s) = 0,

denklem sistemi elde edilir. Burada w(s) = +1, ¢@(s) = +1 sartlar1 goz Oniine alinirsa
denklem sisteminin ¢dziimii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:
Dw(s) =1,9(s) =1ve w(s) =—1,¢9(s) = —1 olmasi durumunda

B'(s) — v(s)p(s) = 1,

B(s)p(s) +y(s) =0,
y(s)a(s) =0,

y(s)o(s) = 0 denkleminin ¢oziimiinde iki durum vardir. Bunlar y(s) = 0 ve o(s) = 0olma
halleridir.y(s) = 0 igin B(s)p(s) + y(s) = 0 denklemi B(s)p(s) = 0 olup bu durumda da iki



durum s6z konusudur. ilk olarak B(s) = 0 ise B’ (s) — y(s)p(s) = 1 denkleminde 0 = 1
celiskisi elde edilir. ikinci olarak p(s) = 0 olmasi durumunda ise B(s) = s + g; degeri elde
edilir. Burada g, sabittir. Diger durum olan o(s) = 0 igin ise bir egri mevcut degildir.
Boylece aranilan egri ;

a(s) = (s + 81)T(s)
seklindedir.
i w(s) =1,0(s) =—1ve w(s) =—1,¢p(s) = 1 sartlarinda ayn1 denklem sistemi mevcut
olup bu sistem

B(s) +Y(s)p(s) = 1,

B(s)p(s) +v(s) =0,
y(s)a(s) = 0.

bigimindedir. y(s)o(s) = 0 denkleminin ¢6ziimiinden y(s) = 0 vea(s) = 0 bulunur. Eger
y(s) = 0 ise sistemin ikinci denkleminden B(s)p(s) = 0 elde edilir. Burada iki durum s6z
konusudur. Birinci olarak B(s) = 0ise B'(s) — y(s)p(s) = 1 denklemi i¢in 0 = 1 celiskisi
elde edilir. Ikinci olarak p(s) = 0 olmasi durumunda ise B(s) =s + g, dir. Burada g,
sabittir. Eger o(s) = 0 i¢in bir ¢6ziim mevcut degildir. Boylece egri
a(s) =(s+82)T(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.1.2. «, L3de birim hizli null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s)} egrinin Frenet
catis1 olsun. Bu ¢atinin {T(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s) =(s + g3)T(s) + g4 U(s)
dir. Burada g5 ve g, birer sabittir.
Ispat: o(s) =B(s)T(s) + y(s)U(s) egrisini olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
almirsa
o' () =B (S)T(s) + BE)T'(5) + Y'(S)U () + ¥(s)U'(s)
elde edilir. o' (s)=T(s) i¢in
T(s)= B'(5)T(S) +B(S)[P(SHREI+Y' (U (5) +¥(s)[w@(s) o ()R(S)]

bulunur. Buradan

B(s) =1,
B(s)p(s) + Y(s)w(s)a(s) = 0,
Y (s) =0,
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denklem sistemi ¢oziiliirse B’ (s) = 1icin B(s) = s + g3, (g3 bir sabittir) ve y'(s) = 0 igin
y(s) = g4, (g, bir sabittir) bulunur. Ayrica w(s) =1 ve w(s) = —1o0lma durumunda
sirastyla B(s)p(s) + y(s)a(s) = 0 ve B(s)p(s) — y(s)a(s) = 0 esitlikleri elde edilir. Burada
bulunan B(s) ve y(s) degerleri yerlerine yazilirsa denklemler sirasiyla (s + g3)p(s) +
g,0(s) =0 ve (s+g3)p(s) —gs0(s) =0, (p(s) # 0) seklindedir. Boylece {T(s), R(S),
U(s)} Frenet catisinin {T(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi;
a(s) =(s + g3)T(s) + g4 U(s)
olarak elde edilir.
Teorem 4.1.3. o, L3de birim hizh null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s)} egrinin Frenet

catis1 olsun. Bu ¢atinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrileri,
-1
=t

a(s) ==5R() + g,U(S)
ve
a(s) == 5R() + 8sU(S)
dir. Burada gs, g¢, g7 Ve gg sabitlerdir.
Ispat: a(s) =B(s)R(S) + y(s)U(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi

alinirsa
o' () =B'(S)R(S) + BS)R'(S) + Y/ (S)U (5) + y(s)U'(5)
elde edilir. o' (s)=T(s) olmak iizere
T(s)= B'(S)R(S) +B(S)[~w(s)@(s)p()T(s) + a(s)U ()]+Y'(S)U (5) +¥(s)[@(s)a(s)R(S)]
dir. Buradan
—0(8)@(s)p(s)B(s) = 1,
B'(s) + y(s)w(s)a(s) =0,
a($)B(s) +Y (s) = 0,
denklem sistemi bulunur ve bu sisteminin ¢éziimiinde asagidaki durumlar s6z konusudur:
i) w(s) =1,(s) =1igin;
—p(s)B(s) =1,
B'(s) +Y(s) o(s) = 0,
o(S)B(S) +Y () =0
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dir. Sistemdeki ilk denklem olan —p(s)B(s) =1 iseB(s) = —ﬁ , (p(s) # 0) bulunur.

Bulunan deger B’ (s) + y(s)o(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa y(s) = 0 ve o(s) = 0

durumlart elde edilir. Bu durumlardan y(s) =0 olmasi halinde G(S)B(S)-I—Y’(S) =

a(s)

0 denkleminden — —= =
p(s)

0, (p(s) # 0) olur ve boylece o(s) = 0 i¢in denklem saglanir. Diger

durum olan o(s) = 0 dan o(s)B(s) +7v (s) = 0 denklemi i¢in y(s) = g<, (gs bir sabittir)
oldugu goriiliir. O halde {T(s), R(s), U(s)} Frenet catisinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan
egrisi
a(s)= — = 5R(S) *+ gsU(S)
olarak bulunur.
i) w(s) =1,¢(s) = —1igin;
p(s)B(s) =1,

B'(s) +y(s)a(s) = 0,
a(s)B(s) + v (5) =0

denklem sistemindeki ilk denklem olan p(s)B(s) =1 igin B(s) =$, (p(s) # 0) dir.
B(s) = ﬁ degeri B'(s) + y(s) o(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa y(s) = 0 ve 6(s) =

0 durumlari ile karsilasilir. ilk olarak y(s) =0 olmas: halinde O'(S)B(S)+Y,(S) =

0 denkleminden SE—:i =0, (p(s) # 0) bulunarak o(s) = 0 i¢in denklem saglanir. Diger

taraftan ikinci durumda ise o(s) = 0 olmasi halinde o(s)B(s) +7v (s) = 0 denklemi i¢in
Y(s) = g, (g¢ Sabit) elde edilir. Boylece {T(s), R(s), U(s)} Frenet ¢atisinin {R(s), U(s)} alt
uzayinda yatan egrisi
a(s) = = 5R(S) *+ g6U(S)
olarak bulunur.
i) w(s) = —1,9(s) = 1 igin;
p(s)B(s) = 1,

B'(s) —y(s)a(s) =0,
a(s)B(s) +y (s) = 0

denklem sistemi mevcuttur. Burada p(s)B(s) = 1 denklemi i¢in B(s) = ok (p(s) #0)

degeri vardir. Bulunan bu deger B’ (s) + y(s)o(s) = 0 denkleminde yazilirsa y(s) = 0 ve

o(s) =0 durumlart elde edilir. Ilk durum olan y(s) =0 igin G(S)B(s)+y'(s) =
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0 denkleminden % =0, (p(s) # 0) bulunur ve o(s) = 0 igin denklem saglanir. ikinci

durum olan o(s) = 0 icin ise o(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminden y(s) = g,, (g, sabit)
degeri elde edilir. {T(s), R(s), U(s)} Frenet ¢atisinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi
_ 1
(s) = =R(S) + g,U(S)
dir.
iv) w(s) = —1, @(s) = —1 olmak iizere;

—p()BGs) = 1,
B'(s) —y(s) o(s) =0,
a(s)B(s) + v () =0,

dir. Burada —p(s)B(s) = 1 denkleminden B(s) = —% , (p(s) # 0) degeri elde edilir.

Bulunan bu deger B'(s) + y(s)o(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa y(s) = 0 ve o(s) =

0 degerleri bulunur ve y(s) = 0 olmas1 halinde a(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminden — ZE—Z; =

0, (p(s) # 0) esitligi elde edilir ve o(s) = 0 igin denklem saglanir. Diger durum olan o(s) =
0 i¢in o(s)B(s) + y'(s) = 0 denkleminden y(s) = gg, (gg bir sabittir) bulunur. Bdylece
aranilan {T(s), R(s), U(s)} Frenet catisinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi

a(s) == 5R() + 8sU(S)

bi¢imindedir.
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Bu kisimda L3 de birim hizli null olmayan bir egrinin {T(s), R(s), U(s)} Frenet ¢atisinin
alt uzaylarinda yatan asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.1. L3de birim hizli null olmayan bir egri

{T(s).R(s).U(s)}
Frenet Catisinin | w, @ Sabitleri icin Egri/Egriler Egrinin
Alt Uzaylan Durumlar Durumu
w=1¢=1, a(s) =(s + g1)T(s), YATAR
{T(s), R(s)} w=-1¢=-1
w=-1,¢=1; a(s) =(s+ g,)T(s), YATAR
w=1¢=-1
{T(s), U(s)} w=-1L,p=1 a(s)=(s + g3)T(s)+ g,U(s), | YATAR
= 1, = 1, :__1
w = 1, = _1 :L
{R(s), U(s)} ® o) =GR *8sUE): | yaTAR
= _1, - 1 :L
©="L¢="1 | u(s) = 5R(s) + geU(s).
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Ornek 4.1.1. 13 de o(s)= (g sin hs, gcos hs, ?s) egrisini ele alinirsa

oc'(s)=(g cos hs, g sin hs, ‘? )

oldugundan
<a(s)a(s) >= _717 coshsz+% sinhsz+g
=-1
elde edilir. O halde o egrisi bir null olmayan egridir. Dolayisiyla a zaman benzeri egridir.o
egrisinin s parametresine gore ikinci tlirevi
o''(s) = (g sin hs, g cos hs, 0)

olarak bulunur.a egrisinin birinci egrilik fonksiyonu

1

p(s) = ') =
seklindedir. Diger taraftan

arr(s)

lle” ()|

R(s) = = (sin hs, coshs, 0)

ve
U(s)=T(s) x R(s) = (%5 cos hs, ? sin hs,g )
dir. Ayrica a egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu
o(s) =< R'(s), U(s) >= ?(coshs2 + sinhs?)
olup sonug olarak Frenet vektor alanlart
T(S)=(€ cos hs, g sin hs, ? ),
R(s)= (sin hs, cos hs, 0)
U(s)= (%g cos hs, \/?g sin hs,g )
Ve bu catiya ait egrilikler ise
p(s) =2,
o(s) = \/g(coshsz + sinhs?)

seklindedir.
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Bu kisimda L3de birim hizhi null olmayan bir egrinin {T(s), R(s), U(s)} Frenet ¢atisinin
alt uzaylarinda yatan egrileri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.2. L3de birim hizli null olmayan bir egri 6rnegi

{T(s).R(s),U(s)}
Frenet Catisinin Egri/Egriler

Alt Uzaylan

a(s) =(stg;) (g coshs, gsinhs, ?) ,

{T(s), R(s)}
a(s) =(stg,) (g coshs, g sinhs, ?).

a(s) =(s + 8:)(5 " coshs, 2 sinhs ) + g,(3° coshs, ¥ sinhs. 7).
{T(s), U(s)}

os) Zﬁ(sinhs, coshs, 0) + g6(%§ coshs, ? Sinhs,g) ,

{R(s), U(s)} a(s) :ﬁ(sinhS, coshs, 0) + g7(%§ coshs, ? sinhs,g) ,

a(s) :ﬁ(sinhs, coshs, 0) + gs(%§ COShS\/?g Sinhs,g) .
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4.2. L* Lorentz Uzayinda Null Olmayan Egriler

o, L* de normalleri null olmayan zaman benzeri veya uzay benzeri birim hizli bir egri
olsun. Egrinin T(S), R(S), U(s), W(s) Frenet vektorleri, p(s), o(s) ve u(s)sirasiyla birinci,
ikinci, tiglincii egrilikleri ve w, @,w;, w, € {—1, 1} isaretleri igin

< T(s), T(s) >=w, <R(s),R(s) >= @, < U(s),U(s) >= w, , < W(s),W(s) >= w, ve
< T(s),R(s) >=<T(s),U(s) >=<T(s),W(s) >=<R(s),U(s) >= < R(s), W(s) >
= < U(s), W(s) > = 0 sartlarinda normalleri null olmayan zaman benzeri veya uzay benzeri

egriye ait Frenet denklemleri asagidaki gibi olup

[T'()] 0 p(s) 0 0 T(s)
[IRG)|[_| —op@) 0 w10(s) 0 R(s)
lu's) |~ 0 —@o(s) 0 — 0w (s) ‘ IU(S)
W'(s) 0 0 — wqu(s) 0 W(s)

ve her s€ | = Rigin eger pu(s) # 0 ise a egrisi tamamiyla L* de yatar (Altm Erdem 2013).
Teorem 4.2.1. a, L* de birim hizh null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet catis1 olsun. Bu ¢atinin {T(s), R(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

a(s) =(s + go)T(s),

a(s) =(s + 810 )T(S),

a(s) =(s + 811 )T(s),

a(s) =(s + 812 )T(s),

a(s) =(s + 813 )T(s),

a(s) =(s + 814 )T(S),

a(s) =(s + 815 )T(s),

a(s) =(s + 816 )T(S)
dir. Burada go, 810 811, 812, 813, 814, 815 V€ g1 birer sabittir.
Ispat: o(s) =B(s)T(S) + y(s)R(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi

alinirsa
o (s) =B’ () T(S) + B(S)T'(5) + Y/ (S)R(S) + ¥(S)R'(5)
elde edilir. a’(s)=T(s) i¢cin

T(s)= B'(S)T(S) +BS) p(S)@(SHR(E)I+Y' (S)R(S) +1(S)[-x(s)p($)T (5)+0(s) w1 (s)U(S)]

dir. Buradan
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B'(s) — w(®p()Y() =1,
P(S)P(S)B(S) +V'(5) =0,
o()wr (S)y(s) =0

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse o(s)= +1, @(s) = +1,w,(s) = +1 olma
durumlar1 goz oniine alindiginda denklem sisteminde sekiz farkli durum s6z konusudur.

i) os)=1, @(s) =1ve w;(s) =1igin

B'(s) —p(s)y(s) =1,
p(s)B(s) +Y (s) = 0,
o(s)y(s) =0

sisteminden o(s)=0 ve y(s) = 0 olarak bulunur. Burada o(s)=0 i¢in denklem sistemi
¢oziilmez. Diger durum olan y(s) =0 ic¢in y'(s) =0 olur. p(s)B(s) +Yy(s) =0
denkleminde y'(s) = 0 yerine yazilirsa p(s) = 0 ve B(s) = 0 elde edilir. ilk olarak bulunan
p(s) = 0 icin B'(s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden B(s) = s + g, bulunur ve burada g,
sabittir. ikinci olarak B(s) = 0 igin B’ (s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden geliski elde edilir.
Bu durum i¢in s6z konusu olan egri;

a(s) =(s + g9 )T(s)
dir.
i) w(s)=1, @(s) =1ve w,(s) =—1igin

B(S)—p(IV(s) =1,

p()B(s) +Y (s) =0,
~a(s)y(s) =0

elde edilir. Denklem sistemindeki —o(s)y(s) = 0 denkleminden o(s)=0 ve y(s) =0
bulunur. 6(s)=0 i¢in denklem sistemi bir ¢6ziime sahip degildir. Fakat y(s) = 0 ise y'(s) =
0 olur. Diger bir denklem olan p(s)B(s) + y (s) = 0 denkleminde bulunan bu deger yerine
yazilirsa p(s) = 0 ve B(s) = 0 olma durumlar1 elde edilir. Buradan p(s) = 0 durumu igin
B'(s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden B(s) = s + g, degeri bulunur ve g, sabittir. g (s) =
0 durumu igin B'(s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden ise celiski elde edilir. Bu denklem

sistemindeki s6z konusu olan egri
a(s) =(s + 810 )T(S)

bi¢imindedir.

i) o(s)=1, @(s) = —1 ve w,(s) = 1 sabitleri ile beraber denklem sistemi;
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B'(s) —p()Y(s) =1,
—p(s)B() +¥ (s) =0,
a(s)y(s) =0

bicimindedir. Sistemdeki o(s)y(s) = 0 denklemi i¢in o(s)=0 ve y(s) = Odurumlari vardir.
[k durum olan 6(s)=0 i¢in denklem sistemi ¢dziilmez. Ikinci durum olan y(s) = 0 i¢in ise
v'(s) = 0 olarak bulunur. Diger bir denklem olan—p(s)B(s) + v (s) = 0 denklemi iin elde
edilen y'(s) = 0 degeri denklemde yerine yazilirsa p(s) =0 ve B(s) =0 durumlan
mevcuttur. Buradan p(s) = 0 i¢in ' (s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden B(s) = s + g;, elde
edilir ve burada g, sabittir. DahasiB(s) = 0 icin B'(s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden

celigki bulunur. O zaman aranilan egri
a(s) =(s + g1 )T(S)
seklindedir.
iv) o(s)=—1, @(s) =1 ve w;(s) = 1 olmak lizere
B'(s) +p()v(s) = 1,

p(s)B(S) +Y (s) =0,
a(s)y(s) =0

dir. Denklem sistemindeki o(s)y(s) = 0 i¢in o(s)=0 ve y(s) = 0 degerleri bulunur. Bu
degerlerden o(s)=0 ise denklem sistemi bir ¢oziime sahip degildir. Diger deger olan y(s) =
0 i¢in Y'(s) = 0 degeri vardir. Sistemdeki p(s)B(s) +y (s) = 0 denkleminde, bulunan
y'(s) = 0 degeri yerine yazilirsa p(s) = 0 ve B(s) = 0 olma durumlar1 s6z konusudur.
Durumlarm ilki p(s) = 0 icin B'(s) + p(s)y(s) = 1 denkleminden B(s) =s + g, elde
edilir (g,, sabittir). Durumlarin ikincisi olanB(s) =0 i¢in B'(s) + p(s)y(s) =
1 denkleminden ¢eliski elde edilir. Boylece bu denklem sistemi igin egri;
a(s) =(s + 812 )T(s)
olarak bulunur.

V) o(s) = —1, @(s) = —1ve w,(s) = 1 sartlar igin

B'(s) +p(s)y(s) = 1,
—p(s)B(s) +Y (5) =0,
a(s)y(s) =0

elde edilir. Burada o(s)y(s) = 0 denklemi ¢oziiliirse o(s)=0ve y(s) = 0 bulunur. i1k olarak
o(s)=0 ise denklem sistemi i¢in bir ¢6ziim mevcut degildir. Sonra da y(s) = 0 degeri igin

v'(s) = 0 oldugu gbriiliir. Bulunan bu bagmti —p(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminde yerine
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yazilirsa p(s) = 0 ve B(s) = 0 olmak tizere iki deger mevcuttur. Elde edilen ilk deger p(s) =
0 igin B'(s) + p(s)y(s) = 1 denkleminden B(s) = s + g5 dir. Burada g, sabittir. ikinci
deger olan B(s) = 0 igin ise B’ (s) + p(s)y(s) = 1 denkleminden celiski s6z konusudur. Bu
¢Oziimler neticesinde istenilen egri

a(s) =(s + g3 )T(s)
olarak vardir.

vi)o(s) =1, @(s) = —1ve w,(s) = —1 sartlar1 denklem sistemi i¢in kullanilirsa

B'(s) — p(s)y(s) = 1,
—p(s)B(s) +Y'(s) =0,
—o(s)y(s) =0

bulunur. —o(s)y(s) = 0 denklemi i¢in o(s)=0 ve y(s) = 0 degerleri mevcuttur. Burada
0(s)=0 degerinde denklem sistemi bir ¢éziime sahip degildir. Diger deger olan y(s) = 0 i¢in
ise y'(s) = 0 bulunur. Elde edilen bu deger —p(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminde yerine
yazilirsa p(s) = 0 ve B(s) = 0 olma durumlari elde edilir. Durumlarm ilki p(s) = 0, B’ (s) —
p(s)y(s) = 1 denkleminde yazilirsa B(s) = s + g4 degeri bulunur, (g, sabittir). ikinci
durum B(s) = 0 igin B'(s) — p(s)y(s) = 1 denkleminden geliski s6z konusudur. Béylece

aranilan egri
a(s) =(s + g14)T(s)
dir.
vil)o(s) =—1, @(s) =1ve w,(s) = —1igin
B(s) +p(s)v(s) = 1,

p()B(s) +Y (s) =0,
~a(s)y(s) =0

denklem sistemi bulunur. Burada —ao(s)y(s) = 0 dan o(s)=0 ve y(s) = 0 durumlar1 elde

edilir. Birinci durum o(s)=0 i¢in denklem sisteminin bir ¢6ziimii bulunamaz. Ikinci durum
v(s) = 0 ise y'(s) = 0 olur. Bu bagmtlar ile beraber p(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminden
p(s) =0 ve B(s) =0 olma durumlar séz konusudur. Buradan p(s) = 0 icin B'(s) +
p(s)y(s) =1 denkleminden B(s) =s+ g, elde edilir ve burada g,s bir sabittir.

Ayrica B(s) = 0 igin B'(s) + p(s)y(s) = 1 denkleminden ¢eliski mevcuttur. Denklem
sistemi i¢in bulunan egri

a(s) =(s + 815 )T(s)
seklindedir.
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viii) o(s)= —1, @(s) = —1 ve w,(s) = —1 sartlarinin segimiyle

B'(s) +p()Y(s) =1,
—p(s)B(s) +Y (s) =0,
—o(s)y(s) =0

denklem sistemi bigimindedir. Sistemin son denklemi olan -o(s)y(s) =0 igin
0(s)=0ve y(s) = 0 sonuglar1 bulunur. Burada (s)=0 i¢in denklem sistemi ¢6ziilmez. Diger
bir sonug olan y(s) = 0 i¢in y’ (s) = 0 elde edilir. Bulunan y’(s) = 0 degeri - p(s)B(s) +
¥ (s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa p(s) = 0 ve B(s) = 0 oldugu gbriiliir. Bdylece
p(s) = 0 degeri B'(s) + p(s)y(s) = 1 denkleminde kullanilirsa B(s) = s+ g4 esitligi
bulunur ve bu esitlik g, sabitini igerir. B(s) = 0 igin ise B'(s) + p(s)y(s) = 1 denklemi
celiski ile sonuglanir. S6z konusu olan egri

a(s) =(s + 816 )T(S)
ile gosterilir.
Teorem 4.2.2. a, L* de birim hizh null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet ¢atis1 olsun. Bu ¢atinin {T(s), U(s)} alt uzayinda yatan egriler;

a(s) =(s + 817 )T(S) + 815U(s),

a(s) =(s + 819 )T(S) *+ 820U(9),

a(s) =(s + 821 ) T(S) + 822U(s),

a(s) =('s + 823 ) T(S) + 824U(9),

a(s)=('s + 825 )T(S) *+ 826U(5),

a(s) =(s + 827 ) T(S) + 825U(s),

a(s) =('s + 829 )T(S) + 830U(S),

a(s) =(s + 831 ) T(S) + 832U(9)
seklindedir. Burada g7, 818, 819, 820, 821> 822) 823 8240 825, 826) 827, 828 8295 830
831, g3, birer sabitlerdir.
Ispat: a(s)=B(s)T(s) + y(s)U(s) egrisi olarak alalim. Burada P ve y; s parametresine bagh
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
almirsa

o' () =B (S)T(s) + B(S)T'(5) + Y (SHU(S) + ¥(S)U'(5)

elde edilir. o’ (s)=T(s) olarak alinirsa

T(s)=B' () T(S)+B(S)[P () P(SIR(S)I+Y' (5)U(s)+
V) [-o(s)@(s) w1 (s)R(s) — u(s)w(s)@(s)w; (s)W(s)]
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oldugu gortiliir. Esitlikteki denklem diizenlenirse

( B(s) =1,
P()p(s)B(S) — 6(s)p(s)wy ()Y (s) = O,
Y(s) =0,

—u(s)w(s)e(s)w,(s) =0
bulunur. w(s) = +1, o(s) = +1 ve w,(s) = +1 igin sekiz farkli durum mevcuttur:

i) w(s) =1,¢9(s) = 1ve w;(s) = 1i¢in denklem sistemi

( B(s)=1,
4 p(s)B(s) — a(s)y(s) = 0,
L Y(s) =0,

—u(s) =0

seklindedir. Sistemin ilk denklemi B'(s) = 1 esitliginden B(s) =s + g;, elde edilir ve

burada g,, bir sabittir. Sonra sistemdeki y’'(s) = 0 igin y(s) = g, sabiti vardir. Ayrica

u(s) = 0 olup aranilan egri

a(s) =(s + g17 )T(S) + g15U(s)

bi¢imindedir.
i) w(s) = —1,¢(s) = 1ve w,(s) =1 durumu segilirse
( B(s) =1,
p(s)B(s) —a(s)y(s) =0,
Y(s) =0,
u(s) =0

oldugu goriiliir. Burada B'(s) = 1 i¢in B(s) = s + g, bulunur, burada g, , bir sabittir. Diger
bir denklem olan y'(s) = 0 icin y(s) = g,, bulunur ve burada g,, nin bir sabit oldugu

gortliir. Ayrica p(s) = 0 dir. O halde bulunan egri

a(s) =(s + 819)T(S) *+ 820U(S)
seklindedir.
i) w(s) =1,¢9(s) = —1,w,(s) = 1 igin denklem sistemi

B(s) =1,

—p(s)B(s) + o(s)y(s) =0,
| Y(s) =0,
u(s) = 0.

Buradan sistem ¢oziiliirse B’ (s) = 1 ise B(s) = s + g,, dir. Burada bahsedilen ifadedeki g,,

sabittir. Denklem sistemi ¢oziilmeye devam edilirse y'(s) = 0 esitliginden y(s) = g,
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bulunur ve buradaki g,, bir sabittir. Dahas1 denklem sisteminde p(s) = 0 oldugu da g6z
Oniine alinirsa aranilan egri

a(s) =(s + 821 ) T(S) + 822U(9)
bulunur.

iv) w(s) = 1,9(s) = 1ve w,(s) = —1 alinmasi ile

B(s) =1,
p(s)B(s) — a(8)Y(s) = 0,
| Y(s) =0,

n(s) =0

denklem sistemi yukaridaki gibidir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in ilk denklemden
baslanirsa; B'(s) = 1 ise B(s) = s + g, elde edilir. Burada bulunan g, sabittir. Boylece
denklemlerin ¢oziimiiniin devaminda y'(s) = 0 igin y(s) = g,, gibi sabittir. Ayrica
denklem sistemimizde p(s) = 0 oldugundan $6z konusu aradigimiz egri

a(s) =('s + 823 )T(S) + 824U(S)
seklinde bulunur.

V) w(s) = —1,¢(s) = —1 ve w,(s) = 1 olmak tizere

( B'(s) =1,
—p(s)B(s) + o(s)Y(s) = 0,
Y(s) =0,

u(s) =0

dir. Burada ilk denklem B'(s) =1 ise B(s) = s+ g5, (8,5 sabittir) elde edilir. Diger
denklem olan y'(s) = 0 igin y(s) = g, dir ve burada g, sabittir. Diger bir denklem de

u(s) = 0 olup boylece aranilan egri

a(s) =(s + 825 )T(S) + g26U(S)
olarak elde edilir.

Vi) w(s) = —1,p(s) = 1ve w,(s) = —1 sartlar1 i¢in denklem sistemi ;

B(s) =1,
p(s)B(s) — a(s)y(s) = 0,
| Y(s) =0,

u(s) =0

olarak yazilir. Burada denklem sisteminin ¢oziimii i¢in ilk adim B’(s) = 1 denkleminin
¢oziimiinde B(s) = s+ g,; oldugu goriiliir. Ayrica bu denklem igin g,, bir sabittir.
Sistemdeki diger bir denklem y'(s) = 0 icin y(s) = g,g OlUp g,g sabit oldugu sdylenir.

Diger bilinen deger olan p(s) = 0 dir. Boylece aranilan egri
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0o(s) =('s + g27 ) T(S) + g25U(s)
bicimindedir.

vii) w(s) = 1,9(s) = —1ve w;(s) = —1igin

B(s) =1,

—p(s)B(s) + o(s)Y(s) = 0,
| Y (s) =0,
us) =0

elde edilir. Denklem sistemi ¢oziiliirse B’ (s) = 1 ifadesinden B(s) = s + g, bulunur ve
burada g, bir sabittir. Denklem sistemindeki diger denklem olan y'(s) = 0 ifadesinden ise
v(s) = g5, elde edilir (g, bir sabittir). Ilaveten p(s) = 0 oldugu da denklem sisteminden
acikea bilindigine gore sonugta elde ettigimiz egri

0(s) =('s + 820 )T(S) + g30U(s)

seklindedir.
viii) w(s) = —1,@(s) = —1ve w,(s) = —1igin
( B(s) =1,
4 p(s)B(s) + o(s)y(s) =0,
| Y(s) =0,
—u(s) =0

denklem sistemi bulunur. Buradaki denklemler ¢oziliirse; ilk denklem olan B'(s) = 1
esitliginden B(s) = s + g3, degeri elde edilir, (g5, bir sabittir). Sonrasinda y'(s) = 0 dan
y(s) = g3, bulunur, (g5, sabittir). Ayrica p(s) = 0 oldugu goriiliir. Boylece bu denklem
sistemi i¢in elde edilen egri

a(s) =(s + 831 ) T(S) + 832U(s)
bicimindedir.
Teorem 4.2.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri « ve bu egrinin Frenet catis1 {T(s),
R(s), U(s), W(s)} olsun. Bu catinin {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

a(s) =(s + 833)T(S) + 834W(s),

a(s) =(s + 835 ) T(S) + 83 W(9),

a(s) =(s + 837 ) T(S) + 83 W(9),

a(s) =(s + 839 )T(S) +840W(S)
seklinde olup burada g5 ,834, €35, 836, €37, 833, 839, a0 Direr sabitlerdir.
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Ispat: a(s) =B(s)T(s) + y(s)W(s) egrisi olarak alalm. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
alinmas1 halinde
o' (s) =B (S)T(s) + B(S)T'(5) + Y (SW(S) + v(S)W' ()
olarak bulunur. o' (s)=T(s) igin
T(s)= B'(S)TE)+BE) p(S)P(SIR(S)I+Y (SYW(S)+¥(S)[-1(5) w1 ()U(S)]

elde edilir. Buradan denklem diizenlenirse

([ B&®=1,
@(s) p(s)B(s) =0,
| YY) =0,

| —u(s)ei(s) = 0
denklem sistemi elde edilir. Burada ¢(s) = ¥1 vew,(s) = +1 durumlarinin incelenmesi
sonucunda dort farklt durum vardir. Bu durumlar asagidaki sekildedirler:
i) (s) = 1ve w;(s) = 1 olmas1 durumunda:
(B =1,
p(s)B(s) = 0,

Y(s) =0,
—u(s) =0

olarak elde edilir. Denklem sistemindeki ilk denklem olan B’ (s) = 1 esitliginden f(s) = s +
g4 elde edilir, (g5 sabittir). B(s) degerinden p(s)B(s) = 0 denklemi i¢in p(s)=0 olarak
bulunur. Diger denklem olan y'(s) = 0 igin y(s)= g3, bulunur ve burada g, degerinin sabit

oldugu agiktir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden mevcut olan egri
a(s) =(s + 833 ) T(S) + g34W(s)

bi¢imdedir.
i) @(s) = —1 ve w;(s) = 1igin denklem sistemi:
( B =1
—p(s)B(s) =0,
y(s) =0,
—u(s) =0

seklinde bulunur. Denklem sistemindeki ilk denklem olan B'(s) = 1 ise B(s) = s + g5 olur
ve burada g, sabittir. Sistem ¢oziilmeye devam edilirse y'(s) = 0 igin y(s)= g, benzer
sekilde elde edilen g;, sabittir. B(s) = s+ g3s olmasi geregince —p(s)B(s) =0 i¢in

soylenecek deger p(s)=0 olur. Sonugta bu denklem sisteminden elde edilecek olan egri
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a(s) =(s + 835 ) T(S) +836W(S)
olarak bulunur.

iii) @(s) = 1 ve w;(s) = —1 alinirsa asagidaki denklem sistemi mevcuttur:

B(s)=1,
p(s)B(s) = 0,
| Y(s)=0,
L uGs)=o.

esitliklerin ilki B'(s) = 1icin B(s) = s + g3, ve liciincii esitlikten y'(s) = 0 ise y(s)= g5
elde edilir. Burada g5, ve gs;g degerlerinin birer sabit oldugu soylenir. p(s)B(s) =
0 denkleminden bu sistem i¢in bulunan degerler gz 6niine alindiginda p(s)=0 olarak elde
edildigi goriiliir. Mevcut sistem i¢in elde edilmesi beklenen egri

a(s) =(s + g37 ) T(S) + g3 W(s)
seklindedir.

iv) ©(s) = —1 ve w,(s) = —1 sartlarinin se¢ilmesi halinde:

[ B=1,

4 —p(s)B(s) =0,

| Y()=0,
u(s) =0,

denklem sistemi bulunur. Sistemin ilk denklemi B’(s) = 1icinf(s) = s + g3, degeri elde

edilir ve burada gs, sabittir. Sistemin diger bir denklemi y'(s) = 0 dan y(s)= g40, (840
sabittir). u(s) = 0 ve—p(s)B(s) = 0 i¢in bilinen B(s) = s + g3¢ degerinden p(s)=0 oldugu
aciktir. Boylece bulunan egri ise

a(s) =(s + 839 ) T(S) + 84oW(9)
bicimindedir.
Teorem 4.2.4. L* de birim hizli null olmayan bir egri a ve {T(s), R(S), U(s), W(s)} egrinin
Frenet ¢atis1 olmak tizere ¢atinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

a(s) =841R() ,

a(s) =g42R()

a(s) =g4gR(s)

a(s) =g44R(S) ,

a(s) =84sR(S) ,

a(s) =846R () ,

a(s) =g47R(S) ,
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a(s) =g4gR(s) ,
dir ve burada g41, 42, 843+ 844 as, Sa6: 847, Sag Olarak bahsedilen ifadeler sabitlerdir.
ispat: a(s)=B(S)R(s) + y(s)U(s) egrisini alalim. Egride p ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere o egrisinin her iki tarafinda s parametresine

gore tiirevi alinirsa
o' (s) =B'(S)R(S) + BS)R'() + Y'(5)U(s) + ¥(s)U' (5)

bulunur. ' (s)=T(s) igin

T(S)=B (SRE)+BE)[—p(S)w(S)T(s)+ o(s)w1 (SHU(S)]+Y' (S)U(S)+1(S)[-0(s)w; (SIR(S) —
u(s)w(s)@(s)w; (s)W(s)]
elde edilir. Buradan denklem diizenlenirse
([ —POeEBE =1,
B (s) —o(s)wi(s)y(s) =0,

| o(5)w1(s)B(s) +Y (s) =0,
\—1(s)0(s)p(s)w, ()y(s) = 0,

seklinde bir denklem sistemi mevcuttur. Akabinde w(s) = ¥1, o(s) = +1 ve w,(s) =
+1 degerleri baz olarak almirsa sekiz farkli durumdan bahsedilir. Bunlar asagidaki
bi¢imdedir:
) w(s) = 1,¢(s) = 1ve w;(s) = 1 oldugu durum i¢in denklem sistemi:
((-P@B© =1
B (s) —a(s)y(s) =0,

a(s)B(s) +vy () =0,
—u(s)y(s) = 0

olup —p(s)B(s) = 1 denkleminden B(s) = —ﬁoldugu goriiliir, (p(s) # 0). Sistemdeki
diger denklem olan - u(s)y(s) = 0 igin ise pu(s) = 0 veya y(s) = 0 degerleri elde edilir.
Denklem sisteminin ortak bir ¢dziimiinii bulmak igin y(s) = 0 ise y'(s) = 0 dur. Burada
o(s)B(s) + ¥ (s) = 0 denkleminde bulunan degerler kullanilirsa o(s) = 0 bulunur. Ayrica
benzer islemler B’ (s) — o(s)y(s) = 0 denklemi igin de yapilirsa B’ (s) = 0 oldugu
sonucuna ulasilir. Boylece B(s) = g4, olup burada g,, bir sabittir. Buradan elde edilecek
egri,

a(s) =g41R(S)
seklindedir.
i) w(s) = —1,¢9(s) = 1 ve w,(s) = 1igin:
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p()B'(s) =1,
B'(s) — o(s)y(s) = 0,
| 6(s)B(s) +Y (s) =0,

n(s)y(s) = 0

denklemleri oldugu sonucuna ulasilir. Sonra sistemindeki denklemlerden p(s)B(s) = 1 igin

elde edilen deger p(s) # 0 oldugundan B(s) = ﬁ seklindedir. Sistemdeki diger denklem

olan u(s)y(s) = 0 ¢oziiliirse u(s) = 0 veya y(s) = 0 olma durumlar1 mevcuttur. Ilk olarak
v(s) = 0 isey'(s) = 0 bulunur. Elde edilen bu deger o(s)B(s) + Y (s) = 0 denkleminde
kullanilirsa 6(s) = 0 degerinin oldugundan bahsedilir. Ayrica bulunan bu deger B'(s) —

o(s)y(s) = 0 denklemi igin de kullamlirsa B’'(s) = 0 olup B(s) = g,, bicimindedir ve
burada g, bir sabittir. Boylece aranilan egri ;
a(s) =g42R(5)
seklindedir
i) w(s) = 1,¢(s) = —1 ve w;(s) = 1 oldugu durum i¢in

((—pOBE =1,
B'(s) + o(s)y(s) = 0,
|a()B(s) +¥ (s) =0,
u(s)y(s) =0
denklem sistemi mevcuttur. Buradaki—p(s)B(s) = 1 denkleminden p(s) # 0 olmasi
halinde B(s) = —ﬁ elde edilir. Diger bir denklem olan p(s)y(s) = 0 esitliginden ise

n(s) = 0 veya y(s) = 0 degerleri bulunur. Burada y(s) = 0 kullanilirsa y’ (s) = 0 olur.
Sistemdeki o(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminde y'(s) = 0 alimirsa o(s) = 0 dir. Bulunan
bu degerler B’ (s) — o(s)y(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa B’ (s) = 0 oldugu
sonucuna ulasilir. Bu ise B(s) = g45 oldugunu ifade eder, (g, bir sabittir). O halde elde
edilecek olan egri ;

0o(s) =g43R(s)

dir.
iv) w(s) =1, 9(s) = 1ve w,(s) = —1 sartlarinda:
—p(B(s) =1,
B(s) —a(s)y(s) =0,
| —0o(s)B(s) +v(s) =0,
u(s)y(s) =0
denklem sistemi mevcuttur. ilk denklemden p(s) # 0 igin B(s) = —% bulunur. Dérdiincii

denklemden u(s) = 0 veya y(s) = 0 durumlar1 vardir. Bu durumlardan y(s) = 0 igin
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v’ (s) = 0 olup iigiincii denklemde kullanilirsa o(s) = 0 bulunur. Bulunan bu degerler
ikinci denklem olan B’ (s) — o(s)y(s) = 0 da yerine yazilirsa B'(s) = 0 oldugu sonucuna
ulagilir. Diger bir durum olan p(s) = 0 igin denklem sisteminde bir ¢oziimiin varligindan

s0z edilmez. Boylece B(s) = g44 elde edilir ve burada g,, bir sabittir. Son olarak sistem
i¢in mevcut olan egri ;

a(s) =g44R(9)
bi¢imindedir.
V) w(s) = —1,¢(s) = —1 ve w,(s) = 1 oldugu durum igin;
(PGB =1,
B'(s) — a(s)y(s) = 0,

| 6(s)B(s) +Y (s) =0,
—u(s)y(s) =0

dir. 1k denklemden B(s) = ﬁ elde edilir, (p(s) # 0). Denklem sistemindeki son
denklemden p(s) = 0 veyay(s) = 0 durumlari s6z konusudur. Denklem sisteminde ortak bir
¢oziim elde edebilmek icin y(s) = 0 ise y'(s) = 0 bulunur. Benzer sekilde o(s)B(s) +
y'(s) = 0 denklemi i¢in de o(s) = 0 elde edilir ve bu deger ikinci denklemde kullanilirsa
B'(s) = 0 oldugu goriiliir. Bu ise B(s) = g,s oldugunu gosterir ve ayrica g, bir sabittir.

Boylece aranilan egri;

a(s) =g4sR(S)

dir.
vi) w(s) = —1,¢(s) = 1 ve w;(s) = —1 durumu i¢gin denklem sistemi su sekildedir;
p(s)B(s) =1,
B (s) +a(s)y(s) =0,
| —a(s)B(s) +y (s) =0,
—u(s)y(s) = 0.
Denklem sistemindeki birinci denklemden p(s) # 0 olmak kaydiyla B(s) = — dur.

p(s)
Dordincti denklemden p(s) = 0 veya y(s) = 0 gibi iki durum s6z konusudur. Denklem

sisteminin ortak bir ¢oziim igin y(s) = 0 ise Y’ (s) = 0 olup iiciincii denklemden de o(s) =
0 bulunur. Bulunan bu esitlikler ikinci denklemde yerine yazilirsa ' (s) = 0 oldugu gériiliir.
O halde B(s) = g4 Olup burada g, bir sabittir. Boylece aranilan a egrisi ;

o(s) =g46R(S)
dir.
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vii) w(s) =1,¢(s) = —1ve w,(s) = —1 sartlar1 alinirsa;

—p()B'(s) =1,
B'(s) + o(s)y(s) = 0,
| —0(s)B(s) +Y'(s) =0,
—u(s)y(s) = 0

denklem sistemi yukarida belirtildigi gibidir. Bu sistemin ortak bir ¢6ziimi i¢in ilk
denklemden B(s) = —% elde edilir, burada p(s) # 0 dir. Daha sonra -u(s)y(s) =0
denklemi ise p(s) = 0 veya y(s) = 0 ¢oziimlerini verir. Bu ¢6ziimlerden olan y(s) = 0 igin
v'(s) = 0 bulunur. Bulunan bu deger —o(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa
o(s) = 0 oldugu goriiliir. Boylece bulunan bu o(s) = 0 degeri B'(s) + o(s)y(s) =0
denkleminde yerine yazilirsa B’ (s) = 0 olur. Son ifadeden de B(s) = g,, oldugu gériiliir ve

burada g, bir sabittir. O zaman aranilan egri;
a(s) = g47R(S)

seklinde gosterilir.
viii) w(s) = =1, o(s) = —1 ve w;(s) = —1 oldugu durum i¢in denklemler asagidaki
gibidir:

( p(MB () =1,
B'(s) + a(s)y(s) =0,
—6(s)B(s) + Y (s) =0,
u(s)y(s) = 0.

[k denklemden B(s) = ﬁ (p(s) # 0) bulunur. Diger denklemlerden biri olan u(s)y(s) =

0igin p(s) = 0 veya y(s) = 0 durumlart s6z konusudur. Bu durumlardan y(s) = 0 i¢in
y'(s) = 0 olarak bulunur. Ayrica burada —o(s)B(s) +y (s) = 0 denkleminden o(s) =
0 oldugu goriiliir. Son olarak ulasilan bu deger B’ (s) + o(s)y(s) = 0 denkleminde yerine
yazilirsa B’ (s) = 0 dir. Dolayistyla B(s) = g,g Olarak elde edilir, (g4 bir sabittir). Boylece
mevcut olan egri;

a(s) = 84gR(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.2.5. a, L*de birim hizli null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet catis1 olsun. Bu ¢atinin {R(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

a(s) =h,R(s) +h; W(s),

a(s) =hyR(s) +h3W(s),
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a(s) =hgR(s) +hsW(s),

a(s) =hgR(s) +h,W(s)
seklindedir ve bu egrilerde hy, h,, hs, h,, hg, hg, h;, hg denklemlere ait sabitlerdir.
ispat: a(s) =B(s)R(S) + y(s)W(s) egrisini alalim. Burada P ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Egrinin s parametresine gore her iki tarafinin tiirevi
alimirsa

a’(s) =B’ (S)R(S) + B(S)R'(S) + Y (S)W(s) + y(S)W'(s)

elde edilir. o' (s)=T(s) igin
T()=B' (SRE)+BE)[—p(S)w () T(s)+0(s) w1 (S)U(S)I+Y' (S)W(S)+Y(S)[—1(s) w1 (S)U(S)]

bulunur. Esitligin her iki tarafinda gerekli diizenlemeler yapilirsa

( —p(s)w(s)B(s) = 1,

B'(s) =0,
| 5() 0, (s)B(S) — n(s)w; (s)¥(s) = 0,
\ Y(s)=0

denklem sistemi yukaridaki bigimdedir. Burada w(s) = +1 ve w,(s) = +1 bahsedilen bu
sartlar ile denklem sistemi dort farkli sekilde ¢6ziime sahiptir. Bunlar;
i) w(s) = 1ve w;(s) = 1 sartlarinda
—p(s)B(s) =1,
B(s)=0,

| 6($)B(s) — n(s)Y(s) = O,

\ Y(s)=0
denklem sistemi mevcuttur ve y’'(s) = 0igin y(s) = h; degeri bulunur, (h, bir sabittir).
Sistemin baska bir denklemi olan B'(s) = 0 i¢in B(s) = h, elde edilir ve burada h, bir

sabittir. Ayrica ilk denklemden B(s) = —ﬁ olur ve p(s) # 0 dir. Denklemlerin ¢oziimleri

neticesinde olusan egri;

a(s) =h,R(s) + h;W(s)

seklindedir.
i) w(s) = —1ve w,(s) = 1 alinirsa;
([ POBE =1,
B'(s) =0,
o(s)B(s) — u(s)y(s) = 0,
Y(s) =0
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dir. Burada y'(s) = 0 denkleminden y(s) = hsolup h; sabittir. ikinci denklem olan p’(s) =
0 igin B(s) = h,, (h,sabittir). flaveten p(s)B(s) = 1 denkleminden ise B(s) = ﬁ degeri
bulunur ve degerde belirtilen p(s) # 0 dir. Denklem sisteminde bulunan degerler igin

aranilan egri;

a(s) =h4R(s) +h;W(s)

seklindedir.
i) w(s) = 1 ve w,(s) = —1 olma durumu g6z oniine alinirsa denklem sistemi
( —POBE =1,
4 B(s)=0,
—0(s)B(s) + u(s)y(s) = 0,
l Y(s)=0

seklindedir. Burada son denklemden bir sabit olan hg icin y(s) = hg bulunur. Ikinci
denklemden de (s) = h, elde edilir ve burada hg bir sabittir. Ayrica —p(s)B(s) =1

denklemi i¢in ise bulunan deger B(s) = —ﬁ dir, (p(s) # 0). Boylece bu denklem

sisteminin ¢oziimiine iliskin egri;
a(s) =hgR(S) +hsW(s)
dir.
V) w(s) = —1ve w,(s) = —1 igin;
I P(S?B(S) =1,
B(s) =0,
| ~0(B(S) + uSY(S) = 0,
\ Y () =0
denklem sistemi mevcuttur. Sistemin dordiincii denklemi olan y'(s) = 0icin y(s) =
h, vardir ve burada h, nin sabit oldugu agiktir. ikinci denklem olan f'(s) = 0 igin B(s) =
hg, (hg bir sabittir). Ayrica p(s)B(s) = 1 denklemi igin de 3(s) = $ bi¢imindedir ve burada
p(s) # 0 dir. Sonug olarak aranilan egri;
a(s) =hgR(s) +h;W(s)
seklindedir.
Teorem 4.2.6. a, L* de birim hizh null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet catis1 olsun. Catinin {U(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri,
a(s) =hgW(s),
a(s) =hy o W(s),
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a(s) =h; W(s),

a(s) =h;,W(s),

a(s) =h 3 W(s),

a(s) =hy s W(s),

a(s) =h;5W(s),

a(s) =h;sW(s)
bi¢imindedir ve hg, h;g, h;1, hy3, hy3, hyy, hyg, hyg birer sabitlerdir.
Ispat: o(s) =B(s)U(S) + y(s)W(s) egrisi olarak almsm. Burada B, y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
alinmak iizere

o' () =B (S)U(S) + B(SHU'(5) + ¥ (S)W(S) + y(S)W'(5)
bulunur. o' (s)=T(s) i¢in
T(s)=B' (S)U(S)+B(S)[—0 ()P(SIR(S)H(S) 0(8) @ ()w; (YW (S)]+Y' (5)W(s)+
Y(S)[—u(s)w, (s)U(s)] elde edilir. Buradan denklemin diizenlenmesi ile:
o ($)p(s)B(s) =0,
B (s) — n(s)w1(s)v(s) =0
—u(s)w(s)@(s)w; (s)B(s)+v (s) = 0
seklindedir. Denklem sistemindeki sabitler olan w(s) = +1, @(s) = +1 ve w,(s) = +1i¢in
sartlar incelenerek sekiz farkli denklem sisteminden s6z edilir. Bunlarin durumlari asagida
incelemistir:
) w(s) =1,0(s) =1ve w;(s) = 1igin denklem sistemi
o (s)B(s) =0,

B(s) —u(sy(s) =0,

—H()B() +v(s) =0
elde edilir. ilk olarak —o (s)B(s) = 0 denkleminden o (s) =0 ve B(s) =0 durumlan
bulunur. o (s) = 0 i¢in sistemin bir ¢dziimii bulunamaz. Diger taraftan f(s) = 0 durumu
icin—p(s)B(s) + vy (s) = 0 denkleminde elde edilen bagntilar yerine yazildiginda y'(s) = 0
elde edilir. Buradan y(s) = hg olup hg bir sabittir. O halde istenilen egri

a(s) =hgW(s)
seklindedir.
i) w(s) = —1,9(s) = 1ve w,(s) = 1 sartlarinda
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—0 (s)B(s) =0,
B (s) —u(s)v(s) =0,
n(s)B(s) +v (s) =0
denklem sistemi yukaridaki gibidir. ilk olarak o (s)B(s) = 0 denkleminden o (s) = 0 ve
B(s) = 0 olmak tizere iki durum mevcuttur. o (s) = 0 i¢in denklem sisteminin bir ¢o6zimii
yoktur, dolayisiyla ¢dziime ait bir egri de mevcut degildir. Ikinci durum olan B(s) = 0 igin
u(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminden y’(s) = 0 sonucuna ulagilir. Boylece ulasilan sonug
geregince y(s) = hy, gibi bir sabittir. Bu sartlar ¢ergevesinde olusan egri;
a(s) =h;oW(s)
seklinde elde edilir.
i) w(s) =1, 0(s) = —1 ve w,(s) = 1 sartlar1 igin
o (s)B(s) =0,
B(s) —u(s)v(s) =0,
n(s)B(s) +v (s) =0
dir. Denklemlerin ilk o (s)B(s) = 0 dan o (s) = 0 veya B(s) = 0 olacak sekilde iki farkli
durum s6z konusudur. B(s) = 0 degeri iigiincii denklemde yerine yazilirsa y' (s) = 0 olarak
bulunur. Bu da y(s) = h;; olmasi demektir ve burada h,, bir sabittir. Boylece denklem
sistemi i¢in mevcut olan egri;
a(s) =h;; W(s)
olarak bulunur.
iv) w(s) = 1,¢9(s) = 1 ve w,(s) = —1 olmak tizere denklem sistemi asagidaki gibidir:
—0 (s)B(s) =0,
B(s) +uls)v(s) =0,
u(s)B(s) +vy(s) =0.
[k denklem olan o (s)B(s) = 0i¢in o (s) = 0 ve B(s) = 0 olacak sekilde iki durum
mevcuttur. Sistemdeki tigiincii denklem i¢in de bilinen B(s) = 0 esitligi yerine yazildiginda
Y'(s) = 0 oldugu gériiliir. Bdylece y(s) = h;, olup (hy,bir sabittir). Dolayisiyla bulunan
egri
a(s) =h;,W(s)
seklindedir.
V) w(s) = —1,¢(s) = —1ve w,(s) = 1 durumlari igin
o (s)B(s) =0,
B(s) —u(s)v(s) =0,
—H()B() +v(s)=0
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denklem sistemi yukaridaki gibidir. Burada o (s)B(s) = 0 esitliginden o (s) = 0 ile B(s) =
0 olmak iizere iki farkli durum séz konusudur. Eger B(s) = 0 ise —u(s)B(s) +y (s) = 0
denklemi i¢in y'(s) = 0 oldugundan y(s) = h,;; bulunur ve ifade edilen h,; bir sabittir.
Dolayisiyla denklem sistemi i¢in istenilen egri

a(s) =h;3W(s)
olarak bulunur.

vi) w(s) =1, @(s) = —1 ve w,(s) = —1 sartlarinda denklem sistemi

0o (s)B(s) =0,
B (s) + u(s)v(s) =0,
—H(S)B(s) +v(s) =0
olarak soylenir. Sistemin ilk denkleminden o(s) =0 ve B(s) =0 olacak sekilde iki
durumdan s6z edilebilir. Ilk durum olan o (s) = 0 igin bir ¢6ziim mevcut degildir. Ikinci
durum olan B(s) = 0 igin ise ii¢iincii denklemden y’ (s) = 0 oldugu gériiliir. Boylece h,, bir
sabit olmak tizere y(s) = hy, olup istenilen egri;
a(s) =h;,W(s)
seklindedir.
vii) w(s) = —1, ¢(s) = 1 ve w,(s) = —1 olarak alinmasi halinde
~5 (8)B(s) = 0,
B (s) +u(s)v(s) =0,
—H(s)B(s) +v(s) =0
denklem sistemi bulunur. o (s)B(s) = 0 denkleminde iki durumdan bahsedilir. Bunlar
6(s) = 0 ve B(s) = 0 dur. flk durum igin —pu(s)B(s) + v (s) = 0 denkleminde ve B(s) = 0
degeri yerine yazildiginda y' (s) = 0 elde edilir. Dolayisiyla y(s) = h,s olarak bulunur, (h;5
bir sabittir). Sistem i¢in aranilan egri;
a(s) =h,sW(S)
dir.
viil) w(s) = —1, o(s) = —1 ve w,(s) = —1 olmak tizere
6 (s)B(s) = 0,
B (s) +u(s)y(s) =0,
n(s)B(s) +v (s) =0
dir. Burada denklem sistemin ilk denklemi o(s)B(s) = 0 dan o(s) = 0 ve B(s) = 0 olacak

sekilde iki farkli degerin oldugu goriiliir. Degerlerin ilki 6(s) = 0 igin denklem sistemine ait
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bir ¢6ziim mevcut degildir. Ardindan ikinci deger olan B(s) = 0 i¢in pu(s)B(s) + y' (s)=0
denkleminden y’(s) = 0 sonucu elde edilir ki bu da y(s) = h;s oldugu anlamma gelir.
Bulunan bu y(s) i¢in h,, bir sabittir. Bu sartlar1 saglayan denklem sistemine ait egri
a(s) =h; s W(s)

bi¢imindedir.
Teorem 4.2.7. L* de birim hizli null olmayan bir egri o ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet catisi olsun. Bu ¢atinin {T(s), R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

a(s) =h,,T(s),

a(s) =h,gT(s),

a(s) =h;4T(S),

a(s) =h,, T(S),

a(s) =h,, T(s),

a(s) =hy, T(s),

a(s) =h,3T(s),

a(s) =h;,T(s)
olup hy7, hyg, hyg, hyg, hyq, hyy, hys, hyy birer sabitlerdir.
Ispat: a(s)=(s)T(s)+Y(S)R(s)+6(s)U(s) egrisi olarak alalim. Burada B, y ve 8; s parametresi
icin diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup a egrisinde her iki tarafin s parametresine gore

tiirevinin alinmasiyla
o' () =B"(S)T(S) + B()T'(5) + Y (S)R(S) + ¥ (SHR'(5) +8"(5)U(s)+ B(S)U'(5)

elde edilir. o’ (s)=T(s) olmak iizere
o' () =B'(S)TE)+BE)[P(PHRE)IHY (SR(S) + ¥ ()= p(SIW(S)T(S) + 0(s)wy (SHU(s)]
+0"()U(s)+ B(S)[—0 (S)P(SIR(S)-H(s)w(s)(s) w1 (S)W(S)]
bulunur. Buradan denklemin diizenlenmesiyle

( B () —YEP()w(s) =1,

BE)P)P()+Y () — 8(s)a ()9(s) = 0,

Y(8)o($)w;(s) +6'(s) = 0,
—8(s)u(s)w(s)e(s)w,(s) = 0

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemindeki w(s) = +1, @(s) = ¥1ve w,(s) = +1
degerleri i¢in sekiz farklt durum mevcuttur. Bunlar agsagidaki sekilde incelenmistir:

) w(s) =1,¢(s) = 1ve w;(s) = 1 oldugu durum i¢in denklem sistemi
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B'(s) —v(s)p(s) =1,
B(s)p(s)+Y (s) — B(s)o(s) = 0,
[ y(s)a(s) + Gl(s) =0,

—0(s)u(s) = 0

bulunur. Sistemin son denklemi -6(s)u(s) = 0 dan 6(s) = 0 veya p(s) = 0 olmak iizere
elde edilen iki farkli deger mevcuttur. Degerlerden ilki 6(s) = 0 durumu goz 6niine alinirsa
8'(s) = 0 olup bu iigiincii denklemde yerine yazilirsa y(s) = 0 ve o(s) = 0 durumlari elde
edilir. Ayrica p(s) = 0 durumu igin denklem sisteminin bir ¢oziimii yoktur. Diger taraftan
y(s) = 0 durumu icin y'(s) = 0dir ve B'(s)p(s)+y'(s) — 8(s)a(s) = 0 denkleminde
bulunan degerler yerine yazilirsa B'(s) = 0 ve p(s) = 0 durumlan elde edilir. B'(s) =
0 olmasi halinde ise 0= 1 gibi bir ¢eliski mevcut oldugundan bir o egrisi elde edilmez. Diger
durum olan p(s) = 0 i¢in B'(s) — y(s)p(s) = 1 denkleminden h,, sabit degeri icin B(s) =
h,, mevcuttur. Bu sartlar altinda aranilan a egrisi

a(s) =h;,T(s)
dir.
i) w(s) =—1,¢(s) = 1ve w,(s) =1 olmasi durumunda

B +¥(p(s) = 1
B()p(s)+y (s) —6(s)a(s) =0,

| v(s)a(s) +6'(s) =0,
B(s)u(s) = 0

bulunur. Denklem sisteminin son denklemi 0(s)u(s) =0dan 6(s) =0 veya u(s) =
0 olacak sekilde iki farkli durum s6z konusudur. Burada 6(s) = 0 durumu goz Oniine
alinmasi ile 0'(s) = 0 olurve buy(s)o(s) + 6'(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa
v(s) = 0 ve o(s) = 0 durumlarindan s6z edilir. Bu durumlarin ilki y(s) = 0 i¢in y'(s) = 0
dir ve B'(s)p(s)+y'(s) — 8(s)o(s) = 0 denkleminde bulunan degerler yerlerine yazilirsa
B'(s) = 0 ve p(s) = 0 degerlerinin var oldugu goriiliir. B'(s) = 0 olmas1 halinde ise 0=
1 gibi bir ¢eliski bulunur ve bu sartlar i¢in bir a egrisinin mevcudiyetinden s6z edilemez.
fkinci durum olan p(s) = 0 i¢in B’ (s) + y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = h,g, (h,g bir
sabittir). Boylece o egrisi bu sartlar saglandiginda;
a(s) =h;5T(s)
ifade edilir.

i) w(s) = 1,9(s) = —1 ve w,(s) = 1 durumu i¢in denklem sistemi su sekildedir:
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B'(s) —y(s)p(s) = 1,
—B(s)p(s)+Y (s) + 6(s)a(s) = 0,
| v(s)a(s) +6'(s) = 0,

0(s)u(s) = 0.

Burada 0(s)u(s) = 0 denklemi igin 6(s) = 0 veya p(s) = 0 durumlar1 vardir. 6(s) =0
durumu goz oniine almirsa 8’ (s) = 0 elde edilir ve y(s)o(s) + Gl(s) = 0 denkleminde elde
edilen bagint1 yerine yazilirsa y(s) = 0 ve o(s) = 0 olma halleri bulunur. y(s) = 0 durumu
icin y'(s) =0 olup —B'(s)p(s)+y (s) + 8(s)o(s) =0 denkleminde yerine yazilirsa
B'(s) = 0 ve p(s) = 0 durumlarindan sdz edilir. Buradan B'(s) = 0 olmasi1 halinde 0=
1 ¢eliskisi vardir ve bu sartlar goz 6niine alinirsa bir o egrisi elde edilemez. Diger durum olan
p(s) =0 icin B'(s) —y(s)p(s) =1 denkleminden B(s) = h;g bulunur, (h,, sabittir).
Aranilan a egrisi bu sartlar altinda;

a(s) =h;4T(S)
bicimindedir.
iv) w(s) = 1,9(s) = 1ve w,(s) = —1 sartlarinda

[ BFO-v®pE =1,

B(s)p(s)+y (s) = B(s)o(s) = 0,

~y(s)o(s) +8'(s) =0,
B8(s)u(s) = 0

denklem sistemi yukarida gosterildigi gibi ifade edilir. Sistemin dordiincii denklemi
8(s)u(s) = 0dan B(s) = 0 veya p(s) = 0 olacak bigimde iki farkli durum elde edilir. ilk
olarak 8(s) = 0 durumu goz 6niine alinirsa 8'(s) = 0 dir ve bu iiciincii denklemde yerine
yazilirsa y(s) = 0 ve 6(s) = 0 durumlari bulunur. ilk olarak y(s) = 0 i¢in y'(s) = 0 dir ve
ikinci denklemde yerine yazilirsa B'(s) = 0 ve p(s) = 0 durumlari mevcuttur. Dahasi
B'(s) = 0 olmas1 halinde 0= 1 den celiski elde edilir ve bu sartlar1 saglayan bir a egrisinden
bahsedilemez. Diger durum olan p(s) = 0 igin birinci denklemden B(s) = h,, bulunur ve
burada h,, bir sabittir. Bu sartlar dahilinde elde edilen egri;
a(s) =h;o T(s)
dir.

V) w(s) = =1, ¢(s) = —1 ve w,(s) = 1 alinirsa;
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B'(s) +v(s)p(s) =1,
—B(s)p(s)+Y (s) + B(s)o(s) = 0,
| v(s)a(s) +6'(s) = 0,
B(s)u(s) = 0

denklem sistemi elde edilir. 6(s)u(s) = 0 denkleminden 6(s) = 0 veya p(s) = 0 degerleri
bulunur. ilk olarak 6(s) = 0 durumu goz &niine alinirsa 8'(s) = 0 dir ve y(s)o(s) +
8'(s) = 0 denklemi icin ise bulunan bu degerler yerine yazilirsa y(s) =0 ve o(s) =0
durumlar1 da elde edilir. Durumlarin ilkiy(s) = 0 igin y'(s) = 0 oldugu sdylenir ve
—B'(s)p(s)+Y' (s) + 6(s)a(s) = 0 denkleminde elde edilen degerlerin yerine yazilmast ile
B'(s) =0 ve p(s) =0 durumlarinin varhigindan s6z edilir. Simdi B’'(s) = 0 olmasi
durumunda 0= 1 den ¢eligki elde edilir ve bu sartlarda bir a egrisi yoktur. Diger durum olan
p(s) = 0 igin B'(s) + y(s)p(s) = 1 denkleminde h,, sabit degeri icin B(s) = h,,; oldugu
goriiliir. Sistemin ortak ¢6ziimii i¢in olusturulan egri;
a(s) =h,; T(S)
biciminde ifade edilir.
Vi) w(s) = —1,(s) = 1 ve w,(s) = —1 sartlar altinda asagidaki dort denklemden olusan
denklem sistemi asagidaki gibidir:
B +¥()p(s) = 1
B(s)p(s)+y (s) = B(s)a(s) = 0,

| —v(s)a(s) + 6'(5) =0,
—0(s)u(s) = 0.

Denklem sistemi ¢oziiliirse son denklemden 6(s) = 0 veya u(s) = 0 hallerinden bahsedilir.
Burada p(s) = 0 i¢in denklem sisteminin bir ¢6ziimii mevcut degildir. Diger hal olan 6(s) =
0 dikkate alnirsa 8’ (s) = 0 bulunur. Ayrica-y(s)o(s) + 6'(s) = 0 denklemi i¢in ise y(s) =
0 ve 6(s) = 0 degerleri mevcuttur. Eger y(s) = 0 durumu dikkate alinirsa y'(s) = 0 vardir
ve denklem sistemindeki f'(s)p(s)+y'(s) — 06(s)a(s) = 0 denkleminden B'(s) = 0 ve
p(s) = 0 durumlar s6z konusudur. Bu durumlarmn ilki olan B’ (s) = 0 olmasi durumundan
celigki elde edilir ve bu sartlar i¢in bir o egrisi olmadig1 goriiliir. Diger durum olan p(s) = 0
icin B'(s) + y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = h,, bulunur burada h,, bir sabittir. O
zaman denklem sistemine ait egri ;
a(s) =h;, T(s)

olarak bulunur.
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vii) w(s) = 1, o(s) = —1 ve w;(s) = —1 durumlar1 i¢in denklem sistemi

—B'(s) +y()p(s) =1,
—B(s)p(s)+Y (s) + 6(s)0(s) = 0,
| —y(s)o(s) +6'(s) =0,
\ —8(s)u(s) = 0,

seklindedir. —0(s)u(s) = 0 denkleminden 6(s) = 0 veya p(s) = 0 bagintilar1 mevcuttur.
8(s) = 0durumu goz oniine alimrsa 6'(s) = 0 bulunur ve — y(s)o(s) + 6'(s) = 0
denkleminde yerine yazilirsa y(s) = 0 ve o(s) = 0 durumlar elde edilir. O zamany(s) = 0
durumu i¢in y'(s) = 0olup —B'(s)p(s)+y'(s) + 06(s)o (s) = 0 denkleminde yerine
yazilirsa B’ (s) = 0 ve p(s) = 0 oldugu goriiliir. Eger p’ (s) = 0 ise 0= 1 ¢eliskisi elde edilir
ve bu sartlarda bir a egrisi elde edilemez. Diger durum olan p(s) = 0 igin —B'(s) +
y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = h,3, (h,5 bir sabittir). Boylece bu sartlarda o egrisi

a(s) =h;3T(s)
dir.
viii) w(s) = —1,p(s) = —1 ve w,(s) = —1 alinirsa;

J B +¥(©pE =1
—B(s)p(s)+y (s) + 8(s)a(s) = 0,

| —v(s)a(s) + 6'(5) =0,
\ 8(s)u(s) = 0

denklem sistemi yukaridaki gibi ifade edilir. Denklem sistemi ¢oziliirse dordiincii
denklemden 6(s) = 0 veya p(s) = 0 durumlarinin mevcut oldugu sdylenir. Burada 6(s) =
0 durumu goz oniine alinirsa 6'(s) = 0 olur ve—y(s)o(s) + 9'(5) = (0 denklemi igin
8'(s) = 0 yerine yazilirsa y(s) = 0 ve o(s) = 0 durumlarmin oldugu ortaya ¢ikar. y(s) = 0
i¢in y’(s) = 0 olup ikinci denklemde yerine yazilirsa B’ (s) = 0 ve p(s) = 0 durumlari elde
edilir. Benzer islem B'(s) = 0 olmasi durumu icin de tekrarlanirsa 0= 1 geliskisi ortaya
c¢ikar. Dolayisiyla bu durum igin bira egrisi elde edilemez. Diger durum olan p(s) = 0 i¢in
B'(s) + y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = h,, degeri bulunur ve h,, iin sabit oldugu
sOylenir. Boylece egri

a(s) =h,T(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.2.8. L* de birim hizli null olmayan bir egri a ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet catis1 olsun. Bu ¢atinin {T(s), R(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri;
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a(s) ZZEER(S) + hysW(S),

() =(s + hog) T(s) + “ZEER(S) + hy5W(S):

a(s) ZZER(S) + hy, W(S),

6(s) =(s + hap) () + “ZEUR(S) + By W(S);

a(s) ZEIR(S) + hagW(S),

a(s) =(s + hsg) T(s) + “2ZR(S) + hyo W(S);

a(s) :}”’;TZES)R(S) +h3,W(s),

a(s) =(s + hz)T(s) + “2EER(S) + h, W(S):

as) = 3’*”“(S)R(s) + hy3W(S),

a(s) =(s + hgy)T(s) + “2EER(S) + hssW(S):

a(s) =EEIR(s) + has W(S),

a(s) =(s + h3e) () + ZUR(S) + hysW(S);
a(s) ZZEER(S) + hs, W(S),

() =(s + h3p) () + “Z22R(S) + hy, W(S);

0(s) =2ER(S) + hygW(S),

a(s) =(s + hy)T(s) + h””(S)R(s) + s W(S)

dir. Burada hys,hz4, hy7, hag, hag, hzg, hay, sy, hss, hgy, hss, hsg, hsy,hsg, hag ve hy, ile

sabitlerin oldugu ifade edilmistir.

Ispat:a(s)=B(s) T(s)+ y(s)R(s)+0(s)W(s) egrisini alalim. Burada B, y ve 8; s parametresi igin

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 gosterir. o egrisinde her iki tarafinin s parametresine gore

tiirevini alma islemi yapilirsa,
o' () =B'(S)T(S) + B)T'(5) + Y (SIR(S) + Y (R'(S) +6" (S)W(S)+ B(S)W'(5)
bulunur. o' (s)=T(s) yazilirsa
o (8)=B' () T(S)+B(S) [P(S)P(SIR(S)I+Y' (S)R(S)+Y(S) [-p(S)w(S)T(s) + 5 (s)w; ()U(S)]

+0'(5)W(s)+ 8(s)[—1(s) w1 (5)U(9)]
denklem bu sekilde elde edilir. Esitligin diizenlenmesi ile
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B(s) —v(®)p(w(s) = 1,
B(s)p(8)p(s)+y (s) = 0,
| Y(s)a(s)w;(s) = B(s)u(s)w,(s) =0,
0'(s) =0,
denklem sisteminin bu sekilde oldugu goriiliir. Bu denklemlerden olusan sistemin ortak bir
¢Oziimiiniin ve bu ¢6ziime ait egri veya egrilerin elde edilebilmesi i¢in w(s) = 1, @(s) =
+1 ve w,(s) = F1 sabitleri baz olarak alinarak sekiz farkli durumun oldugu gozlemlenir ve

bu durumlara gore denklem sisteminin alacagi haller asagidakiler gibidir.

i) w(s) =1,¢(s) = 1ve w;(s) = 1 oldugu durum i¢in denklem sistemi su sekildedir;
EHORRTOLIOES®
4 B(s)p(s)+Y (s) =0,

Y(s)o(s) — B(s)u(s) = 0,
L 0'(s) = 0,

0'(s) = 0ise 8(s) = h,g ve h,¢ bir sabittir. Diger bir denklem y(s)o(s) — 6(s)u(s) = 0dan

0(s) = h,s kullanilirsa y(s) =hZGSTt§S) olacak sekilde bir sabit oldugu goriilir (o(s) #

0), v (s) = 0 dir. Ardindan diger denklem olan B(s)p(s) +Y'(s) = 0 i¢in B(s)p(s) +Y (s) =
0 denkleminden B(s)p(s) = 0 elde edilir. Buradan iki durum s6z konusu olur. Bunlarin
ilki B(s) = 0 dir ve bu durum igin B'(s) — y(s)p(s) = 1dir. ikinci durum p(s) = 0 igin
B'(s) — y(s)p(s) = 1denkleminden B(s) = s + h,4 Ve h, bir sabit oldugu gériiliir. B(s) =

0 durumu i¢in olusan egri;
hasp(s)
o(s) =257 R(S) + hys W(S)
dir, p(s) = 0 durumu igin olusan egri;

a(s) =(5 + hog) T(s) + “ZEIR(s) + hysW(s)

dir.

i) w(s) = —1,¢9(s) = 1 ve w;(s) = 1 sartlarin1 saglayan denklem sistemi

B'(s) +y(s)p(s) =1,
B(s)p(s)+Y (s) = 0,
| Y(s)a(s) — B(s)u(s) = 0,
0'(s) =0,

dir. Burada ortak ¢dziim icin sistemin son denkleminden baslanilirsa; 8'(s) = 0 ise 8(s) =

h,, ve burada ifade edilen h,. bir sabittir. Uciincii denklem y(s)o(s) —8(s)u(s) = 0 da

hy7 u(s)

5 sabit olup (o(s) = 0). Béylece y'(s) =0

0(s) = h,, yerine yazilirsa y(s) =
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vardir. B(s)p(s) +Y'(s) = 0 denklemi icin y'(s) =0 degerinin kullanilmasiyla birlikte
B(s)p(s) = 0 elde edilir. Buradan iki durum séz konusu olur. (s) = 0 durumu igin ' (s) +
y(s)p(s) = 1dir. p(s) = 0 durumu igin B'(s) + y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) =s +
h,g Ve h,g bir sabittir
B(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;
a(s) =h2(j(—‘g”R(s) + h,, W(s)
seklindedir.
p(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;
a(s) =(s + hog) T(s) + “ZEER(S) + hy, W(s)
seklindedir.
i) w(s) = 1,¢(s) = —1 ve w,(s) = 1 sartlar1 alinirsa;
(B -vGpE =1
—B(s)p(s)+y (s) = 0,
|Y(5)o(s) = B(s)u(s) =0,
8 (s) =0,
denklem sistemi yukaridaki gibi yazilir. Sistemin son denklemi olan 8'(s) = 0 dan 6(s) =
h,9 Ve h,qbir sabit olarak sdylenir.y(s)o(s) — 0(s)u(s) = 0 denklemi igin 8(s) = h,q

hyo u(s)
a(s)

yerine yazilmasi ile y(s) = sabit oldugu goriiliir ve (s) # 0 olup y'(s) = 0 oldugu

ifade edilir. —B(s)p(s)+Y (s) = 0 denklemi icin ise —B(s)p(s)+y (s) = 0 denkleminden
B(s)p(s) = 0 bulunur. Buradan iki durum mevcut ve bu durumlar sirasiyla $(s) = 0 ve
p(s) = 0dir. B(s) = 0 durumu igin B'(s) — y(s)p(s) = 1 dir. Diger durum olan p(s) = 0
icin B'(s) —y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) =s + hy, elde edilir, (hs, bir sabittir).
Boylece B(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;

a(s) =22EIR(s) + hagW(s)
dir. p(s) = 0 durumu igin olusan egri;

a(s) =(5 + hs) T(s) + "2EER(s) +hygW(s)
bicimindedir.

ivV) w(s) =1, (s) = 1ve w;(s) = —1 olmak iizere
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EORMOLOESE
B(s)p(s)+Y'(s) =0,
—Y(s)o(s) + 6(s)u(s) = 0,
0'(s) =0,

denklem sistemi yukarida gibi yazilir. Denklem sisteminin ortak ¢oziimiinii elde etmek i¢in
sistemin son denklemi 8’ (s) = 0 dan 8(s) = h;; bulunur (h, bir sabittir). Ugiincii denklem
—y(s)o(s) + 6(s)u(s) = 0 i¢in B(s) = h3; oldugu kullanilirsa y(s) = 31”( ) sabit oldugu
soylenir (o(s) # 0). Bulunan sabitten v'(s) =0 elde edilir. ikinci denklem
B(s)p(s)+y'(s) = 0 da bulunan bu esitligin yazilmasi ile f(s)p(s) = 0 elde edilir. Buradan
iki durum s6z konusudur. B(s) = 0 durumundan —y(s)p(s) = 1 elde edilir. p(s) = 0 igin
B'(s) — y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = s + hs, Ve hs, sabit oldugu sdylenir. Sonug
olarak ;
B(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;

a(s) =2ER(S) + h, W(S)
formunda yazilir. p(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;

a(s) =(s + hz)T(s) + “2EIR(s) + hs, W(S)

dir.
V) w(s) = —1,¢(s) = —1 ve w,(s) = 1 durumu igin denklem sistemi su sekildedir;

J B'(s) +Y(S)p’(5) =1,

—B(s)p(s)+y (s) =0,

| Y(s)a(s) —8(s)u(s) =0,
0'(s) =0,

oldugu goriiliir. Burada 8’ (s) = 0 ise 8(s) = h, vardir, ayrica h,, bir sabittir. Sistemin
diger bir denklemi y(s)o(s) — 0(s)u(s) = 0 igin elde edilen bu deger yerine yazilirsa
y(s) = }13;(—‘;55) sabiti elde edilir (o(s) # 0) ve v (s) = 0 dur. —B(s)p(s)+y’(s) =0

denklemi igin bulunan y’(s) = 0 denklemde yerine yazilirsa B(s)p(s) = 0 mevcut oldugu
sOylenir. Buradan iki durum s6z konusudur. (s) = 0 durumu goz 6niine alinirsa

v(s)p(s) = 1 dir. Diger durum géz 6niine almirsa p(s) = 0 i¢in B’ (s) = 1 denkleminden
B(s) = s + hy, dir. Dolayisiyla h,, birsabittir.

B(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;
h33u(s)
a(s) =%Z)SR(S) + ha3W(S)

bi¢imindedir.
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p(s) = 0 durumu igin olusan egri;
a(s) =(s + hay)T(s) + “2ER(s) + hy3W(S)
bi¢imindedir.
Vi) w(s) = —1,¢(s) = 1 ve w;(s) = —1 sartlarinin goz 6niine alinmasi ile;
I B +v(pE =1,
B(s)p(s)+y (s) =0,

| —v(s)o(s) +6(s)p(s) =0,
0'(s) = 0.

Bu dort denklemden olusan sistemin ortak ¢oziimii i¢in sistemdeki denklemler irdelenirse;

8'(s) = 0 denkleminden 6(s) = hys bulunur, (hss bir sabit). Diger denklem olan

hssp(s)

—y(s)a(s) + 8(s)u(s) = 0 i¢in elde edilen bulunan deger yerine yazilirsa y(s) = o)

sabiti bulunur ve o(s) # 0. Boylece y'(s) =0 oldugundan bahsedilir. Burada
B(s)p(s)+Y (s) = 0 denklemi i¢in y'(s) = 0 ise B(s)p(s) =0 elde edilir. Burada iki
durumun varh@gindan soz edilir. ilk durum B(s) = 0icin y(s)p(s) = 1 dir. ikinci durum
p(s) = 0igin B'(s) = 1esitliginden B(s) = s + hs4 sOylenir ve burada hs bir sabittir.
B(s) = 0 durumu icin elde edilen egri;

a(s) LD R(S) + hssW(S)
seklindedir.
p(s) = 0 durumu igin elde edilen egri;

a(s) =(s + hag) T(s) + 2222 R(s) + hy g W(S)

o(s)
seklindedir.

vii) w(s) = 1, 9(s) = —1 ve w;(s) = —1durum igin denklem sistemi;

B'(s) —y(s)p(s) = 1,
—B(s)p(s)+y (s) =0,
| —Y(8)a(s) +8(s)u(s) =0,
0'(s) =0,
dir. Burada 6'(s) = 0 denklemi icin 8(s) = h3, olup bir sabit oldugu gériiliir. Diger bir

h37u(s)

o elde

denklem olan —y(s)a(s) + 8(s)u(s) = 0 i¢in 6(s) = hy, kullanilirsa y(s) =
edilir ve bu ifade bir sabittir (o(s) # 0). Dolayisiyla y'(s) = 0 dir. Sistemin baska bir

denklemi —B(s)p(s)+y (s) =0 da elde edilen y'(s) =0 degeri i¢in B(s)p(s) =
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0 bulunur. B(s)p(s) = 0 igin iki durumun varlig1 séz konusudur. ilki B(s) = 0 durumu i¢in
y(s)p(s) = 1dir. ikinci p(s) = 0durumu icin B'(s) — y(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) =
s + hsg olup hzg birsabit oldugu goriiliir.
B(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;

a(s) =ZER(S) + hz,W(S)
dir.
p(s) = 0 durumu i¢in olusan egri;

a(9) =(s + h3p)T(s) + “ZE2R(S) + hs, W(S)

seklindedir.
viii) w(s) = —1, o(s) = —1 ve w,(s) = —1sartlar altinda

(B +yE)p6) =1,
—BpG)+y (s) =0,
| —v(s)a(s) + 6(s)u(s) =0,
0'(s) =0,
sistem yukarida bahsedildigi gibidir. Denklem sisteminin ilk denklemi olan 8'(s) = 0 igin
0(s) = hso, dolayisiyla hsq bir sabit olarak mevcuttur. Diger bir denklem olan —y(s)o(s) +

8(s)u(s) = 0 igin ise B(s) kullanilirsa y(s) = }I?TZSS) bulunur. Burada y(s)sabit ve y'(s) =

0 dir, (o(s) # 0) . ikinci denkleminde, elde edilen deger yerine yazilirsa B(s)p(s) = 0 olur.
Bu son elde edilen esitlikten iki farkli hal mevcuttur. ilk hal B(s) = 0 icin y(s)p(s) = 1 dir.
fkinci hal p(s) = 0 igin B'(s) = 1 esitliginden soz edilir ve B(s) = s + h,, oldugu bulunur
(hyo sabittir).
B(s) = 0 igin aranilan egri;,

a(s) =2EIR(s) + hagW(s)
ve p(s) = 0ig¢inaranilan egri;

a(s) =(s + hgo)T(s) + "2EZR(S) + h3oW(s)
elde edilir.

Teorem 4.2.9. «, L* de birim hizli null olmayan bir egri ve egrinin Frenet catis1 {T(s), R(S),
U(s), W(s)} olsun. Bu catinin {T(s), U(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

_ (s+c1)p(s) p(s)
a(s)=(s+c;) T(s)+ ot uU(s) + TG (s)W(S)’

_ (s+c2)p() P
a(s) =(s + &) T+ E2EBU(s) + —EEW()
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— (s+c3)p(s) p(s)
(X(S) —(S + C3) T(S)+ TS)U(S) + mW(S),

_ (s+c4)p(s) p(s)
a(s) =(s + c,)T(s)+ TU(S) + = (s)u(s)W(S) ,

a(s) =(s + cg) T(5)+ EXO gy — PO _\ys) |

o (s) o (s)u(s)
_ PO ) __PE)
a(s) =(s + cg) T(s)+ (5 U(s) T on (s)W(S) ,
- (s+c7)p(s) __p6)
a(s) =(s + c;) T(s)+ (S U(s) T on (S)W(s),

_ (s+cg)p(s) __pB)
a(s) =(s + c) T(S)+ = 252U(s) — - S WIS)

formunda ifade edilir. Burada c,,c,, cs, ¢4, Cs,Cq, C, Cg birer sabittirler.
Ispat: a(s)=P(s)T(s)+y(s)U(s)+ O(S)W(s) egrisi olarak alalim. Burada B, y ve 8; s
parametresine bagli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup a egrisinin s parametresine gore

tiirevi alinirsa
o (s) =B'(5) T(s) + B(S)T'(5) +Y'(5) U(s) + v (S)U’(5)+6' (s)W(s)+ B(s)W' ()
elde edilir. o’ (s)= T(s) olmak iizere
o (8)=B" () T(S)+B(S)[P(S)P(SIR(E)I+Y (S)U(8)+Y(S) [~ () (s)R(s) —
() (S)P(s) w1 (S)W(S)] +8'(SYW(S)+ 8(s) [—p(s)w; ()U(S)]

bulunur. Denklemin diizenlenmesi ile

J B(s) =1,
B(S)p()@(s) — Y () ()(s) = 0,
| Y () — 8(R()w(s) =0,
= YR w(s)e(s)w; (s) +6'(s) = 0,
denklem sistemi elde edilir. Burada w(s) = +1,¢(s) = +1 ve w;(s) = +1 sartlarinin

dikkate alinmasi ile sekiz farkli durumla karsilagildigi goriiliir.

1) w(s) =1, 9(s) = 1ve w;(s) = lolmak iizere

( B(s)=1,
B(s)p(s) —y(s)o (s) =0,
Y (s) — 8(s)u(s) = 0,
—y(S)u(s) +6'(s) =0

dir. Denklem sisteminin ilk denklemi B'(s) = 1 in ¢dziimiiyle B(s) = s + ¢, bulunur ve c,
bir sabittir. Ikinci denklem B(s)p(s) — y(s)o (s) = 0 i¢in bulunan B(s) = s+ ¢, degeri

ve o (s) # 0 dir. Boylece y'(s) = % olup y'(s) —

(s+c1)p(s)

yerine yazilirsa y(s) = (&)
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p(s)
o (s)u(s)

8(s)u(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa 6(s) = elde edilir ve dahas1 (u(s) #

0). Dolayistyla 8'(s) =0 olup — y(s)u(s) + 6'(s) = 0 denklemi saglanir. Buradan elde

edilen egri ;

_ (s+cq)p(s) p(s)
OL(S) _(S + Cl)T(s)+ o (s) U(S) + o (s)u(s)W(s)

bi¢imindedir.
i) w(s) = —1,¢9(s) = 1ve w,(s) = lalnirsa;
( B(s)=1,
B(s)p(s) —v(s)a(s) =0,
| Y () — 6(s)u(s) =0,
U y(S)u(s) +6'(s) = 0
dir. Denklem sistemindeki denklemlerin ilki B'(s) = 1 i¢in B(s) = s + ¢, Ve c, sabittir.

Burada B(s)p(s) —y(s)o (s) =0 denklemi igin bulunan B(s) =s+c, degeri Yyerine

yazilirsa y(s) = % ve 6(s)#0 dir. y'(s) = % olup y'(s) — 6(s)u(s) =0
denkleminde yazilmasiyla 0(s) = %1)(5) elde edilir. Burada p(s) # 0olup y(s)u(s) +

0'(s) = 0 denklemi saglandif1 goriiliir. Denklem sisteminde aranilan egri ;

_ (s+c2)p(s), p(s)
a(s) =(s + c,) T(S)+ () U(s) + e W(s)

bi¢imindedir.
i) w(s) =1, e(s) = —1 ve w,(s) = 1 olmak iizere ;
( B(s) =1,
—B(s)p(s) +y(s)a (s) =0,
Y (s) — 8(s)u(s) = 0,
YSR() +0'(s) =0

denklem sistemi mevcuttur. flk denklem olan B’ (s) = 1 igin B(s) = s + c5 elde edilir ve c;

bir sabittir. Tkinci denklem olan —B(s)p(s) — y(s)o (s) = 0 icin yerine yazilan B(s)

degerinden y(s) = (S+:+1§(s) sonucu bulunur, (o (s) # 0). Ayricay’(s) = % olup
O S
Y (s) — 8(s)u(s) = 0icin 6(s) = —_ elde edilir. Ayni1 zamanda p(s) # 0 dir ve

o (s)u(s)
y(s)u(s) + 0'(s) = 0 denkleminin saglandig1 goriliir. Boylece elde edilen egri ;
_ +eDO), yre 406D
a(s) =(s + c3)T(s)+ 5 () U(s) + e W(s)
dir.
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iv) w(s) =1,¢(s) = 1ve w;(s) = —1 olarak alinirsa;

I B(s) =1,

B(s)p(s) — y(5)o (5) = 0,

| Y(s) + 8(s)u(s) =0,
YSR(E) +6'(s) =0

denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin ilk denklemi olan B'(s) = 1icin B(s) =s +

c, bulunur ve (c, bir sabittir). ikinci denklem olan B(s)p(s) — y(s)o (s) = 0 de bulunan

B(s) = s+ c, degerinin yerine yazilmasi ile y(s) = % elde edilip o (s) # 0 dur.
Ayricay'(s) = 20k olup t¢iincti denklemde yerine yazilirsa 6(s) = P oldugu goriliir.
o (s) o (S)K(s)

Dahasi pu(s) # 0, 8'(s) =0 olup y(s)u(s) + 6'(s) = 0 denkleminin saglandigi goriiliir.

Denklem sistemine ait olan egri;

_ (s+cy)p(s) p(s)
0(s) =(s + )T+ =2 E2U() + 5575 W)

bi¢imindedir.

V) w(s) = —1,¢(s) = —1 ve w;(s) = 1 olarak alinmasiyla;

J p=1
—B(s)p(s) +v(s)a (s) =0,
BRZORKIONOEX
—y(S)u(s) +6'(s) = 0
yukaridaki denklem sisteminin mevcut oldugu sdylenir. Denklem sisteminin birinci

denkleminden B(s) = s + c5 elde edilir, (c5 bir sabittir). Bulunan bu deger ikinci denklemde

yerine yazilirsa y(s) = (s+:5—()s;))(s) bulunup o (s) # 0 oldugu séylenir. flaveteny'(s) = p((s))

O S
olup bu deger y'(s) — 8(s)u(s) = 0 denkleminde kullanilirsa u(s) # 0 igin 8(s) =
T oue (Z;)(S) elde edilir. Bulunan degerler son denklem olan —y(s)u(s)+6'(s) = 0 i¢in

saglanir. Buradan elde edilen egri ;

_ (s+¢8)P()) jroy_ _PCS)
a(s) =(s + ¢) T(S)+ = =22U(s)~ 505 W)

seklindedir.

Vi) w(s) = —1,¢(s) = 1 ve w;(s) = —1 olmak fizere;

J B(s) =1,
B(s)p(s) — Y(s)a (s) = 0,
| Y(s)+ 8(s)u(s) =0,

L —v(s)u(s) +6'(s) = 0
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denklem sisteminin varligindan bahsedilir. Burada B’'(s) = 1 denklemi icin B(s) = s + ¢4

elde edilir ve ¢, bir sabittir. B(s)p(s) — y(s)o (s) = 0 denkleminde ise bulunan B(s) =s +

ce degeri yerine yazilirsa y(s) = (S+:6—()S‘))(S) bulunur, (o (s) # 0). Diger taraftan y'(s) = %
olup v'(s) + 8(s)u(s) =0 icin 8(s) = ——22_ elde edilir, (pu(s) # 0). Denklem

o (s)uls)

sisteminin son denklemi saglanip ortak ¢6ziim bulunur. Dolayisiyla elde edilen egri ;

- (s+¢6)p(s) O
a(s) =(s + co)T(s)+ () U(s) e W(s)

ifade edilir.
vii) w(s) = 1,0(s) = —1ve w;(s) = —1 durumu igin;
( B(s) =1,
—B(s)p(s) +y(s)a(s) =0,
| Y&+ 8(s)u(s) =0,
—Y(S)u(s) +6(s) =0
denklem sistemi mevcuttur. 8'(s) = 1 denkleminden B(s) = s + c, elde edilir ve burada c,

bir sabittir. Denklem sistemi ¢oziilmeye devam edilirse —B(s)p(s) +y(s)o(s) =0

denkleminde B(s) = s+ ¢, degeri yerine yazilirsa y(s) = (SJ':—()S;’(S) bulunur, (o (s) # 0).

Ayrica ¥/ (s) = 23 olur ve v/ (s) + 0(s)u(s) = 0 denkleminden 8(s) = — ~£ elde

edilir, (u(s) # 0). Boylece denklem sisteminin son denklemi olan —y(s)u(s) + 0'(s) =

0 denkleminin saglandigi goriiliir. Denklem sisteminin ortak ¢6ziimiine dair bulunan egri ;

3 (s+c7)p(s) O
a(s) =(s + )T+ =2 5U(S) — =2 2= W(S)

seklindedir.

viii) w(s) = —1,p(s) = =1 ve w,(s) = —1 durumu i¢in denklem sistemi su sekilde ifade
edilir;

J B(s) =1,

—B(s)p(s) + ¥(s)a (s) = 0,

| Y (s)+ 8(s)u(s) =0,
Y($)u(s) +6'(s) = 0.

Denklem sisteminin ilk denkleminden cg sabit olmak tizere B(s) = s + cg oldugu

goriiliir. —B(s)p(s) + y(s)o (s) = 0 denkleminde ise bulunan B(s) = s + cg degeri
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yerine yazilirsa y(s) = (SJr:S—()S‘))(S) ve o (s) # 0 dir. Dolayisiyla y'(s) = % olup denklem
o s
sisteminin tigiincii denkleminde yerine yazilirsa 6(s) = — %ﬁ(s) bulunur. Ayrica p(s) # 0

olup y(s)u(s) + 0'(s) = 0 denklemi saglanir. Buradan aranilan egri ;

_ (s+cg)p(s) _ p(s)
(I(S) _(S + CS)T(S)+ o (s) U(S) o (s)u(s) W(S)

bulunur.
Teorem 4.2.10. a, L* de birim hizli null olmayan bir egri ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin
Frenet catis1 olsun. Bu ¢atinin {R(s), U(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrilert,

a(9)= R(9) + =ZSW(s)

p(sIu(s)
a(s) =— 1 R(s) + ﬂW(S)
p(s) p(s)u(s) ’
-1 __°®
o(s) p(s) R(s) p(S)u(s)W(S) '

1R —o©
us) =~ 7S RE) — o5 W)

dir.
Ispat: a(s)=P(s)R(s)+Y(S)U(s)+8(S)W(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine
bagli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere o egrisinin her iki tarafinin s

parametresine gore tiirevi alinirsa
o' (5) =B'(S)R(S) + BS)R'(S) + Y/ (SYU(S) + Y (S)U'(s) +6'(S)W(s)+ B(S)W' ()
olarak bulunur. o' (s)=T(s) i¢in
o' (5)= B'(SREB(S)[— p() () T(s) + 0(s)w1(SHU(S)] + ¥ (S)U(S)+Y(s)
[—0 ()@ ()R(S) — R(8) () P(8) w1 (SYW(5)]+8' (SYW(S)+ B(S)[—H(s)w1 (SHU(S)]
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
—B(s) p(s)w(s) =1,
I B'(s) —v()a(s)e(s) = 0,
| B(s)o(s)wy (s) + Y (s) = B(S)u(s)wy (s) = 0,
~YERE)(S)P(S)wi (s) +8'(s) =0,

denklem sisteminin yukarida belirtildigi gibi oldugu goriiliir. Denklem sisteminin
icerdigi w(s) = +1, ©(s) = +1, w,(s) = +1 igin farkli durumlar1 gz 6niine alinarak sekiz
farkl1 denklem sistemi elde edilir. Bunlar:

i) w(s) =1, 9(s) = 1ve w,(s) = 1 sartlarinin se¢imiyle
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B'(s) —y(s)a (s) =0,
| B(s)a(s) + v (5) — B(S)u(s) = O,
—y(s)u(s) +6'(s) = 0,

denklemleri elde edilir. Burada —B(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = —ﬁ ve p(s) # 0

dir. B'(s) = 0, elde edilen deger B’ (s) — y(s)o(s) = 0 denkleminde yazilirsa y(s)o(s) =

I —B(s) p(s) = 1,

0 durumu s6z konusudur. Olusan durumlardan ilki y(s) = 0 igin y'(s) = 0 vardr.

B(s)a(s) + v (s) — 0(s)u(s) = 0 denkleminden 6(s) = — p(z)(:ZS), u(s) =0 ve 8'(s) =

0 elde edilir. Boylece —y(s)u(s) + GI(S) = 0 denklemi saglanir ve denklem sitemi i¢in ortak

bir ¢oziimden bahsedilir. O zaman elde edilen egri ise;

_ 1 O]
os) = p(s) RE) p(S)u(S)W(S)

bi¢imindedir.
i) w(s) = —1,¢(s) = 1ve w,(s) = 1ig¢in;

( B(s) p(s) = 1,
B'(s) — y(s)o(s) =0,
B(s)a(s) +Y (s) — B(s)u(s) = 0,
Y(s)u(s) +6'(s) = 0,
seklinde ifade edilir. Sistemin ilk denklemi B(s)p(s) = 1den B(s) =

1
p(s)

oldugu goriiliir. Ardindan B'(s) = 0 bulunur. ikinci denklem B'(s) —y(s)o(s) =0 da

ve p(s) #0

yerine yazilirsa y(s)o(s) = 0 durumu elde edilir. Burada y(s) = 0 olmasi1 durumu incelenirse

B(s)o(s) + Y (s) — B(s)u(s) = 0 denkleminden 6(s) = p(‘;(izs), u(s) # 0 dir ve 8'(s) =

0 elde edilir. Boylece y(s)u(s) + Gl(s) = 0 denklemi saglanip denklem sistemi ¢oziiliir.

Buradan elde edilen egri ise;

_ 1 o (s)
«3) = 5o RO * 5V

seklindedir.
i) w(s) =1, 9(s) = —1 ve w,(s) = 1 oldugu durum igin denklem sistemi su sekildedir;
I{ ’ —B(s) p(s) =1,
B(s)+vy(s)o(s) =0,
B(s)o(s) +Y'(s) — B(s)u(s) = 0,
Y(SK(s) +6'(s) =0,
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dir. Burada birinci denklem—B(s)p(s) = 1 den B(s) = —% bulunur ve dolayisiyla p(s) #

0 oldugu sdylenir. Ayrica B’ (s) = 0 dur. Sistemin diger denklemi B’ (s) + y(s)o(s) = 0igin
y(s)a(s) = 0 elde edilir. Esitlikten y(s) = 0 olmasi halinde B(s)a(s) + Y (s) — 0(s)u(s) =

0 denkleminden 0(s) = ()(st) bigimindedir, aym1 zamanda u(s) # 0 ve 6'(s) = 0dur.

Boylece y(s)u(s) + el(s) = 0 denklemi i¢in bir ¢6ziim mevcuttur. Egri ise;

_ 1 o (s)
a(5) == 35 RO * S5 WO
seklindedir.
iv) w(s) = 1,9(s) = 1ve w,(s) = —1 sartlar1 goz 6niine alinirsa;
( _B(S) p(S) =1,

B'(s) — Y(s)o (s) =0,
| —B()a(s) + v (s) + 8(s)u(s) = 0,
Y(S)u(s) +6'(s) = 0,
denklem sistemi yukaridaki hali alir. Burada —f(s)p(s) =1 denkleminden B(s) =

. (S) (p(s) # 0) dir. Bulunan bu deger i¢in B'(s) = 0 olarak elde edilir. Sistemin diger

denklemi ' (s) — y(s)o(s) = 0 da B'(s) = 0 yazilirsa y(s)o(s) = 0 olup iki farkli durum

s6z konusudur. Ilk olarak y(s) =0 durumu ig¢in —B(s)o(s) + Y (s) + 0(s)u(s) =0

o (s)
p(s)u(s)

denklemi incelenirse 6(s) = — , u(s) # 0 esitliginin mevcudiyetinden bahsedilir ve

8'(s) = 0 dir. Boylece y(s)u(s) + 9’(5) = 0 denklemi saglanir. Ortak ¢oziime ait egri ise;

1 o (s)
os) = p(s) R(s) = p(S)u(S)W(S)
bigimindedir.
V) w(s) = =1, ¢(s) = —1 ve w;(s) = 1 olarak alinmasi ile
( B(s) p(s) =1,

| B +v(s)o(s) =0,

B(s)a(s) +Y (s) — B(s)u(s) = 0,
—y(s)u(s) +0'(s) =0,

elde edilir. Birinci denklem —B(s)p(s) =1 den B(s) = % bulunur ve p(s) # 0 dir.

Diger taraftan B’ (s) = 0 oldugu da bilinir. Ikinci denklem olan B’ (s) + y(s)o(s) = 0 da
yerine yazilirsa y(s)o(s) = 0 denklemi elde edilip buradan iki farkli durumun oldugu
sOylenir. Burada ilk durum; y(s) =0 olmasi durumunda

figiincii denklem B(s)a(s) +y (s) — 8(s)u(s) = 0 dan 6(s) = )(uz s)

esitligi bulunur,
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(u(s) # 0). Dolayisiyla  8'(s) = Ooldugu  goriiliir.  Boylece  dérdiincii
denklem—y(s)u(s) + 6'(s) = 0 saglanir ve denklem sistemi i¢in ortak ¢oziim vardur.
Buradan elde edilen egri ise;

1) == 515 RO+ 53,5 W)

formunda yazilir.
vi) w(s) = —1,(s) = 1 ve w,(s) = —1sart1 i¢in denklem sistemi su sekildedir:

I( , B(s) p(s) =1,
4 B (s) —v(s)a(s) = 0,

L—B(S)G(S) +Y'(s) + 8(s)u(s) = 0,
—y(s)u(s) +6'(s) = 0.

Burada B(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = —eslthgl bulunur ve p(s) # 0 dir. Dolayisiyla

B'(s) = 0 oldugu sdylenir. B'(s) — y(s)a(s) = 0 denkleminde, bulunan bu deger yazilirsa
v(s)a(s) = 0 elde edilir. ilk durum y(s) = 0 olmasidir ve bu durum ile birlikte —(s)o(s) +

Y (s) — 0(s)u(s) = 0 denkleminden 6(s) = —% dir (u(s) # 0), ayrica 0'(s) =

0 oldugu ifade edilir. Boylece —y(s)u(s) + 6'(5) = 0 denklemi saglanip denklem sistemi

¢oziiliir. Buradan elde edilen egri ise;

a(s) = — R(S) =~ W(s)

p(s) p(sIu(s)
dir.
vii) w(s) = 1, 9(s) = —1 ve w;(s) = —1 oldugu durum i¢in denklem sistemi su sekildedir;
( B(s) p(s) =1,
B'(s) +v(s)o () = 0,
—B(s)a(s) + Y (s) + B(s)u(s) = 0,

—y(s)u(s) + e'(s) =0,

dir. Burada B(s)p(s) = 1 denkleminden B(s) = 5 Ve p(s) = 0 dir. B'(s) =0, B'(s) +

v(s)o (s) = 0 denkleminde yazilirsa y(s)o (s) = 0 durumu s6z konusudur. Burada y(s) =

o (s)
p(s)u(s)’

0 olmasi durumunda B(s)o(s) +y'(s) —0(s)u(s) = 0 denkleminden 6(s) =

u(s) =0 ve 0'(s) = 0elde edilir. Bdylece —y(s)u(s) + 6'(s) = 0 denklemi saglanip

denklem sistemi ¢oziiliir. Buradan elde edilen egri ise;

_ L o (5)
os) p(s) R(S)* p(S)u(S)W(S)

dir.
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viii) w(s) = =1, ¢(s) = —1 ve w,(s) = —1 oldugu durum i¢in

B(s) p(s) = 1,
I B'(s) +Y(s)o (s) =0,
| —B(s)a(s) + Y () + O(S)R(s) = 0,
—y(s)u(s) + 0'(s) = 0

dir. Sistemdeki ilk denklem B(s)p(s) =1 den B(s) = % elde edilir (p(s) # 0). Buradan

B'(s) = 0 olarak bulunur. ikinci denklem B’(s) + y(s)o(s) = 0 da elde edilen bu deger

yerine yazilirsa y(s)o(s) = 0 olup iki farkli sonu¢ s6z konusudur. y(s) = 0 olmasi

durumunda—B(s)a(s) +y'(s) + 8(s)u(s) =0 dan 8(s) = p(‘;)(izs) dir (u(s) #0) ve

8'(s) = Oelde edilir. Dordiincii denklem —y(s)u(s) + 6’(5) = 0 denklem sistemi i¢in

saglanir. Dolayisiyla bulunan egri ise;

7B _\y(s)

1
=—— +
us) == TSRO+ 5

seklinde ifade edilir.
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Bu kistmda L*de birim hizli null olmayan bir egrinin {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet

catisinin alt uzaylarinda yatan/ yatmayan egrileri asagidaki gizelgede verilmistir.

Cizelge 4.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri

{T(S).R(s),U(s),

a(s)=(s + 825)T(s)+
826U(5),

w=-Lep=1w, =-1

a(s)=(s + g27)T(s)*
825U(s),

w = 1,(p:_1,(1)1 =-1

a(s)=(s + 829)T(s)+
g30U(8),

W(s)}Frenet ®, @, ®; Durumlari Egri/Egriler Egrinin
Catisinin Alt Durumu
Uzaylarn

w=Lp=1Lw, =1 a(s) =(s+go)T(s),

w=1L,p=1w, =-1 a(s) =(s+ g0 )T(s),

w=1,p=-1w, =1 a(s) =(s+ g1 )T(S),

{T(s), R(s)} w=-1lp=1w,=1 a(s) =(s + g4, )T(s), YATAR
w=—-1,0p=—-1w;, =1 | as)=(s+g3)T(S)
w=1¢=—-1,w;, =—-1 | a6s)=(s+g,)T(s),
w=-10=1w, =-1 | as)=(s+gi5)T(S),

w=—-1¢=-1,w; =—-1 | as)=(s+ g )T(S).
w=Lp=1Lw, =1 a(s)=(s + g.7)T(s)+
818U(9),
w=—-10p=1Lw, =1 |as)=(s+g)T(s)+
820U(s),
w=1,p=-1w, =1 a(s)=(s + g,1)T(S)+
822U(s),
w=10=1w, =—-1 |a6)=(s+g3)T(S)+
{7, UO)} 824009), YATAR
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Cizelge 4.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri (devam)

w=-1Lp=-1w; =-1

a(s)=(s + g31)T(s)*
g32U(s).

o(s)=(s + g33)T(s)+
g34W(S),

o(s)=(s + g35)T(s)+

{T(s), W(s)} 2, W(S) YATAR
p=1w =-1 a(s)=(s + 837)T(s)+
83sW(s),
¢=-1w, =-1 a(s)=('s + 830) T(s)+
840 W(s),
w=1L,p=1,w, =1 a(s) =g41R(9) ,
w=-lLp=Lw =1 |as)=gusR(),
w=1L,p=-1w, =1 a(s) =g4,R(9),
{R(s), US)} ©=Le=Lw=-1 |us)=8uRE). YATAR
w=-lLe=-1w = a(s) =g4sR(s)
w=-1¢0=1w; =—-1 | as)=g4R(s),
w=1¢0=-1w; =-1 |as)=g4R(),
w=-1¢=-1,w; =—1 | a(s) =g,gR(s) .
w=1Lw =1 a(s) =h,R(s) +h; W(s),
w=-1w =1 (s) =h4R(s) +hzW(s),
{R(s), W(s)} YATAR
w=1w, =-1 a(s) =hgR(s) +hsW(s),
w=-1w =-1 a(s) =hgR(s) +h,W(s).
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Cizelge 4.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri (devam)

w=1p=1w;, =1

OL(S) =h9W(S)!

w=-lLep=1Lw, =1

a(s) =h;oW(s),

w=1¢p=-1w, =1

OL(S) =h11W(S),

(,l)zl,(p:l,(l)lz_l

a(s) =h;,W(s),

w=-Lp=-1w;,=1

o(s) =hy, T(s),

w=-1Lp=1w, =-1

a(s) =hy, T(s),

w = 1,(P=_1;0~)1 =-1

o(s) =hp3T(s),

w=-1,9p=-1,0w, =-1

a(s) =hp, T(s).

{U(s). W(s)} YATAR
w=-1,¢=-1,w, =1 | as)=h;3W(s),
w=-1,¢=1w; =—-1 | a(s)=h;, W(s),
w=1¢=-1,w, =—-1 | as)=h;sW(s),
w=-1,0=-1w; =—1 | as) =h g W(S).
w=1Lp=1L,w, =1 a(s) =h;, T(S),
w=—-1lLp=1w,=1 a(s) =h;gT(s),
w=1L,p=-1w, =1 a(s) =h;oT(S),
(TORE), UG} w=1L9p=1w, =-1 |as)=hy,T(s), VATAR
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Cizelge 4.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri (devam)

{T(s).R(s).W(s)}

hzs(s)

a(s)=(s + hy)T(s) +

hapsu(s)
~2 5 RE) + hysW(s).

w=-lLep=1lLw, =1

0(s) "ZEPR(S) + hy W(S),
a(s)=(s + hyg)T(s) +

hy7u(s)
~ZSR(S) + hayW(S).

w=1¢p=-1Lw, =1

hpop(s)
a(s) =22 7R(S) + haoW(S),
a(s)=(s + h3o)T(s) +
h29
P2EOR(S) + hag W(S).

0(s) ZER(E) + hag W(S),
a(s)=(s + h3,)T(s) +

hzqu(s)
361(—‘:)5R(5) + h3,W(s).

w=-Lp=-1w,;,=1

a(s) TZEER(S) + hssW(S)
a(s)=(s + h3,)T(s) +

h3su(s)
25 RE) + hgsW(s).

w=-Lep=1w, =-1

a(s) ZEIR(s) + has W(S),
a(s)=(s + h36)T(s) +

h3su(s)
25 RE) + hysW(s).

a(s) ZER(S) + hi W(S),
a(s)=(s + h3g)T(s) +

h3z,u(s)
%Z)SR(S) + h3,W(s).

YATAR
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Cizelge 4.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri (devam)

©=~Le= Loy =1 g(s) S2EER(E) + hygW(S),
a(s)=(s + hyo)T(s) +
PAEOR(S) + hagW(S).
a(s)=(s + c)T(s)+
w=1p=1w;, =1 (s+c)p(S); 17y, P(S)
' o (s) U(s) o (s)u(s) W(s),
a(s)=(s + c,)T(s)+
=-1lL,p=1Lw, =1 (S+62)p(5). O]
! o (s) U(s) G(S)u(S)W(S)’
a(s)=(s + c3)T(s)+
w=Lp=-1w,; =1 (S+c3)p(S), L pB)
' o YOO VE)
{T(s).U(s),W(s)} — YATAR
a(s)=(s + c4)T(S)+
wo=Lp=1w, =-1 (S+c4)p(S). O]
! o (s) U(s) G(S)u(S)W(S)’
a(s)=(s + c5)T(s)+
w=—-1,¢p=—-1w, =1 | Etcs)p®)
! o VO~
p(s)
G(S)u(S)W( )
a(s)=(s + c4) T(S)+
w=-1¢9p=1w; = -1 | &+
¢ 1 e =t U(s)—
p(s)
o (S)u(S)W(S)’
a(s)=(s + c;)T(s)+
w = 1’ = —1’(1) = -1 (s+c7)p(s)
¢ 1 e —Z2U(s)—
p(s)
c (S)H(S)W(S)
a(s)=(s + cg)T(s)+
w=-1,0=—-1,w0, = —1 | G+
¢ 1 e =R U(s)—
p(s)
o (S)u(S)W(S)'
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Cizelge 4.3. L*de birim hizli null olmayan bir egri (devam)

{R(5),U(s),W(s)}

w=-lLep=1Lw, =1

©=1e= Lo =1 a(s)=oRE+ISWGE),
w=1Lp=-1w, =1;
©=TLe=hor =1 = SROTE IS
w=1L¢p=1w =-1;
o=-lLe=Lo,=-1 0L(S’_p(1S) RE) - p(z)(jzs)w(s)
o=le=lw =1 os) _p_(sl) (5) - p(z)(zS)W(S)

YATAR
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Ornek 4.1.2. L* de a (s)= (v/35,V/3 , V2 sin's, V2 cos s) egrisini ele alalim. Burada
o (5)=(V/3,0,v2coss, —V/2sins)
= o”’(s)= (0,0, —V2sins,—v2coss) )
= a'”’(s)= (0,0, —v2coss,V2sins)
ve
lla(s)Il =1
olup egri birim hizli1 zaman benzeri egridir. Buradan
T(s)=(+/3, 0,2 coss, —V/2sins) ,
R(s)= (0,0 —sins, —coss)
elde edilir.
T(s)x R(s) x " (s)=(0,/6, 0, 0)
olup
W(s)=(0,—-1,0,0)
elde edilir. Burada, € = 1 olarak segilirse eR(S) X T(s)x W(s)=U(s).
U(s)=(v/2,0, —V3 cos s, —V/3 sins) .
Bu egriye ait egrilikler ise p(s) = V2, 6(s) = v/3 ve u(s) = 0 olarak

hesaplanir.
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Bu kisimda L* de birim hizli null olmayan bir egrinin {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet
catisinin alt uzaylarinda yatan egrileri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.4. L* de birim hizli null olmayan bir egri érnegi

{T(s),R(s),U(s),W(s)}  Frenet
Catisinin Alt Uzaylar Egri/Egriler

a(s)=(s + g¢) (V3,0 ,v2coss, —V2sins),
a(s) =(s + g0 ) (V3,0, V2 coss, —V/2sins),
a(s) =(s + g1 ) (V3,0, V2 coss, —V/2sins),
a(s) =(s + g1, ) (V3,0,v2coss, —V/2sins),
a(s) =(s + g3 ) (3,0, V2 coss, —V2sins),
a(s) =(s + g4 ) (V3,0 ,V2 coss, —V/2sins),
a(s) =(s + g5 ) (V3,0, V2 coss, —V/2sins),
a(s) =(s + g16 ) (V3,0 , V2 coss, —V2 sins).
a(s)=('s + g17)(V3, 0,V/2 cos s,—/2 sin s)+
g15(v/2,0, =3 cos s, —/3sins),

a(s)=( s + g19)(V3, 0,V/2 cos s,—/2 sin s)+
g,0(V2,0,—V3 coss, —V3sins),

a(s)=( s + g21)(V3, 0,V2 cos s,—V2 sin s)+
g,2(v2,0,—V3 coss, —V/3sins),

a(s)=('s + g,3) (3, 0,2 cos s,—V/2 sin s)+
g24(v2,0, —V/3 cos s, —/3 sins),

a(s)=(s + g,5)(V3, 0,V2 cos s,—V2 sins) +
g,6(V2,0, =3 cos s, —V/3sinss),

a(s)=(s + g,7)(V3, 0,V2 coss,—V2 sins) +
g2s(V2,0, —V/3 cos s, —/3 sins),

a(s)=(s + 820)(V3, 0,V2 cos s,—V/2 sin’s) +
g30(V2,0, =3 cos s, —V/3sinss),

a(s)=(s + g31)(V3, 0,V2 cos s,—V2 sins) +
g52(v2,0, =3 cos s, —V/3sins).

{T(s), R(s)}

{T(s), U)X
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Cizelge 4.4. L* de birim hizli null olmayan bir egri 6rnegi (devam)

{T(s), W(s)}

a(s)=(s + g33)(V3, 0,V2 cos s,—V/2 sin s)
834(0,~1,0,0),

o(s)=('s + g35)(V3, 0,v/2 cos s,—V2 sins)
g16(0,—1,0,0),

a(s)=(s + g3,)(v/3, 0,V2 cos s,—V/2 sin s)
838(0,—1,0,0),

0a(s)=('s + g39)(V3, 0,V/2 cos s,—V2 sins)
840(0,—1,0,0).

{R(s), U(s)}

a(s) =g41(0,0 —sins, —coss),
a(s) =g4,(0,0 —sins, —coss),
a(s) =g,3(0,0 —sins, —coss),
a(s) =g44(0,0 —sins, —coss),
a(s) =g45(0,0 —sins, —coss),
a(s) =g46(0,0 —sins, —coss),
a(s) =g,,(0,0 —sins, —coss),

a(s) =g45(0,0 —sins, —coss) .

{R(s), W(s)}

a(s) =h,(0,0 —sins, —coss) +h;(0,—1,0,0),
a(s) =h,(0,0 — sins, —coss) +h;(0,—1,0,0),
a(s) =hg(0,0 —sins, —coss) + hg(0,—1,0,0),
a(s) =hg(0,0 —sins, —coss) +h,(0,—1,0,0).

{U(s), W(s)}

a(s) =he(0,—1,0, 0),

a(s) =h;,(0,—1,0,0),
a(s) =h,,(0,—1,0,0),
a(s) =h,,(0,—1,0, 0),
a(s) =h,5(0,—1,0,0),
a(s) =h,,(0,—1,0, 0),
a(s) =h,5(0,—1,0, 0),
a(s) =h;4(0,—1,0,0).
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Cizelge 4.4. L* de birim hizh null olmayan bir egri 6rnegi (devam)

{T(s), R(s). U(s)}

o(s) =h;,(v/3,0,
o(s) =h;(v/3,0,
a(s) =h;9(v/3, 0,
a(s) =h,(v3, 0,
a(s) =h,;(+/3, 0,
a(s) =h,,(V3, 0,
a(s) =h,3(v3,0,
a(s) =h,4(v3, 0,

V2 coss,
V2 coss,
V2 coss,
V2 coss,
V2 coss,
V2 coss,
V2 coss,
V2 coss,

—+V/2sins),
—+/2sins),
—/2sins),
—/2sins),
—/2sins),
—+/2sins),
—+/2sins),

—+/2sins).
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Cizelge 4.4. L* de birim hizh null olmayan bir egri 6rnegi (devam)

{T(s), R(s), W(s)}

a(s) =h,5(0,—1, 0, 0),

a(s)=(s + h,6)(¥3,0,V2 coss, —V2sins) +
h,:(0,—1,0, 0);

a(s) =h,,(0,—1,0,0),

a(s)=(s + h,)(¥3,0,vV2 coss, —V2sins) +
h,-(0,—1,0, 0);

a(s) =h,4(0,—1,0,0),

a(s)=(s + h30)(V3,0,V2 coss,—V2sins) + hyg
(0,—1,0,0);

a(s) =h3,(0,—1,0,0),

a(s)=(s + h3,)(V3,0,vV2 coss, —V2sins) +
h;,(0,—1, 0, 0);

a(s) =h35(0,—1, 0, 0),

a(s)=(s + h3,)(¥3,0,vV2 coss, —V2sins) +
h;5(0,—1, 0, 0);
a(s) =h;5(0,—1,0,0),
a(s)=(s + h36)(¥3,0,vV2 coss, —V2sins) +
h;:(0,—1,0,0);

a(s) =hs,(0,—1, 0, 0),

a(s)=(s + h3)(¥3,0,V2 coss, —V2sins) +
h;,(0,—1, 0, 0);

a(s) =h34(0,—1,0,0),

a(s)=(s + h4)(V3,0,V2 coss, —V2sins) +

h;4(0,—1,0,0).
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Cizelge 4.4. L* de birim hizh null olmayan bir egri 6rnegi (devam)

{T(s), U(s), W(s)}

o(s)=(s + ¢;)(¥/3,0,vV2 coss,—V2sins) +
%ﬁ(ﬁ, 0, —/3 cos's, —V/3 sin s),
a(s)=(s + ¢,)(/3,0,V2 ccoss,—V/2sins) +
(S+C2)‘/_(\/_ 2,0, —V/3 cos s, —/3sins),
a(s)=(s + ¢3)(V/3,0,vV2 cos s, —V/2sins) +
(S+C3)\F(\/_ 2,0, —V/3 cos s, —/3sins),
a(s)=(s + c4)(\/§, 0,v2coss,—V2sin s) +
%ﬁ(ﬁ, 0, —/3 cos's, —V/3sins),
a(s)=(s + ¢5)(V3,0,V2 coss, —V2sins) —
%ﬁ(ﬁ, 0, —/3 coss, —V/3 sins),
a(s)=(s + c6)(\/§, 0,v2coss,—/2sin s) -
(S+C6)\/_(\/_ 2,0, —V/3 cos s, —/3sins) ,
a(s)=(s + ¢;)(¥/3,0,V2 coss, —V2sins) —
%ﬁ(ﬁ, 0, —V3 cos s, —/3sinss),
a(s)=(s + cs)(\/§, 0,vV2coss,—/2sin s) -
%ﬁ(ﬁ, 0, —/3 cos s, —V3sin s) .

{R(s), U(s), W(s)}

o (s)

1 .
=— — — + —
a(s) =+ (0,0 —sins, —coss) p(S)H(S)(O, 1,0,0),
1 . o (s)
= —— [— [— =+ j—
a(s) N (0,0 —sins, —coss) p(S)u(s)(O, 1,0,0),

_ L _sins, — _°® og_
a(s) =7 (0,0 —sins, —coss) (S)H(S)(O, 1,0,0),

o (s)
p(s)u(s)

a(s ———(00 —sins, —coss) — (0,—1,0,0).
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4.3. 13 Lorentz Uzayda Null Egriler
L3Lorentz uzayinda null bir « egrisi icin {T(s), R(s), U(s)} Frenet catisinda
< T(s), T(s) >=< R'(s),R(s) >=0, < T(s),R(s) >=1ve
< T'(s),R(s) >= —< T(s),R'(s) > = m olup burada m bir C* fonksiyondur. Ozel olarak
m=0 se¢imi ile Frenet denklemleri

T'(s) 0 0 p(s)][T(s)

R'(s) =] o© 0  o(s)||R(s) | dir.

U'@s)| L=o) —p(s) 0 J[UG)
Ayrica Frenet catisina ait birinci egrilik p(s) = ||T'(s)|| ve ikinci egrilik
o(s) =< R'(s), U(s) > bicimindedir (Duggal ve Jin 2007).
Teorem 4.3.1. o, L2 de null egri ve {T(s), R(s), U(s)} egrinin Frenet ¢atis1 olsun. Bu ¢atinin
{T(s), R(s)} alt uzayinda yatan egrisi

a(s) = (s + ky)T(s) +(s + k; ) R(S)
dir. Burada k; ve k, birer sabittirler.
Ispat: o(s)=B(s)T(S) + Yy (s)R(s) egrisini alalim. Burada B ve y; s parametresine baglh
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
alimirsa
o' () =B (S)T(S) + B()T'(5) + Y'(S)R(S) +y (SR (5)
elde edilir. o’ (s)=T(s) olmak iizere
T(s)= B'(5)T(S) +B(S)[ P(SIU(E)I+Y' (S)R(S) +v (8)[0(8)U(s)]
bulunur. Buradan
B(s) =1,

Y(s) =0,
B(s)p(s) + v (s)a(s) = 0,

denklem sistemi elde edilir. B'(s) = 1 esitliginden B(s) = s +k,, k; sabittir. y'(s) =0

esitligi benzer sekilde c¢oziilirse y(s) = s+ k,, k, sabittir. B(s)p(s) +y(s)o(s) =0

denkleminde yerine yazilirsa denklem sistemi igin ortak bir ¢ziim elde edilir. Istenilen egri
a(s) = (s + k1) T(s) +(s + k; ) R(s),

burada k, ve k, sabitlerdir.

Teorem 4.3.2. «, L* de null bir egri ve {T(s), R(s), U(s)} egrinin Frenet ¢atis1 olsun. Bu

catinin {T(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi

a(s) = —%R(S) ,p(s) #0
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dir.
ispat: a(s) =p(s)T(s) + v (s)U(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine bagl
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
alinirsa
o/ () =B'(s) T(s) + B(S)T'(s) + Y'(5) U(s) + v (5)U'(s)
elde edilir. o' (s)= T(s) i¢in
T(s)=B'(5) T(s) + BS) p(SIU(E)I+Y'(5) R(S) +v (S)[—p(S)T(S) — o (S)R(5)]
esitliginde gerekli diizenlemelerin yapilirsa
B(s) — vy (&)p(s) =1,

Y(s) — v (s)a(s) =0,
B(s)p(s) = 0,

denklem sistemi bulunur. Ugiincii denklemden B(s) = 0 veya p(s) = 0 durumlar sdz

konusudur. Eger B(s) = 0 olarak alimrsa B’'(s) = 0 dir ve bulunan bu deger p'(s) —

v (s)p(s) = 1 denkleminde yerine yazilirsa y(s) = —ﬁ oldugu goriiliir, (p(s) # 0).

Buradan y(s) = —ﬁ isey'(s) = 0olur.y'(s) — vy (s)o(s) = 0 denkleminde elde edilen
degerler yerine yazilirsa %z 0 olup o(s) =0 elde edilir. Ayrica p(s) = 0 olmasi

durumunda ise y'(s) — v (s)o(s) = 0 denklemi igin bir bagint1 elde edilemeyip denklem
sistemi ¢Oziilmez. Buradan aranilan egri;
-1
a(s) = o) R(s),p(s) # 0
bigimindedir.
Teorem 4.3.3. «, L3 de bir null egri ve egrinin Frenet ¢atis1 {T(s), R(s), U(s)} olmak iizere
bu catinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi
O _ 1
a(s) =(— 225 +k3) R(s) — == U(s)
seklindedir. Burada p(s) # 0 ve k5 bir sabittir.
Ispat: a(s) =B(S)R(s) + y (s)U(s) egrisini alalim. Burada B ve y; s parametresine bagl
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
almirsa
a'(s) =B'(s) R(s) + B(S)R'(5) +¥'(s) U(s) + v (S)U'(s)
elde edilir. o’ (s)= T(s) icin
T(s)= B'(5) R(s) + B(S)L o(s)U(8)]+Y' () U(s) +y (5)[—p()T(s) — o (s)R(s)]
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bulunur. Egrinin denklem sistemi

—y($)p(s) = 1,
B'(s)— v (s)a(s) =0,
B(s)a(s) +Y (s) = 0

bigimindedir. Birinci denklemden p(s) # 0 igin y(s) = —ﬁ elde edilir ve y'(s) = 0 olur.

Ikinci denklemde bulunan bu degerler kullanilirsa B’ (s) = —% ve B(s) = —%s + ks,
pPLs

(p(s) # 0, k5 sabittir) bulunur. Ayrica son denklem o(s) = 0 i¢in saglanir. Boylece aranilan
egri;
—(_ 9% __r
a(s) ~(= 225 +i5) R() = U(S)

seklindedir.
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Bu kisimda L3 de birim hizli null bir egrinin {T(s),

uzaylarinda yatan egrileri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.5. L2 de birim hizh null bir egri

R(s),

U(s)} Frenet c¢atisinin alt

{T(s).R(s).U(s)}

Frenet Catisinin Alt

Egri/Egriler

Egrinin Durumu

Uzaylarn
{T(s), R(S)} a(s) = (s + k;)T(S) +(s + k; ) R(s), YATAR
{T1(s), U(s)} as) = — % R(s), YATAR
{R(S), U(S)} a(s):(— a(s) S+k3) R(s) — ﬁ U(S) YATAR

p(s)
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Ornek 4.1.3 a(s)= (sinhs, coshs, s), s€ IR i¢in L3 de bir null egri olsun. Egrinin s
parametresine gore tiirevleri,

a’(s)=(cos hs,— sin hs, 1)

ve

a''(s)=(—sin hs, — cos hs, 0)

dir. Bir vektor V=(0,0,1) olarak secilirse

< a(s),V>=1ve<V,V>=1
bagintilari elde edilir. Egrinin Frenet vektorleri

T(s)= (cos hs, sin hs, 1),

R(s)=(— % cos hs, — % sinhs, % )
ve

U(s)=(sin hs, cos hs, 0)

olupm =< a"(s),R(s) >= 0 olarak hesaplanir. Ayrica egrinin egrilikleri
p(s) = [’ ()]l = 1veo(s) =< ' (s),U(s) >=1

olarak bulunur.
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Bu kistmda Ornek 4.1.3 igin {T(s), R(S), U(S)} Frenet catisinin alt uzaylarinda yatan egrileri
asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.6. L2 de birim hizhi null bir egri 6rnegi

{T(s).R(s),U(s)}

Frenet Catisinin Egri

Alt Uzaylari

{T(s), R(s)} a(s)=(s + k;)(cos hs,sin hs,1)+(s + k, )(_71 cos hs,%1 sin hs, % )
{T(s), U(s)} o(s)= (% cos hs, %sin hs, — % )

{R(s), U(s)} a(s) =(s +k3)(_71 cos hs _71 sinhs, % )—(sinhs, coshs, 0).
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4.4. L* Lorentz Uzayda Null Egriler

o, L* de bir null egri ve egrinin T(s), R(s), U(s), W(s) Frenet vektorleri, p(s), o(s) ve u(s)
sirasiyla birinci, ikinci, ti¢iincii egrilikleri olsun. Burada T(s)= o’ (s) dir.

<a(s)d (s)>=<a (s)a (s)>=<a(s)a (s)>=0 ve<a(s)a (s)>=0

sartlar1 ve 6zel olarak m=0 se¢imi ile null egriye ait Frenet denklemleri asagidaki gibidir:

[T'&®1 1 0 0 p(s) 0 1T
[R'(s) | _| 0 0 o(s) u@s) || R(s)
lu'is) |~ | —o(s) —p(s) 0 o ||ue
wel L o—we 00 —pe 0 Ilwe)

Burada Frenet vektorleri

R(s) = —a"(s) =3 < o (s), @' () > (),

U@s) = a'(s),

W(s) = —ﬁ(a””(s) r<a (s)a (s)>a+<a (s)a (s)>a(s)
olup ayrica birinci, ikinci ve {igiincii egrilikler sirasiyla

p(s) = 1,

o(s) = % <o (s),a"(s) >,

u(s) = \/< o (s),a (s)>—<a (s)d (s)>2
seklindedir (Ferrandez, Gimenez ve Lucas 2001).
Teorem 4.4.1. L* de null bir egri a ve bu egrinin Frenet ¢atis1 {T(s), R(s), U(s), W(s)} olsun.
Bu catinin {T(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrileri,
a(s) =( st ky)T(s)
ve
a(s) =[(1 + kso(s))s + ke] T(S) +ks5 U(s)
olup k,, ke, k¢ birer sabitlerdir.
Ispat: a(s) =p(s)T(s) + y(s)U(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve v; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
o' () =B'(s) T(s) + B()T'(s) +Y'(5) U(s) + v (5)U'(s)
elde edilir. o’ (s)= T(s) icin
T(s) =B(5) T(s) + B(S)(P(SIU(S)) + ¥'(5) U(s) + v (5)[—0(s)T(s) — p(S)R(s)]

islemler diizenlenirse
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B(s) =y (S)o(s) =1,
Y (5)p(s) =0,
B(s)p(s) +v (s) =0,
denklem sistemi elde edilir. Tkinci denklem olany (s)p(s) = 0 igin iki durum s6z konusudur.
v(s) = 0 olmas1 durumu diisiiniiliirse B'(s) —y (s)o(s) = 1 esitliginden B'(s) = 1 ve
B(s) =s+ k, dir. Burada k, sabittir. B(s)p(s) +y (s) = 0 esitliginde elde edilen bu
degerlerin saglandigr goriiliir. Diger durum olan p(s) = 0 durumunda B(s)p(s) + y'(s) =0
i¢iny’(s) = 0 olup y(s) = ks elde edilir ve kg sabittir. B’ (s) — y(s)o(s) = 1 denkleminde
B'(s) =1 ve y(s) =ks degerleri yazilirsa B(s) = (1 + kso(s))s + ke elde edilir, (kq
sabittir). Dolayisiyla aranilan egriler
a(s) =( st ky)T(s)
ve
a(s) =[(1 + kso(s))s + ke] T(s) +ksU(s)

seklindedir.
Teorem 4.4.2. L* de null bir egri « ve bu egrinin Frenet gatis1 {T(s), R(s), U(s), W(s)} olsun.
Bu ¢atinin {T(s), R(s)} alt uzayinda yatan egrisi,

a(s) = (s+ k7)T(s) +kg R(s)
bi¢imindedir. Burada k-, ve kg egriler i¢in birer sabittirler.
Ispat: o(s) =B(S)T(S) + y(s)R(s) egrisini alalim. Burada B ve y; s parametresine bagh
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere o egrisinin her iki tarafinin s parametresine
gore tlirevi alinirsa

o' (s) =B'(s) T(s) + B(S)T'(5) +Y'(5) R(s) + ¥ (S)R'(5)
elde edilir. o' (s)= T(s) i¢in

T(s) =B'(s) T(s) + BE)[P(SIU(E)] +¥'(5) R(S) + ¥ (8)[0(s)U(s)]

bulunur. Esitliginde gerekli diizenlemeler sonucu

B(s) =1,
B(s)p(s) + v (s)a(s) = 0,
Y(s) =0,

denklem sistemi yukaridaki gibi olur. Birinci denklem olan ' (s) = 1 icin f(s) =s+ ks, (k,
sabittir) bulunur. Uciincii denklem y'(s) = 0 igin ise y(s) = kg degeri mevcuttur ve burada
kg sabittir. Bulunan degerler B(s)p(s) + v (s)o(s) = 0 denklemi igin saglandigi goriiliir.

Dolayisiyla denklem sistemi ortak ¢oziime sahiptir. Istenilen egri
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a(s) = (st k,)T(s) +kg R(S)

dir.
Teorem 4.4.3. L* de null bir egri a ve bu egrinin Frenet ¢atis1 {T(s), R(s), U(s), W(s)} olsun.
Bu ¢atinin {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi;

a(s) =[(1 — kop(s))s + kyo] T(S) + koW(s)
dir. Burada kg ve k;, ile ifade edilenler egriye ait sabitlerdir.
Ispat: a(s) =B(s)T(s) + y(s)W(s) egrisi olarak alalim. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

o/ () =B'(s) T(s) + B(S)T'(5) + Y'(5) W(s) + v (S)W'(5)
elde edilir. o’ (s)= T(s) olmak iizere
T(s) =B'(s) T(s) + B(S)[P(SIU(E)] + ¥'(5) W(S) + v (S)[(S)T(5)]

dir. Esitligin diizenlenmesi ile
B(s) + vy (u(s) =1,
B(s)p(s) = 0,
Y (s) =0,

denklemlerini igeren bir sistem i¢in ortak bir ¢ziim incelenirse; y'(s) = 0 esitiliginden
v(s) = ko, dolayisiyla kg sabittir. B'(s) + y (s)u(s) = 1 denklemi igin elde edilen deger
yerine yazilirsa (s) = (1 - kgu(s))s + Ky, kqo sabittir. B(s)p(s) = 0 esitligi saglanir ve
aranilan egri;

a(s) :[(1 - k9ll(5))5 + ky0] T(S) + kogW(s)
bigimindedir.
Teorem 4.4.4. L* de null bir egri « ve egrinin Frenet ¢atist {T(s), R(s), U(s), W(s)} olsun.
Bu catinin {R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi;

(s) 1

o(s) = (5.5 5+kar JR(S) = =5U()
olup k4, bir sabittir.
Ispat: o(s)=B(S)R(S) + Y(s)U(s) egrisini alalim. B ve 7y; s parametresine bagh
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi

alnirsa
o (s) =B'(5) R(s) + B(S)R' () + Y'(5) U(s) + v (5)U’(s)
elde edilir. o’ (s)= T(s) icin

T(s) =B'(S)R(s) + B[ (SU(S)] + ¥ (S)U(S) + Y(8)[—0($)T(S) — p(SIR(S)]
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olup esitlikten asagida verilen

=y (s)o(s) =1,
B'(s) =y (s)p(s) =0,
B(s)o(s) +Y (s) =0,

denklem sistemi mevcuttur. Birinci denklemden (s) = —%,(o(s) + 0) elde edilipy’(s) =

0 sonucuna ulasilir. Uciincii denklemde bulunan bu deger yerine yazilirsa B(s) = o St k1

elde edilir, (k,, sabittir). Denklem sistemindeki son denklem olan B'(s) —y (s)p(s) = 0

esitliginde, bulunan degerler yazilirsa p(s) = 0 elde edilir. Burada istenilen egri;
(s) 1

a(s) = (555 + ki)R(S) —-5U()
bi¢imindedir.
Teorem 4.4.5. L* de null bir egri a ve bu egrinin Frenet gatis1 {T(s), R(s), U(s), W(s)} olsun.
Bu c¢atinin {R(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri;

a(s) =k, R(S) + ﬁ W(s) , (ky, sabittir)
veya

-1
a(s) = == W(S)
dir.
Ispat: a(s) =pP(s)R(S) + y(s)W(s) egrisi almsin. Burada p ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi

alinirsa

o' (s) =B () R(s) + BS)R'() + ¥'(5) W(s) + Y (W' (s)
elde edilir. o' (s)= T(s) i¢cin

T(s) =B'(5) R(s) + B(S)[a(U(S)] +Y'(5) U(S) + v (S)[1(S)T(s)]
denklem sisteminin

Y (S)u(s) =1,
B'(s) =0,
B(s)a(s) +y (s) =0

seklinde oldugu goriilir. Burada y(s)u(s) = 1 denkleminden y(s) = ﬁ elde edilir, (u(s) #

0). Dahas1 Y'(s) = 0 dir. B'(s) = 0 denkleminden ise B(s)=k,, olur ve burada k,, bir

sabittir. Denklem sistemi ¢oziilmeye devam edilirse, B(s)o(s) + v (s) = 0 denkleminde elde
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edilen bagintilar yerlerine yazilirsa k;,06(s) = 0 olur. Burada iki durum s6z konusudur.

Bunlar; o(s) = 0 veya k,, = 0 dir. Béylece denklem sisteminden elde edilen egriler;
1

o(s) =kiz R(8) +-5 W(S)

veya
——

a(s) = == W(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.6. o, L* de bir null egri ve egrinin {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet catis1 olsun.
Bu ¢atinin {U(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi;

as) = kys U(S) — $W(s), (k, 5 sabittir)
bi¢imindedir.
Ispat: a(s) =p(s)U(s) + y(s)W(s) egrisi alinsin. Burada B ve y; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup egrinin s parametresine gére her iki tarafinin tiirevi

alinirsa
o' (s) =B () U(s) + B(S)U'(s) + Y/ (5) W(s) + ¥ (S)W'(5)
bulunur. o' (s)= T(s) olmak iizere
T(s) =B (s) U(s) + B(S)[- 6(S)T(s) — p(SIR(S)] +Y'(5) W(S) + v (8)[—(S)T(s)]
elde edilir. Esitlik diizenlenirse
(B(s)o(s) +y(s)u(s) = -1,

B'(s) =0,
B(s)p(s) =0,
Y(s)=0

denklem sisteminin varligindan bahsedilir. B'(s) = 0 denkleminden B(s) = ky3 ve y'(s) =
0 denkleminden ise y(s) = k,, bulunur burada k,; ve k;, birer sabittir. Ayrica denklem
sistemindeki B(s)p(s) = 0 ve B(s)a(s) + y(s)u(s) = —1 denklemleri i¢in bulunan degerler
yerlerine yazilirsa; B(s)p(s) = 0 denklemi igin iki durum séz konusudur. f(s) = 0 veya

p(s) = 0 olur. Burada B(s) = 0igin B(s)o(s) + y(s)u(s) = —1 denkleminden y(s) =
i

egri ise;

=ky, Ve u(s) # 0 dir. p(s) = 0 durumu igin ortak bir ¢dziim elde edilmez. Istenilen

a(s) =kis R(s) === W(s)

seklindedir.
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Teorem 4.4.7. L* de bir null egri « ve egrinin Frenet ¢atisi{T(s), R(s), U(s), W(s)} olmak
iizere bu catinin {T(s), R(s), U(s)} alt uzayinda yatan egrisi;
a(s) =[[1 + 0(s)o (s)]s + k45] T(s) +[ B(s)p(s)s + ki ] R(S)+ k;,U(S)
bi¢cimindedir ve burada ks, ky¢, ky; birer sabitlerdir.
Ispat: o(s)=B(S)T(s)+Y(S)R(S)+0(s)U(s) eprisi olarak alalim. Burada B, y ve ©; s
parametresine bagli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup o egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirevi alinirsa
o' () =B'(s) T(s) + B()T'(s) + Y'(5) R(s) + ¥ (S)R'(5) +6/(s)U(s)+ B(s)U'(5)
olup a’(s)= T(s) i¢in
T(S)=B' () T(E)+ BE)[P(S)US)]+ ¥ (5) R(S) + ¥ (5)[0(s)U(s)] +8'(S)U(s)+ B(s) [—o (s)T(S)-
p(s)R(s)]
elde edilir. Buradan esitlik diizenlenirse
JORKOLIOESE
Y (s) — 0(s)p(s) = 0,
B(s)p(s) +y(s)o(s) +6(s) =0
bulunur. B'(s) —0(s) o (s) =1 denklemi ¢ozilirse B'(s) =1 +6(s) o (s) oldugu
gortliir ve burada 6(s) = k4 gibi bir sabit olup B(s) = [1 + 6(s)o (s)]s + k;5 olarak elde
edilir, (kqs bir sabittir). Ayrica ikinci denklemden ise y(s) = 6(s)p(s)s + ky¢ bulunur, (k4
sabit). Boylece elde edilen bagintilar Giglincii denklemde yerlerine yazildiginda denklem
sistemi ortak bir ¢6ziime sahip olur. Dolayisiyla denklem sisteminde aranilan egri;
a(s) =[[1 + 6(s)o (s)]s + ky5] T(s) +[0(s)p(s)s + k16 ] R(s)+ky; U(S)
seklindedir.
Teorem 4.4.8. L* de bir null egri a ve egrinin Frenet catis1 {T(s), R(s), U(s), W(s)} olmak
tizere catinin {T(s), R(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrist,
a(s) ={[1 + kqou(s)]stkyo} T(S) + kigR(S)+ k1oW(S)
olup burada kg, k4 Ve k,, birer sabittirler.
Ispat: o(s)=B(s)T(s)+Y(S)R(S)+O(S)W(S) egrisi almirsa P, y ve O; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev
alindiginda
o' (5) =B'(s) T(s) + B(S)T'(5) +Y'(5) R(s) + ¥ (S)R'(5) +6'(5)W(s)+ B(S)W'(5)
elde edilir. a'(s)= T(s) igin

T(s)=B'(S)T(S)+B(S)[P(SU(S)]+Y'(5) R(S) + v ()[a(5)U(5)] +8'()W(s)+ () [—h(s)T(S)]
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bulunur. Buradan esitlik diizenlenirse

I B'(s) —8(s) uGs) = 1,

Y(s) =0,
| B(S)p(s) +y(s)a(s) =0,
0(s)=0

boyle bir denklem sisteminin mevcut oldugu gériiliir. ikinci denklemden y(s) = kg bulunup
kg sabittir. Benzer sekilde 8’(s) = 0 denklemi igin de 8(s)=k;q bulunur, (ks bir sabittir).
Boylece bu bulunan degerler birinci denklemde yerlerine yazilirsa B'(s) = 1 + kyou(s)
olup buradan B(s) =[1 + kyou(s)]s + Ky, oldugu goriiliir, (k,, sabittir). Ugiincii denklemde
p(s) = 0 ve o(s) = 0 alinmasi ile denklem saglanir. Dolayisiyla elde edilen egri;
a(s) ={[1 + kiou(s)]s + K30} T() + kygR(s)+ kyoW(s)
dir
Teorem 4.4.9. L* de null bir egri a ve egrinin {T(s), R(S), U(s), W(s)} Frenet ¢atisinin {T(s),
U(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrilert;
a(s)={[1 + ky; n(s) + ky, a(s)Is +k,3}T(S) +ky, U(S) +k, W(S)
veya
a(s)=k,, W(s),
seklindedir. Egriler i¢in k,,,k,, Ve k,5 birer sabitlerdir.
Ispat: o(s)=p(s)T(s)+y(s)U(s)+0(S)W(s) egrisini alalim. Burada B, y ve 0; s parametresine
bagl diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup a egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi
o () =B'() T(s) + B()T'(5) + ¥'(s) U(s) + v (5)U'(5) +6'(5)W(s)+ B(S)W'(s)
olarak bulunur. a'(s)= T(s) i¢in
T(S)=B () T(E)+BES)[P(U(S)]+Y' ()U(S) + ¥(S)[—0 (S)T(s) — p(SIR(S)] +8'(5)W(s)+
6(s) [-1(s)T(s)]
elde edilir. Buradan esitlik diizenlenirse

B'(s) — Y()a(s) — 8(s) u(s) = 1,
Bs)p(s) +v (s) =0,
| —y(s)p(s) =0,
9(s)=0
denklem sistemi mevcuttur. Dérdiincti denklemden 6(s) = k,; bulunur, (k,, bir sabittir).
Ucgiincii denklem igin iki durum sdz konusu olur. Bunlar y(s) = 0 ve p(s) = 0 dir. Birinci

durum olan y(s) = 0 durumu goz &niine alinirsa ' (s) = 0 olur. Bulunan deger B(s)p(s) +
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v (s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa B(s)p(s) = 0 olup B'(s) = 0 elde edilir. B'(s) —
v(s)o(s) — 8(s) u(s) = 1 denkleminde bulunan bu bagmtilar yerlerine yazilirsa p(s) =
k__zll’ (k1 # 0) dir. Buradan elde edilen egri
a(s) =k,; W(s)
dir.
fkinci durum olan p(s) = 0 icin ise ikinci denklemden y'(s) = k,, dir ve burada k,, bir
sabittir. B’'(s) — y(s)o(s) — 0(s) u(s) = 1 denklemi igin ise bulunan degerler yerlerine
yazilirsa B'(s) = 1 + ky; u(s) + k,, 6(s) bulunur, buradan da B(s) =[1 + k,; pu(s) +
k,, a(s)]s +k,5 elde edilir ve k,5 bir sabittir. Sonug olarak aranilan egrinin;
a(s)={[1 + ky; u(s) + ky, a(s)1s +k,3}3T(S) +ky, U(S) +k, W(S)
seklinde oldugu goriiliir.
Teorem 4.4.10. «, L* de bir null egri ve {T(s), R(s), U(s), W(s)} egrinin Frenet ¢atis1 olsun.
Bu ¢atinin {R(s), U(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi;
a(s)= [%W]U(s) +l,, W(S), (Ko, bir sabittir)
bi¢imindedir.
Ispat: o(s)=B(s)R(s)+y(s)U(s)+B(S)W(s) egrisi olarak alalim. Burada B, y ve 8; s
parametresine gore diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa
o' () =B'(s) R(s) + B(S)R'(S) +¥'(5) U(s) + v (SHU'(5) +6'(5)W(s)+ B(S)W'(5)
elde edilir. o' (s)= T(s) i¢in

T(8)=B'(R(E)+B(S) [0 ()U(S)]+Y (YU(S)*+y ()[—0 (S)T(s) — p(s)R(s)] +6'(5)W(s)+
6(s) [-r(s)T(s)]
bulunur. Buradan denklem sistemi
( —Y(,S)G(S) —0(s)us) =1,
B(s)—v(s) ?(S) =0,
B(S)G(S’) +v(s) =0,
0(s)=0

olarak bulunur. Denklem sisteminin dordiincii denkleminden 6(s) = k,, olup k,, bir
sabittir. —y(s)o(s) — 0(s) u(s) =1 denkleminde 6(s) degeri yerine yazilirsa y(s) =

—1-kp41(s)
o(s)

denkleminden ise B(s) = 0 olur ve dahast f'(s) = 0 dir. Son denklem olan B'(s) —

elde edilir burada o(s) # 0 oldugundan y’(s) = 0 bulunur. B(s)a(s) +y'(s) = 0
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v (s) p(s) = 0 igin de p(s) = 0 elde edilip denklem sistemi igin ortak ¢dziim bulunur.

Dolayisiyla burada aranilan egri;
—1-Kp41(s)
a(s)= [ 51U(S) +hpaW(S)

bicimindedir.
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Bu kisimda L* de birim hizhi null bir egrinin {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet catisinin alt

uzaylarinda yatan egrileri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.7. L* de birim hizli null bir egri

a(s)= [F 22U (s) +Hp, W)

{T(s),R(s),U(s), W(s)} Frenet Egri /Egriler Egrinin
Catisinin Alt Uzaylar Durumu
{T(s), R(s)} a(s) = (s+ k,)T(s) +kg R(s) YATAR
{T(s), U(s)} a(s) =[(1 + kso(s))s + k] T(S) +ks U(S), YATAR
{T(s), W(s)} a(s) =[(1 — kou(s))s + kyo] T(S) + koW(s) | YATAR
{R(s), U(s)} als) = [% s+k,; JR(S) — %U(S), Y ATAR
{R(s), W(s)} a(s) =k, R(s) +$ W(s) YATAR
veya
a(s) = =5 W(S)
{U(s), W(s)} a(s) =kg5 U(S) — $W(s), YATAR
{T(s), R(s), U(s)} a(s)=[[1 + 6(s)o (s)]s + ky5]T(S) YATAR
+[6(s)p(s)s + kq6 ] R(S)tky7 U(s),
{T(s), R(s), W(s)} a(s) ={[1 + kyou(s)]stkyo} T(s) + kigR(S)+ | YATAR
k1gW(s),
a(s)={[1 + Kk, pu(s) + ky, 0(s)]s+k,3}T(S) YATAR
{T(s), U(s), W(s)} +k,, U(S) +k, W(S)
veya
a(s)=k,, W(s),
{R(s), U(s), W(s)} YATAR
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Ornek 4.1.4. L* de null egri a(s) = (\/_ sin hs, —cos hs, —sm s, —cos s) s€ IR ise,

’\/—
a'(s) =(\/i_coshs,\/_smhs,\/_coss —\/_sins),
T(s) (—coshs,\/_smhs,\/_coss \/_sms)
a'’(s) (—smhs,\/_coshs \/_sins,—%coss)

olarak bulunur. Burada
= (0,0, V3 coss, V3 sin s) olarak segilirse < o'(s),V>=1ve<V,V>=3

olarak hesaplanir. Eger

V-
di,v> { 2< V> ds
S

<V V> d

R(s) =

o

formiilta kullanilirsa

R(s) ( cos hs, —sin hs, —coss

, \/— , \/— sms)

o
R'(s) = (—smhsT_cos hs, \/_sms —\/_cos S)
olarak bulunur. Ayrica m=< a'’(s),R(s) >= 0 dir ve

p(s) = la”" ()| = ? elde edilir. Buradan hareketle U(s) = %a”(s) yi hesaplanirsa
u(s) =(§sin hs, gcos hs, —gsin S, —‘/;cos s) dir.

o(s) =< R'(s),U(s) >=0 ve u(s) =[|IR'(s)|| = \/; olup egrilikleri hesaplanir. Son

olarak ikinci binormal vektor

V2 V2

W(s) = —(——smhs ——coshs ——sms —£coss

u()

seklindedir. Boylece istenilen Frenet ¢atisinin vektor alanlar ve bu vektor alanlarindan

olusan egrilikleri hesaplanmis olur.
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Bu kisimda L* de birim hizli null bir egrinin {T(s), R(s), U(s), W(s)} Frenet catisinin alt
uzaylarinda yatan egrileri 6rnegi asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.8. L* de birim hizli null bir egri 6rnegi

{T(s),R(5),U(s),W(s)} Egri /Egriler
Frenet Catisinin Alt
Uzaylar1
T(s), R(s =
{T(s), R(s)} a(s) = (st ky) ( = C0s hs, \/_sm hs, \/_coss \/_sm S)
k8(2\/_ cos hs, \/_sm hs, \Fcoss \;sm s)
{T(s), U(s)} a(9)=[(1 + kso(s))s + k6](\/_ cos hs,f sin hs,\r coss,
- %sin s)+k5(§ sin hs, g coshs, — E sins, — \/—E COSS)
1
{T(s), W(s)} a(8)=[(1 — kop(s))s + k1) (5 cos hS'F sin hs,F cosss,
— v—l_sin S)+ko(— g sin hs,— g cos hs,— gsin S, — g CoSS
R(s), U(s p(s) —
{R(s), U(S)} a(s)= [ oSt kll](zfcos hs,— fsm hs,— fcos S, fsm s)
(LS)(?Z sin hs, g cos hs, — g sins, — g oS S),
{R(s), W(s)} -3 _ V2
a(s)= k1z(2\/—COS hs, 2\/_sm hs, \/_coss \/_sm s)+ )( > sin hs,
V2 V2 . V2
——coshs, ——sins, ——cos s
2 2 2
veya
a(s) =— Esinhs,—\/—icoshs,—\/—Esins,—ﬁcoss,
u( ) 2 2 2 2
{UGs), W(s)} ()L(s)=k13(‘/—E sin hs,\/—i cos hs,— 2 sins,— 2 CoS S)— L(— 2 sin hs,
2 2 2 2 u(s) 2
V2 VZ . V2
——=coshs, ——sins, ——coss),
2 2 2
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Cizelge 4.8. L* de birim hizh null bir egri érnegi (devam)

{TG).R().U)}

a(s)=[[1 + 6(s)o (s)]s + kls](%_cos hs,\/_ sin hS’T coss,
— Tsm s)+[ 0(s)p(s)s + k16](2\/_ cos hs, 7_sm hS’T— COS S,
V2 V2

-3 . V2 . . V2
——sin s)+k,,(—sinhs, —coshs, ——sins, ——cos
23S s) 17(2 sinhs, —-coshs, ——sins, —=-co s)

{T(s), R(s), W(s)}

a(s)={[1 + ko u(s)]3+k20}(% cos hs,i3 sin hs,— COS S,— T_ sin’s)

-z
+k18( coshs,v_51nhs \Fcoss \Fsms) Kyo(— —smhs

V2 V2o, V2
—7coshs, — = sins, —7coss)

{T(s), U(s), W(s)}

a(s)={[1 + k1 p(s) +
1 .
k,, G(S)]S+k23}(7§ cos hs,f sin hs,f COS S,— \/_sm s) +

kzz(gsinhs,gcoshs,—gsins,—gcoss) +kyq

{R(5),U(s).W(s)}

(—Esinhs, —Qcoshs, —Qsins, —Qcos s)
2 2 2 2
veya
a(s)=ky;(— ﬁsin hs, — ﬁ coshs, — ﬁ sins, — E oS s)
a(s)= [L“”(S)] (5 sinhs, £cos hs, —£sms —£cos s)+

a(s)

k24(—§sin hs, —gcos hs, —gsin S, —gcos S)
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde Lorentz uzayinda 3-boyutlu ve 4-boyutlu null ve null olmayan
egriler incelenmistir. Bunlara iligkin teoremler verilip ispatlanmistir. Bu ispatlar
yapilirken 6zellikle 3-boyutlu ve 4-boyutlu null egrilerin Frenet ¢atisinin alt uzaylarinda
egrilerin yatma durumlarina iligkin ¢6ziim yontemlerini barindiran “Null curves and
Hypersurfaces of Semi-Riemannian Manifolds” ve “Characterization of Null Curves in
Lorentz Minkowski Spaces” makalelerinden faydalanilmstir.

Tezin 4.bolimiinde her bir egri igin Frenet catisi, bu ¢atinin alt uzaylarinda yatan
egrilerin tablolar1 ve bu egrilere ait 6rnekler 6rnek tablolar ile birlikte verilmistir. Bu
ise tezi diger tezlerden ayiran en biiyiik 6zelliktir. Boylece daha sonraki aragtirmacilar

icin bir kolaylik saglanmas1 hedeflenmistir.
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