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ÖZET 
 

Bu çalışmada  deki biharmonik imersiyonların bir karakterizasyonu ele 

alınmıştır.  

nIE

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan tanım ve kavramlar 

verilmiştir.  

Üçüncü bölümde  deki biharmonik ve biminimal eğriler incelenmiştir. nIE

Dördüncü bölümde biharmonik ve λ-biminimal hiperyüzeyler ele alınmıştır. 

Beşinci bölüm orijinal sonuçlar içermektedir. Bu bölüm iki kısımdan 

oluşmaktadır. Birinci kısımda Vranceanu yüzeyleri ele alınmış olup bu yüzeylerin 

biharmonik olması için gerek ve yeter koşul verilmiştir. İkinci kısımda  tensör çarpım 

yüzeyleri ele alınmıştır. Düzlemsel bir eğri ile bir çemberin tensör çarpım yüzeyi 

incelenmiş ve biharmonik olması dutumunda gerek ve yeter koşul verilmiştir. 
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A CHARACTERIZATION OF BIHARMONIC IMERSIONS 

 

ABSTRACT 

 
In this thesis we give a charactirization of biharmonic immersions. 

This thesis consists of five chapters. 

The first chapter is introduction. 

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in 

other chapters are given. 

In the third chapter,  biharmonic and biminimal curves in are invastigated. nIE

In the fourth chapter, biharmonic and λ-biminimal hypersurfaces are considered.  

In the fifth chapter, some orginal results related with Vrenceannu surface and 

tensor product of two plane curves are obtained.   
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SİMGELER DİZİNİ 
 

M~M,                      Manifold 

gg ~,                        Metrik tensör        

                       Diferansiyellenebilme 

                       M nin teğet vektör alanlarının uzayı  χ(M)

∞C

IR)(M,C∞               M den IR ye diferansiyellenebilir fonksiyonların kümesi 

 D           Nornal koneksiyon 

                         M üzerinde afin koneksiyon ∇

∇~                             M~  üzerinde afin koneksiyon 

∇                             Van-der Waerden –Bortolotti koneksiyonu 

[ ],                            Lie parantez operatörü 

h                               İkinci temel form 

f                              İmmersiyon 

ξA                             Şekil operatörü 

NM                           M nin normal demeti 

MTp                          p noktasında teğet uzay 

MT⊥                         p noktasında normal uzay 

αH =                      Ortalama eğrilik  

H                              Ortalama eğrilik vektörü 

∂            Kısmi türev 

Δ                               Laplas operatörü 

γ                                Eğri 

,                             Norm  

κ                                Eğrinin 1. eğriliği 

τ             Eğrinin burulması 

R                                M nin eğrilik tensörü 

R~                                     M~  nin eğrilik tensörü 
DR                              NM üzerindeki eğrilik tensörü 
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1.GİRİŞ 
 
 
 Bu çalışmanın amacı biharmonik ve biminimal imersiyonlarını incelemektir 

 Bu tez giriş hariç olmak üzere dört bölümden oluşmaktadır  

 İkinci bölüm ilerideki bölümlerde kullanılan temel tanım ve kavramları içermektedir. 

Diğer bölümler ise kısmen orjinal sonuçlar içermektdir 

 İkinci bölümde bir Riemann manifoldu kavramı tanıtılarak bu tür manifoldlar 

üzerindeki koneksiyonlar tanımlanmştır. Ayrıca bir M Riemann manifoldunun eğrilik tensörü 

tanımlanarak bunun özellikleri verilmiştir. Bundan başka bir M manifoldu için Gauss ve 

Weingarten denklemleri verilerek M nin ikinci temel formu ve ortalama eğrilik vektörü ile 

ilgili özellikler tanımlanmıştır. İkinci kısımda  de eğrilerin genel özellikleri ifade 

edilmiştir. 

nIE

 Üçüncü bölümde biharmonik ve biminimal eğriler ele alınmıştır. Ayrıca Euler-

Lagrange denklemleri, Riemann manifoldu üzerinde biminimal eğriler ile  deki biminimal 

eğriler incelenmiştir. 

nIE

    Dördüncü bölümde biminimal hiperyüzeyler ele alınmıştır. Bu bölümde biharmonik 

hiperyüzeyler ile ilgili bilinen sonuçların yanında λ-biharmonik hiper yüzeyleri ile ilgili 

sonuçlar verilmiştir. 

 Son bölüm olan beşinci bölümde ise biminimal yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölüm iki 

kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda Vranceannu yüzeyleri ve ikinci kısımda Tensör 

çarpım yüzeyleri incelenmiş olup bu tür yüzeylerin biharmonik olması durumunda gerek ve 

yeter şartlar elde dilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 
 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar ve teoremler 

verilmiştir. 

2.1 Manifoldlar 

Tanım 2.1.1: M n-boyutlu diferansiyellenebilir (C∞ sınıfından) bir manifold olsun. M 

üzerindeki C∞ vektör alanlarının uzayı  χ(M)  ve  M  den   IR  ye C∞  fonksiyonların  uzayı 

C∞(M, IR) olmak üzere, M üzerinde g : χ(M) x χ(M)  C∞(M, IR) şeklinde 2-lineer, 

simetrik ve pozitif tanımlı bir metrik tanımlı ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada 

g ye Riemann metriği (veya metrik tensör) adı verilir (Chen 1973). 

→

Tanım 2.1.2: M diferansiyellenebilir manifold ve M üzerindeki C∞ vektör alanlarının uzayı 

χ(M) olmak üzere, 

∇ : χ(M) x χ(M)  χ(M) ;   ∇ (X, Y) = ∇XY →

dönüşümü ∀ f, g ∈ C∞(M, IR), ∀ X, Y, Z ∈  χ(M) için, 

             i ) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ 

  ii ) ∇fX + gYZ = f ∇XZ + g ∇YZ 

            iii) ∇X(fY) = f ∇XY + X( f )Y 

lineerlik özeliklerini sağlarsa, ∇ ya M üzerinde bir Afin Koneksiyon adı verilir  Burada ∇X 

operatörüne X e göre kovaryant türev denir (Hacısalihoğlu 1980). 

Tanım 2.1.3: M bir Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde tanımlanan bir Afin 

koneksiyon olsun. O zaman ∀ X, Y∈ χ(M) için, ∇ dönüşümü  

            i) ∇XY - ∇Y X = [X, Y]   (sıfır torsiyon) 

            ii) X<Y, Z> = <∇XY, Z > + <Y, ∇XZ > (koneksiyonun metrikle bağdaşma özeliği) 

şartlarını sağlıyorsa, ∇ ya M üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann koneksiyonu (veya M nin 

Levi-Civita Koneksiyonu) adı verilir.  Bu koneksiyon kısaca M deki Riemann Koneksiyonu 

olarak adlandırılır (Chen 1973 ve Hacısalihoğlu 1980). 
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Tanım 2.1.4: M ve M~  sırasıyla n ve n+d–boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar olmak 

üzere f: M → M~  diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Her p ∈ M için dfp: Tp(M)→ 

Tf(p)( M~ ) dönüşümü birebir ise f ye bir imersiyon (daldırma) denir. Ayrıca, f: M → M~ bir 

homeomorfizm ise f ye bir imbedding (gömme) denir. Eğer Mn ⊆ M~ n+d ve f: M → 

M~ dönüşümü bir gömme ise M ye nin n-boyutlu bir imersd (gömülen) altmanifoldu adı 

verilir. Bununla beraber f  bir imersiyon olmak üzere ∀ X, Y ∈ TpM için, 

M%

 (dfp(X), dfp(Y) )f(p)  =  ( X,Y )p  g~

şartını sağlıyorsa f ye bir izometrik imersiyon adı verilir ( Chen 1973 ).  

Tanım 2.1.5: Mn ⊆ M~ n+d  bir altmanifold ve ∇~  da M~ de kovaryant türev olsun. Böylece 

her X, Y ∈ χ(M) ve her p∈M için (∇~ XY)p tanımlıdır. Ayrıca (∇XY)p ∈ TpM ve hp(X, Y) ∈ 

M  olmak üzere, ⊥
pT

(∇~ XY)p  =  (∇XY)p + hp(X, Y)                      (2.1.1) 

biçiminde tanımlanan denkleme Gauss Denklemi adı verilir. Burada h, M nin ikinci temel 

formudur. Eğer h = 0 ise M ye total (toplam) geodezik denir (Chen 1973).  

Önerme 2.1.1: Mn ⊆ M~ n+d bir altmanifold ve g ile g~ de sırasıyla M ve M~ üzerinde tanımlı 

metrikler olsun. Böylece h(X, Y)  M üzerinde bir normal vektör alanı olup simetrik ve 2-

lineerdir. Ayrıca ∇ da M üzerinde indirgenmiş g = f*( g~ ) metriğinin bir Riemann 

koneksiyonudur (Chen 1973). 

Tanım 2.1.6: Mn ⊆ M~ n+d bir altmanifold  olmak üzere M ye normal bir birim normal 

vektör alanı  ξ olsun. Böylece Xξ∇% nın teğet bileşeni −Aξ(X) ve normal bileşeni DXξ 

olmak üzere; 

( )X = −(Aξ(X))X + (DXξ)X                                                                                                                  (2.1.2) Xξ∇%

şeklinde Weingarten denklemi tanımlanır. Burada Aξ ya şekil operatörü, D ye de M nin NM 

normal demetindeki  (normal) koneksiyonu denir (Chen 1973). 

Önerme 2.1.2: i) Aξ(X), ξ ve X üzerinde 2-lineerdir.  

                        ii) M nin her bir ξ normal vektörü  ve X, Y tanjant vektörleri için 
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  g(Aξ(X), Y) = g~ (h(X,Y), ξ )                       (2.1.3) 

dır (Chen 1973). 

Önerme 2.1.2: T⊥M üzerinde indirgenmiş metrikle M ⊂ M~  nin NM normal demetinde  D : 

TM x NM → NM 

                  (X, ξ) → D(X, ξ) = DXξ                                                                     

biçiminde tanımlanan D dönüşümü bir metrik koneksiyondur (Chen 1973).  

       İkinci temel form h nın türevi hX∇ ; 

( hX∇ )(Y,Z) = DX(h(Y,Z))- h(∇XY,Z)- h(Y, ∇XZ)         (2.1.4) 

şeklinde tanımlanır. Burada ∇  ya M nin Van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu adı 

verilir. Eğer M = içinnIE h∇  = 0 ise M nin ikinci temel formu paraleldir (veya 1-

paraleldir) denir. 

Böylece M nin NM normal demetinde tanımlanan ∇  normal koneksiyonu; 

)Z,Y)(h( X∇ = ))Z,X)(h( Y∇ = ( hZ∇ )(X,Y)                     (2.1.5) 

şeklinde Codazzi eşitliğini sağlar (Chen 1973). 

h∇  nın kovaryant türevi h∇∇  ya M nin üçüncü temel formu adı verilir ve ∀X, Y, Z, W ∈ 

χ(M) için 

(∇ W∇ Xh)(Y, Z) = DW((∇ Xh)(Y, Z)) – (∇ Xh)(∇WY, Z)                                 (2.1.6) 

                                           − (∇ Xh)(Y, ∇WZ) − (∇ Yh)(∇WX, Z) 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer h∇∇ = 0 ise M nin üçüncü temel formu paraleldir (Lumiste ve Dillen, 1990) veya M 

ye 2-paraleldir denir (Lumiste  ve Arslan 2000). 

Tanım 2.1.7: M bir Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde bir Riemann konneksyonu 

olsun. Böylece; 

α: I ⊆ R → M eğrisi için, 

(t)α(t)α ′∇ ′ = 0                                                                       (2.1.7) 
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eşitliği sağlanıyorsa α ya M de bir geodezik eğri ve ∀ X ∈ χ(M) için α(0) = p ve 

olacak şekilde tanımlanan , α:pX(0)α =′ ] [ε, ε− →  M geodeziğine (p, Xp) nin belirlediği 

geodezik adı verilir (Chen 1973). 

Tanım 2.1.8:  α: I ⊆ R → M eğrisi, ∀ s ∈ I için (s)α′ ≠0 şartını sağlıyorsa α ya bir regüler 

eğri denir ( O’Neill 1966). 

Tanım 2.1.9: M bir Riemann manifoldu ve ξ bir normal vektör alanı olsun. Eğer M ye 

teğet herhangi bir X vektör alanı için DXξ = 0 ise ξ ya paralel normal vektör alanı denir      

(Chen 1973). 

Tanım 2.1.10: M, M~  nin n-boyutlu bir altmanifoldu ve e1,e2,…..,en de TpM nin p ∈ M 

noktasındaki dik çatı alanları olsun. Böylece  

 H = 
n
1 )e,h(e i

n

1i
i∑

=

                                                                                             (2.1.8) 

     = 
n
1 ∑ ∑

= +=

n

1i

m

1nα
α

α
ijeh          

biçiminde tanımlanan H ∈ NpM vektörüne M nin ortalama eğrilik vektörü adı verilir. Eğer 

H = 0 ise M altmanifolduna minimal dir denir. Ayrıca H  ya M nin ortalama eğriliği adı 

verilir (Chen 1973). 

       M üzerinde e1, e2, …, en teğet ve en+1, en+2, …, em normal vektörleri olacak şekilde,  

{ e1, e2, …, en, en+1, en+2, …, em } M de ortonormal lokal çatı alanları olsun. Böylece  

koneksiyon formları aşağıdaki gibi tanımlanır, 

j
iω

i

j j i
e i j i jω e     ;   ω ω ;1 i, j m∇ = = − ≤ ≤∑%                                                            (2.1.9)  

Yukarıdaki (2.1.9) denklemi yardımıyla aşağıdaki yapı denklemleri elde edilir. 

Önerme 2.1.3: M ⊂ IEm altmanifoldu için 

∑ ∑
= +=

+=∇
n

1k

m

1nα
αi

α
jki

k
jje )e(eω)e(eωe~

i
,                          (2.1.10) 
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αeD
ie = ,                                            (2.1.11) ∑

+=

m

1nβ
βi

β
α )e(eω

αe e~
i

∇  = + ,                      (2.1.12) ∑
=

−
n

1j
j

α
ijeh

m
β

i β
β n 1

ω (e )eα
= +
∑

dır (Chen 1973). 

Önerme 2.1. 4 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.1.1: M ⊂ IEm altmanifoldu için 

je e~
i

∇  =                                        (2.1.13) ∑
=

n

1k
k

k
ijeh + ∑

+=

m

1nα
α

α
ijeh

ve 

 αe e~
i

∇  = +                     (2.1.14) 
n

α
ij j

j 1
h e

=

−∑ ∑
+=

m

1nβ
β

β
iαeh

dır. 

M üzerinde teğet ve normal vektörler sırasıyla e1, e2, …, en ve en+1, en+2, …, en+d 

olmak üzere, { e1, e2, …, en, en+1, en+2, …, en+d } M nin ortonormal lokal çatısı olsun. Vektör 

değerli bir V fonksiyonu üzerinde Δ Laplas operatörü, 

[∑
=

∇ ∇∇−∇=
n

i 1
eee V~~V~ΔV

iiiie
]                                                                           (2.1.15)  

şeklinde tanımlanır.  

                                                                                      

 Eğer ΔH = 0 şartını sağlıyorsa M ye harmonik ortalama eğriliklidir denir. 

Tanım 2.1.11: M, N nin bir altmanifoldu olsun. böylece N nin eğrilik tensörü  olmak 

üzere ∀ X,Y,Z ∈ χ(M)  için, 
R%

Z~~Y)Z(X,R~ YX∇∇=  − Z~~
XY∇∇ − [ ]Z

~
YX,∇                                                         (2.1.16) 

biçiminde tanımlanır. Ayrıca M nin eğrilik tensörü R olmak üzere, 

      = R(X,Y; Z,W) + < h(X,Z), h(Y,W)> - < h(X,W), h(Y,Z) >          (2.1.17) W)Z,Y;(X,R~

dir. Bu denklem Gauss denklemi olarak adlandırılır. Bununla beraber  
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Y)Z(X,R~ nin normal bileşeni, 

( Y)Z(X,R~ )⊥ = ( hX∇ )(Y,Z) − ( hY∇ )(X,Z)                                    (2.1.18) 

olup buna Codazzi denklemi adı verilir. 
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     3. BİHARMONİK VE BİMİNİMAL EĞRİLER 
 

3.0. Giriş  
 

Biharmonik  fonksiyonların elastik ve hidrodinamikler için önemli rolü vardır. 1964’te Eels 

ve Sampson Riemann manifoldları arasında biharmonik fonksiyon ve harmonik 

dönüşümleri genelleyen biharmonik dönüşüm fikrini üretmişlerdir (Eels ve Sampson, 

1964).  

3.1: Euler-Lagrange Denklemi 

 

 (M, g) ve (N, ) sırasıyla n ve m–boyutlu Riemann manifoldları ve φ: (M, g) → (N, ) 

bir türevlenebilir dönüşümü olsun.  

g~ g~

Eğer φ dönüşümü 

∫=
M

dvE 2
2 )(

2
1)( φτφ                                  (3.1.1) 

bienerji fonksiyonunun tüm değişimleri için bir kritik nokta oluyorsa φ ye biharmonik 

dönüşüm adı verilir. Burada  

)()( φφτ diz ∇=                         (3.1.2) 

tensiyon (tension) alanıdır.  

Eğer φ dönüşümü 

∫=
M

dvdE 2)(
2
1)( φφ                        (3.1.3) 

Drichlet enerji fonksiyonunun için bir kritik nokta oluyorsa φ ye harmonik dönüşüm adı 

verilir (Loubeau ve Montaldo, 2007). 

Tanım 3.1.1:  (M, g) ve (N, ) sırasıyla n ve m–boyutlu Riemann manifoldları ve φ: (M, 

g) → (N, ) dönüşümü bir imersiyon (m < n) olsun. φ nin değişimi 

g~

g~

tφ : ( -ε, ε)×M → N, t = φ                           (3.1.4) φ

olmak üzere  
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0=

=
t

t

dt
d

V
φ

                               (3.1.5) 

vektör alanı φ(M) ye normal olacak şekilde tanımlansın. Eğer tφ  dönüşümü  nin bir 

kritik noktası ise; yani 

2E

=
=0

2 )(

t

t

dt
E φ

0                              (3.1.6) 

ise φ ye  biharmonik imersiyon adı verilir (Loubeau ve Montaldo, 2007). 

Gerilme (bitension) alanı ile oluşturulan Euler-Lagrange operatörü (Jiang 1986)  

J( =))(φτ =)(2 φτ - -iz)(φτφΔ ( ) φφτφ dd )(,R~                                (3.1.7) 

dir. Burada J sembolü φ nin Jakobi operatörüdür.  

Bununla birlikte  

=)(2 φτ 0                         (3.1.8) 

eşitliği biharmonik imersiyon denklemi olarak adlandırılır (Loubeau ve Montaldo, 2007).                        

Önerme 3.1.1:  (M, g) ve (N, ) sırasıyla n ve m–boyutlu Riemann manifoldları ve φ: (M, 

g) → (N, ) dönüşümü bir imersiyon (m < n) olsun. φ nin ortalama eğrilik vektör alanı H 

olmak üzere 

g~

g~

   )()( φφτ diz ∇= = H                        (3.1.9) 

ve 

            =)(2 φτ - HφΔ - iz ( ) φφ dHd ,R~                   (3.1.10) 

dır (Loubeau ve Montaldo, 2007). Burada , N nin eğrilik tensörü olup∀ X,Y,Z ∈ χ(M)  

için (2.1.17) de tanımlanmıştır..   

R%

Açıklama 3.1.1: 

Eğer )(2 φτ nin normal bileşeni  

                                (3.1.11) 0)(2 =⊥φτ

ise φ ye  biminimal imersiyon adı verilir. Böylece (3.1.10) denklemi yardımıyla φ nin 

biminimal olması için gerek ve yerer şart  
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               ( ⊥
+Δ φφφ dHdRizH ),( )~ = 0                                                                            (3.1.12)    

olmasıdır (Loubeau ve Montaldo, 2007).  Bu nedenle her bir biharmonik imersiyon 

biminimaldir. Burada ⊥ normal bileşeni belirtir.        .  

 

Tanım 3.1.2: (M, g) ve (N, ) sırasıyla n ve m–boyutlu Riemann manifoldları ve φ: (M, g) 

→ (N, ) bir türevlenebilir dönüşümü olsun. Eğer φ dönüşümü 

g~

g~

)(,2 φλE = ∫∫ +
MM

dvddv 22 )(
2
1)(

2
1 φφτ                               (3.1.13) 

şeklinde tanımlanan λ-bienerji fonksiyonunun tüm değişimleri için bir kritik nokta oluyorsa 

φ ye λ-biharmonik dönüşüm adı verilir. Böylece  

=)(,2 φτ λ )(2 φτ + 2λ )(φτ  = 0                    (3.1.14) 

eşitliği λ-biharmonik imersiyon denklemi olarak adlandırılır.  Eğer  

             + 2λ  = 0                   (3.1.15) =⊥)(,2 φτ λ
⊥)(2 φτ ⊥)(φτ

ise φ  ye λ-biminimal imersiyon adı verilir. Yani bu denklem λ-biminimal imersiyon için 

Euler-Lagrange denklemidir. Burada ⊥ normal bileşeni belirtir (Loubeau ve Montaldo, 

2007).         

Önerme 3.1.2: (M, g) ve (N, ) sırasıyla n ve m–boyutlu Riemann manifoldları ve φ: (M, 

g) → (N, ) dönüşümü bir imersiyon (m < n) olsun. φ nin ortalama eğrilik vektör alanı H 

olmak üzere φ nin λ-biharmonik olması için gerek ve yerer şart  

g~

g~

             - HφΔ - iz +2λ H = 0                                                                    (3.1.16) ( ) φφ dHd ,R~

olmasıdır (Loubeau ve Montaldo, 2007) 

İspat. (3.1.9) ve (3.1.10) eşitlikleri (3.1.14) de yerine yazılırsa (3.1.16) elde edilir. 
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3.2  Riemann manifoldu üzerindeki  Biminimal Eğriler 
 

Tanım 3.2.1: ( ) Riemann manifoldu üzerinde regüler bir :I  IR  (M,g) eğrisi 

verilisin.  Bu taktirde  eğrisinin Frenet çatısı {  olmak üzere bu çatı 

{ d ( )  m- linin bir dikleştirilmesidir. Yani; 

)(1 t
dF

∂
∂

= γ                         (3.2.1) 

211 FkF
t

=∇
∂
∂

γ                          (3.2.2) 

i
t

Fγ

∂
∂∇ = +                                                              (3.2.3) 

m
t

Fγ

∂
∂∇ = .                                                                                         (3.2.4) 

dir. Burada { = k 0, = , ,…,  } ’nın eğrilikleri olup  = T =  dır (Loubeau 

ve Montaldo, 2007). 

 

Önerme 3.2.1: ( ) Riemann manifoldu üzerinde regüler bir :I  IR  (M,g) eğrisi 

verilisin,  nın biminimal olması için gerek ve yeter şart 

 

         (3.2.5) 0),),(( 21211
2
21

3
1

''
1 =+−− FFFFRgkkkkk

0),),(()( 312112
2

1 =+′ FFFFRgkkk                                                                      (3.2.6) 

0),),(( 4121131 =+ FFFFRgkkk                                                                          (3.2.7) 

.,...,5,0),),(( 1211 njFFFFRgk j ==                                                                (3.2.8) 

olmasıdır. Burada  ( ) nin tensör eğriliği ve   nın Frenet çatısıdır 

(Loubeau ve Montaldo, 2007). 

İspat: Frenet çatısına bağlı olarak  nın tensiyon (tension) alanı; 
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( ) = iz d  =   =                                                                              (3.2.9) 

ve bitensiyon alanı ise 

( ) = - ( ( )) + ( ) – R(d ( ), ( ))d ( )                                      (3.2.10) 

           = -   ( ) – R( )  

           = - - + ) - R( )  

           = - ( - + )- R( , )  

           =-( - ) +3 -( + ) -  - R( , )   

dir. Böylece  nın biminimal olması için gerek ve yeter şart ( ) nin normal bileşenin 

sıfıra eşit olmasıdır. Buradan  (3.1.12) eşitliği yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Ayrıca  

C = (R( ) , )                                                                                      (3.2.11) 

ve   

(R( ) , ) = 0                                                                                         (3.2.12) 

alınarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.1:  

i) M yüzeyinin Gauss eğriliği G olmak üzere M üzerindeki  eğrisinin biminimal 

olması içi gerek ve yeter şart  nın eğriliği k nin  aşağıdaki adi differensiyel denklemi 

sağlamasıdır: 

 - + kG – k = 0.     (bazı IR)                                                              (3.2.13) 

ii) 3-boyutlu Riemann manifoldu M3 ün kesitsel eğriliği C olmak üzere M 

üzerindeki  eğrisinin -biminimal olması içi gerek ve yeter şart  eğrisinin eğriliği  k ve  

torsiyonu  nun aşağıdaki denklem sistemi sağlamasıdır: 

 -  - k +kC – k=0 ,    IR                                (3.2.14) 

 = sabit.                                                                                                       (3.2.15) 

(Loubeau ve Montaldo, 2007). 
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İspat: 

i)  nın iki boyutlu Frenet çatısı sadece T = F1 ve N = F2 den oluşuyorsa (3.2.5) 

denkleminden  nın biminimal olması için gerek ve yeter şart  

                                   - + R(T, N)T, N) = 0                      (3.2.16) 

olmasıdır. Buradan; 

                                              - + kG – k = 0                                                      (3.2.17) 

bulunur. 

ii) M3 üzerinde bir  eğrisinin Frenet çatısı T = F1, N = F2 ve B = F3 olmak üzere (3.1.15), 

(3.2.9) ve (3.2.10) yardımıyla  nın λ-biminimal olması için gerek ve yeter şart  

κ ′′  - 3κ  - κ  +κ g(R(T, N)T, N) – κ  = 0                         (3.2.18) 

  ( + R(T, N)T, B) = 0                                                                          (3.2.19) 

olmasıdır. Burada =κ , =   dır. Ayrıca (R(T,N)T, N) = C ve R(T,N)T, B) = 0 

olduğundan istenilen sonuç elde edilir.  

( ) bir Riemann yüzeyi ve ( ) türevlenebilir birim hızlı eğri olsun. Böylece 

 boyunca  ye teğet çatı alanı {T,N}, 

         (s) = T 

           =  

biçiminde tanımlansın. Burada  

         =  =                                                                                               (3.2.20) 

 eğrisinin geodezik eğriliğidir. Bu Frenet vektörlerini kullanarak bienerjinin Euler 

Lagrange denklemi  

                     = 3              (3.2.21) 

biçimine dönüşür. Burada  

                     G=   

 nin Gauss eğriliğidir. Böylece  nın biharmoik olması için gerek ve yeter koşul 

                     , 
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                       = 0, 

olmasıdır. Eğer 0 ise yukarıdaki denklemlerin çözümü 

                    = sabit 0,  = G, 

olmalıdır. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme3.2.2: ( ) türevlenebilir geodezik olmayan bir eğri olsun. Eğer 

biharmonik ise  boyunca M nin Gauss eğriliği pozitif sabittir ve  = G dir. Eğer 

Gauss eğriliği pozitif değilse M üzerindeki biharmonik eğri  M nin bir geodeziğidir 

(Loubeau ve Montaldo, 2007). 

Tanım3.2.2:  ( ) eğrisi için  

F( ) =  büküm enerjisinin bir kritik noktası ise  ya serbest elastik eğri adı 

verilir. 

      Langer ve Singer çalışmalarında serbest büküm enerjisinin aşağıdaki differensiyel 

denklemin (büküm enerjisi için Euler-Lagrange denklemi) çözümleri olduğunu gösterdiler; 

                    = 0 

Bu nedenle serbest elastik eğri olup aynı zamanda biharmonik özelliğini sağlayan eğriler 

geodezikdirler (Langer ve Singer 1984). 

Teorem 3.2.1. 3EM ⊂  yüzeyi )(uα = (f(u), 0, g(u)) düzlemsel eğrisinin z-ekseni etrafında 

döndürülmesiyle elde edilen X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,g(u)) parametreli bir dönel yüzey 

olsun. Bu taktirde M yüzeyinin tüm paralelleri biharmoniktir ancak ve ancak ; 

i) f fonksiyonu M üzerinde sabittir, ya da 

ii) f(u) = c u  ve 

g(u) = u 1
2

222

)
4

488log(
84

4 cc
u

cuuuc
u

cu
+−

−
−−

−  

dir. Burada c ve  pozitif sabitlerdir. 1c

İspat. (Caddeo ve ark. 2001). 
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Örnek 3.2.1 : 

f(u) = 3 

g(u) = sin(u) 

 
n3.3. IE  de Biminimal Eğriler 

IRI ⊂  açık aralık olmak üzere  birim hızlı bir eğri olsun. nIEI →:γ  eğrisinin tensyion 

ve bitensyion alanları sırasıyla  

   )(γτ = H                            (3.3.1) 

ve 

            - =)(2 γτ HΔ  

                       = HDΔ  - A~ H +  TH )(Δ

                       = +          (3.3.2)        ⊥Δ )( H TH )(Δ

dır. Burada H ortalama eğrilik vektör alanı ve A~  Simon operatörü olup  

A~ H =  < A~ HT, T> = <H, H>H =  2
3
1Vκ

HDΔ = +( )V3+         (3.3.3) 2
2
21

''
1 )( Vκκκ − '

212
'
1 κκκκ + 431 )( Vκκ

ve 
TH )(Δ = 3 T              (3.3.4) '

11 κκ

dir. 

Önerme. 3.3.1:  birim hızlı bir eğrisinin ikinci temel formu ve ortalama eğrilik 

vektörleri sırasıyla h ve H olmak üzere 

nIEI →:γ

HDΔ = hγγ ′′∇∇               (3.3.5) 

dır. 

İspat. (2.1.6) ve (2.1.15) eşitliklerinden istenilen sonuç elde edilir. 

Aşağıdaki özel haller incelenecektir; 

3.3.1  Şartını Sağlayan Eğriler 0=Δ HD
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        Ülo Lümiste (Lümiste 1986) çalışmasında En de  şartını sağlayan eğrilerin 

bir sınıflandırılmasını vermiştir. Ayrıca (Barraos ve Garay 1995) de M. Barros ve O. J. 

Garay aynı sonucu elde etmişlerdir. 

0=Δ HD

Teorem 3.3.1:  olmak üzere  birim hızlı bir eğri olsun. Bu taktirde 

 ise 

IRI ⊂ nIEI →:γ

0=Δ HD γ eğrisi 

i) E2 de E ′ , )(rS ′  dir yada, 

ii) E2  de )a(C ′  cornu spiraldir yada, 

iii) E3 de )
c
b(S 2  küresi üzerinde 

b
c)as(b)s(k

2
2

1 +−=  ,   2222 c)as(b
bc)s(k

+−
=  

Frenet eğrilikleri ile verilen küresel cornu spirali olup 

 
c
b

k)k(
)k(

)k(
1

4
2

2
1

2
1

2
1

=+
&

         (3.3.6) 

şartı sağlanır (Özgür ve Gezgin 2005). 

 

3.3. 2  Şartını Sağlayan Eğriler 0=+∇ HHD λ

B. Kılıç nIE  deki  şartını sağlayan eğrilerin bir sınıflandırmasını vermiştir. 

(Kılıç, 2004). Bu eğrileri harmonik 1-tipinde eğriler olarak adlandırmıştır.  

0=+∇ HHD λ

Teorem 3.3.2:    yay parametreli gömülmüş eğri olsun. Bu durumda nIEIRI →⊂:γ γ   

harmonik 1-tipindedir ancak ve ancak γ  eğrisi 

i) bir doğrudur ya da, 

ii) )cssin(b)cscos(b)s( 21 +=κ  (ya da ( cs
2

cs
1 ebeb)s( −+=κ )) eğriliği ile 

verilen düzlemsel eğridir ya da, 

iii) 
1e

e2)s(k,
e

1e

)c4(

c)s(k
2

2

2

2

c2s4

cs2

2cs2

c2s4

4
1

1

1 +
=

+
±= −

−

−

−
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eğrilikleri ile verilen bir yüzey eğrisidir (Kılıç, 2002). 

3.3. 3  Şartını Sağlayan Eğriler 0)( =Δ ⊥H

K. Arslan ve A. West (Arslan ve West, 2002) çalışmasında nIE  deki AW(k)-tipindeki 

altmanifoldları ilk defa  tanımlamışlardır. Daha sonra nIE  deki AW(k)-tipindeki eğriler K. 

Arslan ve C. Özgür tarafından (1999) yılında incelenmiştir.  

 

Tanım 3.3.1: Bir Frenet eğrisi  

i) =⊥)(sıv 0 şartını sağlar ise AW(1)-tipindedir, γ

ii) ⊥)(sıvγ  ile ⊥)('' sγ  vektörleri lineer bağımlı ise AW(2)-tipindedir, 

iii) ⊥)(sıvγ  ile ⊥)(''' sγ  vektörleri lineer bağımlı ise AW(3)-tipindedir. 

Birim hizlı bir eğrinin Laplası 

2

2

ds
d

−=Δ  

ile hesaplanır. Bu yüzden 

HΔ = - =γ2Δ 4

4

ds
d γ

−              (3.3.7) 

dir. Bu nedenle  = 0 AW(1)- şartı  = 0 biminimal şartına denktir (Arslan ve 

Özgür 1999). 

⊥)(sıvγ ⊥Δ )( H

Önerme 3.3.2:  oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olsun. Bu taktirde  AW(1) – 

tipindendir  

            (s) - (s) - (s) = 0, 

ve 

             = ,      

dir. 

İspat: ( ):  AW(1) – tipinden ise (s) = 0 dır ve (s), (s) lineer bağımsız olduğundan  

(s) - (s) - (s) = 0, 
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2 (s)  + (s) = 0,                                                                          (3.3.8) 

olur. Böylece (3.3.8) denklemini çözersek  

2 (s)  = - (s) , 

 = -  , 

  =  ,     

bulunur. 

( ): (s) = 0 olduğunu göstermeliyiz 

                           (s) - (s) - (s) = 0, 

olduğundan 

                           ( (s) - (s) - (s)) (s) = 0, 

olur ve  

                              =  ,     

ise 

                         (2 (s)  + (s)) (s) = 0, 

olur. Buradan  (s) = 0 bulunur. (Burada (s) =  dir.) ⊥)(sıvγ

  

Teorem 3.3.3:  eğrisi 3. mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Bu taktirde   nın AW(3)- 

tipinden olması için gerek ve yeter koşul    

2 (s)  + (s) = 0 

ve bu denklemin çözümü 

 =      , c R 

olmasıdır. 

İspat. (Türkay, 2004)        

Örnek 3.3.1:       :I→   

  (s) = (acoss, asins, bs), a 0    b  ile tanımlı dik dairesel helis için 
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            (s) =          =         sabit olduğundan   

2 (s) + (s) (s) = 0   eşitliği sağlnır. Böylece dik dairesel helis AW(3) – 

tipindendir. 

Teorem 3.3.4:  yay parametreli gömülmüş eğri olsun. Bu durumda nIEIRI →⊂:γ γ  

AW(1)-tipindedir ancak ve ancak γ  eğrisi 

i) bir düz doğrudur ya da, 

ii) 
s

s 2)( =κ  eğriliği ile verilen logaritmik spiraldir ya da, 

iii) ,
)(

)(,
)(

1)()(
1

2
1

31
3

1
''

sk
csk

sk
sksk =+=  

eğrilikleri ile verilen bir uzay eğrisidir (Arslan 1997, Arslan ve Özgür 1999). 

Açıklama 3.3.1:. Düzlemsel bir eğrinin parametrik gösterimi (Gray,1993) çalışmasında 

aşağıdaki şekilde verilir;  

 ∫ ∫ ++= ))(sin,)(cos()( ddsscdsss θθγ   

Burada ve c, d, ∫ += 0ds)s(k)s( θθ 0θ  integral sabitleridir. Böylece Teorem 3.3.3 ii) deki 

logaritmik spiralin parametrik gösterimi aşağıdaki gibi olur; 

  ))slog2sin()slog2cos(2),slog2sin(2)slog2(cos(
3
s)s( +−+=γ .  

(Loubeau ve Montaldo, Montaldo, 2007). 

3.3.4. = ⊥Δ )( H Hλ  Şartını Sağlayan Eğriler 

Tanım 3.3.1 den Bir Frenet eğrisi için  ile  vektörleri lineer bağımlı ise bu 

eğri AW(2)-tipindedir. Böylece (3.3.1) ve (3.3.2) den  

⊥)(sıvγ ⊥)('' sγ

)(γτ = H = ,                          (3.3.9) ⊥)('' sγ

            - ,         =⊥)(2 γτ ⊥Δ )( H

dir. Böylece (3.3.7) eşitliğinden 

   - =                       (3.3.10) =⊥)(2 γτ ⊥Δ )( H ⊥)(sıvγ
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elde edilir. Sonuç olarak γ  eğrinin AW(2) olması için gerek ve yeter koşul  ile ⊥)(2 γτ

)(γτ nın lineeer bağımlı olmalarıdır. Böylece (3.1.16) eşitliğinden γ  eğrisi λ-biminimal 

olur. Bu nedenle En  deki tüm AW(2)-tipindeki eğrilerin bir geometrik yurumu verilmiş 

olur (Arslan ve Özgür 1999). 
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4. BİMİNİMAL HİPERYÜZEYLER 

 

4.0  Giriş 
Bu bölümde biharmonik hiperyüzeyler incelenmiştir. IEn+1 deki hiperyüzeylerin 

biharmonik olmaları için gerek ve yeter koşul verilmiştir. 
4.1 Biharmonik  Hiperyüzeyler 

M ⊆ IEn+1 n-boyutlu hiperyüzey olsun. ∇  ve ∇~  sırasıyla M ve IEn+1 nin kovaryant 

türevleri  olmak üzere (2.1.1) Gauss denklemi, ∀ X, Y ∈  χ(M), ξ ∈  χ⊥(M) 

∇~ XY = XY + h(X, Y)ξ                                                   (4.1.1) ∇

halini alır. Ayrıca A şekil operatörü olmak üzere (2.1.2) Weingarten denklemi 

∇~ Xξ = −AξX                                                       (4.1.2) 

biçimine indirgenir. Burada 

g( AξX , Y) = g(h(X, Y), ξ )                                              (4.1.3) 

dır. M nin ortalama eğrilik vektörü H 

H = αξ                                                                         (4.1.4) 

biçiminde tanımlı olup 

α = 
n
1 izA                                                       (4.1.5) 

dır. Burada izA, şekil operatör matrisinin izini ifade etmektedir.  

M ⊆ IEn+1 n-boyutlu hiperyüzey olmak üzere M üzerinde {e1, e2, …, en, en+1 = ξ} 

adapte çatısı seçilsin. Böylece e1, e2, …, en ortonormal teğet vektörler ve ξ da birim normal 

vektördür. ω1, ω2, …, ωn, ωn+1 1-formları sırasıyla e1, e2, …, en, en+1 in dual 1-formları 

olmak üzere  koneksiyon formları  B
Aω

j

n
j

e i i j
j=1

e = ω e∇ ∑%        ; j  = 0   , 1 ≤ i, j ≤ n                                                   (4.1.6) j
iω  + ωi

i

α
e α i αe = ω e∇%           , eα = ξ , α = n + 1                                                                (4.1.7) 

dir.  
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Şu andan itibaren g yerine <,> kullanılacaktır. 

Önerme 4. 1.1: Şekil operatörü A nın özdeğerleri yardımıyla  (2.1.5) Codazzi 

denkleminden aşağıdaki iyi bilinen özdeşlikler elde edilir. 

           (λi – λj) (ei) = (λj – λi) (ei) = ej(λi)       ; i ≠ j                                                (4.1.8)                   j
iω

i
jω

           (λj – λk) (ei) = (λi – λk) (ej)                 ; i ≠ j ≠ k                                          (4.1.9)  k
jω

k
iω

Burada λi ler asli eğrilikler ve 

       ej(λi) = 
je

~∇ (λi) = (λi)                                                                                       (4.1.10) 
je∇

dır (Turkay, 2004). 

İspat: M hiperyüzeyinin e1, e2, …, en ortonormal teğet vektörleri ve ξ  birim normal 

vektörü için Aξei = λiei eşitliği ve (2.1.5) Codazzi denklemi yardımıyla  i ≠ j için 

)e,h)(e( iie j
∇  = )e,h)(e( ijei

∇                                                                           (4.1.11) 

yazılabilir. (2.1.6) eşitliğinden 

)e,h)(e( iie j
∇ = – 2h()e,h)(e(D iie j iie e,e

j
∇ ) 

dır. Ayrıca (4.1.3) yardımıyla 

<h( ), ξ > = 
je i ie ,e∇ iie e),eA(

j
∇  

                  = i

n

1k
kj

k
i e),)e(eωA(∑

=

                                                                  (4.1.12) 

                  = 
n

k
i j

k 1
ω (e )

=
∑ ik e,Ae  

                   = 0 

elde edilir. O halde 

)e,h)(e( iie j
∇ = ej( )ξ iλ

dır. Benzer şekilde 

)e,h)(e( ijei
∇ = - h()e,h)(e(D ijei ie j ie ,e∇ )- h(ej, ie e

i
∇ ) 

eşitliği için 
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<h( ), ξ > = 
ie j ie ,e∇ ije e),eA(

i
∇  

                          = i

n

1k
ki

k
j e),)e(eωA(∑

=

                                                                 (4.1.13) 

                              = 
n

k
j i

k 1

ω (e )
=
∑ ik e,Ae  

                              =  ii
i
j )λ(eω

ve  

<h(ej, ), ξ > = ie e
i

∇ jie e),eA(
i

∇  

                               = 
n

k
i i

k 1

ω (e )
=
∑ jk e,Ae  

                               =  ji
j
i )λ(eω

olup 

 )e,h)(e( ijei
∇  = − (  + )ξ                                                       (4.1.14) ii

i
j )λ(eω ji

j
i )λ(eω

elde edilir. Buradan (4.1.11) eşitliği 

 ej( ) = −  −  iλ ii
i
j )λ(eω ji

j
i )λ(eω

            ej( ) =   ( )  iλ ij λλ − i
j iω (e )

biçimine dönüşür. Böylece (4.1.8) eşitliği elde edilir. Şimdi i ≠ j ≠ k için Codazzi eşitliği 

ele alınırsa 

)e,h)(e( kjei
∇  = )e,h)(e( kie j

∇                                 (4.1.15) 

dır. Buradan 

)e,h)(e( kjei
∇  =  – h()e,h)(e(D kjei kje e,e

i
∇ )– h(ej, ke e

i
∇ ) 

olduğundan 

<h( ),ξ > = kje e,e
i

∇ kje e),eA(
i

∇  

                             = k

n

1s
si

s
j e),)e(eωA(∑

=
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                                = 
n

s
j i

s 1

ω (e )
=
∑ ks e,Ae                                                                    (4.1.16) 

                                =  ki
k
j )λ(eω

ve 

<h(ej, ),ξ > = ke e
i

∇ jke e),eA(
i

∇  

                            = j

n

1s
si

s
k e),)e(eωA(∑

=

                                                                  (4.1.17) 

            <h(ej, ),ξ > = ie e
i

∇
n

s
k i

s 1

ω (e )
=
∑ js e,Ae  =                                          (4.1.18) j

k iω (e )λ j

                       yardımıyla 

)e,h)(e( kjei
∇  = −( + )ξ                                                        (4.1.19) ki

k
j )λ(eω j

k iω (e )λ j

elde edilir.Bununla beraber 

)e,h)(e( kie j
∇  =  – h(

je i(D h)(e ,e )k je i ke ,e∇ ) – h(ei, ke e
j

∇ ) 

denkleminden 

<h( ),ξ > = kie e,e
j

∇
je i kA( e ),e∇  

                             = k

n

1s
sj

s
i e),)e(eωA(∑

=

 

                                = 
n

s
i j

s 1

ω (e )
=
∑ ks e,Ae                                                                    (4.1.20) 

                                =  ;   Aξ ei = ei kj
k
i )λ(eω iλ

ve  

<h(ei, ), ξ > = ke e
j

∇ ike e),eA(
j

∇  

                            = i

n

1s
sj

s
k e),)e(eωA(∑

=

                                                                  (4.1.21) 

                               = ∑
=

n

1s
j

s
k )(eω is e,Ae  

                               =  ij
i
k )λ(eω
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eşitlikleri yardımıyla 

)e,h)(e( kie j
∇  = −( + ) ξ                                                       (4.1.22) kj

k
i )λ(eω i

k jω (e )λi

elde edilir. Buradan (4.1.15) eşitliği 

 − −  = − −  ki
k
j )λ(eω ji

j
k )λ(eω kj

k
i )λ(eω ij

i
k )λ(eω

                       =  )(e)ωλ(λ i
k
jkj − )(e)ωλ(λ j

k
iki −

biçimine dönüşür. Böylece (4.1.9) eşitliği elde edilir. � 

 

Teorem 4. 1.1: M ⊆ IEn+1 n-boyutlu hiperyüzey olsun. Bu takdirde  

ΔH = ( Δα + n 2Aα )ξ +             (4.1.23) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∇+∇∑

=
iξiiξe

n

1i
ieξ eα)A (2e)e(AeαA-

ii

dir (Turkay, 2004). 

Tanım 4.1.1: M ⊆ IEn+1 n-boyutlu hiperyüzeyi ΔH = 0 şartını sağlıyor ise  M ye 

biharmonik hiperyüzey adı verilir (Dimitric 1992). 

Sonuç 4. 1.1: M ⊆ IEn+1 n-boyutlu hiperyüzeyi biharmonik ise  

Δα + nα 2A = 0,                         (4.1.24) 

ve 

2A(gradα) + nα(gradα) = 0                     (4.1.25) 

dır (Turkay, 2004). 

Teorem 4.1.2: M ⊆ IE4 hiperyüzeyi biharmonik ise minimaldir.  

İspat: (Defever 1998). 

Teorem. 4.1.3: M ⊆ IEn+1 hiperyüzeyi en fazla farklı iki asli eğriliğe sahip olsun. Eğer M 

biharmonik ise minimaldir. 

İspat: (Dimitric 1992). 
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4.2  λ- Biminimal Hiperyüzeyler 
:  →  dönüşümü bir izometrik imersiyonu olsun.  nin ikinci temel formu 

h, (M)  ⊂  ye birim normal vektör alanı  N ve ’nin ortalama eğrilik vektör alanı = 

HN olsun. (H ortalama eğrilik fonksiyonu) 

Buna göre Loubeau ve Montaldo aşağıdaki sonuca ulaşmışlardır: 

 

Önerme 4.2.1: :  →  dönüşümü bir izometrik imersiyon ve ortalama eğrilik 

vektörü = HN olsun. Bu taktirde ’nin λ-biminimal olması için gerek ve yeter şart bazı 

reel λ değerleri için 

H = ( B  - Ricci(N)+λ)H                                                                                (4.2.1) 

olmasıdır (Loubeau ve Montaldo 2007). 

İspat: M üzerinde lokal ortonormal {  çatısında ’nin tensiyon alanı  

( ) = nHN                                                                                                (4.2.2) 

ve bitensiyon alanı  

    - ( ) = -  (nHN) + ( nHN) – R(d ( ),nHN) d ( )   

           

                = n ( (H)N+H N - H (d ( ) , N) d ( )]                             (4.2.3) 

          

                = n( H)N-2n (H) N+n N - nH (d ( )) , N) d ( )    

Ancak 

i) =  = 0                                                                             (4.2.4) 

 

ii)  = Ricci(N).                                           (4.2.5) 

 

 =  = .                             (4.2.6) 

daha sonra eğer aşağıda tanımlanan 
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B = (  = -(                                                               (4.2.7) 

bir { …. , , N} çatı alanında ’nin ikinci temel formu ise, bu taktirde 

║ =  =   =(1, . . n)                                              (4.2.8) 

olur. Böylece  
 = 2B                                                                                     (4.2.9) 

sonuç olarak 
-  = n(- H+H 2B - HRicci(N)+λH)                                              (4.2.10) 

bulunur. 
 

Sonuç 4.2.1: sabit c eğrisinde bir izometrik  imersiyonunun   

                                  :  →                                                                             (4.2.11) 

λ-bimimal olması için gerek ve yeter şart 

                          H- H( s+(n-2)c+λ) = 0                                                          (4.2.12) 

olacak şekilde bir λ reel sayısının bulunmasıdır. 

Burada H,   ortalama eğriliği ve s de skalar eğriliğidir. 

Daha fazlası :  → (c) izometrik imersiyonu bir  yüzeyinden bir (c)  uzay 

formuna tanımlansın.  Bu durumda ’nin λ-bimimal olması için gerek ve yeter şart 

                                   H-2H(2 -G+ ) = 0 , λ R                                                     (4.2.13) 

olmasıdır. (Loubeau ve Montaldo 2007) 

 
İspat:   nin bir ortonormal çatısı { …. , }, asli eğrilikleri { …. , } ve ikinci 
temel formu B olsun. Bu taktirde  

2B = + . . . +  =  - 2   ; i j 
                   =  - 2                                                                         (4.2.14) 

                   =  – s + n(n-1)c                             

Burada K( ,   üzerinde  ve  tarafından gerilmiş düzlemin kesitsel eğriliği ve  

s =   de   nin skalar eğriliğidir. 

Ricci(N) = nc olduğundan  dönüşümünün λ-bimimal olması için gerek ve yeter şart 
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                                H= ( s+(n-2)c+λ)H                                                         (4.2.15) 

olmasıdır. Bazı λ R için. 
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5. BİMİNİMAL YÜZEYLER  

 

5.0. Giriş 
Bu bölümde Vranceannu yüzeyleri ile tensor çarpım yüzeyleri ele alınmıştır. Bu yüzeylerin 

biminimal olmaları için gerek ve yeter koşul verilmiştir. 

 
5.1.Vranceannu Yüzeyleri 

Tanım 5.1.1 :  E4 de  

X(s,t) = (u(s)coss cost, u(s)coss sint, u(s)sins cost, u(s)sins sint)                      (5.1.1) 

parametrelendirilmesi ile verilen yüzeye Vranceannu yüzeyi adı verilir (Caddeo ve ark., 

2005) Biz bu yüzeyleri V2⊆E4 ile ifade edeceğiz. 

Teorem 5.1.1: V2⊆E4 yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter koşul  

                                                 u(s) = (1+                                                         (5.1.2) 

olmasıdır (Mihai, 1994). 

Tanım 5.1.2:  M⊆En bir yüzey olsun.  M nin ortalama eğrilik vektörü H için DH=0 ise M 

ye paralel ortalama eğrilikli yüzey adı verilir. 

 

Chen 1973 yılında bu yüzeylerin sınıflandırılmasını aşağıdaki teoremde vermiştir. 

Teorem 5.1.2:   

M ⊆ En bir yüzey olsun. Eğer M yüzeyi paralel ortalama eğrilikli ise bu taktirde M 

aşağıdakilerden biridir; 

1)  En nin minimal yüzeyi, 

2) En nin küçük hiperküresinin minimal yüzeyi, 

3) En nin bir  küresinde sabit ortalama eğrilikli bir yüzeyidir  
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(Chen, 1973). 

Son zamanlarda aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir. 

Teorem 5.1.3: V2 ⊆ E4  Vranceannu yüzeyi paralel ortalama eğrilikli ise  

1) V2  minimaldir ya da , 

2) İki çemberin tensör çarpımı yüzeyidir. Bu yüzey  küresinde yatan sabit eğrilikli bir 

yüzeydir  (Arslan ve ark. 2004). 

İspat: e1,e2∈TpV2 ve e3,e4∈NpV2 olacak şekilde  

         X
tu

e
∂
∂

=
1

1  =  (-coss.sint , coss.cost , -sins.sint , sins.cost) 

         X
sA

e
∂
∂

=
1

2  =  (Bcost , Bsint , Ccost , Csint) 

        
A

e 1
3 = (-Ccost , -Csint , Bcost , Bsint) 

         (-sins.sint , sins.cost , coss.sint , -coss.cost) =4e

dik çatı alanı seçelim. Burada  

         A=  , B = coss-usins , C= sins+ucost                                      (5.1.3) 

dir. 

    V2 nin normal koneksiyonu D, ikinci temel formu h nın katsayıları  ve koneksiyon 

formları  olmak üzere  E4 deki yapı denklemleri  

          = ( )  + ( )  ,                      3  4                               (5.1.4)                    

 = -  + ( )  ,                            1 i, j, k  2                                (5.1.5) 

biçimindedir. Böylece (5.1.4), (5.1.5) yardımıyla  

        =  =  0,   A=    

 =  =  = 0 

         =   =                                                                                  (5.1.6) 

         =  = 0 ,  =  =  
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ve 

           

   =  

             =  

             =                                                                                                         (5.1.7)                    

             =   

             =  =  , k=  

elde edilir. Bununla birlikte (5.1.3) ve (5.1.4) den  

            = +  

             =                                                                                           (5.1.8) 

             =  

            = +  

                         =  

                         =                                                                                             (5.1.9) 

                         =  

                         =  

bulunur. Böylece teğet ve normal bileşenler sırasıyla 

 =                     =  

 =                        =                                                      (5.1.10) 

 = 0                              =  

 = 0                            =  

ve 

h( ) =                        =  

h( ) =                     = 0                                                            (5.1.11) 

h( ) =                        =  
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             = 0 

bulunur. Buradan   V2 nin ortalama eğrilik vektörü 

       H = (h( ) + h( )) = ( )                    (5.1.12) 

dir. Eğer λ = ( ) alırsak H = λ  olur. 

       Böylece H nın   ve  yönünde türevi alınırsa 

       H =  (λ )= (λ)  + λ  

       H = λ )= (λ)  + λ  

elde edilir. Fakat λ fonksiyonu sadece s’ye bağlı olduğundan  

            (λ) = (λ) = 0 

dır. Bu nedenle  

            H = λ   

                     = λ( ) 

                     =  λ            (5.1.13)

       

ve 

            H = (λ)  + λ( ) 

                     =   + (λ)                                                                                  (5.1.14) 

bulunur. Böylece  

           H =  + H 

           H =  + H 

olduğundan normal bileşenler için 

            H= λ                                                                                                 (5.1.15) 

            H= (λ)                                                                                                  (5.1.16) 

elde edilir. 

        Hipotez gereği ortalama eğrilik vektörü H paralel olduğundan 

            λ  = 0 
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             (λ) = (λ) = 0 

dır. Böylece iki durum sözkousudur, 

i) λ= 0  ya da 

ii) k = 0 

dır. 

Eğer λ = 0  ise     V2  minimaldir. 

Eğer k = 0 ise k =  olduğundan u = sabittir. 

Böylece (5.1.1) yaması iki çemberin tensörel çarpımı olup bu yüzey  de yatan minimal 

bir yüzeydir. □ 

Teorem 5.1.4: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yüzeyi için  

HΔ  = ( ) 222 )()(2 ekee βλαβλλβ −−−   

           + ( ) 3
22222

22 )()( ekeke λαλαλβλλα −−−+      (5.1.17) 

dir. 

İspat: 4R  deki bir yüzey için  

=ΔH ∇~ 1e ∇~ 1e H+ H - ∇ (∇~ 2e ∇~ 2e ~ )H- ∇ (~ )H                           (5.1.18) 

dır. Ayrıca H = λ  olduğundan H =λ 1n  dir. Böylece (5.1.10) ve (5.1.11) yardımıyla  

 H =  ∇~ 1e λ    ; ( 0)(1 =λe ) 

 H =  ∇~ 2e + (λ)                                                                                

elde edilir.  

Ayrıca,  

∇
~

1e ∇
~

1e H =                                             (5.1.19) 3
2 )1( ek+− λα

∇
~

2e ∇
~

2e H = ( ) 222 )()(2 eee βλλβ +− + ( ) 3
22

2 )( ee λβλ −      (5.1.20) 

ve 

∇~ ( )H = 322 )( ekeke λααβλ −                                             (5.1.21) 

∇~ ( )H = 0          (5.1.22) 
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elde edilir. O halde (5.1.19) - (5.1.22) eşitlikleri (5.1.18) de yerine yazılırsa (5.1.17) eşitliği 

elde edilir. 

 

Teorem 5.1.4 ün bir sonucu aşağıda verilmiştir. 

 

Sonuç 5.1.1. (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen yüzeyin biharmonik olması için gerek 

ve yeter koşul 

βλαβλλβ kee = 0 −− )()(2 22 −

λαλαλβλλα 22222
22 )()( keke −−−+ = 0 

 

olmasıdır. 

 

Önerme 5.1.1: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yüzeyi için 

(λ) = αβk 

(α) = λβk - 2kα2                       (5.1.23) 

(β) = λβk +2kα2 

dir. Burada 2λ=α+β dır. 

 

İspat:  

, ,  teğet vektör alanları için  

 =                     (5.1.24) 

olduğundan  

                    =   

                     =                                                                     

Codazzi denklemleri ve (5.1.2) ile (5.1.3) denklemi yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 
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42Tanım 5.1.3: M E⊂  yüzeyi verilsin. Eğer  

>Δ< ieH ,  = 0,  i = 1, 2                                                                                (5.1.25) 

şartı sağlanırsa 42 EM ⊂  yüzeyine T.C. yüzeyi denir (Öztürk ve Arslan, 2008). 

Sonuç 5. 1. 2: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yüzeyi T.C. yüzeyi ise 

bu yüzey iki çemberin tensör çarpımı  (ya da = 0) olur. 22 2λβ −

İspat.  (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yüzeyi T.C. yüzeyi olsun. 

Böylece  (5.1.17) ve (5.1.25) eşitliklerinden  

2αk( ) = 0  22 2λβ −

elde edilir. Böylece 0≠α  olduğundan ( ) = 0 yada k = 0 bulunur.  Buradan, k = 22 2λβ −

 olduğundan u = sabittir. Böylece (5.1.1) yaması iki çemberin tensörel çarpımı olup bu 

yüzey  de yatan minimal bir yüzeydir. □ 

 

5.2. Düzlemsel Eğrinin Tensör Çarpımının İmersiyonları 

Bu kısımda tensör çarpım imersiyonları ele alınacaktır. Son zamanlarda düzlemsel ve uzay 

eğrilerinin tensör çarpımları ise R.Yücel tarafınadan çalışılmıştır.(Yücel, 2004) 

 Düzlemde  

      c1: IR  IE→ 2 ve c : IR→  IE2
2    eğrileri 

       c1(t) = (γ (t) , δ (t))                                                                                                  (5.2.1)      

       c (s) = (2 )(),( ss βα )                                                                                                (5.2.2) 

parametrelendirmesi ile verilsin. Bu durumda bunların tensör çarpımları 

        f =  c1  c : IR  IE 4  ⊗ 2
2 →

f(t, s) = (α (s) γ (t) , β (s) γ (t) , α (s) δ (t) , β (s) δ (t) )                                 (5.2.3) 
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biçimi an v . ). a  nde tanıml ır (Mihai e ark  1995  Bun  göre

 = (  (t) (s) , (t) (s) , (t) (s) , (t) (s)) 

 = ( (s) (t) , (s) (t) , (s) (t) , (s) (t)) 

dir. Burada , ’nın türevidir.  

Ayrıca (t, s) yüzeyinin  f  den indirgemiş Riemann metriğinin bileşenleri E 4

 =   

=                                                                                           (5.2.4) 

=  

 

ir. Böylece f(t, s) üzerinde bir ortonormal baz { e  , e } d 1 2

e1 =                                                                                                    (5.2.5) 

= e 2  [ ] 

üzeyin normal uzayı

dir. 

 Bu y  M nin bir ortonormal bazı ise 

 = ( (s) (t) , (s) (t), (s) (t) , (s) (t) )                                           (5.2.6) 

 = ( (s) (t) , (s) (t)   (s) (t)  ,  (s)  (t))                                         (5.2.7) 

ile oluşturulur. 

 s) nin minimal olması için gerek ve yeter şart     Bu durumda f(t,

            h(  ,  ) + h( ) = 0 

olmasıdır. ur da h, f( üzeyin B a t, s) y in nin ikinci temel formudur. ya da buna denk olarak                  

             = 0  ,     i  {1, 2}.                                             (5.2.8) 

olur. Bö atlanmış olur: ylece aşağıdaki teorem isp

ımıTeorem 5.2.1:  Öklidyen iki düzlemsel eğrinin  tensör çarp   nin  te minimal 

yüzey olması için gerek ve yeter şart  

            i)  0’dan (orijinden) geçen bir doğrudur 

            ii)  0’dan (orijinden) geçen bir doğrudur 

iii)  0 merkezli çember ve  0 merkezli ortogonal hiperbol ya da tersi   
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olması ).

.Teorem 5.2.2: 

dır (Mihai ve ark., 1994/1995 □ 

 

Y  (s) = ( ) ve  = ( ) düzlemsel eğrileri verilsin. 

                         =      tens r çaö rpımı  

 = ( , , , )                               (5.2.9) 

parametrelendirmesi ile verilsin.bu taktirde, 

11 ee∇  =   +  

21 ee∇  =                                                                                           (5.2.10) 

   12 ee∇  =  

               22 ee∇  =  

dir. 

Burada    

) =  a(s   

 b(s) =  

          c(s) =   

dir. 

spat: (5.2.9) denkleminin kısmi türevlerinden  

 

İ

  =  ( , , ,  )                                 (5.2.11) 

  ( , , , )                                    (5.2.12) 

lde edilir. Ayrıca Im(f) nin tanjant ve normal vetörleri sırase ıyla  

=   =  ( , , ,  )   

 =   =  ( , , , )               (5.2.13) 
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ve 

 =  ( , ,  ,  )   

 =   ( , , , )                          (5.2.14) 

tarafından gerilir. Böylece (5.2.13) da verilen teğet vektör alanların

alınırsa 

ın yöne göre türevleri 

 = )1(
2

1

2 t
f

ctc ∂
∂

∇
∂
∂

11 ee∇     

           =  + ( )  

    

  
tc ∂
∂∇

2

1 ( )21 ee∇  =  

  =   

=    

  12 ee∇  =    

ve    

 =      22 ee∇

elde ed r. Be şekilde (5.2.14) eşitliklerinde verilen normal vektör alanlarının ili nzer  ve  

yönünde türevleri alınırsa , 

   11 ne∇  = 1
2

n
tc ∂

∇  1 f∂

 = ( ,  , )   

 =   
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12 n 1
1

2

n
s
f

c
∂
∂

⋅
∇e∇  =   

 =  ( , , , ) + 

+ ( )   

=  ( , , , )+ ( )  

=   

21 ne∇ 2
1

2
n

t
f

c ∂
∂∇      = 

=  ( , , , ) 

=   

  22 ne∇ 2
1

2

n
s
f

c
∂
∂

⋅
∇   =  

  =  ( ,  , ) + 

+ ( )   

=   

elde edilir. 

(5.2.3) parametrelendirmesi ile verilen tensör çarpımı yüzeyi için 

 

Sonuç 5.2.1: 

 =                                    

  =                                                                                                        (5.2.15)             

             = 0                                         

  = 0 
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ve 

  =  

  =                                                                                               (5.2.16) 

  =  

dır. 

 (5.2.3) parametrelendirmesi ile verilen tensör çarpımı yüzeyinin şekil 

operatörü matrisleri   

Sonuç 5.2.2:

 

=  , =                                                                       (5.2.17) 

dir. Burada b ve c fonksiyonları 

b(s) =   

          c(s) =    

dir 

Sonuç 5.2.3: (5.2.3) parametrelendirmesi ile verilen tensör çarpımı yüzeyinin ortalama 

eğrilik vektörü 

  =  = λ  . 

dir.  Bu nedenle  = 0 ise yüzey minimaldir. 

 Bu inimal olması hali I.Mihai ve R.Rosca 

tarafından ispatlandı. Yazarlar çalışmalarında yüzeyin minimal olması için 

Açıklama 5.2.1: tensor çarpım yuzeyinin m

 nin orijin 

merkezli hiperbol olması gerektiğini ispatladılar. Gerçekten  

  = ( ) hiperbol seçildiğinden  

  = (  = -  
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elde edilir. Burada  = 0 olduğu görülür. Böylece Mihai ve Rosca nın 

nin sağlandığı 

 

(b) = 

sınıflandırma teoremi görülür. 

Sonuç 5.2.4:  

2e                         (5.2.18) 

dir. 

t:  İspa

, ,  teğet vektör alanları için 

),)(( kje eehi∇  =                     (5.2.19) 

olduğundan  

),)(( 122 eehe∇                  = ),)(( 221 eehe∇  

                  ),)(( 121 eehe∇ ),)(( 112 eehe∇ =                                                                     

klemleri ve (5.1.2) ile (5.1.3) denklem

i) 

Codazzi den i yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç5.2.5:  

0,  = 0 ise  bir çember ve Im(f) tensor çarpım yüzeyi bir 

. Bu yüzey Vranceanu yüzeyi olur (1) in bir minimal yüzeyidir. 

ii) = 0 ise  orijinden geçen bir doğrudur. Bu durumda yüzey minimaldir. 

iii)  = 0 ise =  şeklinde bir eğri olur. 

Tan 5.2.1: Mım ⊂  b lsun. M nin ortalama eğir alt manifold o rilik vektörü H için  = 0 

rtalam

Teorem5.2.3: (5.2.9) parametrelendirmesi ile verilen tensör çarpımı yüzeyi paralel 

ise M ye paralel o a eğrilikli alt manifold adı verilir.  

ortalama eğrilikli ise bu aşağıdaki yüzeylerden birisidir; 

i)  nin miimal yüzeyidir 

ii)  nin S  küresinde yata3 n sabit eğrilikli bir yüzeydir. 
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İspat: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen tensör çarpımı yüzeyi paralel ortalama 

eğrilikli ise yani DH = 0 ise (5.2.14) denkleminden  

0=aλ  ve (2e λ ) = 0 

dır. Böylece aşağıdaki durumlar söz konusudur. 

1. durum: λ  = 0 

2. durum:  ve (0=a 2e λ ) = 0  

Bu durumlar irdelendiğinde yüzey λ  = 0 durumunda minimal ve diğer durumda ise 

sabit ortalama eğriliklidir. İkinci durumda 0=a  için 

             0)()()()( '' =+ ssss βαβα

dır. Yani,  eğrisinin orijinden geçen bir çember olduğunu gösterir. Bu durumda yüzey 

iki çemberin tensör çarpımı olup S  te yatan bir yüzeydir. 

2c
3

 

Teorem5.2.4: (5.2.9) parametrelendirmesi ile verilen tensör çarpımı yüzeyi için  

        (5.2.20) 12
2222

2222 ))()()(())(2)(( naecbaeececeacH λλλλλλ −++−+−−=Δ

dir. 

İspat: 4R  teki bir yüzey için  

( =ΔH ∇ 1e ∇ 1e H+∇ 2e ∇~ 2e H - ∇ ( )H -∇ ( )H                          (5.2.21) 

dır. Ayrıca sonuç3 den H = λ 1n  dir. Böylece (5.2.13) ve (5.2.14) yardımıyla  

 ∇ 1e H = λ b  - λ a  ; (2n 0)(1 =λe ) 

 ∇ 2e H = 122 )( neec λλ +−                                                                                (5.2.22) 

elde edilir. Buradan  

∇ 1e ∇ 1e H =                                        (5.2.23) 1
22

2222 ))(())(2)(( nceecece λλλλ −++−

dir. Benzer şekilde (5.1.8)den  

∇ ( )H = 122 )( naeeac λλ −  

∇ ( )H = 0                                                                                                 (5.2.24) 

elde edilir. O halde (5.2.14) ve  (5.2.15)eşitlikleri (5.2.12) de yerine yazılırsa 

(5.2.11) eşitliği elde edilir. 
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0)()()(
0)(2)(

2
2222

2

22

=−++−

Yukarıdaki teoremin bir sonucu aşağıda verilmiştir. 

 

Sonuç5.2.6: (5.2.9) parametrelendirmesi ile verilen yüzeyin biharmonik olması için 

gerek ve yeter koşul 

 
=−−

λλλ

λ λ λ

aecbae
ceceac

                                                              (5.2.25) 

olmasıdır. 

Açıklama5.2.2: (5.2.20) denklem sisteminin aşikar çözümü λ = 0 dır. Bu da ‘’Chen 

conjecture’’ ı doğrular. Ayrıca a = 0 ve =λ sabit olması halinde  (5.2.20)den 

bulunur. Yani b sabittir. Bu nedenle (5.2.25) dan bulunur. Bu 

da 

0)(2 =be 0) =+ cλ( 2b 2

λ = 0 olduğunu gösterir. Böylece  c  eğrsi orijinden geçen bir doğrudur. 2

Açıklama 5.2.3:   nin hiperbol olması durumunda açıklama  (5.2.14)dan 

elde edilir. Böylece 

2c

)()( scsb −= λ = 0 dır. Bu durumda (5.2.25) sağlanır. 
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