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OZET

Bu c¢aligmada IE" deki biharmonik imersiyonlarin bir karakterizasyonu ele
alimmustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde ¢alismanin ilerideki béliimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar
verilmigtir.

Ucgiincii béliimde IE" deki biharmonik ve biminimal egriler incelenmistir.

Dérdiincii boliimde biharmonik ve A-biminimal hiperyiizeyler ele alinmistir.

Besinci boliim orijinal sonuglar igermektedir. Bu bdliim iki kisimdan
olusmaktadir. Birinci kisimda Vranceanu yiizeyleri ele alinmis olup bu ylizeylerin
biharmonik olmas igin gerek ve yeter kosul verilmistir. ikinci kisimda tensor carpim
yilizeyleri ele alinmistir. Diizlemsel bir egri ile bir ¢emberin tensér ¢arpim yiizeyi

incelenmis ve biharmonik olmas1 dutumunda gerek ve yeter kosul verilmistir.
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A CHARACTERIZATION OF BIHARMONIC IMERSIONS

ABSTRACT

In this thesis we give a charactirization of biharmonic immersions.

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is introduction.

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in

other chapters are given.

In the third chapter, biharmonic and biminimal curves in IE" are invastigated.
In the fourth chapter, biharmonic and A-biminimal hypersurfaces are considered.
In the fifth chapter, some orginal results related with Vrenceannu surface and

tensor product of two plane curves are obtained.
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SIMGELER DIiZiNi

~

M, Manifold
9,0 Metrik tensor
Cc” Diferansiyellenebilme
(M) M nin teget vektor alanlarinin uzay1
C”(M,IR) M den IR ye diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
D Nornal koneksiyon
\% M iizerinde afin koneksiyon
1% M iizerinde afin koneksiyon
v Van-der Waerden —Bortolotti koneksiyonu
[.] Lie parantez operatorii
h ikinci temel form
f Immersiyon
A, Sekil operatorii
NM M nin normal demeti
M p noktasinda teget uzay
T'M p noktasinda normal uzay
||H|| =aq Ortalama egrilik
H Ortalama egrilik vektorii
0 Kismi tiirev
A Laplas operatorii
Y Egri
] Norm
K Egrinin 1. egriligi
T Egrinin burulmasi
R M nin egrilik tensori
R M nin egrilik tensori

RP NM iizerindeki egrilik tensorii



1.GIRiS

Bu caligmanin amaci biharmonik ve biminimal imersiyonlarini incelemektir

Bu tez giris hari¢ olmak iizere dort boliimden olugsmaktadir

Ikinci béliim ilerideki boliimlerde kullanilan temel tanim ve kavramlar1 icermektedir.
Diger boliimler ise kismen orjinal sonuglar icermektdir

Ikinci boliimde bir Riemann manifoldu kavramm tanitilarak bu tiir manifoldlar
tizerindeki koneksiyonlar tanimlanmstir. Ayrica bir M Riemann manifoldunun egrilik tensorii
tanimlanarak bunun o6zellikleri verilmistir. Bundan baska bir M manifoldu i¢in Gauss ve

Weingarten denklemleri verilerek M nin ikinci temel formu ve ortalama egrilik vektori ile

ilgili ozellikler tamimlanmustir. Ikinci kisimda IE" de egrilerin genel ozellikleri ifade
edilmisgtir.

Ucgiincii béliimde biharmonik ve biminimal egriler ele alinmustir. Ayrica Euler-
Lagrange denklemleri, Riemann manifoldu tizerinde biminimal egriler ile IE" deki biminimal
egriler incelenmistir.

Dordiincii boliimde biminimal hiperyiizeyler ele alinmistir. Bu boliimde biharmonik
hiperylizeyler ile ilgili bilinen sonuglarin yaninda A-biharmonik hiper yiizeyleri ile ilgili
sonuclar verilmistir.

Son boliim olan besinci boliimde ise biminimal yiizeyler ele alinmistir. Bu boliim iki
kistmdan olugmaktadir. Birinci kisimda Vranceannu yiizeyleri ve ikinci kisimda Tensor
carpim Yyiizeyleri incelenmis olup bu tiir ylizeylerin biharmonik olmasi1 durumunda gerek ve

yeter sartlar elde dilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde daha sonraki bolumlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve teoremler

verilmistir.

2.1 Manifoldlar
Tanim 2.1.1: M n-boyutlu diferansiyellenebilir (C* sinifindan) bir manifold olsun. M

tizerindeki C” vektor alanlarinin uzayr x(M) ve M den IR ye C* fonksiyonlarin uzay1
C”(M, IR) olmak iizere, M ilizerinde g : y(M) x y(M) — C”(M, IR) seklinde 2-lineer,
simetrik ve pozitif tanimli bir metrik tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada

g ye Riemann metrigi (veya metrik tensor) adi verilir (Chen 1973).

Tanim 2.1.2: M diferansiyellenebilir manifold ve M tizerindeki C* vektor alanlarinin uzayi
¥ (M) olmak iizere,
VM) x x(M) = 7(M); V (X, Y) = VxY
doniigimii V f, g € C*(M, IR), V X, Y, Z € y(M) igin,
1) Vx(Y +Z)=VxY + VxZ
1) Vix+ovZ=fVxZ+gVyZ
1) Vx(fY) =f VxY + X(f)Y
lineerlik 6zeliklerini saglarsa, V ya M tizerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir Burada Vx

operatoriine X e gore kovaryant tiirev denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.1.3: M bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan bir Afin
koneksiyon olsun. O zaman V X, Y € x(M) i¢in, V doniigiimii

1) VxY - Vy X=[X, Y] (stfir torsiyon)

1) X<Y, Z>=<VxY, Z > + <Y, VxZ > (koneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi)
sartlarin1 saglhiyorsa, V ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu (veya M nin

Levi-Civita Koneksiyonu) ad1 verilir. Bu koneksiyon kisaca M deki Riemann Koneksiyonu

olarak adlandirilir (Chen 1973 ve Hacisalihoglu 1980).



Tanim 2.1.4: M ve M sirastyla n ve n+d-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar olmak
lizere £ M > M diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Her p € M i¢in df,: T,(M)—
Tf(p)(1\7[) doniisiimii birebir ise f ye bir imersiyon (daldirma) denir. Ayrica, f: M — M bir

n+d

homeomorfizm ise f ye bir imbedding (gomme) denir. Eger M" < M™ ve £ M >

M déniisiimii bir gémme ise M ye M nin n-boyutlu bir imersd (gomiilen) altmanifoldu adi
verilir. Bununla beraber f bir imersiyon olmak tlizere V X, Y € T,M i¢in,
g (dfp(X), df(Y) )iy = (XY )p

sartin1 sagliyorsa f ye bir izometrik imersiyon adi verilir ( Chen 1973 ).

Tanim 2.1.5: M" =« M ™ bir altmanifold ve V da M de kovaryant tiirev olsun. Boylece
her X, Y € x(M) ve her pe M igin (V xY)p tanimhidir. Ayrica (VxY), € TM ve hy(X, Y) €
T; M olmak lizere,

(VxY)p = (VxY)p+ hy(X, Y) (2.1.1)

bi¢iminde tanimlanan denkleme Gauss Denklemi adi1 verilir. Burada h, M nin ikinci temel

formudur. Eger h = 0 ise M ye total (toplam) geodezik denir (Chen 1973).
Onerme 2.1.1: M" ¢ M ™ bir altmanifold ve g ile g de sirasiyla M ve M iizerinde tammli

metrikler olsun. Boylece h(X, Y) M iizerinde bir normal vektor alani olup simetrik ve 2-

lineerdir. Ayrica V da M iizerinde indirgenmis g = f(g) metriginin bir Riemann

koneksiyonudur (Chen 1973).

Tanim 2.1.6: M" ¢ M ™ bir altmanifold olmak iizere M ye normal bir birim normal
vektor alam1 & olsun. Bt')yleceﬁxé nin teget bileseni —Ag(X) ve normal bileseni Dx&
olmak iizere;

(V&)x=~(AX)x + (DxE)x 2.12)
seklinde Weingarten denklemi tanimlanir. Burada A¢ ya sekil operatérii, D ye de M nin NM
normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir (Chen 1973).

Onerme 2.1.2: 1) A¢(X), & ve X iizerinde 2-lineerdir.

i1) M nin her bir  normal vektorii ve X, Y tanjant vektdrleri i¢in



g(AX), Y) = g (h(X.Y), &) (2.1.3)
dir (Chen 1973).
Onerme 2.1.2: T"M iizerinde indirgenmis metrikle M M nin NM normal demetinde D :
™ x NM — NM
(X, &) — D(X, &) =Dx¢
bi¢ciminde tanimlanan D doniisiimii bir metrik koneksiyondur (Chen 1973).

fkinci temel form h nin tiirevi Vh;

(Vh)(Y,Z) = Dx(h(Y,Z))- h(VxY,Z)- h(Y, VxZ) (2.1.4)
seklinde tanimlanir. Burada V ya M nin Van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu adi
verilir. Eger M = IE"i¢inVh = 0 ise M nin ikinci temel formu paraleldir (veya I-
paraleldir) denir.

Béylece M nin NM normal demetinde tanimlanan V normal koneksiyonu;

(Vh)(Y.2) = (Vyh)(X,2)= (V,h)(X.Y) (2.15)

seklinde Codazzi esitligini saglar (Chen 1973).
Vh nin kovaryant tiirevi VVh ya M nin iigiincii temel formu adi verilir ve VX, Y, Z, W €
x(M) i¢in
(VwV xh)(Y, Z)=Dw((V xh)(Y, 2)) - (V xh)(VwY, Z) (2.1.6)
= (Vxh)(Y, VwZ) - (V yh)(VwX, Z)
bi¢ciminde tanimlanir.

Eger VVh=0 ise M nin iigiincii temel formu paraleldir (Lumiste ve Dillen, 1990) veya M
ye 2-paraleldir denir (Lumiste ve Arslan 2000).

Tanim 2.1.7: M bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann konneksyonu
olsun. Boylece;
o: I < R — M egrisi i¢in,

Vo (©=0 2.1.7)



esitligi saglaniyorsa o ya M de bir geodezik egri ve V X € y(M) i¢in a(0) = p ve
a/(0) = X, olacak sekilde tanimlanan , oc:]—s, 8[ — M geodezigine (p, X;) nin belirledigi

geodezik adi verilir (Chen 1973).

Tanim 2.1.8: o: I < R — M egrisi, V s € I igin a'(s) #0 sartin1 sagliyorsa o ya bir regiiler

egri denir ( O’Neill 1966).

Tanim 2.1.9: M bir Riemann manifoldu ve & bir normal vektor alan1 olsun. Eger M ye

teget herhangi bir X vektor alan1 i¢in Dx& = 0 ise & ya paralel normal vektor alant denir

(Chen 1973).

Tanim 2.1.10: M, M nin n-boyutlu bir altmanifoldu ve ey,e,,......en de TM nin p € M

noktasindaki dik ¢at1 alanlar1 olsun. Boylece

H= th(ei,ei) (2.1.8)
n g

&,
:szhuea

i=1 o=n+1
bigiminde tanimlanan H € N,M vektoriine M nin ortalama egrilik vektorii ad1 verilir. Eger

H = 0 ise M altmanifolduna minimal dir denir. Ayrica ||H|| ya M nin ortalama egriligi adi

verilir (Chen 1973).

M iizerinde ey, e, ..., €, teget ve eni1, ens2, ..., €m normal vektorleri olacak sekilde,
{ e, €, ..., €n, €ntl, €n2, ..., €m } M de ortonormal lokal ¢ati alanlar1 olsun. Boylece !

koneksiyon formlar1 asagidaki gibi tanimlanir,

ﬁei :waej ; (of:—m; ;1 <1,j<m (2.1.9)
Yukaridaki (2.1.9) denklemi yardimiyla asagidaki yap1 denklemleri elde edilir.

Onerme 2.1.3: M < IE™ altmanifoldu i¢in

Ve =2 0f(e)e, + D 0f(e)e, , (2.1.10)
k=1

o=n+l



D.e,= Y oh(e)e,, @.1.11)
B=n+1

Ve, = =2 hje,+ > of(e)e, 2.1.12)
=1

B=n+1
dir (Chen 1973).

Onerme 2.1. 4 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.1.1: M < IE™ altmanifoldu i¢in

n m
i~ _ k o
V.e,= > hie, + > hie, (2.1.13)
k=1 a=n+l
ve
~ n m ﬁ
— o
V.e,=-> hie+ > hie, (2.1.14)
j=1 B=n+1
dir.
M iizerinde teget ve normal vektorler sirasiyla ey, €;, ..., €, V€ €nt1, €42, ..., Cntd
olmak iizere, { ey, €2, ..., €y, €n+1, €nt2, ---» €ntd § M nin ortonormal lokal ¢atisi olsun. Vektor

degerli bir V fonksiyonu iizerinde A Laplas operatorii,
AV:Z[ﬁe,e.V—%ﬁeV] (2.1.15)
i1 o b

seklinde tanimlanir.

Eger AH = 0 sartin1 sagliyorsa M ye harmonik ortalama egriliklidir denir.

Tanim 2.1.11: M, N nin bir altmanifoldu olsun. boylece N nin egrilik tensérii R olmak
tizere V X,Y,Z € y(M) i¢in,
RX,Y)Z=V V,Z -V, V,Z-V,,|Z (2.1.16)
biciminde tanimlanir. Ayrica M nin egrilik tensorii R olmak iizere,
R(X,Y;Z,W)=R(X,Y; Z,W) + < h(X,Z), h(Y,W)> - < h(X,W), h(Y,Z) > (2.1.17)

dir. Bu denklem Gauss denklemi olarak adlandirilir. Bununla beraber



INK(X, Y)Z nin normal bileseni,
( RX,Y)Z)" = (V, h)(Y.,Z) - (V,h)(X,Z) (2.1.18)

olup buna Codazzi denklemi ad1 verilir.



3. BIHARMONIK VE BiMINIiMAL EGRILER

3.0. Giris

Biharmonik fonksiyonlarin elastik ve hidrodinamikler i¢in 6nemli rolii vardir. 1964’te Eels
ve Sampson Riemann manifoldlar1 arasinda biharmonik fonksiyon ve harmonik
dontigiimleri genelleyen biharmonik doniisiim fikrini tretmislerdir (Eels ve Sampson,

1964).
3.1: Euler-Lagrange Denklemi

(M, g) ve (N, g ) sirasiyla n ve m—boyutlu Riemann manifoldlar ve ¢: (M, g) — (N, g)

bir tiirevlenebilir doniisiimii olsun.
Eger ¢ doniistimii

E@) = [ e av G.11)

bienerji fonksiyonunun tiim degisimleri i¢in bir kritik nokta oluyorsa ¢ ye biharmonik
doniistim ad1 verilir. Burada

7(¢) = iz(Vd9) (3.1.2)
tensiyon (tension) alanidir.

Eger ¢ donilistimii
E@) = [ [a@)f av (3.13)

Drichlet enerji fonksiyonunun i¢in bir kritik nokta oluyorsa ¢ ye harmonik doniisiim adi

verilir (Loubeau ve Montaldo, 2007).

Tamm 3.1.1: (M, g) ve (N, g ) sirasiyla n ve m—boyutlu Riemann manifoldlar1 ve ¢: (M,
g) = (N, g ) donlisiimii bir imersiyon (m < n) olsun. ¢ nin degisimi
@:(-c,e)xM—>N, ¢=¢ (3.1.4)

olmak lizere
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V=
dt|,_,

(3.1.5)

vektor alant ¢(M) ye normal olacak sekilde tanimlansin. Eger ¢, dontisimii £, nin bir

kritik noktasi ise; yani

E,(4)
dt

=0 (3.1.6)

t=0

ise ¢ ye biharmonik imersiyon adi verilir (Loubeau ve Montaldo, 2007).

Gerilme (bitension) alani ile olusturulan Euler-Lagrange operatorii (Jiang 1986)

I(2(§) = 7,(9) =- A'2(§) -izR(dp, 7($) )¢ (3.1.7)
dir. Burada J sembolii ¢ nin Jakobi operatoriidiir.

Bununla birlikte

7,(¢) =0 (3.1.8)

esitligi biharmonik imersiyon denklemi olarak adlandirilir (Loubeau ve Montaldo, 2007).

Onerme 3.1.1: (M, g) ve (N, g ) sirastyla n ve m-boyutlu Riemann manifoldlar1 ve ¢: (M,
g) — (N, g ) doniisiimii bir imersiyon (m < n) olsun. ¢ nin ortalama egrilik vektor alan1 H
olmak tizere

(@) = iz(Vdp)=H (3.1.9)
ve

7,(¢) =-A’H - izR(d¢, H)dp (3.1.10)
dir (Loubeau ve Montaldo, 2007). Burada R, N nin egrilik tensérii olup V' X,Y,Z € y(M)

i¢in (2.1.17) de tanimlanmustir..

Aciklama 3.1.1:

Eger 7,(#) nin normal bileseni

7, (#)*" =0 (3.1.11)

ise ¢ ye biminimal imersiyon adi verilir. Boylece (3.1.10) denklemi yardimiyla ¢ nin

biminimal olmasi i¢in gerek ve yerer sart
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(o H + izR (dg, H)dg) =0 (3.1.12)
olmasidir (Loubeau ve Montaldo, 2007). Bu nedenle her bir biharmonik imersiyon

biminimaldir. Burada 1 normal bileseni belirtir.

Tamm 3.1.2: (M, g) ve (N, g ) sirasiyla n ve m—boyutlu Riemann manifoldlar1 ve ¢: (M, g)
— (N, g ) bir tiirevlenebilir doniisiimii olsun. Eger ¢ doniisiimii
1 2 1 2
E,.@)= S [ @) v+ ] ld@)f v (3.1.13)

seklinde tanimlanan A-bienerji fonksiyonunun tiim degisimleri i¢in bir kritik nokta oluyorsa

¢ ye A-biharmonik déniisiim ad1 verilir. Boylece

T,,(9) = 7,(P) + 2h7(4) =0 (3.1.14)
esitligi A-biharmonik imersiyon denklemi olarak adlandirilir. Eger
7,,()" = 1,(P)"+202($)" =0 (3.1.15)

ise ¢ ye A-biminimal imersiyon adi verilir. Yani bu denklem A-biminimal imersiyon igin

Euler-Lagrange denklemidir. Burada L normal bileseni belirtir (Loubeau ve Montaldo,

2007).

Onerme 3.1.2: (M, g) ve (N, g ) sirastyla n ve m—boyutlu Riemann manifoldlar1 ve ¢: (M,
g) — (N, g ) doniisiimii bir imersiyon (m < n) olsun. ¢ nin ortalama egrilik vektor alan1 H

olmak iizere ¢ nin A-biharmonik olmasi i¢in gerek ve yerer sart
-AH -izR(d¢,H)d¢+2)0 H = 0 (3.1.16)
olmasidir (Loubeau ve Montaldo, 2007)

Ispat. (3.1.9) ve (3.1.10) esitlikleri (3.1.14) de yerine yazilirsa (3.1.16) elde edilir.
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3.2 Riemann manifoldu iizerindeki Biminimal Egriler

Tanmim 3.2.1: (4™, g) Riemann manifoldu iizerinde regiiler bir v:Ic IR = (M,g) egrisi
verilisin.  Bu taktirde y egrisinin Frenet catist {F;};my,.m=1 Olmak iizere bu cati

{?Edf(i)}?u..m-l m- linin bir diklestirilmesidir. Yani;
i3

0
F =dy(— 3.2.1
i V(at) (3.2.1)
Vs F =k F, (3.2.2)
a
v}/é E:kt_lﬂ_L_*— ktﬂ.'l ; L 2 oo BT = 1 (32.3)
Vo F= =Ry et (3.2.4)

ot
dir. Burada {ky=k=0, k;=T, ks,..., kpay } Y nn egrilikleri olup F; =T =y dir (Loubeau

ve Montaldo, 2007).

Onerme 3.2.1: (M™, g) Riemann manifoldu iizerinde regiiler bir y:I= IR — (M,g) egrisi

verilisin, ¥ nin biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k, —k; —kk; +kg(R(F,,F,)F,,F,)=0 (3.2.5)
(klky) +k,g(R(F,,F,)F,,F,)=0 (3.2.6)
kk, +k,g(R(F,,F,)F,F,)=0 (3.2.7)
kg(R(F,,F,)F,,F,)=0, j=5,.,n (3.2.8)

olmasidir. Burada R (#™,g) nin tensor egrilifi ve {F;}=q4 . ¥ nin Frenet c¢atisidir

(Loubeau ve Montaldo, 2007).

Ispat: Frenet ¢atisina bagli olarak ¥ nin tensiyon (tension) alani;
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1(y) = izVdy = vh % =k, (3.2.9)

34

ve bitensiyon alani ise

T () = -Fa Pa(z(v)) + ?E—_ﬁ (z(v) - R(dr(i), r(:v))dr(i) (3.2.10)
it

ae e

=- ¥i ¥i(k.Fy) - R(E Iy Fy) Fy

ot

= - Pl (KL - ki R KaFy) - KoR(FLB) Fy
it

= -?E—_(ki?: 'REFL+R1R25§)‘ klR(Fla F:) F1

&L
=-(Ry-kf = kqk§) Fot3kykyby-(Kkythoky)) Fy- kykafy - e R(Fy, 7)) Fy
dir. Boylece ¥ nin biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7,(¥) nin normal bilesenin

sifira esit olmasidir. Buradan (3.1.12) esitligi yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Ayrica

C=gR(F,F) R, F) (3.2.11)
Ve

(R(Fy Fy) Fy, 73)=0 (3.2.12)

alinarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 3.2.1:
i) M yiizeyinin Gauss egriligi G olmak iizere M iizerindeki ¥ egrisinin biminimal
olmasi ici gerek ve yeter sart ¥ nin egriligi k nin asagidaki adi differensiyel denklemi

saglamasidir:

k" -k3+kG-4k=0. (baz1 1 €IR) (3.2.13)

ii) 3-boyutlu Riemann manifoldu M’ iin kesitsel egriligi C olmak tizere M
tizerindeki y egrisinin A-biminimal olmasi igi gerek ve yeter sart y egrisinin egriligi k ve
torsiyonu 7 nun asagidaki denklem sistemi saglamasidir:

k" - k% -kr*+kC - k=0, A €IR (3.2.14)

k* T = sabit. (3.2.15)
(Loubeau ve Montaldo, 2007).
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ispat:
i) ¥ nmn iki boyutlu Frenet catisi sadece T = F; ve N = F, den olusuyorsa (3.2.5)
denkleminden y nin biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
k" - k3Ek gR(T,N)T,N)=0 (3.2.16)
olmasidir. Buradan;
k" -k*+ kG- k=0 (3.2.17)

bulunur.

ii) M iizerinde bir y egrisinin Frenet ¢atis1 T = F;, N = F, ve B = F3 olmak iizere (3.1.15),
(3.2.9) ve (3.2.10) yardimiyla y nin A-biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
k" -k -kt +x gR(T,N)T,N)-ix =0 (3.2.18)
(k* ¥)'+k* gR(T,N)T,B)=0 (3.2.19)
olmasidir. Burada k,=«, k.=t dir. Ayrica (R(T,N)T, N) = C ve R(T,N)T, B) = 0
oldugundan istenilen sonug elde edilir.
(M*, ) bir Riemann yiizeyi ve ¥1 § = (M*, g) tiirevlenebilir birim hizli egri olsun. Boylece
¥ boyunca M* ye teget ¢at1 alan1 {T,N},
y'(s)=T
Vel = kgh
bi¢giminde tanimlansin. Burada
kg = [lmell = llvell (3:2.20)
y egrisinin geodezik egriligidir. Bu Frenet vektorlerini kullanarak bienerjinin Euler
Lagrange denklemi
=-V2 = R(T kg)T =3 kgkg'T — (kg" —kg® — kgG)N=Q (3.2.21)
bigimine doniisiir. Burada
G=R(T, N, T, N)
M* nin Gauss egriligidir. Béylece ¥ nin biharmoik olmasi igin gerek ve yeter kosul

kg - kg*-kgemaQ,
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kgkg' =0,
olmasidir. Eger kg #10 ise yukaridaki denklemlerin ¢6ziimii
g = sabit 0, kg*=G,

olmalidir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme3.2.2: %11 = (M* g) tirevlenebilir geodezik olmayan bir egri olsun. Eger
y biharmonik ise ¥ boyunca M nin Gauss egriligi pozitif sabittir ve kg*= G dir. Eger
Gauss egriligi pozitif degilse M iizerindeki biharmonik egri ¥ M nin bir geodezigidir

(Loubeau ve Montaldo, 2007).

Tamm3.2.2: w11 = (M, g) egrisi igin
F(y)==][ E%gzﬂﬂli ¢ biikiim enerjisinin bir kritik noktas1 ise ¥ ya serbest elastik egri adi

verilir.
Langer ve Singer caligmalarinda serbest biikiim enerjisinin asagidaki differensiyel
denklemin (biikiim enerjisi i¢in Euler-Lagrange denklemi) ¢éztimleri oldugunu gosterdiler;
Zkg™ + kg® + kgG = 3kg" A0
Bu nedenle serbest elastik egri olup ayni1 zamanda biharmonik 6zelligini saglayan egriler

geodezikdirler (Langer ve Singer 1984).

Teorem 3.2.1. M c E’ yiizeyi a(u)= (f(u), 0, g(u)) diizlemsel egrisinin z-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,g(u)) parametreli bir donel ylizey
olsun. Bu taktirde M yiizeyinin tiim paralelleri biharmoniktir ancak ve ancak ;

1) ffonksiyonu M iizerinde sabittir, ya da

i) f(u)=c+u ve

2

4y —c? dy —c

4u

—-c?)+¢,

2
g(u)=u — %log(&t —8u

dir. Burada c ve ¢, pozitif sabitlerdir.

Ispat. (Caddeo ve ark. 2001).
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Ornek 3.2.1 :
flu) =3
g(u) = sin(u)

3.3. IE" de Biminimal Egriler

I c IR agik aralik olmak iizere y : 1 — [E" birim hizli bir egri olsun. ¥ egrisinin tensyion

ve bitensyion alanlar1 sirasiyla

(y) =H (3.3.1)
ve
-7,(y) = AH
= A’H - AH+ (AH)"
= (AH)"+(AH)" (3.3.2)
dir. Burada H ortalama egrilik vektor alan1 ve A Simon operatorii olup
AH= <AyT, T>=<H,H>H = «V,
A°H = (k| — i, 1, WV, H KK, + K, &, )Va+(x, &5V, (3.3.3)
ve
(AH) =3 kx5, T (3.3.4)
dir.

Onerme. 3.3.1: y:1 — IE" birim hizl bir egrisinin ikinci temel formu ve ortalama egrilik

vektorleri sirastyla h ve H olmak {izere
N’H=V N .h (3.3.5)

dir.

Ispat. (2.1.6) ve (2.1.15) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir.

Asagidaki 6zel haller incelenecektir;

3.3.1 A°H =0 Sartim Saglayan Egriler
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Ulo Liimiste (Liimiste 1986) ¢alismasinda E" de A°H =0 sartim saglayan egrilerin
bir smiflandirilmasini vermistir. Ayrica (Barraos ve Garay 1995) de M. Barros ve O. J.

Garay ayni1 sonucu elde etmislerdir.

Teorem 3.3.1: 1< IR olmak lizere y:I — [E" birim hizli bir egri olsun. Bu taktirde
AP H =0 ise yegrisi
i) E*de E', S'(r) dir yada,

ii) E? de C'(a) cornu spiraldir yada,

iii) E’de S°( b ) kiiresi tizerinde
c

3 bc
b’(s—a)’ +c’

kz(S)=\/b(S—a)2 +% > ky(s)

Frenet egrilikleri ile verilen kiiresel cornu spirali olup

I, (k) b (3.3.6)
(k,)* (k,)k) ¢

sart1 saglanir (Ozgiir ve Gezgin 2005).

3.3.2 VPH + AH = 0 Sartim Saglayan Egriler

B. Kilig IE" deki VP H + AH =0 sartim saglayan egrilerin bir siniflandirmasini vermistir.
(Kilig, 2004). Bu egrileri harmonik 1-tipinde egriler olarak adlandirmustir.

Teorem 3.3.2: y:/ c IR — [IE" yay parametreli gomiilmiis egri olsun. Bu durumda y
harmonik 1-tipindedir ancak ve ancak y egrisi
i) bir dogrudur ya da,
ii)  x(s)=b,cos(Jes )+b, sin(Nes ) (yada (x(s)=b,e’ +b,e V) egriligi ile
verilen diizlemsel egridir ya da,

\/Z 645—203 +] eZS—cJ
lll) kI(S):i 7 oo , kz(s)=2 BV Y
e e+ 1

(401);
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egrilikleri ile verilen bir ylizey egrisidir (Kilig, 2002).

3.3.3 (AH)" =0 Sartim Saglayan Egriler

K. Arslan ve A. West (Arslan ve West, 2002) c¢alisgmasinda /E" deki AW(k)-tipindeki
altmanifoldlar ilk defa tanimlamislardir. Daha sonra /E" deki AW(k)-tipindeki egriler K.

Arslan ve C. Ozgiir tarafindan (1999) yilinda incelenmistir.

Tanim 3.3.1: Bir Frenet egrisi
1) ¥ (s)" =0 sartim saglar ise AW(1)-tipindedir,
i) 7" (s)" ile y (s)*" vektorleri lineer bagimli ise AW(2)-tipindedir,

i) " (s)"ile 7" (s)" vektorleri lineer bagimli ise AW(3)-tipindedir.

Birim hizl1 bir egrinin Laplas1

2
N
ds
ile hesaplanir. Bu yiizden
d4
AH = -Ny=- dsf (3.3.7)

dir. Bu nedenle " (s)" =0 AW(1)- sart1 (AH)"= 0 biminimal sartina denktir (Arslan ve
Ozgiir 1999).

Onerme 3.3.2: ¥ oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Bu taktirde y AW(1) —
tipindendir =
ki'(s) - kE(s) - ky (=) ki(s) =0,

Ve

dir.

Ispat: (=):y AW(1) — tipinden ise Ny (s) = 0 dir ve V,(s), V4(s) lineer bagimsiz oldugundan
KL(s) - KE(S) - iy (8) REGs) = O,
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2K5(s) Ky (5) + Ky (5] Ki(s) =0, (3.3.8)

olur. Boylece (3.3.8) denklemini ¢ozersek

2k (s) kg (8) = -ky (8] Ka(s)

o ZhgE _ kglsd
by (€l Kgigh’

= k) = 5
bulunur.
(=): #,4(s) = 0 oldugunu gostermeliyiz

ki(s) - ki(s) - Ka(g) ki(s) =0,

oldugundan
(K1(s) - KE(s) - ky(3) KE(s)) Va(s) =0,
olur ve
ka(e) =33
ise

(2Kk(s) kg(8) + k(2] ka(s)) Va(s) =0,

olur. Buradan #g(s) = 0 bulunur. (Burada ¥3(s) = " (s)" dir.)

Teorem 3.3.3: y egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu taktirde ¥ nin AW(3)-
tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

2K1(s) kg (8) + Ko (8) kE(5) = 0
ve bu denklemin ¢éziimii

_ 7
RE Es:l - ?:E';#} g cER
olmasidir.
Ispat. (Tiirkay, 2004)

Ornek 3.3.1:  y:I—R?®

¥(s) = (acoss, asins, bs), a=0 b€ R ile tamimli dik dairesel helis igin
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e & : -
ki(s)= e ko(g) = e sabit oldugundan
2ki(s)kg(E)+ ky(s) ko(s) = 0 esitligi saglnir. Boylece dik dairesel helis AW(3) —

tipindendir.

Teorem 3.3.4: y: I — IR — IE" yay parametreli gdmiilmiis egri olsun. Bu durumda y
AW(1)-tipindedir ancak ve ancak y egrisi
i) bir diiz dogrudur ya da,

ii) K(s) = ¥2 egriligi ile verilen logaritmik spiraldir ya da,
s
i) k() = K (8) ek (5) ==
1(8) = k"1 FER = )
i) 7 k()

egrilikleri ile verilen bir uzay egrisidir (Arslan 1997, Arslan ve Ozgiir 1999).

Aciklama 3.3.1:. Diizlemsel bir egrinin parametrik gosterimi (Gray,1993) ¢aligmasinda
asagidaki sekilde verilir;

7(s) = ( j cos O(s)ds +c, j sin 0(s)ds + d)
Burada 6(s) = J. k(s)ds+ 0, ve c, d, 6, integral sabitleridir. Boylece Teorem 3.3.3 i1) deki
logaritmik spiralin parametrik gosterimi agagidaki gibi olur;

y(s) =%(cos(\/?logs)Jr\/Esin(\/?logs),—\/}cos(\/zlogs)+sin(\/§logs)).

(Loubeau ve Montaldo, Montaldo, 2007).

3.3.4. (AH)*= AH Sartim Saglayan Egriler

egri AW(2)-tipindedir. Boylece (3.3.1) ve (3.3.2) den
() =H=y (s)", (3.3.9)
-7,(y)" = (AH)",

dir. Boylece (3.3.7) esitliginden
-7,(7)" = (AH) " = y" (s)" (3.3.10)
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elde edilir. Sonug olarak y egrinin AW(2) olmasi igin gerek ve yeter kosul 7,(y)" ile
7(y) nin lineeer bagimli olmalaridir. Boylece (3.1.16) esitliginden y egrisi A-biminimal

olur. Bu nedenle E" deki tim AW(2)-tipindeki egrilerin bir geometrik yurumu verilmis

olur (Arslan ve Ozgiir 1999).
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4. BIMINIMAL HiPERYUZEYLER

4.0 Giris
Bu bolimde biharmonik hiperyiizeyler incelenmistir. IE™' deki hiperyiizeylerin

biharmonik olmalar1 i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir.

4.1 Biharmonik Hiperyiizeyler

n+1

M c IE™" n-boyutlu hiperyiizey olsun. V ve % sirastyla M ve IE" " nin kovaryant

tiirevleri olmak iizere (2.1.1) Gauss denklemi, V X, Y € (M), & € %~ (M)

~

VxY = VY +h(X, )¢ (4.1.1)

halini alir. Ayrica A sekil operatorii olmak iizere (2.1.2) Weingarten denklemi

VxE=—-A:X (4.1.2)
bicimine indirgenir. Burada

g(AX,Y) = gh(X, ), &) (4.1.3)
dir. M nin ortalama egrilik vektorii H

H=oag (4.1.4)
biciminde tanimli olup

o= lizA 4.1.5)

n

dir. Burada izA, sekil operatdr matrisinin izini ifade etmektedir.
M c IE™" n-boyutlu hiperyiizey olmak iizere M iizerinde {ey, s, ..., €y, €ns1 = &}
adapte catis1 segilsin. Boylece e, e, ..., €, ortonormal teget vektorler ve  da birim normal

n+l

. . 1 2 .
vektordir. ', ®, ..., ®", ®" 1-formlar1 sirasiyla ey, €, ..., €, €n+1 in dual 1-formlar

olmak iizere o} koneksiyon formlari

@ejeiZZmijej ;o +co; =0 ,1<ij<n (4.1.6)
=1
?eieuzm?eu ,e=E,a=n+1 (4.1.7)

dir.
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Su andan itibaren g yerine <,> kullanilacaktir.

Onerme 4. 1.1: Sekil operatorii A nin dzdegerleri yardimiyla (2.1.5) Codazzi

denkleminden asagidaki iyi bilinen 6zdeslikler elde edilir.
M~ Aol (e) = Ay —r)oj(e) =ej(h)  5i#] (4.1.8)
(A — M) @] (1) = (hi — ) of (&) izjEk (4.1.9)
Burada A, ler asli egrilikler ve
&) = Vo () = V. (M) (4.1.10)

dir (Turkay, 2004).

Ispat: M hiperyiizeyinin e;, e, ..., e, ortonormal teget vektorleri ve & birim normal
vektorili icin Aze; = Ase; esitligi ve (2.1.5) Codazzi denklemi yardimiyla i # j igin

(V. ee) = (V hee) (4.1.11)
yazilabilir. (2.1.6) esitliginden

(V. h)(e.e,)=(D h)e,e)-2h(V, ee)
dir. Ayrica (4.1.3) yardimiyla

<h(V, .0, &> = (A(V,e))e,)
= <A(Zn:wf(ej)ek),ei> (4.1.12)

= Zn:mf(ej) (Acy,e;)
k=l
=0
elde edilir. O halde
(V. h)(ee)=e(X,)E
dir. Benzer sekilde
(V. h)(e;.e,)= (D h)(e;,e;,)-h(V, ee)-h(e, V. e)

esitligi i¢in
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olup
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<h(V,e.e)&>= (A(V, e)).e;)
= <A(im;{(ei)ek)7ei> (4.1.13)
= iwlj‘(ei) <Aek,ei>

= 0); (e

<h(ej, V.¢€;),§>= <A(Veiei)’ej>

iwi‘(ei) <Aek,ej>

] (e,

(veih)(ej’ei) == (O‘)j'(ei)xi + (’l)f(ei)y\‘j )8 (4.1.14)

elde edilir. Buradan (4.1.11) esitligi

e(A)=- m;(ei)}“i - mij(ei)}“j

ei(r)= (A, _}\‘i)m;(ei)

bicimine doniisiir. Boylece (4.1.8) esitligi elde edilir. Simdi 1 # j # k i¢in Codazzi esitligi

ele alinirsa

(V. h)(e;,e,) = (Vejh)(ei,ek) (4.1.15)

dir. Buradan

(Voh)(eje) = (D h)eje)—h(V, e e )-h(e, V e,)

oldugundan

(V. e;.0).6>= (A(V, ¢)).e,)

= <A(i o’ (e)e,), ek>
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= imj(ei) <Aes,ek>

= 03;( (€A
ve

<h(ej, V. e, ).6>= <A(Veiek)’ej>
= <A(i@i (e;)e, ’ej>

<h(ej, V. ¢€,),6>= Zcoi(ei) <Aes,ej> = oolj((ei)kj
s=1

yardimiyla
(V. h)(e;,e,) =—(o} (e, +ol(e)))E

elde edilir.Bununla beraber

(vej h)(e;,e,) = (Dejh)(ei €)= h( vej €, ) —h(e;, Vej e)

denkleminden

<h(V,e.,e0)8> = (A(V, e)e, )
- <A(iwi(ej>es>,ek>

= Zn:(of(ej) <Aes,ek>

= m?(ej)kk ; Azei= A€
ve

eV, e8> AV, e e)

- <A<iwi(ej>es),ei>

Zn:w;(ej) (Ac,,e,)

- O‘)L(ej)xi

(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.18)

(4.1.19)

(4.1.20)

(4.1.21)
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esitlikleri yardimiyla
(Vejh)(ei,ek) =—(o (e)h T (e k) E (4.1.22)
elde edilir. Buradan (4.1.15) esitligi
—0f () —0L (e, = -] (e )k, —o, (e,
O =2 )oi(e) = & =)o) (e;)

bicimine doniisiir. Boylece (4.1.9) esitligi elde edilir. [

Teorem 4. 1.1: M c IE™" n-boyutlu hiperyiizey olsun. Bu takdirde
AH = (Ao + na||A||2 )E + {Z- @A,V e +V, (Ae)+ Zei(a)Aéei} (4.1.23)
i=1
dir (Turkay, 2004).

Tanmm 4.1.1: M < IE™' n-boyutlu hiperyiizeyi AH = 0 sartin1 saghyor ise M ye
biharmonik hiperyizey adi verilir (Dimitric 1992).

Sonug 4. 1.1: M c IE™" n-boyutlu hiperyiizeyi biharmonik ise

A +naf|A =0, (4.1.24)
ve

2A(grada) + no(grada) =0 (4.1.25)
dir (Turkay, 2004).

Teorem 4.1.2: M c IE* hiperyiizeyi biharmonik ise minimaldir.

Ispat: (Defever 1998).
Teorem. 4.1.3: M — IE™" hiperyiizeyi en fazla farkl: iki asli egrilige sahip olsun. Eger M

biharmonik ise minimaldir.

Ispat: (Dimitric 1992).
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4.2 - Biminimal Hiperyiizeyler
d:M™ — N®* doniisiimii bir izometrik imersiyonu olsun. ¢ nin ikinci temel formu
h, ¢(M)c N™** ye birim normal vektor alam1 N ve ¢’nin ortalama egrilik vektor alam H=

HN olsun. (H ortalama egrilik fonksiyonu)

Buna gore Loubeau ve Montaldo asagidaki sonuca ulasmislardir:

Onerme 4.2.1: ¢:M™ — N"%* doniisiimii bir izometrik imersiyon ve ortalama egrilik
vektorii H= HN olsun. Bu taktirde ¢’nin A-biminimal olmas: i¢in gerek ve yeter sart bazi
reel A degerleri igin

AH = (IB|* - Ricci(N)+A)H (4.2.1)
olmasidir (Loubeau ve Montaldo 2007).
Ispat: M iizerinde lokal ortonormal {&,};=;_, catisinda ¢’nin tensiyon alani

7(¢) =nHN (4.2.2)
ve bitensiyon alani

72() = -Zfa T ¥ (HN) + ¥5:(nHN) ~ R(d @(2).0HN) d &(e)

=nZfy[— ¥, (e (ON+HV N - HR(d ¢(e) ,N) d @(2))] (4.2.3)

= n(AH)N-2nEf:q @;(H) ¥, N+nA®N - nHEL B(d ¢(e) , N) d d(e))

Ancak
i) (VEN W)= 2a, N N} =0 (4.2.4)
i) {Ziy A (d @le,)),N) d @&}, N}=Ricci(N). (4.2.5)
(6N Ny = (B, —T5VEN + Vool W)= (V0,7 N, (4.2.6)

daha sonra eger asagida tanimlanan
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B =Vt Mz = (Vo ¥ rof)igm1.a (4.2.7)
bir { &;.... ,e,, N} cat1 alaninda ¢’nin ikinci temel formu ise, bu taktirde
[ ¥ 2l = (¥, 0 ¥ 80 = TRy ¥ Mg wi=(1,. . n) (4.2.8)
olur. Boylece
2
(T LT N =B (4.2.9)
sonu¢ olarak
~(73,2(#), N} = n(-AH+H||B| - HRicci(N)+1H) (4.2.10)

bulunur.

Sonugc 4.2.1: sabit ¢ egrisinde bir izometrik ¢» imersiyonunun
B M™ — NP (4.2.11)
A-bimimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AH- H(# B * =s+(n-2)c+h) = 0 (4.2.12)
olacak sekilde bir A reel sayisinin bulunmasidir.

Burada H, M™ ortalama egriligi ve s de skalar egriligidir.
Daha fazlast ¢:M* — N%(c) izometrik imersiyonu bir M# yiizeyinden bir N?(c) uzay
formuna tanimlansin. Bu durumda ¢’nin A-bimimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AH-2HQ2H®-G+5) =0, 1€R (4.2.13)
olmasidir. (Loubeau ve Montaldo 2007)
Ispat: M™ nin bir ortonormal catis1 { e .... ,e,}, asli egrilikleri { k, .... ,k,} ve ikinci
temel formu B olsun. Bu taktirde
IB = ky+ . .. +K,2 = nBH® - 2E2 o ki i<

= 0P H® - 2ZT g K (8, 6;) (4.2.14)

= H*—s+n(n-1)c
Burada K(a,.8,), M™ lizerinde e; ve e, tarafindan gerilmis diizlemin kesitsel egriligi ve
s = E?:,H:LE (@ i;:] de M™® nin skalar egriligidir.

Ricci(N) = nc oldugundan ¢ doniisiimiiniin A-bimimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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AH= (1*B?* —s+(n-2)c+M)H (4.2.15)

olmasidir. Baz1 A€R igin.
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5. BIMINIMAL YUZEYLER

5.0. Giris

Bu boliimde Vranceannu yiizeyleri ile tensor carpim yiizeyleri ele alinmistir. Bu yiizeylerin

biminimal olmalar1 i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir.

5.1.Vranceannu Yiizeyleri

Tamim 5.1.1 : E*de
X(s,t) = (u(s)coss cost, u(s)coss sint, u(s)sins cost, u(s)sins sint) (5.1.1)
parametrelendirilmesi ile verilen yiizeye Vranceannu yiizeyi adi verilir (Caddeo ve ark.,

2005) Biz bu yiizeyleri VcE" ile ifade edecegiz.

Teorem 5.1.1: V2cE* yiizeyinin minimal olmasi igin gerek ve yeter kosul

(5.1.2)

olmasidir (Mihai, 1994).

Tamm 5.1.2: McE" bir yiizey olsun. M nin ortalama egrilik vektorii H igin DH=0 ise M

ye paralel ortalama egrilikli yiizey ad1 verilir.

Chen 1973 yilinda bu yiizeylerin siniflandirilmasini agsagidaki teoremde vermistir.

Teorem 5.1.2:

M c E" bir yiizey olsun. Eger M yiizeyi paralel ortalama egrilikli ise bu taktirde M
asagidakilerden biridir;

1) E" nin minimal ylzeyi,

2) E" nin kiigiik hiperkiiresinin minimal yiizeyi,

3) E" nin bir § ? kiiresinde sabit ortalama egrilikli bir yiizeyidir
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(Chen, 1973).

Son zamanlarda asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Teorem 5.1.3: V> E* Vranceannu yiizeyi paralel ortalama egrilikli ise

1) V* minimaldir ya da,

2) iki gemberin tensor ¢arpimi yiizeyidir. Bu yiizey 5 kiiresinde yatan sabit egrilikli bir
ylizeydir (Arslan ve ark. 2004).

ispat: el,ezeTsz Ve €3,€4 eNpV2 olacak sekilde

10 ) . .
e = " X = (-coss.sint , coss.cost , -sins.sint , sins.cost)
u
10 1 ) )
e, =——X = =(Bcost, Bsint, Ccost, Csint)
A 0s 4

1 ) )
e, = — (-Ccost, -Csint , Bcost , Bsint)
A

e, = (-sins.sint, sins.cost , coss.sint , -coss.cost)

dik cat1 alan1 se¢elim. Burada

A= fuT + (&), B =1u'coss-usins , C= u'sinstucost (5.1.3)

dir.

V? nin normal koneksiyonu D, ikinci temel formu h min katsayilari h y ve koneksiyon
formlar wf olmak iizere E* deki yap1 denklemleri

Vg =wi(e) e, +wh(e) e, , 3maf =4 (5.1.4)

Ve 8=l pu t WE(2) e, 1<i, j, k=2 (5.1.5)

bicimindedir. Boylece (5.1.4), (5.1.5) yardimiyla

=B (5.1.6)



\

31

wd = guet

WEE — L&H}-i

Wi = =g
1

wa = =aw'

v
wid = wd = qkw' , k==
u

i
-

elde edilir. Bununla birlikte (5.1.3) ve (5.1.4) den

V. 8 = —akag+ agy
V, 8, = akd; = @i,
V, 83 = =ad; = ko,
V. 8,= ae,+ kadg

V. 8 ==—as,

glv-_aﬂ :1&!2
Ea_’a:_.lggz
Ve oq = ad,

bulunur. Boylece teget ve normal bilesenler sirastyla

Ve

Ve 0 = —akdy —hy 8] = —aey
Wy fg = @k, =Ag 1= —Fey
Ve d, =0 =dg, = @
V®:=0 =fg, #; = QA
h(e,.e,) = aeg D, &8 = = ke,
h(gy,27) = = @a, R.#3=0

h(e;.2;) = fag D, ;= aka;

(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.11)
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Dhi;}: 0
bulunur. Buradan V? nin ortalama egrilik vektorii

H = 2(h(e.,8,) + h(s.,62)) = 2(a + ) e

(5.1.12)
dir. Eger A = %(cr + ) alirsak H = Az; olur.

Boylece H nin e, ve e, yoniinde tiirevi alinirsa

Ve H="T, (ex)=e,(0) es+ AV, a5

‘F&H = "FE[ (Aeg)=e,(A) e; + 7\,?5,:&3
elde edilir. Fakat A fonksiyonu sadece s’ye bagli oldugundan

e, =150 =0

dir. Bu nedenle

gm H= Xgh 8y

=M =d; = Kad,)
= —qda, — al ki, (5.1.13)

\%

¥ H= 6,0 €3+ M=)

= —dfag T e;() eg

(5.1.14)
bulunur. Boylece

E&__H = -AE i']_ + D?{_H
gi‘;H = _AHEE + DEH

oldugundan normal bilesenler i¢in

D’I’-H: _ka k‘i#

(5.1.15)
D, H=2,() e,

(5.1.16)
elde edilir.

Hipotez geregi ortalama egrilik vektorii H paralel oldugundan
ak k=10
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e;(M)=e,(M) =0

dir. Boylece iki durum sézkousudur,

1) A=0 yada

i) k=0
dir.
EgerA=0 ise V> minimaldir.
Egerk=01isek = i oldugundan u = sabittir.
Boylece (5.1.1) yamasi iki gemberin tensdrel carprmi olup bu yiizey 5* de yatan minimal

bir ylizeydir. O

Teorem 5.1.4: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yiizeyi i¢in

AH = (=2/ky(2) - 28, () — kA e,

+ (akey (1) + 6,7 (1) - 487 — 22— a k24, (5.1.17)

dir.
ispat: R* deki bir yiizey i¢in

AH=V ¢ Ve HtVe,Ve,H- V(T a)H- V(¥ e)H (5.1.18)

dir. Ayrica H = Ae; oldugundan H=A n, dir. Boylece (5.1.10) ve (5.1.11) yardimiyla
Ve H= —gia, —ak key ;(e,(1)=0)

Ve, H= —ifa;+e,(\) e;

elde edilir.
Ayrica,
Ve, Ve H=—a’A(l+k)e; (5.1.19)
Ve,V e H= (20, (A) + 265 (B)es + (67 (1)~ 487 s (5.1.20)
Ve
V (¥, 8)H = afike, —ake, (1)e; (5.1.21)

V (¥, e)H=0 (5.1.22)
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elde edilir. O halde (5.1.19) - (5.1.22) esitlikleri (5.1.18) de yerine yazilirsa (5.1.17) esitligi
elde edilir.

Teorem 5.1.4 iin bir sonucu asagida verilmistir.

Sonug 5.1.1. (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen yiizeyin biharmonik olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul
—2[e,(A)— A&y (B)—akpA=0
akey (1) +e,2 (1) - Ap* —a’A—a’k?1=0

olmasidir.

Onerme 5.1.1: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yiizeyi i¢in
e,(A) = afk
e,(0) = APk - 2ka’ (5.1.23)
e,(B) = APk +2ko’

dir. Burada 2A=a+f3 dir.

Ispat:
€;, e, € teget vektor alanlari i¢in
oldugundan
(Vo F(es 8] = (Ve H)( g 8;)
(¥ B ag #) = (Vg h) (e, 8)
Codazzi denklemleri ve (5.1.2) ile (5.1.3) denklemi yardimiyla istenilen sonug elde edilir.
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Tamm 5.1.3: M2 c E* ylizeyi verilsin. Eger

<AH,e; > =0,i=1,2 (5.1.25)

sart1 saglanirsa M 2cE? yiizeyine T.C. yiizeyi denir (Oztiirk ve Arslan, 2008).

Sonug 5. 1. 2: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yiizeyi T.C. yiizeyi ise

bu ylizey iki ¢gemberin tensor carpimi (ya da f 2_2x2= 0) olur.

Ispat. (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen Vranceannu yiizeyi T.C. yiizeyi olsun.

Boylece (5.1.17) ve (5.1.25) esitliklerinden
20k( B —24%)=0

elde edilir. Boylece o # 0 oldugundan ( S 2_ 2/12) =0 yada k = 0 bulunur. Buradan, k =
% oldugundan u = sabittir. Bdylece (5.1.1) yamasi iki ¢emberin tensorel ¢arpimi olup bu

ylizey §* de yatan minimal bir yiizeydir. o

5.2. Diizlemsel Egrinin Tensér Carpiminin imersiyonlari

Bu kisimda tensor carpim imersiyonlari ele alinacaktir. Son zamanlarda diizlemsel ve uzay

egrilerinin tensor carpimlari ise R.Y{icel tarafinadan ¢alisilmistir.(Yiicel, 2004)

Diizlemde
c:IR— IE’vec,:IR— IE® egrileri
c,()=(r(®), (1) (5.2.1)
¢, (8)=(a(s),B(s)) (5.2.2)
parametrelendirmesi ile verilsin. Bu durumda bunlarin tensor ¢arpimlari
f=¢,®c,:IR* > IE*
fitt,s)=(a (@) y®, 6 7O, a(s) 5®), B(s) 5(1)) (5.2.3)



36

biciminde tanimlanir (Mihai ve ark. 1995). Buna gore
%‘E = (F(a(s) , F(B(s) , 8(t) a(s) , 3(t) B(s))
f:':- = (a(s)¥(t) , B(s) ¥(t) , @(s)8(t) , B(s) 8(1))

dir. Burada &, &’nin tirevidir.
Ayrica fit, s) yiizeyinin E* den indirgemis Riemann metriginin bilesenleri
G = g [1¥lley I?
G12= (e - € Mey o) (5:24)
Fza= lleg Pl 113

dir. Boylece f{(t, s) iizerinde bir ortonormal baz { e, , e, }

e, = m %.E (5.2.5)
T TR T e aeE LIl g = G €0 )50
dir.
Bu yiizeyin normal uzayi N,M nin bir ortonormal baz1 ise
1ty = (=f(s) 6(1) , B(s) F(1), &(s) (1) , —ux(5) (1) ) (5.2.6)
1, =(=B(s) (1), B(s) ¥(t) a(s)8(t) , —a(s) ¥(1)) (5.2.7)
ile olusturulur.
Bu durumda f{(t, s) nin minimal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
h(e;, ey )t h(g;,2,)=0
olmasidir. Burada h, {{t, s) yiizeyinin nin ikinci temel formudur. ya da buna denk olarak
(hley ooy ) +hleg o)t =0, i€ {1,2}. (5.2.8)

olur. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur:

Teorem 5.2.1: Oklidyen iki diizlemsel egrinin tensor ¢arpimi e, @e, nin IE® te minimal
ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1) £; 0’dan (orijinden) gecen bir dogrudur

i) ¢; 0’dan (orijinden) gegen bir dogrudur

ii1) ¢; 0 merkezli gember ve ¢; 0 merkezli ortogonal hiperbol ya da tersi
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olmasidir (Mihai ve ark., 1994/1995).0

Y.Teorem 5.2.2: c,(s) = (al#), £ (F) ) ve c, = (coat,sint) dizlemsel egrileri verilsin.

f=¢ @caR*=R* tensor carpimi

Fit.5) = (als) cost, #(F)cost, a(s) eint, F(7) slint)
parametrelendirmesi ile verilsin.bu taktirde,
Vee, = =qa,+ bitg

Vee, = agy = g

€e2 e1 = == bﬁz
692 €, = @y
dir.
Burada
a(s) = alglalsl +0(s10 =)
Iﬂ-z'f,ﬁﬂlzlﬂz'f,ﬁ{['rl
bs) = LE206Y —als) 66s)
leg (s lley(s) |
os) = wleR @i -,S:i.z:l w(D
Jester]
dir.

Ispat: (5.2.9) denkleminin kismi tiirevlerinden

i‘i = (—als)slat, —@(s) sint, alz) cost, F(g)cost)

E = (@'(Flcost, §'(F)cost, a'(slsnt, § (5 sint)

elde edilir. Ayrica Im(f) nin tanjant ve normal vetdrleri sirastyla
-

e,= ﬂ—zla:ﬁ”(—ﬁ(ﬁ sint, —@F(5) slac, a(F) sost, A(F)oeal)

= ﬁﬁ(ﬂ*(sﬁ cont, [J'(5) cos ¢, &' (slotne, G'(F) sint)

(5.2.9)

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)

(5.2.13)
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Ve

= IIELL;II(_*@}EE:I gost, a'(#lcost, —F'(Fsint, a'(s) sint)
2" ﬁ (—F(s)sint, als) sint, f(x) cost, —ald) cost) (5.2.14)
=

tarafindan gerilir. Boylece (5.2.13) da verilen teget vektor alanlarinin yone gore tiirevleri
alinirsa

Ve, =vio L X

Y

llzg)I® 8c® I-:'-r-l ot Ia T

O o (wc'2800 . B fu
||.==J|'-||r;-g||="2 legPlicg

Vee,=V_ L2
a2 chuat( le- | B2

;'H

fz

_ 1 ¥
lopllocl 26

_ r.n:n;‘w.@‘ﬁ& + & F-ad’
e [Elleg &~ ||=,._||=*|Ir:'z||h

J— _ EFE_W—EF
Ve.€ llegllicg ]l

My

Ve

— 13113 &
Vezez = —ﬁ’.ﬁ-‘ it

- T
ez | 1

elde edilir. Benzer sekilde (5.2.14) esitliklerinde verilen normal vektor alanlarinin e, ve e,

yoniinde tiirevleri alinirsa ,

Vel n1 = Vignl

|c |-| | (=f' (&) alnt, —a'(Flalnt, —f'is)eost, —a'(s)cost)

_ o f-af . .zmgg:-
NegPllczll ~ II:,,II“IIrr'gII
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= ﬁ(—ﬁ‘*(s} cost, a'(F) eozt, —F"(F) sine, @"'(F) sine) +

1 of
35(||E'E||) 1ol s

= 1 - R — [ (17

Iﬂ-lzl( B(s) coss, g (gl coat, —8"(#) sint, a"(F) sing)+ ﬁ_i(up II) e,
S L

[lez[I=

Ven, =V ! anp
a2 [e]a 2

- (=5 cost, () woat, —B(s) sins, alg) sint)

_ aff-wf al sl

legFllcgl "2 T eyl Fllegl 2
Ven, 6%(;& )
N ||::|| ~(=F'(s) sint, =a'(s) sint, =F'(s)cost, =a'(s) cost) +
= E

+ 2
N Iri's(la |) lleq g

_ =& ulJ. 2
|=‘5||=||fr'z||

elde edilir.

Sonug 5.2.1: (5.2.3) parametrelendirmesi ile verilen tensor ¢arpimi yiizeyi i¢in

IF?LQL = =iz
Vy B2 = aey (5.2.15)
=0

Ve 1

V,8:=0
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ve
his,, ;) = by
fi(ay, 4;) = =bng (5.2.16)
R(8y #g)=cmy

dir.

Sonu¢ 5.2.2: (5.2.3) parametrelendirmesi ile verilen tensor carpimi yiizeyinin sekil

operatorii matrisleri

— ii‘ 13 _ 13 _ii‘
A, = {ij 1:‘] ) r“lm_ -5 0 ] (5217
dir. Burada b ve ¢ fonksiyonlar1
b(s) — SEE G ale) )
Nz (105 hap =)
c(s) = e A(s) =A(s) mis)”

L]
feate]
dir
Sonu¢ 5.2.3: (5.2.3) parametrelendirmesi ile verilen tensor ¢arpimi yiizeyinin ortalama
egrilik vektorii
H= %(&-I- ¢)tig = Any .

dir. Bunedenle & # ¢ = 0 ise yiizey minimaldir.

Aciklama 5.2.1: Bu tensor carpim yuzeyinin minimal olmast hali I.Mihai ve R.Rosca
tarafindan ispatlandi. Yazarlar ¢aligmalarinda yiizeyin minimal olmasi i¢in ¢, nin orijin
merkezli hiperbol olmasi gerektigini ispatladilar. Gergekten

¢5(#) = (eoshs ,sinh #) hiperbol se¢ildiginden

_ coFR-F=sini" s _
&[;FI'J B (l:::;-si'r:'s'-lsi‘n?r:':'}:' e EF}
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elde edilir. Burada E(klzsﬂ-l- ¢(#)) = 0 oldugu goriiliir. Boylece Mihai ve Rosca nin

=
-

siiflandirma teoreminin saglandig: goriiliir.

Sonug 5.2.4:
e, (b) = wls — &) (5.2.18)
dir.

Ispat:

€;, ;, € teget vektor alanlari i¢in
(gei h)(ej €y ) = .IEFP‘ [FFC'!F I’H}} - '&EF?E l!.-".r ‘!k} - &E‘!‘;:r Fﬂi ‘!k) (5219)
oldugundan
(Ve.h)(es.8,) = (Veh)(es.e,)

(Ve h)e,.e) = (Ve,h)e, €)

Codazzi denklemleri ve (5.1.2) ile (5.1.3) denklemi yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Sonuc5.2.5:

) a(F) =m0, ac' +FF° = 0 ise z,(5) bir ¢ember ve Im(f) tensor garpim yiizeyi bir
Vranceanu yiizeyi olur. Bu yiizey 5%(1) in bir minimal yiizeyidir.

i) B(#)= 0 ise £, () orijinden gegen bir dogrudur. Bu durumda yiizey minimaldir.

i) (F) = 0 ise a(Fl= F(&) F(s) + g(&) seklinde bir egri olur.

Tamm5.2.1: M c E™ bir alt manifold olsun. M nin ortalama egrilik vektorii H i¢in 2 = 0

ise M ye paralel ortalama egrilikli alt manifold ad1 verilir.
TeoremS.2.3: (5.2.9) parametrelendirmesi ile verilen tensdr c¢arpimi yiizeyi paralel
ortalama egrilikli ise bu asagidaki ylizeylerden birisidir;

i) E™ nin miimal yiizeyidir

ii) E™ nin S’ kiiresinde yatan sabit egrilikli bir yiizeydir.
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Ispat: (5.1.1) parametrelendirmesi ile verilen tensdér ¢arpimi yiizeyi paralel ortalama
egrilikli ise yani DH = 0 ise (5.2.14) denkleminden

Aa=0vee,(A1)=0

dir. Boylece asagidaki durumlar s6z konusudur.

1. durum: 4 =0

2.durum: a=0 ve e,(41)=0

Bu durumlar irdelendiginde ylizey 4 = 0 durumunda minimal ve diger durumda ise

sabit ortalama egriliklidir. ikinci durumda a =0 igin
a ($)B(s)+a(s)B ()=0
dir. Yani, c, egrisinin orijinden gegen bir cember oldugunu gosterir. Bu durumda ylizey

iki gemberin tensor carprmi olup S* te yatan bir yiizeydir.

TeoremS5.2.4: (5.2.9) parametrelendirmesi ile verilen tensor ¢carpimi ylizeyi igin

AH = (acd - Ae,(c)—2ce,(A))e, +(es (1) - A(a’ +b* +c*)—ae,(A)n,  (5.2.20)
dir.
Ispat: R* teki bir yiizey igin

(AH=Ve Ve HtVe,Ve,H-V(V, 8 )H-V (T e)H (5.2.21)
dir. Ayrica sonu¢3 den H= A n, dir. Boylece (5.2.13) ve (5.2.14) yardimiyla

Ve H= Abe,- Aan, ;(e,(1)=0)

Ve,H=—cle, +e,(A)n, (5.2.22)
elde edilir. Buradan
Ve, Ve H= —(1e,(c)+2ce,(A)e, +(e2(1)—c’)n, (5.2.23)
dir. Benzer sekilde (5.1.8)den

V (¥, 8)H = acle, —ae, ()N,

V(% 8)H=0 (5.2.24)

elde edilir. O halde (5.2.14) ve (5.2.15)esitlikleri (5.2.12) de yerine yazilirsa
(5.2.11) esitligi elde edilir.
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Yukaridaki teoremin bir sonucu asagida verilmistir.

Sonu¢5.2.6: (5.2.9) parametrelendirmesi ile verilen yiizeyin biharmonik olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul
acA —Ae,(c)—2ce,(1)=0

(5.2.25)
es(A)-A@°> +b*+c*)—ae, (1) =0

olmasidir.

Ac¢iklamaS.2.2: (5.2.20) denklem sisteminin asikar ¢6ziimii A= 0 dir. Bu da “’Chen

conjecture’” 1 dogrular. Ayrica a = 0 ve A =sabit olmas1 halinde (5.2.20)den
e,(b) = Obulunur. Yani b sabittir. Bu nedenle (5.2.25) dan A(b*> +¢*) = 0 bulunur. Bu

da A4 =0 oldugunu gosterir. Boylece c, egrsi orijinden gegen bir dogrudur.

Aciklama 5.2.3: ¢, nin hiperbol olmasi durumunda aciklama  (5.2.14)dan

b(s) = —c(s) elde edilir. Boylece A= 0 dir. Bu durumda (5.2.25) saglanr.
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INDEKS

Altmanifold

Denklem

Egri

Egrilik

Egrilik vektorii

Esitlik
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Harmonik ortalama egrilikli
Minimal

Paralel ikinci temel formlu
Paralel {igiincii temel formlu

Total geodezik

Biharmonik imersiyon
Codazzi

Gauss

Weingarten

Euler-Lagrange

AW(k)-tipinde
Diizlemsel

Frenet

Geodezik
Harmonik I-tipinde
Regiiler

Serbest elastik

Ortalama

Ortalama

Codazzi

3,7

3,6

17

19

11

16

14



Imersiyon

Koneksiyon

Manifold

Metrik

Temel formlar

Tirev

Yizey

Hiperyiizeyler
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Biharmonik 9
Biminimal 9
A-biminimal 10
izometrik 3
Afin 2
Normal 3
Riemann 2.4
Van-der Waerden-Bortolotti 5
Riemann 2
Riemann 2
Ikinci 4
Ucgiincii 4
Kovaryant 2
Paralel ortalama egrilikli 29
T.C. 35
TensoOr garpimi 35
Vranceannu 29



Biharmonik

A-biminimal
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25

27
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