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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

HAREKETLI YUKLERE MARUZ AYAKLI KIRISLERIN TITRESIMININ
INCELENMESI

Emre GEMICIi

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Maline miihendisligi Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Yasar PALA

Bu calismada, bir kirisin hareketli bir yiik ve moment altindaki titresimi incelenmistir.
Destek ayaklar1 igeren basit mesnetli bir kiris Euler-Bernoulli kirig teorisine gore
modellenmistir. Destek ayaklar1 dogrusal bir yay ve dogrusal bir damperden olustugu
varsayilarak modellenmistir. Hareketli yiik, hareketli moment, yay kuvveti ve damper
kuvveti Dirac delta fonksiyonu kullanilarak hareket denklemine dahil edilmistir. Klasik
yontemler ile bu problemin kesin ¢éziimiinii elde etmek olduk¢a uzun ve karmagiktir. Her
bir ayak i¢in kiris, ayaklar aras1 parcalara boliinerek ele alinmalidir. Bu pargalarin her
biri, sinir sartlar1 destek ayak noktalarinda olacak sekilde ayri1 koordinat eksenlerinde
coziimlenmelidir. Ayak sayis1 arttik¢ca ¢oziim daha da zorlasacaktir. Mevcut ¢alismaya
konu yontemle ayak sayisindan bagimsiz olarak, kirisi parcalara ayirmadan tiim kirig
boyunca tek bir koordinat ekseninde ¢oziim elde etmek miimkiindiir. Dirac delta
fonksiyonu seri agilimlarina dontistiiriilerek seri acilimi halinde kesin ¢6ziime elde
edilmistir. Cozlim, basit bir bilgisayar programi yazarak hesaplanabilir. Bu ¢6ziimle
kirisin farkli ayak sayilari; farkli konumlarindaki ayaklar; farkli hareketli yiik, hareketli
moment ve eksenel yiik gibi ¢esitli durumlardaki dinamik davranigi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli yiik, hareketli moment, basit mesnetli kiris, destek
ayaklari



ABSTRACT
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VIBRATION ANALYSIS OF BEAMS WITH INTERMEDIATE SUPPORTS UNDER
MOVING LOADS

Emre GEMICI
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Department of Mechanical Engineering

Supervisor: Prof. Dr. Yasar PALA

In this study, transverse vibration of a beam under moving load and moving moment is
investigated. A simply supported beam with intermediate vertical supports modeled
according to Euler-Bernoulli beam theory. Supports are modeled as linear spring and
linear damper. Force, moment, spring and damper components are expressed using Dirac
delta function in equation of motion. Obtaining exact solution for this problem with
classical methods are quite lengthy and complicated. Beam must be divided into spans
between each support. Each span must be solved separately with different set of
coordinates having same boundary conditions on support points. As the number of
support increases, solution becomes more complicated. However, the present method can
be used to solve the problem for the whole beam length without having to separate into
various spans regardless of number of supports. Dirac delta functions are converted to
series expansions which allows us to get exact solution in form of series expansion. This
solution than can be easily calculated by a computer. Dynamic responses of several cases
such as various number of supports; different support points; various moving load,
moving moment and axial load combinations are examined.

Key words: Moving load, moving moment, beam, intermediate supports
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Cizelge 4.1.

CIZELGELER DiZiNi

Kiris 6zellikleri



1. GIRIS

Gliniimiizde birgok alanda hareketli yiiklere maruz yapilar kullanilmaktadir. Bu
calismada hareketli yiiklere ve hareketli momentlere maruz basit mesnetli kiriglerin
titresimi incelenecektir. Bir hareketli yiikiin, yap1 lizerinde ayni biiyiiklikteki statik bir
yiikten daha fazla yer degistirme ve gerilmelere neden oldugu bilinmektedir. Bu sebeple
yapilarin hareketli yiiklere karsi davranisinin 6nceden tahmin edilebilmesi 6nem
tasimaktadir. Basit mesnetli kirisler, kopriilerin matematiksel olarak modellenmesinde
oldukga uygun bir yontemdir. Clinkii gergek hayatta da sabit ve kayar mesnetli desteklerin
tizerinde asili bulunan koprii tasarimlart mevcuttur. Hareketli bir ylik altindaki kiris
modeline tizerinden tren ge¢en demiryolu kopriileri ve yatay olarak yiik tasiyan kopri
vingler (kreyn) 6rnek olarak gosterilebilir. Hareketli bir moment altindaki kiris modeline
koprii izerinde fren yapan arag 6rnek olarak verilebilir. Araglarin fren yapmast, tekerlerde
farkli tepki kuvvetleri olusturdugu i¢in bulunduklari zemin {izerinde moment etkisi
yaratir. Bir tavan vincinin arabasi tizerindeki kagik bir yiik de hareketli moment olarak

ele alinabilir (Sekil 1.1).

Mp—~
"< 10T 1O
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Sekil 1.1. Bir koprii ving iizerinde hareketli moment olusturan yapi

Farkli yliik ve moment etkisi altinda, sistemin verdigi cevaplar irdelenerek farkl

biiyiikliiklerde ve hizlardaki yiiklerin etkileri hakkinda yorum ve ¢ikarimlar yapilmistir.

Calismada ayrica eksenel ¢ekme yiikii de hareket denklemlerine katilmistir. Eksenel
yiikiin de sisteme etkisi incelenmistir. Ayn1 anda hareketli yiik ve eksenel ¢ekme yiikiine

ve maruz kiriglere drnek olarak teleferik halatlar1 gosterilebilir.

Kopriilerde ara destek ayaklarinin da bulunmasi oldukg¢a yaygin bir durumdur. Calismada

destek ayaklari bulunduran kirisler de incelenmistir. Farkli sayida ve konumlardaki



destek ayaklarina sahip sistemin titresimi incelenmis ve sonuglar karsilastirilmistir.
Destek ayaklarinin matematiksel denklemlerde Dirac delta fonksiyonu kullanilarak
gosterilmesi ¢oziimde kolaylik saglamistir. Bu yontemle ¢oziim, kirisi destek ayaklari
arasinda parcalayarak degil kiris boyunca tek parcada olabildigi i¢in ayak sayisinin fazla

olmasi ¢0zlimil zorlastirmamaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Hareketli yiiklere maruz kirigler gegmiste birgok arastirmaci tarafindan calisilmistir.
Gegtigimiz yliz yilin ortalarindan itibaren demir yolu kdpriilerinin yayginlagsmasiyla, bu

kopriilerin hareketli bir yiik altindaki titresimi mithendislerin ilgi alanina girmistir.

Ayre ve arkadaslar1 (1950) hareketli bir kuvvete maruz iki aralikli bir kirisin dinamik
cevabin ele almistir. Bu ¢alismada basit mesnetli bir kirisin orta noktasinda sabit bir
mesnet oldugu kabul edilmistir. Bu yontem orta noktadan farkli noktadaki ara mesneti ve

birden ¢ok mesnetin oldugu duruma uygulanamamaktadir.

Fryba (1972) hareketli yiik problemlerini kitabinda kapsamli olarak ele almigtir. Hareketli
yiikii Dirac delta fonksiyonu ile ifade etmistir. Integral doniisiim yontemleriyle, hareketli

yiike maruz basit mesnetli kirislerin hareket denklemini ortaya koymustur.

Dmitriev (1974), {i¢ aralikli bir kirisin titresim problemini ele almistir. Araliklarin esit
boyda oldugunu ve ara desteklerin sabit mesnet oldugunu kabul etmistir. Araliklarin
ucundaki mesnetleri smir sart1 kabul edip siireklilik denklemini saglayan formiilleri

ortaya koyarak ¢6ziim elde etmistir.

Kameswara (1989) ara elastik destek ayagi igeren iki ucu ankastre kirisleri incelemistir.
Kirisi, destek ayaginin iki tarafinda iki farkli ¢6ziim bolgesine ayirarak kirisin mod sekil
denklemlerini elde etmistir. Bu yontemin zor tarafi, destek ayagi sayisinin arttirilmasi
halinde, ¢6ziim bolgesi sayisinin da artacak olmasidir. Bu durumda ¢6ztiim daha karmasik

ve zor bir hale gelecektir.

Lee (1994) birden ¢ok ara nokta sinirlari bulunduran hareketli bir ylike maruz kirisin
dinamik davranisini incelemistir. Bu c¢alismasinda Euler-Bernoulli Kkiris teorisini
kullanarak birden ¢ok aralikli kirigin i¢in ¢6ziim elde etmistir. Ara nokta sinirlarini gok
yiiksek yay sabitleriyle tanimlamis ve matris formunda hareket denklemlerini formiile

etmistir. Lee bu ¢aligmasinda farkli kuvvetler i¢in boyutsuz yer degistirme grafiklerinin



ayni oldugunu ve boyutsuz yer degistirmenin kuvvetten bagimsiz oldugunu ortaya

koymustur.

Esmailzadeh ve Ghorashi (1997) diizgiin olarak kismi yayili hareketli kiitlesel yiikler
altindaki bir kirisi Timoshenko kiris teorisine gore analiz etmistir. Hareket denklemlerini
elde ederek bunlart sonlu farklar yontemi ile ¢ozmiistiir. Numerik 6rneklerin sonunda
Timoshenko Kkirislerinde denkleme katilan donel ataletin etkisinin kesme yer
degistirmesine kiyasla 6nemsiz oldugunu ortaya koymustur. Ayrica yayil yiikiin yayilim

alan1 genisledik¢e maksimum kiris yer degistirmesinin azaldigin1 gostermistir.

Reis ve arkadaslar1 (2008) birgok noktada ara destek ayagi iceren hareketli yiik altindaki
kiris i¢in Fourier seri agilimi1 yardimiyla ¢6ziim gelistirmislerdir. Bu yontem birden ¢ok
ve farkli noktalardaki elastik ve soniimleme 0Ozellikli ayaklar1 iceren kiris problemini
kolayca ¢ozmektedir. Ancak bu yontem sadece hareketli ylik i¢in ¢oziim olup kirig
tizerinde hareketli moment ve eksenel c¢ekme kuvveti oldugu durumlar

kapsamamaktadir.

Uzzal ve arkadaslar1 (2012) hareketli bir yiikk ve hareketli bir kiitle altinda Pasternak
temeli {izerindeki bir kirisin dinamik davranigini incelemistir. Fourier doniisiimii yontemi
ile ana denklemin analitik ¢ozlimlerini elde etmistir. Modal analiz ile kismi diferansiyel
denklemleri seri toplam1 halinde adi diferansiyel denklem serilerine doniistiirmiistiir.
Numerik hesaplama ve karsilagtirmalarin sonunda hareketli yiikk veya kiitlenin hizi

arttikca kirisin yer degistirme miktarinin arttigi tespit edilmistir.

Senalp ve arkadaslar1 (2010), Pasternak temeli iizerindeki basit mesnetli bir Euler-
Bernoulli sonlu kirisinin dinamik davranisini ele almistir. Galerkin yontemi ile hareket
denklemlerini ¢ozmiislerdir. Farkli soniimleme oranlart i¢in yapilan numerik
karsilastirmalarda, soniimle orani arttikca kiris yer degistirmesinin azaldigini ortaya
koymuslardir.

Bu iki yontem (Uzzal ve arkadaslari, 2012; Senalp ve arkadaglari, 2010) yayili bir sinir
sart1 olan Pasternak temeli lizerinde ¢6ziim saglasa da noktasal tanimli yaylanma veya

sonlimleme etkisini sahip destek ayaklari i¢in ¢oziim saglamamaktadir.



Zhang ve Shephard (2012), iki ara destek ayagina sahip sonlu bir Euler-Bernoulli
kiriginin, yeni bir sekil fonksiyonu diizenlemesiyle dinamik cevabini elde etmislerdir.
Sonlu elemanlar yontemiyle kiyaslamis ve yontemlerini dogrulamiglardir. Ancak bu
yontemle ara destek noktasinin 6nceki ve sonraki aralig1 gecisinde esit bir sinir sart1 alarak
¢Oziim elde etmislerdir. Bu ¢aligmada da dnceki yontemler gibi kirisi, destek ayaklar
smir kabul edilerek ti¢ farkli aralikta boliindiigii icin ayak sayisinin ¢ok oldugu

durumlarda ¢6ziimii zor olacak bir yontemdir.

Chawda ve Murugan (2020), birlesik hareketli yiik, hareketli moment ve hareketli tork
altindaki bir konsol kirigin dinamik cevabini incelemistir. Laplace doniisiimii yontemiyle
problemin ¢ozlimiinii elde etmislerdir. Bu yontem kirisin ayakli oldugu ve eksenel ¢cekme

yiikiine maruz kaldig1 durumlar1 ¢6zmemektedir.

Zhai ve arkadaglar1 (2022), ara elastik destek ayaklarina sahip kirislerin titresimi igin
kapali formdaki kesin ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bu yontem, keyfi konumlardaki ¢cok
sayidaki destek ayagi problemini, kirisi farkli ¢6zlim araliklarina bélmeden ¢6zmiistiir
ancak serbest titresim cevabi elde edildigi i¢in hareketli yiik altindaki ¢ok ayakli kiriglerin

titresimi problemini ¢6zmekte yeterli degildir.

Onceki galismalardan goriildiigii {lizere arastirmacilarin ¢ogu, birden ¢ok ve keyfi
mesafelerde konumlanmis destek ayaklari probleminin ¢oziimiinii kesin ¢6ziim olarak
ortaya koyamamuiglardir. Bu ¢alisma, hareketli bir yiike, hareketli bir momente ve eksenel
¢ekme yiikiine maruz ¢ok ayakli kiriglerin dinamik davranisina kesin ¢oziim sunmaktadir.
Ayrica ayak sayisimin  veya konumlarmin  degismesi ¢Ozlimiin  zorlugunu
etkilememektedir. Bu yoniiyle de sunulan yontemin, literatiirde ortaya konan Onceki

yontemlere gore oldukga pratik oldugu kabul edilebilir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Euler-Bernoulli Kiris Teorisi Ve Kabuller

Hareket denklemi elde edilirken Euler-Bernoulli kiris teorisi kullanilmistir. Timoshenko
kiris teorisi gibi daha gelismis kiris teorileri olsa da, Euler-Bernoulli kiris teorisi kiris
tasariminda iyi bir sonug¢ almak icin genellikle yeterlidir. Baslica iki kabulden biri, kiris
kesit diizlemi, kiris tarafsiz eksenine her zaman diktir (Erochko, 2020). Eger kiriste kaydi
deger kayma gerilmeleri mevcut degilse bu kabul dogru bir sonug verecektir. Eger kiris
cok derin ve kisa ise kesme gerilmesi egilme gerilmesine kiyasla biiylik olacaktir. Bu
durumda Timoshenko kiris teorisi daha dogru sonuglar verecektir. ikincisi kabul ise
kirisin egilmesinden kaynakli a¢1 degisimleri ihmal edilebilecek kadar kiigiiktiir. Bunlarin
disinda Euler-Bernoulli déhil tiim kiris teorileri i¢in gegerli olan kabuller sunlardir (Han
ve digerleri, 1999):

1. Bir boyut (eksenel yon) diger iki boyuta gore olduk¢a genistir.

2. Malzeme lineer elastiktir (Hooke yasasina uygun)

3. Poisson etkisi thmal edilmistir.

4. Kesit alan1 simetriktir, boylece kirisin notr ekseni ve agirlik merkezi ekseni

cakigiktir.

5. Notr eksene dik olan diizlemler, sekil degistirme sonrasinda da dik olarak kalir.

6. Doniis agis1 kiigiiktiir, kiigiik ag1 varsayimi uygulanabilir.
Kirigin ozellikleriyle ilgili kabuller ise, kirisin diizgiin ve homojen olmasidir. Kiris,
uzunlugu boyunca kesit alan1 ve alan atalet momenti sabittir. Kirisin 6z kiitlesi her
noktada aynidir.
Bir kirigin Sekil 3.1°deki gibi bir kuvvet ve moment altinda oldugunu varsayalim. Yatay
dogrultudaki yer degistirmeyi x ekseni, dikey dogrultudaki yer degistirmeyi ise u ekseni

olarak kabul edelim. Kirigin egrilik yarigcap1 ile moment arasindaki deneysel baginti

(3.1)

|
RIS
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Sekil 3.1. Kiris egriligi
seklinde verilir. Matematiksel olarak ise p egrilik yaricap1 ile u arasindaki iliski

du
S dx?

R [1 + (d—“)zr/2

(3.2)
dx

bagintisi ile ifade edilmektedir. Dikey eksen asag1 dogru pozitif olarak kabul edildigi i¢in

denklemdeki isaret negatif olacaktir. Buradan yer degistirme, momente bagli olarak

ull B M 3 3
(1 +w»*? 3
seklinde ifade edilir. u’ terimi, yatay yer degistirmelerin ¢ok kiigiik oldugu ve denklemde

karesi olarak gectigi i¢in ihmal edilebilir. Bu durumda moment denklemi

2
du _ M (3.4)
dx? El
seklinde elde edilmis olur. Moment terimini yalniz birakirsak
d?u
M = —-El— 3.5
T (3.5)



olarak moment denklemini elde etmis oluruz.

3.2 Hareket Denklemi

m(x), EI(x)

Sekil 3.2. Egilme altindaki kiris

Sekil 3.2’de bir kirig iizerindeki kuvvet ve moment mevcut iken yer degistirmesi
gosterilmektedir. Burada f, m ve El sirasiyla kirigin iizerinde etkiyen kuvvet, birim
uzunluk bagina kirigin kiitlesi ve kirigin rijitliginin x’e bagli fonksiyonlaridir. Kirigin
sonlimii ihmal edilmistir. Kiris iizerinde dx boyunda sonsuz kiigiikliikkte bir elemanin
kesiti goriilmektedir. Bu elemanin tizerindeki kuvvetler Sekil 3.3’te goriilmektedir. Bu

eleman igin U eksenindeki hareket denklemi su sekilde yazilir.

0%u
+1 z F = m(x)dxﬁ (3.6)



v

u

Sekil 3.3. Sonsuz kiiciik bir elemanin serbest cisim diyagrami

Sekildeki kuvvetler Denk. (3.6)’te yerine yazilirsa

2
T(x,t) + ar(g )dx —T(x,t) + f(x,t)dx = m(x)dxgtz (3.7)

[fade diizenlenirse

aT(x £)

b rCt) = mGo Ot (38)

olarak elde edilir. Notr eksen ¢izgisinin gegtigi O noktas etrafinda atalet kuvvetleri ihmal

edilip moment dengesi kurulursa

Z M=0 (3.9)

ve momentler Denk. (3.9)’da yerine yazilirsa



oM

M(x,t)—M(x,t)+— l [T( O+ (xt)

x| dx
(3.10)

+ (f(x, t)dx)7x =0

dx’in kendisiyle ¢arpimi ¢ok kiigliik oldugundan bu c¢arpimi igeren terimler ihmal

edilebilir. Boylece denklem su hali alir:

B OM(x,t)

+T(x,t) =0 (3.11)
0x

0T (x,t)/0x ifadesini elde etmek i¢in Denk (3.11)’deki ifadelerin X’e gore tiirevi alinirsa

0°M(x,t) N aT (x,t)

3.12
0x?2 ox ( )

Tiiretilen 0T (x,t)/0x ifadesini ¢ekip Denk. (3.8)’de yerine koydugumuzda kirigin

hareket denklemini su sekilde elde etmis oluruz

FMx.2) Mot et = mia ) ”(" ) (3.13)

Denk. (3.5)’teki yer degistirmeye bagli moment ifadesi Denk. (3.13) te yerine konulursa

0* (x t)

EP™) —El(x ) + f(x,t) — m(x) 6t2 = (3.14)
Kiris boyunca rijitlik EI(x) ve birim uzunluk basina agirlik m(x) sabit olarak alinir ve
denklem yeniden diizenlenirse hareket denkleminin alttaki gibi son halini elde etmis

oluruz. Yazim kolaylig1 agisindan fonksiyon parantezlerini kaldirarak yazarsak

o*u K

u
i = 3.15
Elo—+pA—mz=f (3.19)

10



Bu denklem Euler-Bernoulli kiris teorisine uyan bir kirisin hareket denklemidir.
Denklemde birim uzunluk basina diisen agirlik m = pA olarak yazilmistir. A kiris kesit
alan1 ve p kirisin 6z kiitlesidir. El rijitlik katsayisi ise kirigin elastisite modiilii olan E ve

sayfaya dik olan eksen etrafindaki alan atalet momentidir.

3.3 Basit Mesnetli Kirisin Serbest Titresimi

Basit mesnetli bir Kirigin gosterimi Sekil 3.4’te verilmektedir. Denk. (3.15)’te f kuvvetini
denklemden ¢ikarirsak, kirigin serbest titresim denklemini elde etmis oluruz. f(x,t) = 0

olarak alirsak hareket denklemi su hali alir:
u
EIT+pA—= 0 (316)

Hareket denklemi t’ye gore ikinci dereceden kismi tiirev, X e gore dordiincii dereceden
kismi tiirev icerdigi goriilmektedir. Bu nedenle U icin 6zel bir ¢6ziim elde etmek i¢in iki

adet baslangig sart1 ve dort adet sinir sart1 gereklidir.

Gl

Sekil 3.4. Basit mesnetli kirigin sematik gdsterimi

Serbest titresim ¢oziimii degiskenlerine ayirma yontemiyle bulunabilir.
u(x, t) = X, (x)T,(t) (3.17)
Denk. (3.17), Denk (3.16)’da yerine konulursa

d* X, (x) d°T,(t) (3.18)

EI— T3 To(0) + pA—15— X (x) = 0

11



olarak elde edilir. Yeniden diizenlenerek su sekilde yazilabilir:

El d*X,(x)  pA d’T,(t)

X,(0) dx* ~  T,(t) dt? (319)

Denklem bir tarafinin sadece X, diger tarafinin sadece t’ye bagli fonksiyonlar oldugu
gorilmektedir. Cozlimiin saglanabilmesi i¢in denklemin her iki tarafi sabit bir say1ya esit

olmalidir. Bu degeri w? olarak kabul edilirse ve denklem diizenlenirse

El 1 d*X,(x) 1 d°T,() _,

_ = = 3.20
pAX,(x) dx* T,(t) dt2 n (3:20)

Boylelikle sadece x ve sadece t’ye bagli iki diferansiyel denklem halinde yazarak ¢6ziim

elde edilebilir. w,* = pAA,*/EI olarak tanimlarsak

d*X, (x)
— wa X, (x) = 0 (3.21)
d’T,(t) .

— t A Ta(®) =0 (3.22)

Denk. (3.22)’in ¢6ziimii su sekilde ifade edilebilir

T,(t) = A, cosA,t + B, sind,t (3.23)

Burada A,, kirisin dogal frekanslari olarak adlandirilir. A ve B baslangi¢ sartlarindan

bulunabilen sabitlerdir. Denk. (3.21) ¢6ziimiinii ise su sekilde kabul edebiliriz

X,(x) = C,e5* (3.24)

Burada C ve s sabitlerdir.

12



st—w,*=0
yardimc1 denklemi tanimlanirsa bu denklemin kdokleri su sekilde yazilir.
S12 = Twy, S12 = tiwy
Hareket denkleminin x’e bagli kisminin ¢6ziimii ise su sekilde edilmis olur
X, (x) = Cy e + Cy ™" 4 (3 e'®n* 4 Cye~i0n*
C1, C, Csve Cysabitlerdir. Denk. (3.27) su sekilde de yazilabilir:
Xn(x) = Cy,, cos(wpx) + €y, sin(wyx) + C3, cosh(wyx) + €4, sinh(wyx)

3.3.1 Sinir sartlari

Basit mesnet i¢in sinur sartlar1 su sekilde verilmektedir:

0%u

yer degistirme = u =0, egilme momenti = Elﬁ =0

Bu sartlar kullanilarak Denk. (3.28)’deki sabitler bulunabilir.

X' (x) = a)nz(—Cln cos wpx — €, sinwpx + C3, cosh wyx + €4, sinh Wnx)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Denk. (3.29) daki sinir sartlarini sirasiyla u(0,t) = u”(0,t) = u(L,t) = u" (L, t) =0

olarak uygularsak

Xn(0) = Cy,, cos w,0 + C;, sinw, 0 + C3, coshw,0 + C,, sinhw,0 =10
€y, +Cs, =0

13
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X",(0) = A, cos wyx + By, sinw,x + C, cosh w,x + Dy, sinhw,x =0 (3.32a)
_Cln + C3Tl = O (332b)

Denklemler (3.31b) ve (3.32b)’den C;,, = C3, = 0 olarak gelmektedir.

Xn(L) = Cy, coswpL + C;, sinwyL + C3 coshw,L + C,, sinhw,L =0  (3.333)
Cy, sinwyL + €4, sinhw, L =0 (3.33b)

X", (L) = A, cos w,L + By, sinwy,L + Cy, coshw,L + D, sinh w,L =0 (3.34a)
wp?(—Cz, sinwyL + Cy, sinhw,L) = 0 (3.34b)

Denklemler (3.33b) ve (3.34b) kiyaslandiginda C,, = C,, =0 icin de esitligin
saglandig1 goriiliir ancak bu durumda tiim sabitler sifir olacagi i¢in ¢6ziim bos olur. Bu
halde ¢6ziimii saglayan esitlikler C,,, = 0, C;, # 0 Ve sin w,L = 0 olarak alinmalidir.

Boylece w,, degeri
Wy, = T n=1273,.. (3.35)

olarak bulunur. w,, degerleri kirisin 6z degerleri olarak adlandirilir. Bulunan sonuglar
Denk. (3.28)’de yerine konuldugunda hareket denklemi ¢oziimiiniin X’e bagl kismi su
sekilde elde edilir

X, (x) = C, sin? (3.36)

Bu ifade de kirisin 6z fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.

3.3.2 Baslangic sartlar

Denklemler (3.23) ve (3.36)’de bulunan x ve t’ye bagli denklemler Denk. (3.17)’da yerine

konulursa

14



u(x,t) = X, ()T (6) = Cy sin"Lix (4, cosA,t + B, sind,t) (3.37)

olarak genel ¢oziim elde edilir. C, terimini Anve By ile ¢arparak A,,C, = A,,, B,C, = B,

olarak ifade edersek hareket denkleminin ¢éziimii

u(,6) = Xu(O)Tn(t) = (An cosAyt + By sind,t) sin$ (3.38)

seklinde son halini alir. A,, ve B,, sabitleri baslangi¢ sartlarmi uygulayarak bulunabilir.
Baslangic sartlar1 genellikle kirigin t = 0 anindaki yer degistirme ve hiz1 olarak belirlenir

ve su sekilde gosterilir:

u(x,0) = X(x)T,(0)

(3.39)
Ju(x,0)
at

= X(x)T,(0)

3.4 Eksenel Kuvvete Maruz Kirisin Titresimi

Eksenel kuvvete maruz kiriglerin titresim problemi; halatlarin, gergi tellerinin ve tiirbin
bigaklarinin incelenmesinde uygulanir. Her ne kadar halat titresim problemi gergin sicim
modeliyle incelenebilir olsa da giliniimiize kadar bir¢ok halat, hafif riizgarlarin neden
oldugu egilmeden dolay1 zaman i¢inde yorulmaya bagl olarak hasar gérmiistiir. Bu
yiizden halatlarin yorulma dayanimlari konusundaki ¢aligmalarda egilmeler de dikkate
alinmalidir. Tiirbin bigaklarinda ise yiiksek hizlardaki akiskanlarin neden oldugu yanal
yiikler ve merkezka¢ kuvvetinin neden oldugu eksenel yiiklerin birlesimi, tiirbin

bigaklarinin hasar almasina neden olmaktadir (Rao, 2017).
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4
Sekil 3.5. Eksenel yiik altinda sonsuz kiiciik bir elemanin serbest cisim diyagrami
P eksenel yiikiine maruz kirisin hareket denklemini elde edebilmek i¢in Sekil 3.5’teki

gibi sonsuz kiigiikliikteki bir elemanini ele alalim. Diisey eksendeki hareket denklemi

yazilirsa

T+aTd T+ f(x,t)d <P+apd) i <9+60d )+P in @
e X f(x, t)dx i x ] sin i X sin

(3.40)
0%u
= pAdX F
ve O noktasina gore donel hareket denklemi yazilirsa
aT dx oM
M+(T+—dx)dx+f(x,t)dx——<M+—dx)=0 (3.41)
dx 2 0x
denklemleri elde edilir. Kiigiik yer degistirmeler igin
00 00 ou 0%u
; — ~ —dx = — + — 3.42
51n<9+axdx)_9+axdx 6x+6x2 (3.42)

16



olarak kabul edilebilir. Denk. (3.15)’te yapildig1 gibi denklemler (3.40), (3.41) ve (3.42)
birlestirilirse ve dx’in karesini i¢eren terimler ihmal edilirse, hareket denklemi tek bir

denklemle su sekilde ifade edilir
d u d°u
—p— = 3.43
Elo—Z =P +pA f (3.43)

3.5 Hareketli Yiiklere Maruz Ayakh Kirisin Titresimi

Hareketli yiiklere maruz kirisler, genellikle koprii ve ving dinamiginde uygulama alani
bulur. Kiris tizerinde ayn1 anda birden ¢ok hareketli yiik etki ediyor olabilir. Bu yiikler
noktasal yiik olduklari i¢in Dirac delta fonksiyonu kullanilarak ifade edilecektir. Ayaklar
ise genellikle yay ve damper 6zelligi gosteren elemanlardir. Ayaklarin da kiris tizerinde
noktasal etki ettigi kabul edilerek Dirac delta fonksiyonu ile gosterileceklerdir. Denklem
ifadelerinde kolaylik saglamasi igin Sekil 3.6’teki gibi farkli konumdaki iki ayak
denkleme katilacaktir ve biri dogrusal yay, digeri dogrusal damper olarak kabul

edilecektir.

— 10 M
1 V\—PVl

\
7 T g B
7 o

Ll

\ 4

S4

\ 4

L

Sekil 3.6 Hareketli yiikk ve momente maruz basit mesnetli ayakli kiris

Hareketli yiikler ve ayaklar Fourier seri agilimi seklinde gosterilecektir. Bu sekilde
ayaklar yayil yiik olarak ifade edilecekleri i¢in ¢6ziim bolgesi tiim kiris boyu olacaktir.
Hareketli yiiklerin hizlari sabit olarak kabul edilecektir. Fohareketli yiikiiniin sabit vo h1z1
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ile ve Mo hareketli momentinin sabit v1 hizi ile ilerledikleri varsayilacaktir. Dogrusal yay
olarak modellenen bir ayak s3 noktasinda ve dogrusal damper olarak modellenen ikinci
ayak ss noktasinda konumlanmis olsun. Sirasiyla k yay sabiti ve ¢ soniimleme sabiti

olarak gosterilecektir.

Onceki boliimlerde [bkz. Denk. (3.37)] basit mesnetli kirisin 6z fonksiyonlar1 sin%

olarak bulunmustu. Oz degerleri ise L w,, olarak tanimlanmisti. Kiriglerin yiik altindaki
L

titresim ¢oziimiinde mod siiperpozisyonu ilkesiyle elde dilebilir. Bu ilke kullanilarak

hareket denkleminin ¢6ziimi

u(x,£) = X, ()T, (t) = Z T, (t)sin(w,x) (3.44)
n=1

seklinde ifade edilir.

3.5.1 Hareketli yiikiin seri acilimi

Sabit bir vo hiz1 ile kiris lizerinde hareket eden sabit biiyiikliikteki Fo yiikii, Dirac delta
fonksiyonu ile su sekilde ifade edilebilir.

f = Fy8(x — vpt) (3.45)

Bu ifade, Fourier siniis serisi halinde yayili yiik olarak ifade edilirse hareket denklemi

¢Oziimiinde kullanilabilir. Bir fonksiyonun Fourier seri agilimi su sekilde tanimlidir:

f(x) =ay+ i a,, sin (nLﬂ) + i b,, sin (nLﬂ) (3.46)

Sabitler su formiillerle bulunur:
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1 L
ag = i.f_Lf(x)dx (3.47)

=1 s ax (3.48)
-1 fL Foo sin (2 ax (3.49)

Boylece -L ve L araliginda periyodik bir fonksiyon olarak seri agilim1 elde edilmis olur.
Tek periyodik fonksiyonlarin Fourier seri agiliminda kosiniis igeren terimler 0 olur. Bu

nedenle kuvvet fonksiyonunun tek periyodik fonksiyon oldugu varsayilirsa seri agilimi

nnx
Fyd(x —vyt) = Z b, sm ) (3.50)
seklinde yazilir ve Denk. (3.49)’dan b,, sabiti
2F
° f 6(x — vyt) sin (mth) dx (3.51)

olarak bulunur. Formiilde —L ve L olan integrasyon araligin1 problemdeki O-L araliginda

uygulamak i¢in ifade 2 ile ¢arpilmistir. Dirac delta fonksiyonunun

j 5(x — @) f(x)dx = f(a) (3.52)
0

bagintisina sahip oldugu bilinmektedir (Kreyszig, 2020). Bu bagint1 kullanilarak b,, sabiti

2F,
b, == Csin (""Lv"t) (3.53)
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olarak bulunur. Bu ifade Denk. (3.50)’de yerine konulursa kuvvet fonksiyonunun Fourier

seri agilimi su sekilde elde edilmis olur:

F (o]
Fo6(x —vot) = TOZ sin (mrvo ) sin (nLLx) (3.54)

n=1

Denk. (3.35)’te (nm)/L ifadesi w, sembolii ile gosterilmisti. Bu durumda kuvvet

fonksiyonunun son hali

2Fy
Fo6(x —vot) = TOZ sin(wy,vot) sin(w,x) (3.55)

n=1
seklini almis olur.

3.5.2 Hareketli momentin seri acilim

Bir kirig iizerindeki hareketli momentin, Sekil 3.7°daki gibi ters yonde etkiyen sabit
biiytikliikteki iki kuvvet tarafindan olusturuldugu varsayilsin. Kuvvetler F ile gosterilsin

ve kuvvetlerin birbirinden Ax mesafesinde uzakta olduklar1 varsayilsin.

F 1 — "
| D |
0] IF
L _> V1
7, Véf;ﬁz
PN
Ax

Sekil 3.7. Kiris lizerinde moment olusturan kuvvet cifti

Orta nokta tizerine etkiyen moment su sekilde yazilabilir:
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Hareket denklemine ise bu hareketli kuvvetler su sekilde eklenir:

f=F6(x—v it + Ax) — F6(x — v;t)

Denk. (3.56)’dan F ¢ekilip Denk. (3.57)’da yerine konulursa

[6(x—vit + Ax) — §(x — vyt)]
Ax

f=M,

denklemi elde edilir. Dirac delta fonksiyonunun bir 6zelligi su sekildedir

[6(x +h) —8(x)]
h

§'(x) = Li_r)l(l)
Buradan hareketle Ax — 0 oldugu durumda Denk. (3.58) su hali alir
f=Myé' (x —vyt)
Fourier seri a¢ilimi ise

nnx )

MyS8'(x — v t) = Z b, sm

seklinde ifade edilir. b,, sabitini bulmak i¢in

2M0 nmwx
j o' (x—vlt)sm( T )dx

denklemi ¢oziilmelidir. Dirac delta fonksiyonunun su 6zelligi bilinmektedir:

L
f 5™ (x — a)f (x)dx = (~1)"F™(a)
0
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Bu bagintiy1 kullanarak b,, sabiti

(3.64)

olarak bulunur. Sabit, Denk. (3.46)’da yerine konulursa hareketli momentin seri agilimi

su sekilde elde edilmis olur:

(0]

2M,
My6'(x — vot) = — - W, cos(w, Vv t) sin(w,x) (3.65)

n=1

3.5.3 Yay ve damper kuvvetlerinin seri agilimi

Ara destek ayaklari, ayakli koprii modellerinde kendine uygulama alani bulur. Ayaklar
genellikle yay ve damperden olusan elemanlar olarak modellenir. Bu ¢alismada da
ayaklarin dogrusal bir yay ve dogrusal bir damperden olustugu kabul edilmistir.
Ayaklarin hareket denklemine seri agilimi yani yayili yiik olarak eklenmesi, bir¢ok ayaga
sahip olsa da kirisin ¢dziim bolgesini parcalamadan, kiris boyunca tek ¢oziim bolgesinde
kolayca ¢6ziimiinii miimkiin kilmaktadir. Ancak hareket denklemlerinin kisa ve basit
goriinmesi i¢in denklemlere biri sadece yay, digeri sadece damper davranisi gosteren iki

farkli noktada ayak ilave edilecektir (bkz. Sekil 3.6).

Yay kuvvetinin Dirac delta fonksiyonu ile gosterimi

fie = kud(x — s3) (3.66)

seklindedir. Denk (3.44)’te verilen u = T, (t)sin(w,x) ¢oziim ifadesi Denk. (3.66)" de

yerine konulursa yay kuvvetinin gosterimi

fic = kT,,(t)sin(w,x)6(x — s3) (3.67)

halini alir. Seri agilimi ise
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- nmwx
kT, (t)sin(w,x)5(x — s3) = Z b, sin (T) (3.68)
n=1
seklinde yazilir. Bu durumda b,, sabiti
2k (* nix
b, = —f T, (t)sin(w,x)8(x — s3) sin (—) dx (3.69)
L J, L
denklemiyle ifade edilir. Buradan katsayilar
2k nms 2k
b, = —T,(t)sin(w,s3) sin ( 3) = —T,(t)sin?(w,s3) (3.70)
L L L
olarak hesaplanir. Boylece yay kuvvetinin seri agilimi
| 2k | |
kT, (t)sin(w,x)8(x — s3) = Tz T, (t)sin?(w,,s3) sin(w,x) (3.71)
n=1
olarak bulunur.
Benzer sekilde damper kuvvetinin Dirac delta fonksiyonu ile gosterimi
Ju .
f. = CE5(X —53) =cT,()6(x — s,) (3.72)

seklindedir. Denk (3.44)’te verilen ¢oziim ifadesi Denk. (3.72)’ de yerine konulursa

damper kuvvetinin gosterimi

fo = T, (t)sin(w,x)8(x — s4) (3.73)

halini alir. Seri agilimi ise

23



: - nmx
T, () sin(wpx)5(x —s4) = Z b, sin (T) (3.74)
n=1
seklinde ifade edilir ve b,, sabiti
2¢ (L, _ _mmx
b, = —f T, (t)sin(w,x)8(x — s4) sin (—) dx (3.75)
L), L
formiiliiyle elde edilir. Buradan
2c . ) . (NS, 2c . .
b, = —T,(t)sin(w,s,) sm( ) =—T,(t)sin?(w,,s,) (3.76)
L L L
olarak bulunur. Boylece damper kuvvetinin seri agilimi
2c
kT, (t)sin(w,x)8(x — s3) = TZ T, (£)sin?(w,,s,) sin(w,x) (3.77)

n=1

olarak elde edilir.

3.5.4 Hareket denklemi ve ¢oziimii

Hareketli bir yiike, hareketli bir momente ve eksenel yiikke maruz basit mesnetli ayaklh
kirisin (bkz. Sekil. 3.6) hareket denklemi, 6nceki boliimlerde elde edilen hareket
denklemleri (bkz. Denk. (3.43)) kullanilarak su sekilde ifade edilir:

(3.78)

u

= Fy6(x —vot) + MyS'(x —vit) — kud(x —s3) — ¢ 5t

6(x —sy)

Denk. (3.44) ‘te verilen genel ¢6ziim ifadesini ve 6nceki bolimlerde hesaplanan yiik seri

acilimlar1 Denk. (3.78)’ de yerine konulursa
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EI Z wiT, (t) sin(w,x) + P Z w2 T, (t) sin(w,x)
n=1 n=1

+ pA Z T,,(t) sin(w,,x)
" _ (3.79)
2F, . . 2M, .
=7 sin(w, vyt) sin(w,x) — TE n Cos(w, V1 t) sin(w,Xx)
n=1 n=1
2k 2¢
T T, (t)sin?(w,s3) sin(w,x) — TZ » (£)sin?(wy,s4) sin(wy,x)

n=1

ifadesi elde edilir. Denklemin her iki tarafindaki sin(w,x) teriminin sadelestirilebildigi
goriilebilir. Her bir n i¢in esitligin saglanmasi gerektiginden ve ifadelerde kolaylik olmasi

bakimindan toplam isaretlerini de kaldirirsak Denk (3.79)

Elw,*T,(t) + Pw,?T,(t) + pAT,(t)

2F,

o 2M, 2k . 5
= Tsm(a)nvot) + I ©n cos(w,vyt) — TTn(t)sm (wns3) (3.80)

2c . . 5
_TTn(t)Sln (wn54)

halini alir. Denklem diizenlenirse

. 2c | o 4 , 2k 5
pAT,(t) + Tsm(a)ns4) T,(t) + [Ela)n + Pw,” + Tsm(a)nsg) T,.(t)

(3.81)
2Fy 0
= Tsm(wnvot) —— “n cos(w, Vv t)
seklinde bulunur. Denklem (3.81) daha basit haliyle
.. . 2F 2M
T.(0) + an Ty (©) + b, T, () = Tosin(a)nvot) - T“wn cos(w,vyt) (3.82)
2c
a, = msm 2(wy,S4) (3.83)
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1 4 ) 2k )
b, = oA Elw, + Pw;, + - sin (wnS3) (3.84)

seklinde ifade edilebilir. Goriildiigli tizere kismi tiirev igeren ¢6ziim denklemi, adi
diferansiyel denklem halini aldi. Denk. (3.82) gibi 6zel kisim igeren diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii homojen ve 0Ozel ¢Oziimlerinin toplami olarak ifade edilir

(Kreyszig, 2020).
T (t) = T, (6) + Ty (£) (3.85)

Hareket denkleminde t’ye bagli kismi ifade ederken kat sayilarin hesaplanabilmesi igin
baslangi¢ sartlarmin uygulanmasi gerektigi daha once belirtilmisti. Ikinci derece bir
diferansiyel denklem s6z konusu oldugu i¢in iki baslangi¢ sartina ihtiyag¢ vardir. Kirisin
t = 0 aninda yani hareketli yiikiin etki etmeye basladigi ilk anda hareketsiz oldugu ve

hizinin sifir oldugu kabul edilirse baslangic sartlar

w(x,0) = X(O)T,(0) =0 > T,(0)=0

(3.86)
Ju(x,0) . .
S = X@TW(0) = 0 = T,(@) =0
Ozel kisimda bir siniis ve bir kosiniis terimi bulundugu igin &zel ¢dziimii
Tnﬁ(t)
(3.87)
= B, sin(wpVvot) + B cos(wpvit) + Bs_ sin(w,vqt) + By cos(wy,vot)
olarak varsayalim. Bu ifade Denk. (3.82)’de her bir terim igin yerine konursa
Toy(t) = =By, wiv§ sin(wyvot)
(3.88)

— B, wivicos(wpvot) —Bs wivE sin(w,vit) — By wivi cos(w,vyt)
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anTné(t) = anBy, WV, cos(wpVot) — an B, wyvg sin(wyvot)
(3.89)
+ anB3, wpv cos(wyVyt) — ay B, wyvy sin(w,vyt)

bpTy;(t) = byB,, sin(wpvet) + byB,, cos(wpvit) + byBs, sin(wpvyt)
(3.90)
+ by By, cos(wpvot)

Ayni olan siniis ve kosiniis terimlerinin sabitleri Denk. (3.82)’deki esitligin sag

tarafindaki ayni siniis ve kosiniis terimlerinin sabitleri ile eslestirilirse

- 2F,
=By, wpvy — apBy wyvo + by By = m (3.91)
—an(l)%vg + anBlnanO + anzn = O (392)
—B3n(1)%1/12 — anB4an1 + an3n =0 (393)
2 2Myw,
—B,, wpVvi + apBs w,vy + byB, = — AL (3.94)

olarak bulunur. Denklemler (3.91), (3.92), (3.93) ve (3.94) sirasiyla sin(w,vyt),
cos(w,vyt), sin(w,v,t) ve cos(w,Vvyt) terimlerinin sabitlerinin esitlenmis halidir. Bu
dort bilinmeyenli 4 lineer denklem sistemi ¢oziildiigiinde B, , B, , B;, ve B, sabitleri

strastyla su sekilde bulunur:

2F,(—w2v3 + by)

B, = 3.95
'n 7 pAL(aZw2vE + b2 — 2b,w2vZ + wivd) (3.95)
2Fya,w,Vvy
By, =— 2,202 4 h2 — 24,2 4,4 (3.96)
PAL(ajwivs + bi — 2b,wivy + wivy)
2Mya,wiv
B;, =— o n’l (3.97)

pAL(aZwivi + b2 — 2b,w2v? + wivy
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2Mywp (—wivi + by)
By, =— 2,)24,2 2 24,2 4,4 (3.98)
pAL(ajwivi + b — 2b,wivy + wivy

Boylece denklemin 6zel kismi1 ¢oziilmiis olur.

Homojen kismin ¢6ziimii ikinci derece adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemiyle

aynidir. Homojen kisim
T, (t) + a, T, (t) + b, T,,(t) =0 (3.99)

olarak ifade edilebilir. Coziim T,,(t) = e™! olarak kabul edilerek Denk. (3.99)’da yerine

konulursa
emt(r2 +a,n +b,) =0 (3.100)
esitligi elde edilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in parantez igindeki kisim 0’a esit olmalidir.

Ayni zamanda bu kisim karakteristik denklem olarak adlandirilir. Karakteristik

denklemin kokleri 1y, ve 1, olarak gosterilsin. Bu kokler

_—anta,r =4, _—a, A, (3.101)
2

T T2, = >

formiiliiyle hesaplanir. /a,,? — 4b,, = /A, ifadesinde A, ’nin pozitif, sifir veya negatif

olmast durumuna gore ti¢ farkli ¢6ziim ifadesi vardir:
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a) Eger A,> 0 ise, iki farkli reel vy, ve r, kokii vardir. Bu durumda ¢oziim

Tnp () = Ay €™t + A, e™t (3.102)

olarak verilir. A,, sabitleri baslangi¢ sartlarindan hesaplanacaktir. T,,(t) ifadesinin tam

hali yazilirsa

T,(t) = A e™t + A, e™' + B, sin(w,vot) + B, cos(w,Vot)
n 1n 2n n n

(3.103)
+ B3, sin(w,v1t) + By, cos(wpVyt)
denklemi elde edilir. Denk (3.103)’in birinci mertebe tiirevi ise
To(t) = Ay, 1y et + Ay 15 e"nt + By w,vo cos(wpvot)
(3.104)

— B,, wpVvo sin(wpvot) + B3, wpvy cos(wnvit) — By, wyvy sin(wy,vqt)

seklindedir. Baslangi¢ sartlar1 T, (0) = T,,(0) = 0, Denklemler (3.103) ve (3.104)’te

uygulanirsa
T,(0) =4, +A, +B, +B, =0 (3.105)
To(0) = Ay, 1y + Ay 12 + By wyVo + Bz wpv; =0 (3.106)
denklemleri elde edilir. iki bilinmeyenli iki denklemden sabitler su sekilde bulunur

_ (B2, + By )1a, — By wyvo — B3 w1y

(3.107)

1
n Ty, — T2,

4, =— (B, + By, )11, — By, wpvo — B3 wy vy (3.108)

n —
rln T'Zn
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b) Eger A,= 0 ise, denklemin tek bir r;  kokii vardir. Bu durumda ¢6ziim
To, (t) = Ay te"nt + A, e"nt (3.109)

olarak verilir. Diger ¢oziimlerin sabitleriyle karismamasi igin bu ¢oziimde sabitler A

sembolii ile gosterilmistir. Bu ifadeyi kullanarak T, (t) ifadesi

To(t) = A, te"n' + 4, e"int + B, sin(w,vot) + By, cos(w,vot)

(3.110)
+ B;, sin(w,v1t) + By, cos(wpvyt)
seklinde yazilir. Birinci tiirevi ise
To(t) = Ay e"nt + A; 1y teint + A, 1y _e"n' + By wpv cos(w,vot)
— B,, wpVvo sin(wpvot) + B3, wpvy cos(wnvit) — By wy vy sin(w,vyt) (3.111)
halini alir. Baglangi¢ sartlarin1 uygulayarak
T,(0) =4, +B, +B, =0 (3.112)
T.(0) = A; + A, 1 + By wyvo+ By wyvy =0 (3.113)
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden de sabitler su sekilde bulunmus olur:
Ay, = (By, + By )11 — By, w,Vo — B3 w,vy (3.114)
A, =-B, —B,, (3.115)
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c) Eger A,< 0 ise, denklemin iki karmasik kokii vardir. Bu kokler

T, =apt Bl

T2, = &n — Bni

olarak verilir. Bu ifadede sabitler

bagintisiyla elde edilir. Denklemin ¢6ziimii ise

To, () = Ay e™" cos Bt + A, et sin Bt

seklinde verilir. Boylece T, (t) nin tam ifadesi su sekilde elde edilmis olur:

To(t) = A ane™t cos Bt — Ay e B, sin Bt + A, ae® sin Bt
+ Azne“tﬁn cos Bt + By, wpvo cos(wpvot) — By wpVvg sin(w,vot)

+ B3 w,V; cos(w,V1t) — By w,Vy sin(wyvit)
Birinci derece tiirevi ise su sekildedir:

To () = Ay ane®t cos Byt — Ay e B, sinft + A, ae™ sinf,t
+ A, e% By cos Bt + By wy Vg cos(wpVot) — By, wnVo sin(w,vot)

+ B3 w,V; cos(wyV1t) — By w,Vy sin(wpvt)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

Sabitleri bulabilmek i¢in baslangi¢ sartlari Denklemler (3.119) ve (3.120)’de yerine

konursa
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T,(0) =4, +B, +B, =0 (3.121)

T.(0) = Aya + A, B, + By w,vot + Bswpv; =0 (3.122)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ¢6ziilerek sabitler su sekilde bulunur:

Aln ES _an - B4_n (3.123)
~ _ (an + B4n)(ln - BlnanO - B3nwn1/1
“n Bn (3.124)

Boylece genel ¢oziimiin £ye bagli kismi olan T, (t) tamamiyla elde edilmis olur. Boylece
hareket denkleminin genel ¢dziimii olan ) :;  Tn(O)sin(w,x) de tamamen bulunmus

olur. Bu yolla hareket denklemi i¢in analitik ¢6ziim elde edilmis olur. Birkag terim
toplami kabul edilebilir dogrulukta sonuglar almak i¢in yeterlidir. Bilgisayar programiyla
ilk birkag terim toplam1 kolaylikla bulunabilir. Bu yontemle kesin ¢oziim elde edilmesinin
yant sira birden fazla ayagin denkleme katilmasi da oldukga basittir ve ¢ézlime herhangi
bir ilave zorluk getirmez. Denklemler (3.83) ve (3.84)’e tekrar gbz atilirsa, bu
denklemlere fazladan ayak ilave etmenin basit toplama islemi ile ifade edilebilecegi

goriiliir. Boylelikle a,, sabiti su sekilde yazilabilir:

2
an = DAL [c1sin?(wnse,) + czsin?(wpse,) +ezsin?(wpse,) + .. ] (3.125)
Burada cy,c,,c3,... damper Ozelligi iceren ayaklarin soniimleme katsayist ve

Scyr Scor Scoy - @yaklarin bulundugu konumlardir. Benzer sekilde b, sabiti

1 2k 2k
b, = o Elwy + Pw? + Tlsinz(wnskl) + Tzsinz(wnskz)
(3.126)
2k3 .2
+ Tsm (wnskg) + ]

32



seklinde yazilabilir. Burada da kq, k;, k3, ... yay 0zelligi igeren ayaklarin yay sabiti ve

Skq» Sky» Skg - ayaklarin bulundugu konumlardir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Onceki béliimde bu ¢alismanin konusu olan kiris problemi i¢in hareket denklemi elde
edildi ve analitik ¢oziim yolu anlatildi. Ilave destek ayaklarinin ¢dziime basitce
eklenebilecegi ve ¢oziime herhangi bir zorluk getirmeyecegi gosterildi. Bu boliimde,
onceki boliimde elde edilen ¢oziim kullanilarak sayisal ornekler gosterilecektir. Bu
ornekler farkli kuvvet degerlerinin etkisi, farkli hareketli yiik hizlarinin etkisi, eksenel
kuvvetin etkisi ve farkli ayak sayilarinin dinamik cevaba etkileri gibi karsilagtirmalar
seklinde olacaktir. Ayrica hareketli yiik altindaki kirisin Ansys paket programi
kullanilarak sonlu eleman analizi yapilmistir. Ayni sekilde hareketli moment i¢in de sonlu

eleman analizi yapilmistir. Bulgular ve karsilagtirmalar ilgili alt boliimde verilmistir.

4.1 Sayisal Ornekler

Sayisal orneklerde kullanilacak olan kirigin 6zellikleri Tablo 4.1°de verilmistir. Kirigin
Hooke yasasina uyan, elastik, 6z kiitlesi her yerinde ayni, izotrop 6zelliklerde oldugunun
kabul edildigini tekrar hatirlayalim. Geometrik olarak da kiris boyunca diizgiin, esit kesit

alan1 ve alan atalet momentine sahip oldugu kabul edilmektedir.

Cizelge 4.1. Kiris ozellikleri

Ozellik Sembol Deger Birim
Kirisin genisligi 0,1 m
Kirisin yiiksekligi 0,1 m
Kirisin uzunlugu 10 m
Kesit alani 0.01 m?
Alan atalet momenti 8.33E-6 m*

m
7800 kg/m?®
2.1E+11 N/m?

Yogunluk

D ~ X N~

Elastisite modilu
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4.1.1 Hareketli yiik ve moment altinda kirisin zamana bagh sekilleri

Sekil 4.1°deki gibi yalmiz hareketli bir yiik altinda basit mesnetli kirisin zamana bagl
sekilleri gosterilmistir. Fo= 20000 N ve vo= 10 m/s olarak alinmistir. n =20 terim toplam1

hesaplanmustir.

Fo l —p N0
[ [
G
a)
F0=20000 N
-0.4 - N
0.3~ N
-0.2 - B

u (m)

03 t=04 i
0.4~ -
r r r r r r r r r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X (m)
b)

Sekil 4.1. Hareketli yiik altindaki kiris a) Sematik gosterim b) Zamana bagh sekilleri, Fo
=20.000 N, vo=10 m/s
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Sekil 4.2’deki gibi yalniz hareketli moment altinda basit mesnetli kirisin zamana bagl

sekilleri gosterilmistir. n = 20 terim toplami1 hesaplanmistir

-0.3 -
t=0.8

u (m)

03F t=0.2

0.4r-
r r r
6 7 8 9 10

gosterim b) Zamana bagl

Sekil 4.2. Harcketli moment altindaki kiris. a) Sematik
sekilleri, Mo = 40.000 N.m ve v1 =10 m/s
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Hem hareketli ylik hem moment altindaki kirisin de zamana bagl sekilleri Sekil 4.3’te

gosterilmistir.
Fo l — M _on
I ‘\ |
% /
7 i
a)
F,=20000 N

0.4 L L L L L L L L L .
031 -
0.2 ,

u (m)

Sekil 4.3. Hem hareketli yiikk hem moment altindaki kiris a) Sematik gésterim b) Zamana
bagl sekilleri, Fo=20.000 N, Mo=40.000 N.m , vo =10 m/s ve v1 =10 m/s

Hem hareketli yiik hem hareketli moment altinda kirisin yer degistirmesinin, beklenildigi
tizere sadece kuvvet ve ya sadece moment altindaki kirislerden daha ¢ok yer degistirmeye

maruz kaldig1 goriilmektedir.
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4.1.2 Farkh biiyiikliiklerdeki hareketli yiiklerin karsilastirilmasi

Yalniz hareketli bir yiik altinda basit mesnetli kirisin zamana bagli orta nokta yer

degistirmesi incelenmistir. Farkli yiik biiyiikliikleri ile titresim cevabinin nasil degistigi

incelenmistir. n = 20 terim toplam1 hesaplanmustir.

Sirasiyla Fo=20.000 N, Fo=2.000 N ve Fo=200 N biiyiikliikteki yiiklerin orta nokta yer

degistirmeleri Sekil 4.4’de gosterilmistir. Hizlar1 vo= 10 m/s alinmustir.
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F=20000 N

-0.05
0
g
‘7 0.05
£
;g"g 0.1
a) S
S 015
<
kvl
g 0.2
= )
5 S
0.25
0.3
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Zaman (s)
F=2000 N
-0.005
0
g
'z 0.005
[}
£
Z 001
N
b) %
g 0.015
<
he]
2 002
= )
5 S
0.025
0.03, 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Zaman (s)
3 Fg=200 N
_0_5x10
0
E
= 0.5
Q
E
z 1
c) )
85 15
<
<
g 2
]
: S
25
3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zaman (s)

Sekil 4.4. Farkli biiytikliikteki ve ayn1 hizdaki hareketli yiik altindaki kirislerin zamana
bagli orta nokta yer degistirmesi. a) Fo=20.000 N ve vo =10 m/s b) Fo=2.000 N ve v =
10 m/s ¢) Fo=200 N ve vo= 10 m/s
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Kirisin orta noktasandan statik bir uygulandigi zaman maksimum statik yer degistirme

_FI?
Us = 48E1

(4.1)

formiilii ile hesaplanir (Case vd, 1999). Fo=20000 i¢in ayni1 kirisin maksimum orta nokta
statik yer degistirmesi 0,238 m olarak hesaplanir. Sekil 4.4.(a)’da gorildiigi {izere
hareketli yiik, aynm1 blytkliikteki statik yiikten daha fazla yer degistirmeye neden

olmaktadir.

Ayni1 hizda ve farkli biiyiikliiklerdeki hareketli yiikler altinda kiris yer degistirme miktari
kuvvetle ayn1 oranda degismistir. Bununla beraber titresim frekanslart ayni kalmistir.
Buradan kirisin frekansinin yalnizca hareketli yiik hizina bagli oldugu ve kuvvetten
bagimsiz oldugu sonucuna ulasilabilir. Bu bulgu Lee’nin (1994) ¢alismasindaki bulgular
ile uyumludur. Boyutsuz orta nokta yer degistirme grafigi Sekil 4.5’te goOsterilmistir.

Boyutsuz zaman vyt /L olarak hesaplanirken yer degistirme u/ug olarak verilmistir.

-0.2

S /

Boyutsuz orta nokta yer degistirmesi (u/u)
o
»
~—~_

EENEVNY,

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Boyutsuz zaman (vot/L)

1.2

Sekil 4.5. Boyutsuz orta nokta yer degistirmesi
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4.1.3 Farkh biiyiikliiklerdeki hareketli momentlerin karsilastirilmasi

Yalniz hareketli bir moment altinda basit mesnetli kirisin zamana bagli orta nokta yer
degistirmesi incelenmistir. Farkli moment biiyiikliikleri ile titresim cevabinin nasil

degistigi incelenmistir. n = 20 terim toplam1 hesaplanmustir.

Sirastyla Mo = 40000 N.m, Mo = 4000 N.m ve Mo =400 N.m biiyiikliikteki ytiklerin orta

nokta yer degistirmeleri Sekil 4.6’de gosterilmistir. Hizlart vi = 10 m/s alinmastir.
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Sekil 4.6. Farkli biiyiikliikteki ve ayni hizdaki hareketli moment altindaki kirislerin
zamana bagli orta nokta yer degistirmesi. a) Mo = 40.000 N.m ve v1 = 10 m/s b) Mo =
4.000 N.m ve v1 =10 m/s ¢) Mo =400 N.m ve v1 =10 m/s
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Ayni hizda ve farkli biyiikliiklerdeki hareketli momentler altinda kiris yer degistirme
miktarlari moment degisimiyle ayni orandadir. Kirigin titresim frekanslari ise ayni
kalmistir. Buradan kirisin frekansinin hareketli moment hizina bagh oldugu sonucuna

ulasilabilir.

4.1.4 Farkh hizlardaki hareketli yiiklerin karsilastirilmasi

Farkl1 hizlardaki hareketli bir yiik altinda basit mesnetli kirisin zamana bagli orta nokta
yer degistirmesi incelenmistir. Farkli yiikk hizlan ile titresim cevabinin nasil degistigi

incelenmistir. N = 20 terim toplami1 hesaplanmistir.

Sirastyla vo=1 m/s, vo= 10 m/s ve v o= 20 m/s hizlarindaki yiiklerin orta nokta yer

degistirmeleri Sekil 4.7°de gosterilmistir. Yiik biiyiikliigii Fo= 20000 N alinmistir.
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Sekil 4.7. Farkli hizlardaki ve ayni biiytikliikteki hareketli yiik altindaki kirislerin zamana
bagli orta nokta yer degistirmesi. a) vo=1 m/s ve Fo= 20.000 N b) vo=5 m/s ve Fo=
20.000 N ¢) vo=20 m/s ve Fo=20.000 N
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Ayni biiyiikliikte ve farkli hizlardaki hareketli yiik altinda kiriste yiik hiz1 arttikca yer
degistirme miktarinin da arttigt gozlemlenmistir. Bunun yaninda kirisin titresim
frekanslar1 azalma gostermistir. Uzzal ve arkadaslar1 (2012) da ¢alismalarinda, hareketli
yiik hizinin artmasi1 durumunda kirisin maksimum yer degistirmesinin de arttigini ortaya
koymuslardi. Bu a¢idan kiyaslandiginda mevcut yontemin tutarlt oldugunu sdylemek

mimkindiir.

4.1.5 Hareketli ve eksenel yiik altindaki Kiris

Hareketli bir yliik ve aym1 zamanda eksenel ¢ekme yiikii altindaki kirisin titresimi

incelenmistir. Zamana bagli orta nokta yer degistirmesi Sekil 4.8’da gosterilmistir.
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Sekil 4.8. Hareketli ve eksenel yiik altindaki kirisin zamana bagli orta nokta yer
degistirmesi, Fo=20.000 N, vo =10 m/s ve P = 40.000 N

Sadece haraketli yiik altindaki yer degistirmenin gosterildigi Sekil 4.4.(a) ile
kiyaslandiginda maksimum yerdegistirmenin azaldigi goriilmiistiir. Bunun yaninda

titresim frekans1 ayni kalmistir. Eksenel ¢ekme yiikii altindaki kirisin daha az ye
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degistirmesi beklenen bir durum oldugu i¢in yontemin tutarliligini géstermesi agisindan

Onemlidir.

4.1.6 Destek ayaklar: iceren hareketli yiik altindaki kiris

Sekil 4.9’da sematik ¢izimi gosterilen tek bir destek ayagina sahip kirisin orta nokta yer
degistirmesi incelenmistir. Yay ve damper sabitleri sirasiyla k =50.000 N/m ve ¢ = 10.000

N-s/m olarak alinmistir.
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Sekil 4.9. Hareketli yiik altindaki tek bir ayak i¢eren kiris a) Sematik gosterimi b) Zamana
bagli orta nokta ye degistirmesi, Fo = 20.000 N, vo= 10 m/s, k = 50.000 N/m, ¢ = 10.000
N-s/mves;=5m
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Sekil 4.10°da iki destek ayagina sahip bir kirisin sematik ¢izimi ve kirisin orta nokta yer
degistirmesinin zaman baglh grafigi gosterilmistir. Yay ve damper sabitleri ayn1 sekilde
k = 50000 N/m ve ¢ = 10000 N-s/m olarak alinmstir.
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Sekil 4.10. Hareketli yiik altindaki iki ayak igeren kiris a) Sematik gosterimi b) Zamana
bagli orta nokta ye degistirmesi, Fo = 20.000 N, vo= 10 m/s, k = 50.000 N/m, ¢ = 10.000
N-s/m, s1=3,5m,s,=6,5m
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Sekil 4.11°de ii¢ destek ayagina sahip kirisin sematik ¢izimi ve Kirisin orta nokta yer

degistirmesinin zaman bagl grafigi gosterilmistir.
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Sekil 4.11. Hareketli yiik altindaki ii¢ ayak igeren kiris @) Sematik gosterimi b) Zamana
bagli orta nokta ye degistirmesi, Fo = 20.000 N, vo= 10 m/s, k = 50.000 N/m, ¢ = 10.000
N-s/m,s1=2,5m,s2=5mves3=7,5m
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4.1.7 Cok arahikh Kirisler

Sekil 4.12’teki gibi ara destek ayaklariin sabit mesnet olarak ele alindigi kirigs modelleri
cok aralikli kiris olarak adlandirilir. ki ve daha fazla aralikli kirislerin dinamik
davraniglart daha Once birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Cok aralikli kiris
problemi genellikle kirisi ¢6ziim bolgelerine ayirarak ¢oziilmiistiir. Bu durumda her bir
¢Ozliim bolgesi i¢in ayr1 bir ¢oziim gegis noktalarinda siireklilik denklemlerinin
olusturulmasi1 gerektigi daha once belirtilmisti. Aralik sayisi arttik¢a ¢oziilmesi gereken

denklem sayisinin artacagi ve ¢6zlimiin zorlasacagi anlatilmisti.

Pbl—» %)

I |
= & 2 & &
it Yk Y Y

Sekil 4.12. Hareketli yiik altindaki dort aralikli kirig

Birden ¢ok destek ayagi iceren kirislerde oldugu gibi, ¢ok aralikli kirislerin de mevcut
yontemle c¢oziimii aralik sayisi arttigi takdirde de zorlasmamaktadir. Lee (1994)
caligmasinda ara mesnetleri yiiksek yay sabiti ile tanimlayarak sabit basit mesnet gibi
davranmasini saglamistir. Mevcut yontemle de ara destek ayaklar yiiksek yay sabiti ile
tanimlanarak sabit mesnet gibi davranmasi saglanabilir.

Belirtilen referanstaki (Lee, 1994) 6rnek hesaplamalarda kullanilan kiris 6zellikleri ile
ayni degerler mevcut yontem ile kullanilarak farkli araliklardaki kirisler i¢in sonuglar elde
edilmistir. Sekil 4.13’te goriildiigii gibi sonuglar aymi grafik iizerinde boyutsuz
koordinatlarda verilmistir. Referanstaki sonuglarla yiiksek oranda uyum ig¢inde oldugu
gbzlemlenmistir. Yay sabiti 10*2 N/m olarak almmustir. Iki, {i¢ ve dort aralikli kirislerde

araliklar boylar1 her bir aralik sayisi i¢in kendi arasinda esittir.
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Sekil 4.13. Farkli araliklardaki kirigler i¢in kuvvet altindaki boyutsuz yer degistirme,
vo=173m/s,L=1m, A=1,146 x 10° m?, p = 7700 kg/m?, E = 207 x 10° N/m?, | =
1,045x 10" m* k=10"%,¢c=0

4.2 Sonlu Eleman Analizi ile Karsilastirma

Hareketli yiik altindaki ve hareketli moment altindaki basit mesnetli kirislerin, Ansys
programi ile analizi yapilmistir. Onceki béliimde incelenen kiris ile ayni geometrik

olgiilerde (0,1 m x 0,1 m x 10 m) bir Kiris kat1 modeli olusturulmustur.

4.2.1 Hareketli yiik analizi

Olusturulan model Ansys programinda siireksiz yapisal (Transient Structural) analiz

sistemine aktarilmistir (Sekil 4.14).
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Sekil 4.14. Ansys siireksiz yapisal (Transient Structural) analiz sistemi

Malzeme olarak Ansys veri tabaninda hazir olarak bulunan yapisal ¢elik (Structural Steel)
secilmigtir. Model, Sekil 4.15°daki gibi 0,1 m boyundaki alt1 yiizlii elemanlar

(hexahedron) ile oriilmiistir.

Sekil 4.15. 0,1 m boyundaki alt1 yiizlii elemanlar ile oriilmiis analiz modeli

Modelin mesnet modellemesi igin sol tarafindaki alt kenar sabitlenmistir (Fixed Support).
Sag tarafindaki alt kenara ise, kayar mesneti modellemek igin yer degistirme
(Displacement) tanimlanmigtir. X ve Z yoniinde sabitlenip Y yoniinde serbest
birakilmistir. Analiz ayarlarinda analiz 21 alt adima (Substeps) boliinmiistiir ve her bir
adimin bitis zamam 0’dan baslatilarak 0,05 s arttirilmistir. Her bir adimda, modelin
basindan itibaren 0,5 m araliklarla ilerletilen 20.000 N kuvvet uygulanmistir. Bu
yontemle hareketli yiik benzeri bir yiikleme modeli elde edilmistir. Sonug¢lardan orta
nokta yer degistirme verileri ¢ekilerek Sekil 4.16° de gosterilmistir ve mevcut yontemin

sonuglari ile kiyaslanmustir.
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Sekil 4.16. Ansys hareketli kuvvet analizi sonuglart ve mevcut yontem sonuglari

Sonuglarin oldukga benzer oldugu goriilebilir.

4.2.1 Hareketli moment analizi

Bu analizde, hareketli yiik analizi ile ayn1 sartlar tantmlanmistir. Kuvvet yerine moment
tanimlanarak analiz yapilmistir. Moment biiyiikligii onceki bolimde hesaplarda
kullanilan moment degeri ile ayn1 alinmistir (40.000 N.m). Mevcut yontem ile bulunan

orta nokta yer degistirmeleri Ansys sonuglar1 ile karsilastirilmistir (Sekil 4.17).
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Sekil 4.17. Ansys hareketli moment analizi sonuglar1 ve mevcut yontem sonuglari

Bu durumda da iki sonug birbirine oldukg¢a yakindir. Farkliliklarin nedeni olarak mevcut
yontemin kullandig kiris teorisi ile analiz programinin kullandig: teorinin farkli olmasi
gosterilebilir. Mevcut yontem Euler-Bernoulli kiris teorisini kullanirken ve Onceki
boliimlerde bahsedilen kabulleri yaparken analiz programi tiim yonlerde yer degistirme

ve gerilmeleri hesaplamaktadir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada, hareketli yiliklere maruz, diizgtin, Euler-Bernoulli teorisine uyan kirislerin
hareket denklemlerini ¢ozmek igin bir yontem gelistirilmistir. Bu yontem, bir arag
tarafindan gecilen kopriilerin dinamik davranislarinin tahmin edilmesinde kullanilabilir.
Hareketli bir yiike maruz kirigin maksimum orta nokta yer degistirmesi, orta noktasindan
ayni biiytikliikte statik bir ylike maruz kirisin maksimum orta nokta yer degistirmesinden
biiyiiktiir. Bu da demektir ki hareketli ytik, ayn1 biiytikliikteki statik yiike gore daha fazla
yer degistirmeye ve daha fazla gerilme olusmasina neden olmaktadir. Bu nedenle statik
yiike dayanan bir yapi, ayni biiyiikliikteki hareketli yiik altinda hasar gorebilir. Bunun
sonucu olarak hareketli yiiklere maruz kirislerin tasariminda dinamik davranislari

incelenmelidir.

Kiriste hareketli ylikle beraber eksenel ¢ekme yiikiiniin de bulundugu durumda,
maksimum yer degistirmenin azaldig1 ortaya konmustur. Bu beklenen bir durum oldugu
icin yontemin tutarli oldugunu gosterir ve eksenel ¢ekme yiikii altindaki kiriglerin

dinamik davranisini incelerken kullanilabilir.

Mevcut yontemin getirdigi kolayliklardan biri de ara ayaklarin, hareket denklemine
kolaylikla eklenebilmesi ve denklemin numerik degil analitik olarak ¢oziilebilmesidir.
Coziim basit bir bilgisayar programiyla ¢oziilebildigi i¢in ayak sayisi arttik¢a ¢coziimiin
zorlugunun ayni olmasi, yontemin sagladigi kolayliklardan biridir. Cok aralikl kiriglerde

ara desteklerin sabit olmas1 durumunda, ayaklara yiiksek yay sabiti verilerek ¢oziim elde
edilebilir.

Bolim 4.1.6°daki gibi farkli ayak adetlerine sahip kirislerin kiyaslanmasi ve ayaklarin
adet ve konumlarinin optimize edilmesi gibi ¢aligmalar da mevcut yontemle yapilabilir.
Onceki boliimde goriildiigii lizere iki ayakli kiris, tek ayakl kiristen kayda deger bir
oranda daha az yer degistirmeye sahiptir (bkz. Sekil 4.9, Sekil 4.10 ve Sekil 4.11). Ancak
iki ayakli kiris ile ti¢ ayakli kiris arasinda ciddi bir yer degistirme farki yoktur. Bu nedenle
verilen drnekler baglaminda, iki ayakli kirisin ii¢ ayakli kiristen maliyet anlaminda daha

efektif oldugu diistintilebilir.
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Mevcut yontemin sonuglart bir analiz programi ile de karsilastirilmistir. Ansys paket
programi kullanilarak yapilan analizlerde, mevcut yontemin sonuglari ile olduk¢a uyumlu
oldugu gézlemlenmistir. Bu ¢alismada analiz zaman araliklarina béliinerek her bir zaman
araliginda uygulanan kuvvet kaydirilarak hareketli kuvvet tanimlanmistir. Normalde
analiz programlarinda, modeli olan bir cisme bir hiz verilerek hareketli kiitle kolayca
tanimlanabiliyorken kiitle icermeyen hareketli bir yiik direk olarak tanimlanamamaktadir.
Bu yontem, hareketli ylik tanimlanmasi1 gereken analizlerde program kullanicilarina

yontem olarak 151k tutabilir.
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EKLER
EK 1 MATLAB Kodlari

EK 1.1 Diferansiyel denklem 6zel ¢6ziimiin sabitlerini bulan program

syms Bl B2 B3 B4 wn vO vl an bn FO MO rho A L t

denkl = - Bl*wn”"2*v0"2 - an*B2*wn*v0 + bn*Bl == 2*F0/ (rho*A*L) ;
denk2 = - B2*wn"2*v0"2 + an*Bl*wn*v0 + bn*B2 == 0;

denk3 = - B3*wn”"2*v1"2 - an*B4*wn*vl + bn*B3 == 0;

denk4 = - B4*wn”"2*v1”"2 + an*B3*wn*vl + bn*B4 == -2*MO0*wn/ (rho*A*L) ;
[A1l2,B12] = equationsToMatrix ([denkl, denk2], [B1l, B2]);

A34,B34] = equationsToMatrix ([denk3, denk4], [B3, B41]);

[
(linsolve (A12,B12))
(linsolve (A34,B34))

EK 1.2 Diferansiyel denklem homojen ¢6ziimiin sabitlerini bulan program

syms Al A2 Bl B2 B3 B4 wn t v0O vl rl r2 alpha beta
$delta>0

Tl = Al*exp(rl*t) + A2%exp (r2*t) + Bl*sin(wn*vO0*t) + B2*cos (wn*v0*t)
+ B3*sin(wn*vl*t) + Bd*cos (wn*vl*t);

dTl = diff(T1, t);

denkl = subs(T1, t, 0);

denk2 = subs(dT1l, t, 0);

[al, a2] = solve(denkl==0, denk2==0, Al, A2)
%delta=0
Tl = (Al*t + A2)*exp(rl*t) + Bl*sin(wn*vO*t) + B2*cos (wn*v0*t)

+ B3*sin(wn*vl*t) + Bd*cos (wn*vl*t);
dTl = diff (T1l, t);
denkl = subs(T1, t, 0)
denk2 = subs(dT1l, t, O
[al, a2] = solve (denkl

|~ ~

’

0, denk2==0, Al, A2)
$delta<0

Tl = Al*exp (alpha*t) *cos (beta*t) + A2*exp(alpha*t)*sin (beta*t)
+ Bl*sin(wn*v0*t) + B2*cos(wn*v0*t) + B3*sin(wn*vl1*t) +
B4*cos (wn*vl*t) ;
dTl = diff (T1l, t);
denkl = subs(T1, t, 0);
denk2 = subs(dT1l, t, 0);
1==

[al, a2] = solve(denk 0, denk2==0, Al, A2)
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EK 1.3 Kirisin zamana bagh yer degistirmelerini gosteren program

%elastisite modulu (N/m”2)
= 2.1le+l11;
kiris genisligi (m)

oo =

’

kiris vyliksekligi (m)

0 o° 5

.7

%alan atalet momenti (m"™4)
I = w*h"3/12;

%eksenel kuvvet (N)
P=....;

$kirisin 6z kitlesi (kg/m”3)
rho = 7800;

%$kesit alani (m"2)
A = w*h;

$kiris boyu (m)
L = ....;

$hareketli yiikiin buyikltugi (N)
FO = ....;

$hareketli yukin hizi (m/s)
v = ....;

$hareketli momentin biytukligd (N-m)
MO = ....;

hareketli momentin hizi (m/s)
vl = ....;

%ayak yay sabiti (N/m)
k= ...

selastik ayak konumlari (m)

s31 = ....;
s32 = ....;
s33 = ....;

%ayak sontmleme katsayisi (N-s/m)
cC = ....;

$damperli ayak konumlari (m)

s4l = ....;
s42 = ....;
s43 = ....;

x = 0:0.01:10;
$toplam indisi

n = 10;
for t = 0:0.2: (L/v0)-Md
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$kiris baslangic¢c sarti

u=0;
for i = 1:n
wn = i*pi/L;
an = 2*c/ (rho*A*L) *sin (wn*s4l) "2 + 2*c/ (rho*A*L) *sin (wn*s42)"2

+ 2*c/ (rho*A*L) *sin (wn*s43)"2;
bn = 1/ (rho*A) * (E*I*wn”4 + P*wn”2 + 2*k/L*sin(wn*s31)"2
+ 2*k/L*sin(wn*s32)72 4+ 2*k/L*sin(wn*s33)"2);

delta = an”2 - 4*bn;
alpha -an/2;
beta = sqgrt(abs(delta))/2;

rl = (-an+sqgrt(delta))/2;
r2 = (-an-sqrt(delta))/2;
Bl = (2*FO0* (- v0"2*wn”"2 + bn))/

(A*L*rho* (an™2*v0"2*wn”"2 + bn"2 - 2*bn*v0"2*wn”*2 + v0™4*wn"4));
B2 = (2*FO0*an*v0*wn) /

(A*L*rho* (an*2*v0"2*wn"2 + bn"2 - 2*bn*v0"2*wn"2 + v0"4*wn"4));
B3 = (2*MO*an*vl1*wn”2)/

(A*L*rho* (an™2*v1"2*wn”2 + bn"2 - 2*bn*vl"2*wn”™2 + v1™4*wn"4));
B4 = (2*MO*wn* (- v1"2*wn”~2 + bn))/

(A*L*rho* (an®2*v1"2*wn”2 + bn"2 - 2*bn*vl"2*wn"2 + v1™4*wn"4));
All = (B2*r2 + B4*r2 - Bl*v0O*wn - B3*vl*wn)/(rl - r2);
Al2 = - (B2*rl + B4*rl - Bl*vO*wn - B3*vl*wn)/(rl - r2);
A21 = B2*rl + B4*rl - Bl*vO0*wn - B3*vl*wn;
A22 = - B2 - B4;
A3l = - B2 - B4;
A32 = (B2*alpha + B4*alpha - Bl*v0*wn - B3*vl*wn)/beta;

Tp = Bl*sin(wn*v0*t) + B2*cos (wn*v0*t) + B3*sin(wn*v1* (t+Md))
+ B4d*cos (wn*v1l* (t+Md)) ;

if delta > 0

Th = All*exp(rl*t) + Al2*exp(r2*t);
elseif delta ==

Th = (A21 + A22*t) *exp(rl*t);
else

Th = A3l*exp(alpha*t) .*cos (beta*t)
+ A32*exp (alpha*t) .*sin (beta*t);

end
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Tn = Th + Tp;
u =u + Tn*¥sin(wn*x);
end

plot(x, u);
hold on

end
xlabel ('x (m)");

ylabel ('u (m)");
set (gca, 'ydir', 'reverse');

EK 1.4 Kirisin zamana bagh orta nokta yer degistirmesini gosteren program

%elastisite modulu (N/m"2)
E = 2.1le+ll;

$kiris genisligi (m)

w o= . .
$kiris yiksekligi (m)
h=....;

%alan atalet momenti (m"™4)
I = w*h"3/12;

%eksenel kuvvet (N)

vl

.7

$kirisin 6z kiitlesi (kg/m”"3)
rho = 7800;

$kesit alani (m"2)
A = w*h;

$kiris boyu (m)
L= ....;

shareketli yikin buyuklugid (N)
FO = ....;

$hareketli yukin hizi (m/s)
vl = ....;

shareketli momentin biytukligi (N-m)
MO = ....;

$hareketli momentin hizi (m/s)
vl = ....;

%ayak yay sabiti (N/m)

k= ....;

selastik ayak konumlari (m)
s31 = ....;

s32 = ....;
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s33 = ....;

%ayak sonumleme katsayisi (N-s/m)

CcC = ....7

$damperli ayak konumlari (m)
sd4l = ....;

sd42 = ....;

s43 = ....;

x = L/2;

t =0:0.01:L/v0;

$toplam indisi
n = 20;

$kiris baslangic¢c sarti
u=0;

for 1 = 1:n
wn = i*pi/L;
an =

2*c/ (rho*A*L) *sin (wn*s41l) "2 + 2*c/ (rho*A*L) *sin(wn*s42) "2

+ 2*c/ (rho*A*L) *sin (wn*s43)"2;
bn = 1/ (rho*A) * (E*I*wn"4+P*wn"2 + 2*k/L*sin(wn*s31)"2
+ 2*k/L*sin(wn*s32) "2 + 2*k/L*sin(wn*s33)"2);

delta an™2 - 4*bn;
alpha = -an/2;

beta = sqgrt (abs(delta))/2;

rl (-an+sqgrt (delta)) /2;
r2 = (-an-sqrt(delta))/2;

Bl = (2*FO0* (- v0*2*wn"2 + bn))/

(A*L*rho* (an"2*v0"2*wn”"2 + bn”"2

B2 = (2*FO*an*v0*wn) /

(A*L*rho* (an"2*v0"2*wn”"2 + bn”"2

B3 = - (2*MO*an*vl*wn"2)/

(A*L*rho* (an”"2*v1"2*wn"2 + bn”"2

B4 = —(2*MO*wn* (- v1"2*wn"2 + bn))/
(A*L*rho* (an"2*v1"2*wn”2 + bn”"2

2*bn*v0"2*wn"2 + v0™4*wn"4)) ;

2*bn*v0"2*wn"2 + v0™4*wn"4)) ;

2*bn*v1"2*wn*2 + v1™4*wn"4));

- 2*bn*v1"2*wn"2 + v1t4*wn"4));

All = (B2*r2 + B4*r2 - Bl*v0O*wn - B3*vl*wn)/(rl - r2);
Al2 = -(B2*rl 4+ B4*rl - Bl*vO*wn - B3*vl*wn)/(rl - r2);
A21 = B2*rl + B4*rl - Bl*vO*wn - B3*vl*wn;

A22 = - B2 - B4;

A3l = - B2 - B4;

A32 = (B2*alpha + B4*alpha - Bl*v0*wn - B3*vl*wn)/beta;

Tp = Bl*sin(wn*v0*t) + B2*cos (wn*v0*t) + B3*sin(wn*vl*t)

+ Bd*cos (wn*vl*t);
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if delta > 0
Th = All*exp(rl*t) + Al2*exp(r2*t);

elseif delta ==

Th = (A21 + A22*t) *exp(rl*t);
else
Th = A3l*exp (alpha*t) .*cos (beta*t)
+ A32*exp (alpha*t) .*sin (beta*t);
end

Tn = Th + Tp;

u =u + Tn*sin(wn*x);
end
plot(t, u);
xlabel ('Zaman (s)');
ylabel ('Orta nokta yer degistirmesi (m)');
grid;

set (gca, 'ydir', 'reverse');
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