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BIR KAYMALI Y ATACIN ELASTOHlDRODiNAMIK 
iNCELENMESINDE SONLUF ARKLARA DAY ANAN 
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E/astolıidrodinamik (EHD) yağlama teorisi, kaymalı yatakların performans 
karakteristiklerini, yatak elemanlarının - mil ue burç- e/astik d eformasyon/arını da 
gözönüne alaralı ince/er. Bu yazıda bir EHD yatalı analiz inde elastisite ıoe hidrodi
namikten bazı temel bağıntıların nasıl koordine edildiği açıklanmakta daha sonra 
karmaşık kısmi diferansiyel denklemlerin son/u farkiara dayalı çözüm prosedürü ue 
bununla ilgili Fortran dil inde bir program verilmektedir. 

ABSTRACT 

In this study performunce charocteristics of journal bearings are inuestigoted, 
including the shaft deforma tion. To determine the pressure distribution and oil 
film thickness R eynolds' differe ntia/ equation is solued w ith R eynolds type of 
boundary conditions while consitutiue equations, usab/e for linear elastic materials, 
are utilized to d etermine the de formations. 

When shaft de{ormatio n is considered together with liner de{ormotion, 
beoring performunce is obserued to be innegligibly important. There fore it can be 
concluded that e lasticities o f beoring materials must be taken into account during 
design. 

GİRİŞ 

Yatak hesabında yatak malzemesinin rijit kabul edilmesi hesaplarda mühim 
bir kolaylık getirir. Ancak şurası açıktır ki mil ve burçta oluşan deformasyonların 
ihmalinde teşekkül eden filmin geometrisi hakkında edindiğimiz bilgi gerçeğe uy
gun değildir. Bilindiği gibi rijidlik kabulü halinde film in enkestt biçimi yatak bo-
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yunca aynı kalmaktadır . Halbuki EHD inceleme gösteriyor ki genelde film geomet
risi r, 9, z değişkenlerinin fonksiyonu olmaktadır . 

c 
c 
e 
E 
G 

h 

R 

Radyal açıl\lık (mm), R-r 
Bir sabit, 2 + 'Alp. 

SEMBOLLER 

Yatak eksantrikliği (mm), ce 
Young modülü (N /mm2

) 

Basınç faktörü , e aP 
Rijrd ya~ film kalınlığı (mm ) 
Birimsiı rijid yağ film kalınlığ ı, ı + E cos O 
Rijid haldeki minimum· film kalınlı~ı, ı - e 
Deformasyonlu yağ film kalınlı ğ ı 

Yatak genişliği (mm ) 
Yağ basıncı (at ) 
Maksimum yağ basıncı (at ) 
Basınç genliği 

Mil yarıçapı (mm) 
Burç yarıçapı (mm) 
Burç kalınlığı (mm) 

u, v, w Yatak deformasyon bileşenleri (mm) 
u Boyutsuz radyal yöndeki deformasyon 
w* Relaksasyon parametresi 
W Yatak yükü 
y Boyutsuz radyal mesafe, r/a 
r, z Silindirik koordinat takımında mesafe (mm) 

a 

i3m,n 
€ 

ekı 

rı 
o 
'A 
11 
V 

Tk, l 
Tki, k 
w 

Piezo-viskoz katsayısı 
Faz farkı açısı 
Eksantriklik oranı, e/c 
Birim şekil değiştirme tansörü 
Yağın viskozitesi (Ns/m 2

) 

Silindirik koordinat takımında açılar 
Lam e sabiti (N /mm 2 

) 

Lame sabiti, kayma modülü (N/mm2
) E/2 (1 + v) 

Poisson oranı 
Geritme tansörü (N/mm2

) 

Geritme tansörünün, k bileşenine göre türevi (N /mm3 ) 

Sabit burçta muylunun açısal hızı (rad/s) 

Şekil l'de konvansiyonel bir kaymalı yatak enkesidi görülüyor. Bu şekilden 
burç ve milin ve aynı zamanda gövdenin rijid olduğu kabul edilerek bulunan p yağ 
basıncı dağılımı ve film biçimi verilmiştir. Bu enkesit rijit bir yataktaki stasyoner 
yağlama durumunu muayyen geometrik ve işletme şartları altında tamamen temsil 
eder. 
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Şekil: 1 - Kaymalı yatakta temel büyüklükler 

Bir kaymalı yata~ın performansı yani görevini yerine getirebiiirliği birçok 
de~işken tarafından belirlenir. Bunlara kısaca performans karakteristikleri denilir. 
Bu karakteristikler kabaca yata~ın geometrisine ve işletme şartlarına aittirler. Ör
ne~in yatak çapı, yatak boyu, burç kalınlı~ı, yatak malzemesi, kullanılan yağın 
viskozitesi, minimum film kalınlı~ı, devir sayısı, yatak yükü gibi. 

Bu çalışmada gözönüne alınan yatak Şekil 2'de gösterilmiştir. Burada böyle 
bir yatağın ele alınışı mildeki e~ilmenin hesaba girmemesine yöneliktir. Böylece 
problemin, analizin esaslarını gözden kaçıracak tarzda karmaşıklaşması önlenmiştir. 

Derli toplu ifade etmek gerekirse mil ve burç deformasyonlarının yatak per
formansının karakteristiklerini nasıl değiştireceği ve bundan pratiğe ait bazı .sonuç. 

!ann bulunması konuyu oluşturmaktadır. 

Şekil: 2 - Problemde esas alınan kaymalı ya tak 
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REYNOLOS DENKLEMi VE EHD iNCELEMEYE UYARLANMASI 

Hidrodinamik teorinin temelini oluşturan Reynolds denklemi silindirik koor
dinatlarda ve boyutlu formda aşağıdaki gibi verilir . 

_a_<h3 ar )+ -a-<h3 ar )=s71 u..L...ill!__ 
r 2 ao ao az az r ao 

{1) 

Bu denklemin çözümü sistemde deformasyon olmadı~ı halde yağda oluşan 
basınç dağılımını verir. Sonuçların genelliği açısından aşa~ıda verilen boyutsuz 
Reynolds denklemiyle çalışmak uygun olur. 

_a_ (H 3 ___QL) + _a _(H 3 __Qf_) = 6 ~ ao r ao az r az ae 
(2) 

Denklemde görülen yağ film kalınlığı fonksiyonu H, EHD analizde iki terimin 
toplamı olarak düşünülmelidir: 

H= Hr+ u {3) 

Burada H, Hr ve u; r, O ve z' in fonksiyonlan olup, u mil ve burcun radyal de
formasyonlarının toplamıdır. 

BÜNYE DENKLEMLERİNİN KULLANILMASI 

{3) üncü denklemde görünen u radyal deformasyonun hesaplanması için elas
tisite teorisinden bilinen lineer, elastik, sıkışahilir ve izotrop malzerneye ait bünye 
denklemlerinden (gerilme ve şekil değiştirme bağıntılarından) yararlanılır. Bünye 
denklemleri tensörel formda 

k, l = x,y,z 
(4) 

ile verilir. Başka bir ifadeyle genelleştirilmiş Hooke bağıntıları kompakt şekilde 
(4) bağıntısıyla gösterilir. Burada 'A ve J1 Lam~ sabitleri olup 

vE 
" = - ---=-=---

(1 + v) (1 - 2v) 

E 
JJ.=G=----

2 (1 + v ) 

(5) 

(6) 

dür. (4) üncü bağıntıdaki uzama oranları ve kayma açıları silindirik koordinatlarda 
aşağıdaki gibi ifade edilir: 

(a) 

= ı_ "( = _!_ _!_ ~ av V 
€rO 2 rO 2 ( r aa +ar- - -r -) (b) 
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ı av u E =- (--)+- (c) ee r ao r 
(7) 

Erz - ı ı au - 2 1 rz = 2 ---a;- (d) 

fzz = ~ (e) 
az 

ı ı av 
Eoz = 2 1oz =2 a;- (f) 

olur. u, V ve w yer değiştirme miktarlan r, e ve z in fonksiyonudurlar. İhtiyaç duyu. 
lan diğer bir bağıntı grubu da dengenin diferansiyel denklemleridir. Genel halden; 
gravitasyonel, manyetik ve atalet kuvvetlerinin kabili ihmal olduğu gözönüne alı· 
nırsa, denge denklemleri tensörel formda 

r kl , k =O 
(8) 

k, ı = x, y, z 

ile ifade edilir. 
(8) diferansiyel denge denklemlerinin silindirik koordinatlarda açık yazılışı şu 

şekildedir. 

a r rr ı arro arrz ı 
--+- - -+--+-(r -r8e)=O 

ar r ar az r rr 

arro ı aroe arez 2 
--+--- +-- +-r 8 =o 

ar r ao az r r 

arrz ı arez arzz ı 
- - + -- --+--+-r = O 

a r r ae az r rz 

(4) den bulunan gerilme-şekil değiştirme bağıntılan aşağıdaki gibidir. 

rrr = (A. + 2~) Err + A. (Eee + Ezz> 
r80 = (A. + 2~) Eoo+ A. (Err + Ezz> 

Tzz = (A + 2~) Ezz + A (Err + €80) 

rre = 2~ Ere 

r rz = 2~ Erz 

(9) 

(ı O) 

(7) bağıntılan, (ıO) bağıntılarında yerine konur ve bunlarda (9) da yerleşti

rilirse dengenin diferansiyel denklemleri yerdeğiştirmeler cinsinden elde edilir. 
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al ı a2 a 2 v ı av V __ v + - _v_ (A. + 21l) +ll--+ ll-- --- ll-2- (ll) 
ll arz rl a92 azz r ar r 

ı a ı a 2 u ı azw 
+(A.+31l)- _u_+(A.+Il)- --+-A.-aaa =O 

r2 ae r 2 arao r l1 z 

a2 w ı au a2 u ı a
2

v -
(A. + 21l) --+--- (A. +ll)+ (A. +ll) -a a + (A. +ll)- aza9 -O 

az2 r az r z r 

Şekil 3'de, Şekil 2'de ·ele alınan yataktakimümkün basınç da~ılımı gösteril
mektedir. Muylunun yatak boyunca sehimi olmadı~ı kabul edilmektedir. 

Şekil: 3 - Kaymalı yataklarda z yönünde 
mümkün olan basınç dağılımı 

Silindirik koordinat takımı Şekil 3'deki gibi yerleştirilirse P basınç da~ılıını, 
rejim halinde yata~ın orta enkesitine göre simetri arzeden bir yüzeyle belirlenecektir. 
Bu özellik, sınır şartlannı ve önerilecek basınç ve deformasyon fonksiyonlannın se
çiminde önem taşır. Söz konusu simetri gözönüne alınarak basınç da~ çift 
de~işkenli bir Fourier serisi olarak ele alınır: 

2m 1rz 
p = L L P . Cos 

1 
. Cos (nO + ll ) m,n m,n 

(12) 

Dikkat edilirse P deki orta enkeside göre simetri z de~işkeninin sadece cos'lü terim· 
lerle gözükınesinde anlaşılmaktadır. Açısal koordinata göre bir simetri genelde ol
mayaca~dan 9 de~işkeni faz farkı açısı Ilm n 'le beraber ifade edilmiştir. , 

Reynolds denklemindeki basınç da~lımının 

kz 
p = Cos -- . Cos nO 

a 
(13) 

formunda oldu~unu düşünelim. Buna mukabil mil veya burcun her üç do~rultuda 

-168-



deformasyonlan için 
kz 

u= au (r) Cos - - . Cos nO a 

kz 
v = an v (r) Cos -- . Cos nO a 

w= ak w (r) Sin~ . Cos nO 
a 

(ı4) 

teklif olunabil ir. Bunlar (7) ve (4) bağıntılanyla birlikte aşağıdaki diferansiyel 
denklemleri verirler. 

d2 u C du 2 2 u n dv 
C--+- - - - (n + k y 2 + C)-- +- (C- ı) --

dy2 y dy y 2 y dy 

n 2 dw 
-(C-ı)-v+ k (C-ı)--= 0 

y• dy 

d 2 v ı dv v 2 2 2 ı du 
--+- --- - -(n + n C+k y )--(C -ı)--
dy2 y dy y 2 y dy 

c k2 

- - -(C + ı)- -(C- ı) w= O 
y2 y 

d2 w ı dw n2 
2 du u -- +---- (- -+ek) w-(C-ı)-- -(C- ı ) 

dy 2 y dy y 2 dy y 

V 2 
---yın (C-ı)=O 

(ı5) denklemleri şu sınır şartlan kullanılarak çözülebilir. 

Burç için : 

r = a 'da 

r = b 'de 

z = O ve 

z = ± ı /2'de 

Mil için : 
r = O'da 

Trr =- P 

Tre= o 
Trz = O 

u= v =w=O 

w =o 
Tre = o 
Trz = O 

u = v = w= sonlu 

(ı6) (a) ve (b) şartlan mil için de geçerlidir. 

(a) 

(b) 

(c) 

( ı5) 

(ı6) 

(ı 7) 

Genelde (ı3), (ı2 ) basınç dağılımının bir harmoniğini temsil eder. Bu ba
sınç dağılımından doğan deformasyon u ise, basınç genliğinin Pmn olması halinde 
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deformasyon p mn u olacaktır . Bu durumda mil ve burç üzerindeki radyal defar

masyon 

2 m 7TZ 
u= L L p . u (r) . Cos 

1 
. Cos (n9 + tlm n> (18) m ,n , 

serisiyle ifade edilebilir. Mil ve burç için ayn ayn iki u serisi kullanılır ve bulunan 

bu radyal deformasyonlar 
(19) 

şeklinde toplanır ve (3) de yerine konur. Bu suretle düzeltilmiş H bulunur ve bu 
de~erlerle (2) ye tekrar dönillür, yeniden p da~ılıını hesaplanır ve bu işlem muay· 
yen hata sınırına erişilinceye kadar tekrarlanır, yani iteratif bir çözüm metodu söz 
konusudur. 

Nümerik Çözüm 

(2) Reynolds boyutsuz denklemi, türevler merkez sonlu farklar cinsinden ifa· 
de edilerek bir sonlu fark denklemine dönüştürülür. Bu sonlu fark denklemi 8 ve z 
üzerine yayılı bir a~ın dü~üm noktalannda çözillür (Şekil: 4). lteratif işlemin çabuk 
yakınsaması için kaba ve ince olmak üzere iki a~ kullanılır. Kaba atda bulunan 
de~erlerle ince a~da çözüme geçilir. Bulunan basınç da~ılıınından yukandaki gibi 
hesaplanan u lar ile elastik yatak elemanlan halindeki H bulunur ve işlem tekrarlanır , 

yani belirli bir Hr de~işiminde yatak elemanlan rijit addedilerek p bulunur, bu p 
den do~an u lar, Hr ye eklenir. Bu düzeltilmiş H= Hr +u de~eri ile yenip da~mı 
bulunur ve bu şekilde devam edilir . 

... 
Ht· t 
~;ı 

.. . . 

Şekil: 4 - Ağ düzeni 

SONUÇLAR 

. :· Sistem fiı;i~sel olarak incelendi~inde, deformasyonlarla film kalınh~ı art· 
tı~ı ıçın, başta sabıt olan eksantrisite de de~işecek , mil de merkeze dolfu yakla· 
şacak, dolayısıyla basınç gradyentleri küçillecekt' B d ' te tif özüm yön· 
te · d rı 'k ır. u urum ı ra ç 
mın e ızı .sel olarak problemin yakınsayaca~ını göstermektedir. Fakat fıziksel 

yakınsayan bır model matemat'k ı ksa . . · "ni m· 1 se ıra yabılır. Bunun için bazı matematik o e 
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Program Ak ı ş Şeması 
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ler mevcuttur. Bunlardan birisi de aşın veya düşük retaksasyon parametresi kullan
maktır. w* relaksasyon parametresi olmak üzere deformasyonlann hesabında kul· 

lanılacak basınç 

k k * k - 1 
Pi = w*pi + (1 -w ) Pi (20) 

şeklinde hesaplanır. Burada i, bulunulan düğüm noktasını, k ise iterasyon sayısını 
göstermektedir. Akış diyagramı verilen program için aşı:ı re~ak~~o~un yararlı ol· 
duğu anlaşılmıştır ve optimum retaksasyon parametresı degerı w .. - 1,95_ o~~k 
saptanmıştır (Şekil : 5) de w* değerleriyle program zamanının munasebetı goste· 

rilmektedir. 

..;: ·ır • : J. 

Şekil: 5 - Rölaksasyon parametresinin op timizasyonu 

2· Büyük eksantrisite veya büyük deformasyon değerlerinde düğüm noktala· 
rındaki basınç ve deformasyon değ işimleri için tamamen keyfi değerler seçilir ve 
iterasyon yapılırsa program yakınsamayabilir veya ite rasyon sayısı revkalade fazla 
olur. 

3· Kaba ve ince ~ki hesap ağı kurulması her zaman tavsiye olunur. Bu suret· 
le yakınsama hızı arttırılmaktadır . 

4- Programda müteakip eksantrisite değerleri ve farklı yatak boşlukları için 
hali hazırda hesaplanmış defo rmasyon değerlerinin ilk iterasyon adımında kullanıl· 
ma imkanı mevcuttur. 
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