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OZET

Yiksek Lisans Tezi

HARMONIK YALINKAT FONKSIYONLARIN
LINEER KOMBINASYONU

Merve DEMIRCAY

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Elif YASAR

Bu tezde, kompleks degerli, harmonik, yalinkat ve bir yonde konveks fonksiyonlarin
lineer kombinasyonlar1 incelenmistir. Tez, bes boliimden olusmaktadir. ilk boliimde,
tezin amaci, kapsam1 ve mevcut ¢alismalar igindeki yeri belirtilmistir. ikinci bdliimde,
analitik ve harmonik yalinkat fonksiyonlar ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremler
verilmistir. Uciincii béliimde, belirli bir 6zellige sahip yeni bir harmonik fonksiyon
olusturmak i¢in kullanilan kesme yontemi ve lineer kombinasyon teknigi agiklanmistir.
Dordiincii boliimde, reel eksen veya imajiner eksen yoniinde konveks harmonik yalinkat
fonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 iizerine yapilan bazi makaleler incelenmistir.
Ayrica, reel eksen yoniinde konveks harmonik fonksiyonlarin lineer kombinasyonunun
reel eksen yoniinde konveks olabilmesi i¢in yeter kosullar arastirilmistir. Son boliimde,
tezde incelenen ve arastirilan sonuglar 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik, yalinkat, lineer kombinasyon, bir yonde konveks,

konveks.
2023, xi + 60 sayfa.
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ABSTRACT

MSc Thesis

LINEAR COMBINATIONS OF HARMONIC
UNIVALENT FUNCTIONS

Merve DEMIRCAY

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Elif YASAR

In this thesis, linear combinations of complex-valued, harmonic, univalent, and convex
in one direction functions are investigated. Thesis consists of five chapters. In the first
chapter, the aim, the scope and the place in the literatiire are given. In the second chapter,
basic definitons and theorems related to analytic and harmonic univalent functions are
stated. In the third chapter, shear construction method and linear combination technique
are explained that are used to construct new examples of harmonic univalent functions
with a particular property. In the fourth chapter, some studies concerning linear
combinations of harmonic, univalent, and convex in the direction of the real axis or
imaginary axis are studied. In addition, sufficient conditions for the linear combination
of functions harmonic and convex in the direction of the real axis to be convex in the
direction of the real axis are investigated. In the last chapter, the results examined and
explored through the thesis are summarized.

Key words: Harmonic, univalent, linear combination, convex in one direction, convex.
2023, xi + 60 pages.
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{z € C: |z| < 1} a¢ik birim diski

f(0) =0, f'(0) = 1 normalizasyonuna sahip analitik yalinkat
fonksiyonlarin sinifi

h ve g iki analitik fonksiyon olmak iizere f harmonik fonksiyonu
f(0) =ay, =0,f1,(0) = a; = 1 normalizasyonuna sahip harmonik
yalinkat fonksiyonlarin sinifi

Sy sinifinda f;(0) = b; = 0 normalizasyonuna sahip olan harmonik
yalinkat fonksiyonlarin sinifi

f harmonik fonksiyonunun genislemesi (genlesmesi, dilatasyonu)
z kompleks sayisinin reel kismi

z kompleks sayisinin imajiner kismi

k(z) = (1_22)2 Koebe fonksiyonu
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1. GIRIS

Bir f = u + iv analitik fonksiyonunun reel kismi olan u(x,y) ve imajiner kismi olan
v(x,y) fonksiyonlar1 Laplace denklemini saglar ve boylece bu fonsiyonlarin her ikisi de
harmoniktir. Ayrica, u(x,y) ve v(x, y) fonksiyonlart Cauchy-Riemann denklemlerini de
sagladigindan bu iki fonksiyon birbirlerinin harmonik eslenigidir. Bu tezde, u(x,y) ve
v(x,y), Laplace denklemini saglayan fakat Cauchy-Riemann denklemlerini saglamasi
gerekmeyen fonksiyonlar olmak iizere f = u + iv kompleks degerli, harmonik, yalinkat
(1-1) fonksiyonlarin bazi problemleri ele alinacaktir. Bu fonksiyonlarin kiimesi,
harmonik yalinkat fonksiyonlar olarak bilinir ve analitik yalinkat fonksiyonlar1 alt kiime

olarak bulundururlar.

Analitik yalinkat fonksiyonlar 1900 lii yillarin baslarindan beri ¢aligilmaktadir ve bu
fonksiyonlar {izerine yapilan binlerce arastirma mevcuttur. Harmonik yalinkat
fonksiyonlar ise 1984 yilinda Clunie ve Sheil-Small’un makaleleri ile calisiimaya
baslanmis olup analitik yalinkat fonksiyonlara gore daha yeni bir arastirma konusu
olmustur. Dolayistyla, harmonik yalinkat fonksiyonlar iizerine yapilacak aragtirmalarin

baslangic noktasi, analitik yalinkat fonksiyonlarin bilinen 6zellikleridir.

Belirli bir Ozellige sahip yeni bir fonksiyon olusturmak igin ayni ozellikteki iki
fonksiyonun tiirev ve integrallerinden yararlanilirken daha sonralar1 fonksiyonlarin lineer
kombinasyonunu arastirmak ¢ok yayginlasmistir. Ornegin, birebir olan reel degerli f; ve
f, fonksiyonunun 0 <t <1 igin f3 =tf; + (1 —t)f, lineer kombinasyonunun yine

birebir olup olmayacagi arastirilmustir. Ters bir 6rnek olarak, f; (x) = x3 ve f,(x) = —x3

birebir fonksiyonlar1 ele alinmis, t = % icin elde edilen lineer kombinasyon fonksiyonu

f3(x) = 0 oldugundan bu fonksiyonunun birebir olmadigi goriilmiistiir.

E = {z € C:|z| < 1} agik birim diskinde analitik ve yalinkat f fonksiyonunun goriintii
kiimesinin orijine gore yildizil olabilmesi i¢in goriintii kiimesindeki herhangi bir P
noktasi ile olusan OP dogru parcasinin gorlintii kiimesinde bulunmasi gerekir. Bu
sekildeki f fonksiyonuna, orijine gore yildizil fonksiyon denir. Ayrica, goriintii

kiimesindeki her noktaya gore yildizil olan fonksiyona konveks fonksiyon denir.



Hayman (1967), iki konveks fonksiyon olan f; ve f, i¢in asagidaki probleme yer

vermistir:

Problem: 0 < t < 1 olmak tizere f3(z) = tf;(z) + (1 — t)f,(2) fonksiyonu yildizil ve

yalinkat midir?

MacGregor (1969) bu soruya ters 6rnek vererek f; fonksiyonunun |z| < 1 de yalinkat

olmadigint gostermistir. Ayrica, MacGregor (1969) f; fonksiyonununun r > \/% olmak

tizere hi¢bir |z| < r diskinde yalinkat olmadigin1 géstermistir.

Bu tezde, goriintii kiimesi bir yonde konveks olan, yani goriintii kiimesindeki noktalar1 o
yonde birlestiren dogru pargalarinin goriintii kiimesinde bulunmasi, yalinkat harmonik
fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarinin yine yalinkat oldugu kosullar1 arastiran
calismalar yer almaktadir. Dorff (2012) tarafindan E de harmonik ve yalinkat f; ve f,
fonksiyonlar1 i¢in f3 lineer kombinasyonunun yalinkat ve imajiner eksen yoOniinde
konveks olmasi i¢in yeter kosullar elde edilmistir. Yine aymi ¢alismada baska hangi
kosullar altinda f5 lineer kombinasyonunun yalinkat ve imajiner eksen yoniinde konveks
olabilecegi ac¢ik problemini vermistir. Bu tezde bu acik probleme verilen bazi cevaplar ve
yine f5 lineer kombinasyonunun yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks olmasi i¢in yeter
kosullar1 veren calismalar (Dorff 2012, Wang ve ark. 2013, Kumar ve ark. 2016, Long ve
Dorff 2018) incelenecektir. Ayrica, reel eksen yoniinde konveks analitik fonksiyonlarin
cesitli genislemelerle yatay olarak kesilmesiyle elde edilen harmonik fonksiyonlarin
lineer kombinasyonlarinin yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks olabilmesi igin

gereken kosullar arastirilmstir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde diger boliimlerde kullanillacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. Boliim (Pommerenke 1975, Goodman 1983, Clunie ve Sheil-Small 1984,
Duren 2004, Dorff 2012, Ozdemir 2019) kaynaklarindan derlenmistir.

2.1. Analitik Yalinkat Fonksiyonlar

Tamm 2.1.1. C kompleks diizleminin bos olmayan, agik ve baglantili B alt kiimesine

bolge denir.

Tanim 2.1.2. B c C bir bolge ve B de analitik olan f fonksiyonu i¢in z;, z, € B olmak
tizere f(z,) = f(z) iken z; = z, (veya z; # z, iken f(z1) # f(2,)) ise f fonksiyonu
B bolgesinde yalinkattir denir.

Tanim 2.1.3. Bir B bolgesinde tanimli bir f fonksiyonu bir z, € B noktasinin uygun bir
komsulugunda yalinkat ise f fonksiyonuna 2z, € B noktasinda lokal yalinkattir denir.
Analitik bir f fonksiyonunun bir z, € B noktasinda lokal yalinkat olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f'(z,) # 0 kosulunun saglanmasidir.

Tanmim 2.1.4. C kompleks diizlem olmak iizere E = {z € C: |z| < 1} climlesi agik birim

disk olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.5 (Riemann Doniisiim Teoremi). B  C en az iki sinir noktasina sahip basit
baglantili bir bolge ve z, € B olsun. Bu takdirde, f(z,) = 0 ve f'(zy) > 0 ozelliginde
B’yi E birim diskine yalinkat olarak resmeden yalniz bir f analitik fonksiyonu vardir.

(Riemann 1851)

Tanim 2.1.6. E birim diskinde f(0) = 0, f'(0) = 1 kosullar1 ile normalize edilen analitik

ve yalinkat fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir. Yani,

S={f:E-C|f(0)=0,f'(0) = 1 ve f analitik, yalinkat}



dir. Boylece f € S fonksiyonlari

f(z)=z+ Z a,z"
n=2

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilir.

Ornek 2.1.7. S sinifinin énemli bir fonksiyonu

2 0
k(Z) :m: nZlTlZ

seklinde verilen ve [E birim diski C kompleks diizleminden (—00,—%] 1$1n1N1N

cikarilmasiyla elde edilen bolgeye resmeden Koebe fonksiyonudur.

1[/1+ 2\
"<Z>=z[<1_§) ‘1]=(1_Z—z)z

Koebe fonksiyonu altinda [E nin resmi Sekil 2.1°de verilmistir.

i
¥ {Re{z} > 0} y C\ (—ox,0] \ CY, (—oc,—1/4]

Sekil 2.1. Koebe fonksiyonu altinda [E nin resmi.



Tahmin 2.1.8 (Bieberbach Tahmini). Her f € S fonksiyonu i¢in |a,| < n (Vn € N)
dir. Ozel olarak |a,| < 2 dir. Bu tahminde esitligi Koebe fonksiyonu saglar (Bieberbach
1916). Bieberbach tahmini 1985 yilinda Branges tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.1.9 (Koebe Dortte Bir Teoremi). f € S ve f(z) = 1 denkleminin E de
¢Oziimii bulunmasin. Bu takdirde |A| = % diir. Esitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari

tarafindan saglanir. (Koebe 1907)

Tanmm 2.1.10. Bir B bolgesinde herhangi farkli z, w € B noktalar1 ve 0 <t < 1 igin
tz+ (1 —t)w dogru parcasi B de kaliyorsa B ye konveks bolge denir. Bir

f € S fonksiyonunun E yi resmettigi bolge konveks ise f fonksiyonuna konvekstir denir.

Tamm 2.1.11. Bir B bolgesi ve her a € C icin BN {a + te'?: t € R} kiimesi baglantili
veya bos ise B bolgesine e'? yoniinde konvekstir denir. Bir f € S fonksiyonunun E yi
resmettigi bolge e'? yoniinde konveks bir bolge ise f fonksiyonuna e? yoniinde
konvekstir denir. Ozel olarak, ¢ = 0 iken f fonksiyonuna reel eksen yoniinde (yatay
yonde) konveks, ¢ = /2 iken f fonksiyonuna imajiner eksen yoniinde (dikey yonde)

konveks denir.

2.2. Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

Tamm 2.2.1. B bir bolge ve u: B — R B de ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere

2 2
sahip bir fonksiyon olsun. Her z € B i¢in Au = ZTZ+6—;ZL =0 ise, u ya B de reel

harmoniktir denir. Eger B de tanimli ve siirekli bir f = u + iv fonksiyonunun reel ve
sanal kism1 olan u ve v fonksiyonlart B de reel harmonik ise, f fonksiyonuna B de

kompleks degerli harmonik fonksiyon denir.



Teorem 2.2.2. Bir B basit baglantil1 bolgesinde harmonik f = u + iv fonksiyonu h ve g
analitik olmak iizere f = h + g seklinde yazilabilir.

Ispat. uvev basit baglantilhi bir bdlgede reel harmonik oldugundan u=ReT ve
v=ImS olacak sekilde T ve S analitik fonksiyonlar1 mevcuttur. (Bir analitik

fonksiyonun reel ve sanal kisimlar1 harmoniktir.) Boylece

f=u+iv=ReT+ilmS§

_THS T-S_
-T2 2 tTd

dir. m

Bir f(z) = h(z) + g(z) harmonik fonksiyonu

f(2) = Reth(2) + g(2)} + ilm{h(2) — g(2)}

formunda da yazilabilir. Ciinkii,

h+g+ﬁ+g+#h—m—(ﬁ—@

f=h+g= 2 20

= Ref{h + g} + ilm{h — g}

dir.



f = h + g fonksiyonu h ve g analitik oldugundan

f(z) = i a,z" + i b,z"
n=1

n=0

seri agilimina sahiptir. Analitik ve yalinkat fonksiyonlar normalize edildigi gibi harmonik

yalinkat fonksiyonlar da normalize edilebilir.

Tamm 2.2.3. Birim diskte, harmonik, yalinkat, kompleks degerli ve normalizasyonlu

fonksiyonlarin sinifi Sy olsun. Yani

Su={ftE->C|f,f(0)=ay=0,/,(0)=0a, =1

normalizasyonu ile harmonik ve yalinkat }
dir. Boylece
Sp={f€Sulfz(0)=b; =0}

dir. Buradan S c S5 © Sy oldugu goriiliir.



Tammm 2.2.4. B bdlgesinde tanimhi bir f =h+ g fonksiyonunun jakobiyeni
Jr = I1'|> = 1g'|* dir. f harmonik fonksiyonu B de lokal yalinkat ise f nin jakobiyeni
stfirdan farklidir.(Lewy 1936)

Tamm 2.2.5. w(z) =g'(2)/h'(z) bir f=h+g fonksiyonunun genislemesi

(genlesmesi-dilatasyonu) dir.

Teorem 2.2.6 (Lewy 1936). Bir f = h + g fonksiyonunun lokal yalinkat ve yon koruyan

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her z € B i¢in |w(z)| < 1 olmasidir.

Sonug 2.2.7. Bir f = h + g harmonik, yon koruyan fonksiyonu w = % geniglemesi ile

verilsin. Birim ¢emberde bulunan bir y yayindaki her z noktasinin f altindaki goriintiisii

bir konkav yaydir veya bir kritik noktadir.

Tanim 2.2.8. Bir f € Sy fonksiyonunun E birim diskini resmettigi bolge konveks ise f
fonksiyonuna konveks harmonik yalinkat fonksiyon denir. Benzer sekilde, f € Sy
fonksiyonunun E birim diskini resmettigi bolge e? yoniinde konveks bir bolge ise
f fonksiyonuna e'? yéniinde konveks harmonik yalinkat fonksiyon denir. Ozel olarak,
¢ = 0 iken f fonksiyonuna reel eksen yoniinde (yatay yonde) konveks harmonik yalinkat
fonksiyon, ¢ = /2 iken f fonksiyonuna imajiner eksen yoniinde (dikey yonde) konveks

harmonik yalinkat fonksiyon denir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, belirli geometrik 6zellige sahip yeni bir harmonik doniisiim elde etmek i¢in
kullanilan iki yontem verilecektir. Bu yontemlerden ilki, Clunie ve Sheil-Small’un kesme
teoremi ve ikincisi ise lineer kombinasyon yontemidir. Bu boliimde, (Dorff 2012)’den

yararlanilmigtir.
3.1. Kesme Yontemi

Analitik olmayan yalinkat harmonik donilisim o6rneklerini bulmak kolay degildir.
Yalinkat harmonik doniisiimlerin orneklerini elde etmek tizere, Clunie ve Sheil-Small
tarafindan verilen ¢ok kullanish bir yontem vardir. Bu yontem "kesme yontemi" olarak
bilinir. Temel olarak verilen bir F analitik fonksiyonu ve w genislemesine dayanir. F

yerine F = h — g ve w yerine w = i—: alinarak f = h + g yalinkat harmonik fonksiyonu

bulunur.

Teorem 3.1.1 (Clunie ve Sheil-Small 1984 Kesme Yontemi). Bir f = h + g harmonik
fonksiyonu E de lokal yalinkat olsun. (Vz € E i¢in |w(z)| < 1dir). Bu takdirde
f = h + g harmonik yalinkat fonksiyonunun E yi reel eksen (veya imajiner eksen)
yoniinde konveks bir bolge iizerine doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sart F = h— g
analitik yalinkat fonksiyonunun E yi reel eksen (veya imajiner eksen) yoniinde konveks

bolge lizerine resmetmesidir.

Uyan 3.1.2. Kesme ydntemi reel eksen yoniinde konveks olan F = h — g analitik

yalinkat fonksiyonu ile w(z) = i:—g genislemesine dayanir. Fanalitik yalinkat

fonksiyonuna karsilik gelen harmonik kesme (fonksiyon) f =h+g=h—g+g+g =
h — g + 2Re{g} dir. Dolayisiyla bu harmonik kesme (fonksiyon), analitik fonksiyona bir
reel fonksiyonunun eklenmesidir. Geometrik olarak, bir reel eksen yoniinde konveks
analitik yalinkat F fonksiyonunun goriintii bolgesi ince yatay seritlerle kesilip 6telenerek
ve/veya Olgeklenerek birim diskin harmonik kesme (fonksiyon) altindaki goriintiisii elde

edilir. Bu yiizden bu yontemin adi kesme yontemidir. Ayrica



=h+g-g+g

=h+ g — 2ilm{g}

olarak yazilabileceginden F = h + g analitik fonksiyonu ile w genislemesi ele alinarak

f = h + g harmonik fonksiyonu da elde edilebilir.

Lemma 3.1.3. Reel eksen yoniinde konveks bir bolge (0 © C ve () da reel degerli siirekli
bir fonksiyon p olsun. Bu takdirde ¢(w) = w + p(w) donisimiinin Q da yalinkat
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin lokal yalinkat olmasidir. Eger ¢ birebir ise goriintiisii

de bir reel eksen yoniinde konveks bolgedir.

3.2. Lineer Kombinasyon

Belirli bir 6zellige sahip yeni fonksiyon iiretmek i¢in ayni 6zellikteki iki fonksiyonun

lineer kombinasyonu ele alinabilir.

zZ
(1-2)2

Ormnegin; f,,(z) = koebe doniistimii ile f,-(z) = é sag yar1 diizlem doniistimiiniin

z—tz?
(1-2)?’

lineer kombinasyonu olan f(z) =tfi,(z) + (1 —t)f-(2) = 0<t<1

fonksiyonu analitik ve yalinkat bir fonksiyondur.

Yalinkat iki fonksiyonun lineer kombinasyonu yalinkat midir sorusunun cevabi hayirdir.

Omegin fi:R->R,f;=x3 ve f,:R->R,f, =—x3 fonksiyonlarinin lineer
kombinasyonu olan f = tx3 + (1 — t)(—x3) fonksiyonu t = % igin 1-1 degildir. Sekil

3.1 de bu fonksiyonlarin grafikleri gosterilmistir.
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Lix)y=10

| —

Sekil 3.1. f;, f, ve f; fonksiyonlarinin grafikleri.

Tanim 3.2.1 (A normalizasyonu). f, B de sabit olmayan ve kompleks degerli harmonik

bir fonksiyon olsun. z = 1 e yakinsayan z, dizisi ve z = —1 e yakinsayan z, dizisi i¢gin
lim Re{f (zn)} = supjzj<1Re{f (2)} (3.1)
lim Re{f (z}))} = infi,jc1Re{f(2)} (3.2)

esitliklerini saglayan f fonksiyonuna A normalizasyonunu sagliyor denir.

Ornek 3.2.2. f(z2) =z + §Z_3 harmonik fonksiyonu A normalizasyonunu saglar. Ciinkii,

. . 1 . 1 1
f(e“g) = et +§e"3‘9 = (cos@ + 3 cos 39) + i(sin@ — §sin 30)

oldugundan

. 1
Re{f(e‘e)} = cosf + 3 cos 30

dir. Buradan, —g < Re{f(e?)} < % oldugundan sup;<;Re{f(2)} = % oldugu gortiliir.

1
Ayricaz, =1 — ~= 1 alinirsa

4
lim Re{f (z)} = 7 = sup|;<1Re{f (2)}

11



Ve

4
lim Re{f (z;)} = -3= infj, <, Re{f (2)}
elde edilir.

Teorem 3.2.3 (Hengartner ve Schober 1970). f,E de sabit olmayan ve analitik bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde

Re{(1-2z2)f'(2)} =0 (z€E) (3.3)

dir ancak ve ancak

(1) f, E de yalinkattir,
(2) f imajiner eksen yoniinde konvekstir,

(3) A normalizasyonu saglanir.

Teorem 3.2.4. f; = hy + g1 ve f, = h, + g, yalinkat harmonik fonksiyonlar1 imajiner
eksen yoniinde konveks ve w; = w, olsun. f; ve f, fonksiyonlari A normalizasyonu
sagliyor ise bu takdirde 0 <t <1 olmak iizere f =tf; + (1 —t)f, fonksiyonu

yalinkattir ve imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Oncelikle f fonksiyonunun lokal yalinkat oldugu gosterilecektir. g; = w,h} ve

g = wyh, = wih; oldugundan

= tg1 + (1 —-1t)g, _ twh; + (1 —t)w,h) o
ST thi+ (1 -t)h, th) + (1 —t)h) !

(3.4)

elde edilir. Clunie Sheil-Small’in kesme teoremi (Teorem 3.1.1) geregi her bir

hj+g; G =12) yalnkat ve imajiner ¢ksen yoniinde konvekstir. Ayrica

12



Re{ f]} = Re{hj +9 j} oldugundan h; + g; A normalizasyonunu saglar. Boylece Teorem
3.2.3 geregi

Re{(1—2%) (hj(2) + gj(@))} 20 (= 12) (3.5)

dir. Ayrica

Re{(1 — z*)(h3 + g3)} = Re{(1 — z)[t(h] + g1) + (1 — A3 + g5}
= tRe{(1 — z*)(hy + gD} + (1 — Re{(1 — z*)(h; + g2)} 2 0

dir. Teorem 3.2.3 diger yonde uygulanirsa h; + g3 lin imajiner eksen yoniinde konveks
oldugu elde edilir. Dolayisiyla kesme teoremi geregi f lineer kombinasyonu imajiner

eksen yoniinde konvekstir. m

Ornek 3.2.5. Harmonik, yalinkat ve imajiner eksen y&niinde konveks

fi(z) = Re [% log (1 i z)] + dm [‘% log C J—r i)]

ve
e (122 oms (22
fzz_eZOgl—z S Pl
fonksiyonlar1 ele alisin. f; fonksiyonunun dilatasyonu w; = % = z? dir. Ayrica
1

dordiincii bolgede 1 e yaklasan noktalardan z,, dizisi ele alinarak

lim Re{f; (z7)} = 2% = sup|;<1Re{f1(2)}

oldugu elde edilir ve ikinci bolgede -1 e yaklasan noktalardan z,] dizisi ele alinarak

13



lim Re(f, (z})) = —% = infl, < Re{f; (2)}

oldugu elde edilir. Boylece f; fonksiyonu A normalizasyonunu saglar. Bu doniisiim

altinda birim ¢ember

( n LT[ _E ..
zl——2 264, HE( 2,0)1(;1n
w37
=——e 4, 0 €(0,=)ici
| 3 2\/?8 ( 2)1(;1n
U, +ivy =« mo 5w (n )

Ze =——e 4, 0 €(=,m) icin

5 e > ¢

T i%t 66( 37T>__
\27 —Zﬁe , T, > icin

noktalarina resmedilir. Boylece E birim diski f; doniistimii altinda zy, z3, z5 ve z;

koselerine sahip kare bolgeye resmedilir.

Sekil 3.2 de f; fonksiyonu altinda [E birim diskinin i¢inde alinan es merkezli gemberlerin

resmi gosterilmistir.

*

Sekil 3.2. f; fonksiyonu altinda E birim diskinin resmi.

14



Ayrica, f, fonksiyonunun dilatasyonu w, = % =z% dir ve f, fonksiyonu da A
2

normalizasyonunu saglar. f, fonksiyonu altinda E birim diskinin resmi Sekil 3.3 de

verilmistir.

Sekil 3.3. f, fonksiyonu altinda E birim diskinin resmi.

Teorem 3.2.4 geregi, f = tf; + (1 — t)f, linecer kombinasyonu yalinkattir ve imajiner
eksen yoOniinde konvekstir. t = % icin f fonksiyonu altinda [E birim diskinin resmi Sekil

3.4 de verilmistir.

Sekil 3.4. f fonksiyonu altinda E birim diskinin resmi.

15



Uyan 3.2.6. Teorem 3.2.4 de f; ve f, fonksiyonlarimin lineer kombinasyonu olan f
fonksiyonunun yalinkat olmasi igin yeterli kosul verilmis olsa da gerekli kosul
verilmemigtir. f; fonksiyonu A normalizasyonunu saglamiyor iken f in yalinkat

olabilecegi asagidaki 6rnekler verilmistir.

13
fi(z) = Re Z+—3Z +iIm <;),
(1-2)3 (1—2)?

Z

f2(z) =Re (1 —z) + ilm (—(1 _Zz)z)

fonksiyonlariin f5 lineer kombinasyonu ve

1
fi(z) =z —Ez_m (m = 2),

@D =z-37" (n22)

fonksiyonlariin f lineer kombinasyonu Teorem 3.2.4 {in bir ¢ok kosulunu saglamadigi

halde yalinkat olabilir. Boylece su agik problem verilebilir.

Acik Problem: Hangi kosullar altinda f lineer kombinasyonu yalinkattir ve imajiner

eksen yoniinde konvekstir.

Ornek 3.2.7. Ornek 3.2.5 de verilen f; = h; + g7

fi(z) = Re [% log (1 i z)] + dm [‘% log C J—r i)]

harmonik fonksiyonu yeniden ele alinsin. Ayrica,
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3T et+z) 1 _m [ed 4z
h,(z) = — 4log i —€ 4log| —=
et —z et —z
ve
i ;37
n e4++z 1,z e 4 +z
gz(z) =—-e 4 IOg T +Ze 410g 37
e's —z etd —z

olmak iizere f, = h, + g, fonksiyonu ele alinsin. Bu fonksiyon

£,(2) =R i 1 e’z + 7 4l ei¥+z
5(z) = Re{——=|log| — og
2v/2 ot — 7 ei%Tn—z
+il 1 l e4++z l e 4 +z
ilm<{——|log| — —log| —
2V2 e'd — z elTn—Z

seklinde de yazilabilir. Bu doniisiim altinda birim ¢ember

. T

Zy = —— 96( Ez)iin
0_2\/5’ 4’4 (;
_ i ee(n 37T>
o 22—2\/?, X icin
U, +iv, =4 . . <3 n) .
=—-—, - F—
Zy 5 R icin
o m 96(577 77'[) .
kZ6— 2\/?, R icin

noktalarina  resmedilir.  Bdylece [E  birim diski f, donlisimi altinda

Z0, Z9, Z4 Ve Zg KOgelerine sahip karenin igine resmedilir. Sekil 3.5 de f, fonksiyonu

altinda E birim diskinin resmi gosterilmistir.
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# -

Sekil 3.5. f, fonksiyonu altinda E birim diskinin resmi.

!
Yine f, doniisiimiiniin dilatasyonu w = % = z2 dir ve bu doniisiim A normalizasyonunu
2

saglar. Boylece Teorem 3.2.4 geregi f = tf; + (1 — t)f, yalinkattir.

Simdi t = % icin f nin birim diski nereye resmettigi arastirilacaktir. f(E) i¢in f; (E) ve
f>(E) resimleri arasinda bulunacagi tahmin edilmesine ragmen sonug 6yle olmayacaktir.

f(E) bolgesi, konveks olmayan bir yildizdir. Bu sebeple, bu 6rnek ilgingtir. f(E) resmi

su sekilde bulunur:

0 e (—%, 0) iken fl(eie) =2z, Ve f, (eig) = 7, oldugundan f(eie) = leﬂ dir. Benzer
sekilde 8 € (0, %) iken f;(e') = z3 ve f,(e") = zy oldugundan f(e'®) = Z3:—Z° dir.

Yani

18



‘

f(e®) =4

dir. Boylece f doniisiimii [ birim diskini w4, ...,

resmeder. Sekil 3.6 da t = % icin f lineer kombinasyonunun E birim diskini resmettigi

bolge gosterilmistir.

".* —

Sekil 3.6. t = % icin f lineer kombinasyonunun E birim diskini resmettigi bolge.

Uyan 3.2.8. Teorem 3.2.4’de w1 = w, sart1 gerekli degildir. Clinkii, bu teoremin ispati

incelendiginde, f lineer kombinasyonunun lokal yalinkat olmasi yeterlidir. Yani, Teorem

> 2\/_cos—e8 HE(——,O)igln
Z :ZO Zzicos%re'%n, 0 e (O,%) icin
23-;22 zit/icosze%n, HE(Z Z)lgln
Zs + 7, 1 3m m T 31

> 2\/Ecos—e 8, 0 € (2 4)1(;1n
Zs + 2z, 1 m 9 3

> \/_cos§e 8, 0 E<4 )u;m
Zg + Zy I8 3m lin 5m\ .

> = 2\/Ecos?e 8, 0 e (n,T)lgln
Z7 + Zg I8 m ;13n 5t 3m

> 2\/_cos—e 8 , 96(4 2)1(;1n
zZ1 + zg 1 3w 157 3m Im

= 2\/_cos—e 8, E(z 4)1(;1n

wg koselerine sahip yildiz bolgenin igine

3.2.4 su sekilde de ifade edilebilir:

fi = hqy + g1 ve f, = hy + g, yalinkat harmonik fonksiyonlar1 imajiner eksen yoniinde

konveks ve
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tg1 + (1 -t)g;
thy + (1 —t)h,

<1 (3.6)

lws| =

olsun. f; ve f, fonksiyonlar1t A normalizasyonunu sagliyor ise bu takdirde

f=tfi+ (@ —10t)f, (0 <t<1)yalinkat ve imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Lemma 3.2.9 (Pommerenke 1963). f, E de analitik fonksiyon, f(0) =0 ve f'(0) # 0

olsun.

z
(1+ ze1)(1 + ze~72)

¢p(z) = (Y172 €ER)

iken

Re <Zf,(z)> >0 (z€ E),
¢(2)

ise f reel eksen yoniinde konvekstir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliim, dort alt béliimden olugmaktadir ve (Wang 2013, Kumar ve ark. 2016, Long ve
Dorff 2018) kaynaklar1 incelenecektir. Ayrica, tezde elde edilen sonuglar ve 6rnek

verilecektir.

4.1. Reel Eksen Yoniinde Konveks Harmonik Yalinkat Doniisiimlerin Lineer

Kombinasyonu

Bu béliimde Wang ve ark. (2013) tarafindan yapilan makale incelenecektir. Bu ¢alismada
harmonik yalinkat doniisiimlerin lineer kombinasyonlarinin yalinkat ve reel eksen

yoniinde konveks olabilmesi i¢in yeter kosullar1 arastirilmistir.

Teorem 4.1.1. j=12 i¢in f;= hj+g, €Sy normalize edilmis harmonik

fonksiyonlar ve w; = w; olsun. j = 1,2 i¢in F; = h; — g; fonksiyonlar

VA

Y@= A ey s ewy CER (4.1)
iken
Re <Z Ff"(z)> >0 (z €E) (4.2)
@ (2)

kosulunu sagliyor ise 0<t<1 i¢in f=tf;+(1—1t)f, lineer kombinasyonu

yalinkat ve reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Oncelikle f fonksiyonunun lokal yalinkat oldugu gosterilecektir. g; = w,h}] ve

g = wyh) = wih; oldugundan

_tg1+(1-0)g; twhi+ (1 -twh,
Tth+(-0h,  th+d-0r X

w3
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elde edilir. Simdi f fonksiyonunun reel eksen yoniinde konveks oldugu gosterilecektir.

fi,f2 € Syvej=12icin F; = h; — g; analitik fonksiyonu

z (hj — g;)
Re( @ (2)

>>O(ZEIE)

kosulunu sagladigindan

n, — g!
Re <M> ~ Re (L [tCh, — g}) + (1 — ) (h) — gé)])

¢ (2) ¢ (2)
— tRe | —— (K, — g') | + (1 — ORe [ —— (K, — g1
- € (p(z) 1 gl € (P(Z) 2 gZ

>0

dir. Lemma 3.2.9 geregi h; — g5 reel eksen yoniinde konvekstir ve kesme teoremi geregi

f yalinkat ve reel eksen yoniinde konvekstir. m

Asagidaki sonug ile Teorem 4.1.1 genellestirilebilir:

Sonu¢ 4.1.2. j =1,2,..,n igin f] = hj+g, €Sy normalize edilmig harmonik
fonksiyonlar ve her bir f; fonksiyonunun dilatasyonu ayni olsun (yani w; = -+ = w,

olsun). j = 1,2,..n i¢in F; = h; — g; fonksiyonlar1

z
(14 ze®)(1 + ze~)

p(z) = (6 € R)

iken

ZF(2)
Re( 2(2) >>O (z€E)
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kosulunu saglarise 0 <t; <1ve t;+ - +t,=1icinf =t1f; + .5+ +tpfy

yalinkat ve reel eksen yoniinde konvekstir.

Teorem 4.13. j=12 igin fj= hj+g, €Sy normalize edilmis harmonik
fonksiyonlar1 reel eksen yoniinde konveks olsun. Re((1 — w,@;) hih,) =0 ise
0<t<1 i¢in f=tfi+(1—1t)f, lincer kombinasyonu reel cksen yoOniinde

konvekstir.
Ispat. j = 1,2 icin |a)j| < 1 kosulunu saglayan g; = wihy ve g3 = w,h; igin

tg1+ (1 —1)gp| _ [twihy + (1 — t)wyhy|
thy + (1 —t)h, |th] + (1 — t)h;|

lws| = (4.3)

dir. Boylece

[th] + (1 — )h|* — [twih] + (1 — H)w,h)|?

= (th} + (1 — DR (Ch] + (1 — DY) — (tw, k) + (1 — Dw,hY) (tw.h, + (1 — Dw,hY)
=t2(1 — o |)Ih11? + (1 — )2(1 — |w,|?) |hy|? + 2t(1 — t)Re((1 — w,@3) hih))
>0

dir. Buradan |ws| < 1 oldugu goriiliir ve f lokal yalinkattir. Simdi f € Sy oldugu

gosterilecektir.

fiz) =z+ Z a,z" + Z b,z" € Sy
n=2

n=1

Ve

fo(z)=z+ ZAnZ" + Z B,z™ € Sy
n=2 n=1
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alinirsa

f@) =tfi(2) + (1 - t)f2(2)
=t(z i i >+(1—t)<z+2Anz +ZBZ")

—z+2[tan+(1—t)A n +Z[tb +(1-0B,JZ7 €S,

olur. f = hj + g, (j = 1,2) yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks oldugundan kesme
teoremi geregi j = 1,2 i¢in F; = h; — g; yalinkattir ve reel eksen yoniinde konvekstir.

fj = F; + 2Re(g;) ve j = 1,2 i¢in q;(w) reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak iizere

fi[F7*(@)] = ® + 2Re (gj (Fj_l(w))) =w+q;(w)
esitligi elde edilir. Buradan

fIFY ()] = th[Ff ()] + (1 = O f[F; H (w)]
=tlw + g1 (w)]+ (1 - [w + gz (w)]
=w+ [tq1(w) + (1 - t)q2(w)] = 0 + g5(w)

olur. Lemma 3.1.3 geregi f lineer kombinasyonu yalinkattir ve reel eksen yoOniinde

konvekstir. m

Teorem 4.14. j =12 i¢in f] = hj + g, € Sy normalize edilmis harmonik
fonksiyonlar ve hj+g; =— olsun Bu  takdirde 0<t<1 i¢in

f=tfi+ @A —-1t)f, lineer kombmasyonu yalinkat ve reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. j = 1,2 icin hi+g;= 1Z_z ve g] = w]h olmak {iizere h] = m dir.
- J

Ayrica
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tgr+ (1 —0)gz|  ltwihy + (1 —wzhy|  |tw; + (1 — Hw; + wiw,|

= = 4.4
thy + (1 —t)h) [th] + (1 — t)hy| 14+ (1—t)w; + tw,] (4.4)

lws| =

oldugu goriiliir. Simdi |w3| < 1 oldugu gosterilecektir.

w; = pj(cosb; +isinh;)) (0<p; <1,j=12)

alinirsa

=1+ —-tw; +twy]|*> — |tw; + (1 — w, + ww,]|?
=[1+ (1 —t)p; cosB; + tp, cos B,]% + [(1 — t)p; sinB; + tp, sin 6, ]?
— {[tp1 cos 6; + (1 — t)p; cos B, + p;p; cos(8; + ;)]
+ [tp, sin@; + (1 — t)p, sin B, + p1p, sin(f; + 6,)]?}
= [2p; cos 6, (1 — p7) — 2p; cos 01 (1 — p3) + 2(p3 — p})]t
+ (1 - p3)(pf +2pycosh; + 1)
=(1=pH A = py)? + 2t(p1—p)[1 + p1p; — (p1+p2)] =11

olsun. p; €[0,1) i¢in 0<1+p;p; —(p1+p2) =1 —p)(A1—py) <1 oldugu

kolayca goriiliir. p;—p, = 0 ise

[211>1—-p3)1—p)2>0

dir. p;—p, < O ise

12112 1-p5)(A—=p;)?+2(01—p)[1 + p1p; — (p1+p2)]
=(1-p)A—-p;)*>0

oldugu goriiliir. Boylece |ws| < 1 dir ve f lokal yalinkattir. Simdi f nin reel eksen

yoniinde konveks oldugu gosterilecektir. p; = ”

I_ZJ: ( =1,2) ve Re(p;) > 0 olmak
J

uzere
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h.,_g.’ l_w p
h'—g;i' = (b +g; %>= h' + ( ’>= L _ (=12
i — 9j (J 91)<hj t g (J 91) 1+, (1_2)2(/ )

dir. Boylece

z
p(z) = m

iken

Z(h3’_g3’) _ L o ’ . r_ ’
Re <W> = Re ((p(z) [tthy —g/)+ (@A —t)(h, —g> )])

= tRe((1-2)%(hy' = g:)) + (1 — ORe((1 = 2)%(h,' = g"))
= tRe(p;) + (1 —t)Re(p,) >0

dir. Lemma 3.2.9 geregi h; — g5 iin reel eksen yoniinde konveks oldugu elde edilir.

Kesme teoreminden f yalinkattir ve reel eksen yoniinde konvekstir. m

Yukaridaki Teoremin (Wang 2013) tarafindan verilen ispatinda Long ve Dorff (2018)
tarafindan diizeltme yapilmistir. Burada, (Long ve Dorff 2018, Uyar1 2.5) de verildigi gibi
ispat diizenlenmistir. Ayrica, yukaridaki teorem, sag yari diizlem doniisiimleri yerine

asimetrik dikey serit doniisiimleri ele alinarak asagidaki sekilde ifade edilebilir:

_ _ 1 1+zelf
Sonu¢ 4.15. f; = ;i +g; €5, (=12) veh; +g;=-log (1+zzee—i9)

(j=1,2,0 <0 <m) olsun. Bu takdirde f =tf; +(1—-t)f, (0 <t <1) yalnkattir

ve reel eksen yoniinde konvekstir.
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4.2. Imajiner Eksen Yoniinde Konveks Harmonik Déniisiimlerin Lineer

Kombinasyonu

Bu boliimde Kumar ve ark. (2016) tarafindan yapilan makale ele alinacaktir. Bu

__z(1-az)

calisgmada, o € [—1,1] olmak tizere F, = hy + g4 = — analitik fonksiyonunun

verilen w =% genislemesi altinda dikey kesilmesiyle elde edilen f, = h, + g,

a

yalinkat harmonik doniisiimlerinin lineer kombinasyonlar1 incelenmistir.

z(1—-uz)
1-z2

Burada, Fy = hy + g4 = analitik fonksiyonu yalinkattir ve imajiner eksen

yoniinde konvekstir. Clink, her z € E icin

1+2z%2— Zazl _@a- 1zI%)(1 + |z|? — 2aRe(2))

0 (4.5
11— 272 >0 (45)

Re[(1 — z2)Fl(2)] = Rel

dir. Teorem 3.2.3 geregi F, fonksiyonunun yalinkat ve imajiner eksen yoniinde konveks
oldugu goriiliir. Boylece, Teorem 3.1.1 geregi (Kesme yontemi) f, = h, + g, harmonik

fonksiyonu da yalinkattir ve imajiner eksen yoniinde konvekstir.

z(1—-a;z)
1-z2

Teorem4.2.1. i =12 ve a; € [-1,1] olmak iizere h,, (2) + go,(2) =

N
Ga;

< 1 ozelliginde f,; = hq, + o, € Sy doniigiimleri ele alinsin. Ayrica, 0 <t <1

N

aj

igin f = tfy, + (1 —t)fy, lineer kombinasyonu lokal yalinkat ve y6n koruyan olsun. Bu

takdirde f € Sy dir ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Lineer kombinasyon fonksiyonu f =tf, + (1—t)f,, =h+ g formunda ve
onun analitik kesmesi F = tF,, + (1 — t)F,, = h + g formunda olsun. Boylece, (4.5)

kullanildiginda her z € E i¢in

Re{(1—z2)F'(2)} = t Re{(1 — z)F, (2)} + (1 — ORe{(1 — zD)F,,(2)} > 0
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olur. Dolayisiyla, kesme teoremi geregi F analitik, yalinkat ve imajiner eksen yoniinde
konveks oldugundan lineer kombinasyon fonksiyonu olan f fonksiyonu yalinkattir ve

imajiner eksen yoniinde konvekstir. m

Teorem 4.2.2. i =12 ve o; € [—1,1] olmak iizere hy (2) + go,(2) = %
|w;| = |‘ZL‘:| < 1 ozelliginde fy, = hy, + go, € Sy doniisiimleri ele alnsin. Bu takdirde

f =tfo, + (1 = t)fy, 0 <t <1 fonksiyonunun genislemesi

_ (1 + ZZ)(t(Ul + (1 - t)(l)z + (1)1(1)2) - ZZ(alt(A)l + altwlwz + (1 - t)(})zaz + (1 - t)(})lwzaz)
- (1 + ZZ)(]. + t(i)z + (1 - t)(})l) - ZZ(CZZ + alth + (1 - t)wlaz + (Xlt - azt)

(4.6)

dir.

Ispat. f =tf, + (1 —0)f,, =thy, + (1 —hy, + tgs, + (1 — )7y, oldugundan

B tga, + (1 —t)gq, B twihg, + (1 —t)wyhg,

= = 4.7
© T thy, ¥ A—0hy,  thy, + (1—0hy, (4.7)
z(1-a42) Ia;" . o
dir. Ayrica hy, + go, = - W= (i = 1,2) oldugundan
1+ 2% -2,z 1+ 2% —2a,z
hy, (2) = —— ve hly,(2) = 2 (4.8)

(14 w1 —2z%)? (14 wy)(1 —2z%)?
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bulunur. (4.8), (4.7) de yerine yazildiginda

_ twlhle + (1 - t)a)zh:xz
“ T Tt ¥ (1- Dhy,

1+ 22— 2a,z 1+ 22— 2a,z
R T T R (D T
B 1+ 22— 2a,z 0 1+ 22— 2a,z
(14 wy)(1 — 2?)? 1+ wy)(A —2z?%)?

t +(1-

bulunur. Paydalar esitlenip sadelestirme yapildiktan sonra (4.6) elde edilir. m

Teorem 4.2.3. i = 1,2 a € [-1,1] i¢in h;(2) + g;(2) = 20797 4lsun. Bu takdirde

1-z2

0<t<1liginf =tfy + (1 —1t)f, €Sy dir ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Teorem 4.2.1. geregi f fonksiyonunun lokal yalinkat ve yén koruyan oldugunu
ispatlamak yeterlidir. f3, f, f fonksiyonlarinin genislemesi sirastyla w4, w,, w olsun.

w1 = w, oldugunda ispat agiktir. w; # w, iken (4.6) de a; = a, = a yazildiginda

tw;+ (1 —w; + w0,

elde edilir. Teorem 4.1.4 “{in ispatindan |w| < 1 dir. Dolayisiyla f lokal yalinkat ve yon

koruyandir. m
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Sonu¢ 4.2.4. i = 1,2 i¢in f; = h; + g, lokal yalinkat, normalize edilmis harmonik
fonksiyonlar ve h;(z) + g;(z) = é olsun. Bu takdirde 0<t<1 igin

f=tfi + (1 —1t)f, €Sy dir ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Teorem 4.2.5. (Cohn Kural). n. dereceden p(z) = ay, + a;z + -+ + a,z" polinomu

verilsin ve p*(z) = z”p(é) =a, +a,_1Z + -+ ayz" olsun. Ayrica, p polinomunun
birim ¢emberin i¢inde r tane, birim ¢emberin lizerinde s tane kokii (sifir yeri) olsun. Bu

takdirde |ay| < |a,| iken (n — 1). dereceden

a,p(z) — agp™(2)
VA

p1(2) =

polinomunun birim ¢emberin igerisinde r; = r — 1 ve birim ¢ember {lizerinde s; = s tane

kokii vardir (Cohn 1922).

Teorem4.2.6.i = 1,2veq; € [-1,1] icin  f, = hy + gg, normalize  edilmis

z(1-o42)
(1-z?)

harmonik fonksiyonlar ve hy, + go, = olsun. Ayrica, sirasiyla f, ve f, nin

genislemesi w;(z) = —z ve w,(z) = z olsun. Bu takdirde a; > a, iken f =tf, +
(1-1t)fe, (0<t<1) lineer kombinasyonu yalinkattir ve imajiner eksen yoniinde

konvekstir.

z(1-q2)

2z °ldugundan

Ispat. hy + g, =

) ) (1—-202)(1 —2%) — (z — a,2%)(—22)
ha, + 9o, = (1— 22)2
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!

dir. w; = i,ﬂ kullanilarak

ay

1+2z2 -2,z
(1—22)2

hle + a)lhle =

yazilir. Buradan

1+2%2 -2z

bl =
(14 w)(A — z2)2
yazilir. w,(z) = —z oldugu kullanilirsa
, 1+2%2 -2,z
he, =

- (1-2)(1 - 2?)?

bulunur. Boylece

h’ _ 1+0l1+ 1—0(1 +1+a1+ 1+0l1
7 8(1—-z) 2(1-2)3 8(1+2) 4(1+2)?

oldugundan integral alinarak
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1—oy 1+ oy 1+ oy
- + og[
1-22 4(1+2) 8 1—2z

1+Z] o4
2

hocl (2) = 4

_ z(1-a;z)

elde edilir. hy, + g4, = (1-22)

denkleminde h,, yerine yazilarak

(Z):Z(l—alz)_ 1—oy N 1+ 0y _1+0(10 [1+Z]_&
o 1-22  4(1-22 4(1+2 8 ‘ eli—zl 2
elde edilir. Benzer sekilde hy, + go, = Z(i:—z,jz) denkleminden
1—0(2 1+O(2 1—0(2 1+Z (XZ
h = - + 1 [ ] —
«@ =0y w2 T 8 BT
ve
(Z)zz(l—oczz) 1+a, B 1—-a, _1—0(110 [1+Z]_%
Ya, 1-22 ' 4(1+2?2 41—z 8 Bl1—z 2

elde edilir. Teorem 4.2.1 geregi |w| < 1 oldugunu gostermek yeterlidir. Ayrica Teorem
423 den oy = ay durumu elde edilir. Dolayisiyla sadece oy > o, durumu ele

alinmalidir. (4.6) de w,(z) = —z ve w,(z) = z yazilirsa
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(A +2)(—tz+ (1 - )z — 2%) — 2z(—oytz — aytz* + (1 — )z — (1 — t)a,z%)
B 1+2z2)A+tz— (A —-t)z) — 2z(ay + ytz — (1 — )ayz + oyt — ayt)

22+ (2t —1 =204t — 20,(1 — )22 + (1 + 20,(1 — t) — 204 0)z + (2t — 1)
—Z
Qt—1Dz3+ (1 +20,(1 — ©) — 2a38)z2 + (2t — 1 — 205t — 2a,(1 — 1))z + 1

(4.9)

elde edilir. Buradan
p(2) =2° + (2t =1 — 24t — 20,(1 — )22 + (1 + 20,(1 — ) — 24 )z + (2t — 1)

=a3z3 + a,z° + a;z + a,
ve

P (2) = 2t - 12+ (1 + 2a,(1 — t) — 2a,0)z% + (2t —= 1 — 204t — 20,(1 — 1))z + 1

e

olmak tizere (4.9) dan w(z) = —z% elde edilir. Boylece ¢ nin kokii z, # 0 iken ¢*

in koki Zé dir. Buradan
0

(z+A)(z+B)(z+0)

w(z) =-z (1+Az)(1+ B2)(1+ C2)
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yazilir. Ayrica |f] < 1 i¢in 0(z) = % fonksiyonunun E = {z; |z| < 1}yi E iizerine

resmettigi bilinmektedir. Dolayisiyla, E de |w| < 1 oldugunu gostermek i¢in |A] < 1,

|IB] < 1ve |C| <1 oldugunu gostermek yeterlidir. t = 0 ve t = 1 durumlar1 agiktir ve

1 ) ) C . 1 1
t =3 durumu ayrica incelenecektir. Simdi t € (O'E) U (5,1) durumu ele alinsin.

lag]l = 2t — 1 < 1 = |as| oldugundan ¢ de Cohn kurali uygulanarak

0 = BXD VD _ 41 -5l oy + )z~ (o — iy~ D)

= szz + blz + bO (4’.10)

elde edilir. Boylece ¢4'in sifirlarinin |z| = 1 iginde ve lizerinde oldugunu ispatlamak

yeterlidir.

a; = 1ve a, = —1 iken ¢, in iki kokii de |z| =1 dedir. Ayrica a; —a, > 0 iken
|bo| < |b,| dir. Ciinkii ay,a, € (~1,1) ve t € (o,%) U (% 1) icin 4t(1 — ) # 0 olur.

¢, e tekrar Cohn kural1 uygulandiginda

©1°(z) = byz?+ biz+ b, =4t(1 — t)[(—a, + a, + 1)z% — (a; + ay)z + 1]

olmak lizere

b_2(P1(Z) — by (2)

- = (4:(1 - 0) (a1 — a)[(2 ~ a; + a)z — (ar+ay)]

@2(2) =
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elde edilir. Boylece ¢, nin sifirlarinin |z| = 1 i¢inde veya iizerinde oldugunu gostermek
yeterlidir. i = 1,2 i¢in |a;| < 1 oldugundan (1 — a;)(1 — a,) = 0 dir. Dolayisiyla ¢,
nin sifir1 eger z, ise |z,| < 1 oldugu goriiliir. Boylece ¢4 ve ¢ nin sifirlar |z| = 1 birim

cemberinin i¢inde veya iizerindedir.

Simdi t = % durumu ele alinsin. Béylece

p(z) = z[z* — (a; + az)z — (a1 —a; — 1)]

elde edilir. ¢ nin kokleri ¢, in kokleri oldugundan ¢ nin kokleri birim ¢ember icinde

ve Uzerindedir. m

Uyar14.2.8. Teorem 4.2.7.de a, > a; durumu mimkiun degildir ¢iinkii bu durumda
@4 in sifirlariin ¢arpiminin modiiliintin |1 + a, — a4| oldugu sonucu ¢ikacaktir. Bu
kesinlikle 1 den biiytktiir. Boylece ¢; in en az bir koki |z| = 1 in disindadir.
Dolayisiyla ¢ nin en az bir kokii |z| = 1 in disinda olur. Bundan dolay1 bazi z € E icin

|lw(z)| <« 1 yani f, ve f,, nin lineer kombinasyonu artik lokal yalinkat ve yén

koruyan olmaz.

Teorem 4.2.9. f, , Teorem 4.2.7. de verildigi gibi olsun. Ayrica a, € [-1,1] ve

|wy| <1igin f,, = hy, + g4, normalize edilmis harmonik fonksiyon ve h,,(z) +

9a,(2) = Z(i:—jjz) olsun. Bu takdirde 0 <t <1 icin f = tf, + (1 —1t)fy, lineer
kombinasyonu
)] w,(2) = —z% ve a; = a, ise yalinkattir ve imajiner eksen yoniinde

konvekstir.
(i)  wy(2) =2z% ,|ag| = |ay| ve aja, = 0 ise yalinkattir ve imajiner eksen

yoniinde konvekstir.
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Bu teoremin ispati Teorem 4.2.7 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Uyari 4.2.10. Yukaridaki teoremde w,(z) = z3 alindiginda f nin lokal yalinkat ve
yon koruyan olamayacagi gozlemlenir. t = %i(;in o, =04vea, =0,3veyaa; =0,3
ve a, = 0,6 olarak alinirsa f nin genislemesi w5 olmak tlizere |ws| < 1 oldugu

kolayca gortliir.

1A
96
A

Teorem 4.2.11.6 € (0, ) ve ”
6

< ligin fy = hg + g normalize edilmis harmonik

fonksi ho(2) + 96(2) = so—log (227) olsun. A € [-1,1]
onksiyonu ve hg(2) + ge(2) = ;——log(——5) olsun. Ayricaa ,1] ve
i—‘," <1 icin fy, = hy + g,, normalize edilmis harmonik fonksiyonu ve h,(z) +

9o (2)= Z(ll__;z) olsun. Bu takdirde 0 <t <1 igin fp, = tfyg + (1 —t)f, lineer

kombinasyonu lokal yalinkat ve yon koruyan ise fy o € Sy dir ve imajiner eksen

yoniinde konvekstir.

Ispat. Lineer kombinasyon fonksiyonu fy o = tfy + (1 —t)f, = h+ g formunda ve
onun analitik kesmesi Fy o = tFg + (1 — t)F, = h + g formunda olsun. Boylece, (4.5)

kullanildiginda her z € E i¢in

Re{(1—z2)F'g,} = t Re{(1 — 22)F}(2)} + (1 — DRe{(1 — z2)E}(2)} > 0

oldugu gosterilmelidir. Teorem 4.2.1 in ispatinda Re{(1 —z2)F;(z)} > 0 oldugu
gosterilmistir. Simdi, Re [(1 — z2)F;(z)] > 0 esitsizligi gosterilecektir.

1 — 7?2

(1 + ze®)(1 + ze~19)

®(z) = (1 —z*)Fy(2) =
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olsun.®(0) =1 ve her y €R icin Re[®(e?)] =0 oldugundan harmonik
fonksiyonlarin minimum prensibi geregi her z€E icin
Re[®(z)]=Re[(1 — Zz)Fé‘a(Z)] > 0 dir. Buradan Teorem 3.2.3 geregi Fy, analitik
yalinkat ve imajiner eksen yoniinde konvekstir. Dolayisiyla Teorem 3.1.1 geregi

fo.o € Sy dir ve imajiner eksen yoniinde konvekstir. m

Ornek 4.2.12. fy = hg + go harmonik déniisiim ve hy(2) + go(z) = %10g (”iz)

1-iz

olsun. w,(z) = —z alinirsa

11 1 ,
he(2) =§tan z—ilog(l —Z) +Zlog(1 +z°)

1 1 1
go(2) = Etan‘1 z+ Elog(l —-z)— Zlog(l + z2)

elde edilir. Ayrica f, = hy + go harmonik doniisiimii i¢in hy (2) + go(2)= é olsun.

w,(z) = z*% alinirsa

1 1
= = 2
ho(2) 5 > log(1—2) + 4log(l +z%)

z
(1-2)

1 1
+ Elog(l —-z)— Zlog(l + z%)

z
9a(2) = m
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eldeedilir.0 < t < 1icin fy o = tfy + (1 — t)f, lineer kombinasyonun genislemesi

w3 olmak tizere

z(1-1t)
1—tz

twihy + (1 — t)w,hy
thy + (1 —t)hy

tgo + (1 —t)gq
thy + (1 —t)hy

lws| =

dir. Boylece fy, lokal yalinkat ve yon koruyandir. Teorem 4.2.11 geregi fy o € Sy

dir ve imajiner eksen yoniinde konvekstir.
4.3. Harmonik Dikey Serit Doniisiimlerin Lineer Kombinasyonu

Bu béliimde Long ve Dorff (2018) tarafindan yapilan c¢alisma ele alinacaktir. Bu

i e
17 ) asimetrik dikey

(0]
2isina; 8 (1+z laj

calismada j = 1,2 i¢in oy € E,n) i¢in ¥;(z) =

serit doniistimlerinin ¢esitli genislemelerle dikey olarak kesilmesiyle elde edilen
harmonik doniisiimlerin lineer kombinasyonlar1 incelenmistir. Bu doniisiimler E yi

Qaz{w

a—T a

< Re(w) < } dikey serit bolgesine doniistiiriir.

" 2isina 2sina

Teorem 4.3.1. j =12 ve a; € E,n) icin f; = hj + g, € Sy normalize edilmis

142'%

) olsun. 0<t<1 icin

—L'a]

harmonik fonksiyonlar ve  h; + g; = 2isi1na log <1+
j Z

f=tfi + (1 —1t)f, lincer kombinasyonu lokal yalinkat ve yon koruyan ise f € Sy dir

ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir.

1+2'%
— ( _ia,> olmak ftizere F = tF; +
lemaj 14z j

ispat. j=12 i¢in F=h+g,=

(1 — t)F, secklinde ele alinsin. Buradan
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1 —z?

(1 + zei“f)(l + ze‘i“f)

9j(2):=(1-2z)F(2) =

olsun. |z| = 1 iken Re[(pj(z))] =0 ve ¢;(0) =1 oldugu goriilmektedir. Harmonik
fonksiyonlar icin minimum prensibine gore z € E icin

Re[fpj (2)]=Re[(1 - z*)F/ (z)] > 0 dur. Dolayistyla her z € E igin

Re[(1 — z2)F'(2)] = tRe[(1 — z2)F{(2)] + (1 — t)Re[(1 — z2)F;(2)] > 0

dir. Teorem 3.2.3 geregi

analitik ve imajiner eksen yoniinde konvekstir. Bu nedenle

f=thi+tA-0f;=thi+ (1 —-th, +tg; + (1 -1t)g,

lokal yalinkat ve yon koruyan oldugundan kesme teoremi geregi f € Sy dir ve imajiner

eksen yoniinde konvekstir. m
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Yukaridaki teoreme gore dikkat edilmesi gereken nokta f lineer kombinasyonunun lokal
yalinkat ve yon koruyan olmasidir. Dolayisiyla f nin geniglemesi olan w nin |w| < 1

sartin1 saglamasidir.

Lemma 43.2. j=12 vea; € E,n) i¢in f; = h;j + g, €Sy normalize edilmis

1+2'%

) olsun. Ayrica w; ve

—itxj

harmonik fonksiyonlar ve h;+g; = ZS;“X lo (1+
j Z

w, sirastyla f; ve f, nin genislemesi olsun. Bu takdirde0 <t <1 i¢in f =tf; +

(1 —t)f, lineer kombinasyonunun genislemesi

_t(l+w))(A+2zcosay +z°)w; + (1= (1 + w)(1 + 2z cos a; + z°)w,

t(l+wy,)(A+2zcosa, +z2)+ (1 —-t)(1 + w)(1 + 2zcos a; + z?) (411)
dir.
Ispat. f =tfi + (1 —t)f, =th, + (1 — t)h, + tg, + (1 — t)g, oldugundan
_tgr+(1—-t)gy  twihy + (1 - twyhy (4.12)

TR A —0h,  thi+ (- 0Oh,

. .. 1 1+2'% gj -
dir.j=12i¢inh; + g; = Zsina; log <1+Zz_mj> ve w; = h—éoldugundan
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1
h; = 4.13
) (1 + a)j(z)) (1 + 2z cosq; + Zz) ( )

dir. (4.13), (4.12) de yerine yazilirsa (4.11) elde edilir. m

Teorem 4.3.3. j=12 ve o€ E,n) i¢in f; = h; + g, € Sy normalize edilmis

1+2'%
—iaj

harmonik fonksiyonlar ve h; + g; = 2S;wl_log< ) olsun. Bu takdirde w; = w,

1+z

ise0<t<1ligcinf =tf; +(1—1t)f, €Sy dirve f imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Lemma 4.3.2 (4.11) de verilen w genislemesinde w; = w, oldugu kullanilirsa

istenen sonug elde edilir. m

Teorem 4.34. j=12 ve o€ E,n) i¢in f; = h; + g, € Sy normalize edilmis

1+2'%

harmonik fonksiyonlar ve hi+g;= 2S;la‘log( _iaj) olsun. ; = a, iken
J

1+z

0<t<1liginf=tfi+(1—1t)f, €Sydirvef imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Teorem 4.3.1 geregi f nin lokal yalinkat ve yon koruyan oldugunu gostermek

yeterlidir. (4.11) de a; = a, alinirsa

_ twl(l + 0)2) + (1 - t)a)z(l + 0)1) _ twl + (1 - t)a)z + 0)10)2

tl4+w)+A-1+w) =~ (A-Dw;+tw,+1 (4.14)

elde edilir. Buradan
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I:= |(1 - t)a)1 + th + 1|2 - |t0)1 + (1 - t)wz + (1)1(1)2'2
=1+ 2t(1 - |wi[»)Re{w,} + 2(1 = t)(1 — |w,|*)Re{wy}
+(1 = 2) (Jw1* = |w2]?) — w1 |*|w,|?

olsun. j = 1,2 i¢in w; = pjeigf olarak alinirsa

I'=1+2t(1—pf)p;cosb, +2(1 —t)(1 — pF)p;y cos O, + (1 — 2t)(p} — p3) — pip3
>1-2t(1—pD)p; —2(1 =)A= pHp1 + (1 = 26)(pf — p3) — p7p3
= (1 =p3)A = p)*+2t(ps — p)[1 + p1ps — (p1 + p2)] = I1.

yazilabilir. j=1,2 ve p; € [0,1) i¢in 0 <1+ p;p, — (p; +pz) <1 dir. Buradan

p1 — P2 = 0 alinirsa
IZ211>1—-p3)1-p)2>0
bulunur. p; — p, < 0 alinirsa

=112 1-p3)(1—=p)?+2(p1 — p)[1+ p1p; — (p1 + p2)]
=(1=-pH)A=p)*>0

oldugu goriiliir. Boylece I = I1 > 0 oldugundan |w| < 1 dir. Buradan f lokal yalinkat ve

yon koruyandir. m

Lemma 4.3.5. a € (—1,0) U (0,1),t € (0,1) ve a;,a, € E,n) olsun. Bu takdirde

a(a; —ay) > 0igin

(1) |la@t—-1)+1]>]a2t—1)+ 1+ 2at(1 —t)(cosa; —cosa,)|; (4.15)

2)lat—1)+ 1+ at(1 —t)(cosa; —cosa,)|
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> |(at + Dtcosa, + (1 —t)(at+1 —a)cosa, (4.16)

olur.

Ispat. (1) a € (-1,0)U (0,1) ve t € (0,1) icin a(2t —1) + 1 > 0 oldugu aciktir.

Dolayisiyla sadece asagidaki esitsizlik ispatlanmalidir:

at—1)+1>at—1)+ 1+ 2at(1 —t)(cosa; —cosa,) > —[a(2t — 1) + 1].

Buradan

0>at(l1—-t)(cosa; —cosa,) > —[a(t —1) + 1] (4.17)

elde edilir. Ik olarak aq,a, € E,n) icin a(a; —ay) >0 dir. Bdylece

a(cos a; —cos a,) < 0 yazilabilir. Dolayisiyla t € (0,1) igin

0> at(1—t)(cosa; —cosa,) (4.18)

esitsizligi elde edilir.

Simdi (4.17) deki ikinci esitsizligin ispat1 iki durumda incelenecektir:
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Durum 1: a€(01) ve aj,a;€ E,n) icin a(a; —ay) >0 dir. Boylece

—1 < cosa; —cos a, < 0 olur. Dolayisiylat € (0,1) igin

at(1 —t)(cosa; —cosa,) > —at(l —t) > —[a(2t — 1) + 1] (4.19)

elde edilir. Buradaki son esitsizlik t € (0,1) ve a € (0,1) igin a(t?+t—1) > —1

oldugundan saglanir.

Durum 2: a€ (—-1,0) ve a,a;, € E,n) icin a(a; —ay) > 0 dir. Boylece, 0 <

cos aq —cos a, < 1 olur. Dolayisiyla t € (0,1) igin

at(1 —t)(cosa; —cosa,) > at(l—t) > —[a(2t — 1) + 1] (4.20)

saglanir. Buradaki son esitsizlik t € (0,1) ve a € (—1,0) igin a(—t? + 3t —1) > —1
oldugundan saglanir. Boylece (4.19) ve (4.20) esitsizlikleri ile (4.17) deki ikinci esitsizlik
elde edilir.

2)Egera(a; —a,) >0isea € (—1,0) U (0,1),t € (0,1) ve aq,a, € E, 1) igin (4.17)

esitsizligi kullanilarak a(2t —1) + 1 + at(1 —t)(cosa; —cosa,) > 0 elde edilir.

Dolayisiyla (4.16) da verilen esitsizlik asagidaki esitsizlige denktir:

a2t —1)+ 1+ at(1 —t)(cos a; —cos a,)
> (at+ Dtcosa, + (1 —t)(at+1—a)cosa,
> —[a(2t—1) + 1+ at(1 —t)(cosa; —cosay)]. (4.21)
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Simdi,

f(a,t) =at—1)+ 1+ at(1 —t)(cosa; —cosa,)
—[(at + Dtcosa, + (1 —t)(at + 1 — a) cos a4]

=1 —-a)(1—-cosa;)+t[(1+a)(cosa; —cosa,) + 2a(l — cosa;)]

olsun. Buradan

of (a,t)

- —(1 —cosay) + t[cosa; —cosa, + 2(1 — cos aq)];

df (a,t)
ot

= (1+ a)(cosa; —cosa,) + 2a(1 — cos a,)

oldugu goriiliir.

df(a,t) df(a,t)
=0 ve =0
da Jt
olsun. Bu takdirde
COS 0, —COS a1 1—cosa,
a=ag vet=t; =

2= (cosay + cosay) 2 —(cosay + cosay)

elde edilir. Boylece
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(1 —cosa;)(1—cosa,)

2
flat) 2 f(ao to) = 2 — (cosay + cosay) >0 (4.22)

oldugu aciktir. (4.22) esitsizligi (4.21) deki ilk esitsizligi verir. Simdi

I:=(at+ Dtcosa, + (1 —t)(at+1—a)cosa; +at—1)+ 1+ at(1 —t)(cosa; —cosay)
= [a(2t — 1) + 1][1 + cos a; — t(cos a; —cos a;,)] (4.23)

olsun. cos a; —cos a, > 0 ise

I>[a(2t —1) + 1][1 + cos a; — (cos a; —cos ;)]

=[a(2t—1)+1](1 + cosa,) >0 (4.24)
elde edilir. cos a; —cos a, < 0 i¢in
I>[a2t—1)+1](1+ cosa;) >0 (4.25)

elde edilir. Dolayisiyla (4.24) ve (4.25) esitsizlikleri I > 0 oldugunu gosterir. Buradan
(4.21) deki ikinci esitsizlik de ispatlanir. m

Teorem 4.3.6.j = 1,2 ve q; € E, T) i¢in f; = h; + g, € Sy normalize edilmis harmonik

1+sz

_L-aj) olsun. a € (—=1,1) i¢in

fonksiyonlar ve hi+g;= Zs;a log <1+
j VA
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zZ+a
1+az

w,(z) =z,w,(2) = vea(a; —ay) = 0ise0<t<1licinf =tfi +(1—-t)f, €

Sy dir ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Teorem 4.3.1 geregi |w| <1 oldugunu gostermek yeterlidir. flk olarak
a(a; — a,) = 0 durumu ele alinsin. a = 0 alinirsa w,(z) = w,(z) = z olur ve Teorem
4.3.3 geregi f € Sy dir ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir. Eger @y = a, alinirsa

Teorem 4.3.4 geregi f € Sy dir ve f imajiner eksen yoniinde konvekstir. Simdi

a(a; —ay) > 0olsun. (4.11)de w1(2) = z ve w,(2) = % yazilirsa

zZ+a s4a
w=t(1+1+az)(1+22C05‘1’2+22)Z+(1—t)(l+Z)(1+22cosa1+zz)1+az
zZ+a
t(1+1+az)(1+zzcosa’z+zz)+(1—t)(1+Z)(1+22cosa1+22)

_t(+a)(1+2zcosa, +z°)z+ (1 —t)(1 + 2zcosa; +2°)(z + a)
T t(l+a)(1+2zcosa, +22) + (1 —t)(1+ 2zcosa; + z2)(1 + az)

_p@)
p*(2)

elde edilir. Buradan

p(z) = (at + 1)z3 + [2t(1 + a) cosa, + 2(1 — t) cos a; + a(1 — t)]z?
+[1+at+2a(l—t)cosa,]z+a(l—1t)

= a3z3 + a,z? + a;z + a,
ve

p*(z2) =a(l—t)z3+ [1+ at + 2a(1 — t) cos a,|z>
+[2t(1+a)cosa, +2(1 —t)cosa; +a(l —t)]z + (at + 1)
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Ny |
N———

) . , 1
dir. Boylece p nin sifir1 zy ve zy # 0 olmak tlizere p* 1n sifir1 = dir ve
Zo

@+ Az+B)(z+0)
@) = T A + B2+ C2)

seklinde yazilabilir. E de |w| < 1 oldugunu gostermek igin |[A| < 1, |B]| < 1ve |C| <1
oldugunu ve bu modiillerden en az birinin kesin olarak birden kiigiik oldugunu géstermek
yeterlidir. Hera € (—1,0) U (0,1) ve t € (0,1) i¢in |az| = at + 1 > |ay| = |a(1 — t)|
oldugundan p ye Cohn kural1 uygulanabilir. Boylece

pi(n) = BLA WD _ 4 oy

Ve

p1(z) =[a2t—1)+1]z2 + [2(1 — t)(at + 1 — a) cosa; + 2t(at + 1) cos a,]z
+a2t—1)+ 1+ 2at(1 —t)(cosa; — cosay)

= bZZZ + blz + bo

olmak {izere p; in tiim sifirlarinin birim ¢ember {izerinde ve i¢inde oldugunu gostermek
yeterlidir. Lemma 4.3.5 geregi |b,| > |by| dir. Dolayisiyla p; ya tekrar Cohn kurali

uygulanabilir. Buradan
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b,771(z) — bop1*(z
p,(2) = 2P1(2) . o’ (2) = —4at(1 —t)(cos a; — cos a,)p,(2)

Ve

p;(z) =[at—1)+ 1+ at(1 —t)(cosa; —cosay)]z + (at + 1)t cos a,
+(1—-t)(at+1—a)cosa,

= Clz + CO

olmak iizere p, nin tiim sifirlarinin birim ¢ember {izerinde ve i¢inde oldugunu gostermek
yeterlidir. Lemma 4.3.5 geregi |ci| > [co| dir. Boylece D3, py, D1 ve p; in tiim sifirlart

birim gember igerisinde bulunur. Dolayisiyla |w| < 1 oldugu goriiliir. m

o . T . . 1 1+iz
Ornek 4.3.7. j=12ve a; =a, =7 i¢in h; + g; = ~log (E) olsun. w;(z) =
ii—g; = z alinirsa

1 1+2)? 1
hi(z) = ZIOgW + Earctan Z,

() = 11 (1+Z)2+1 "
9:(2) = —zlog———+Sarctanz

92(2) _

2
= —z*“ alinirsa
h;(2)

elde edilir. Ayrica w,(z) =
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1 1+z 1
h,(z) =Zlog1 —z+§ arctan z,

() = 1l 1+z+1 .
92(2) = —7logT—+ 7 arctan z

elde edilir. Teorem 4.3.4 geregi 0 < t < 1igin f = tf; + (1 — t)f, lineer kombinasyonu

yalinkattir ve imajiner eksen yoniinde konvekstir.
4.4. Serit Doniisiimlerinin Yatay Kesmelerinin Lineer Kombinasyonu

Bu béliimde j = 1,2 ve o € E,n) i¢in 9;(2) = 2isi1na log (11:2_!-;],) asimetrik serit
j z

doniistimlerinin cesitli genislemelerle yatay olarak kesilmesiyle elde edilen harmonik

dontistimlerin lineer kombinasyonlari incelenmistir.

Teorem 44.1. j=12 ve o€ E,n) igin f; = h; + g, € Sy normalize edilmis

1+ij

—i(Xj

harmonik fonksiyonlar ve h; — g; = Zisilna_log< ) olsun. 0 <t <1 icin f =

1+z
tfi + (1 — t)f, lineer kombinasyonu lokal yalinkat ve yon koruyan ise f € Sy dir ve f

reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Kesme teoremi geregi f = tf; + (1 —t)f, € Sy lineer kombinasyonunun reel
eksen yoniinde konveks oldugunu gostermek i¢in F = t(hy — g1) + (1 = t)(h, — g5)

analitik fonksiyonunun reel eksen yoniinde konveks oldugunu gostermek gerekir.

Z
p(z) = — alinirsa
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R (ZF'(Z)> B (Z[t(hi —g1) + (@A —=t)(h; — g3)] >
e = Re
¢ (2) @ (2)

=tR L-7 +(1-t)R -2z
- e (1 + zet@1)(1 + ze~iar) © (1 + zet@2)(1 + ze~ia2)

1-z2

— ——— olmak lizere her z € E
(1+ze " J)(1+ze 7))

elde edilir. Teorem 4.3.1 in ispatinda K;(z) =

icin Re [K] (z)] > 0 oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla her z € E i¢in

Re (zF "(2)

0(2) ) = tRe[K1(2)] + (1 - )Re[K>(2)] > 0

oldugu goriiliir. Béylece Lemma 3.2.9 geregi F nin reel eksen yoniinde konveks oldugu

goriliir. m

Lemma 44.2. j=12 veq€ E,n) icin f; = h; + g, € Sy normalize edilmis

ia;
1+z 7
- olsun. Ayrlca wq V€

—L'a]

harmonik fonksiyonlar ve h; —g; = 2isi1na lo <1+
j zZ

w, strastyla f; ve f, nin genislemesi olsun. Bu takdirde 0 <t <1 i¢in f =tf; +

(1 —t)f, lineer kombinasyonunun genislemesi

_ tw(1-—wp)(1+2z cosy2+22)+(1-Hw,(1-w1) (1422 cos y; +22)
o t(1-wy)(1+2z cosy,+22)+(1-t)(1-w41) (1+2z cos Y1 +22)

(4.26)

dir.

genislemesi

_tg1+(1-1)g; twihy + (1 —t)wh;
TR A -0h,  thi+ (- 0Oh,

(4.27)

ia;

1 1+z 77 12 ’ . -
dir. hj —g; = 2l,siwjlog (1+z‘i“f) ve w; = g;/h; G = 1,2) oldugundan
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1

h =
(1 + wj(z)) (1 + 2zcosaq; + zz)

elde edilir. h]f (4.27) de yerine yazilarak (4.26) elde edilir. m

Teorem4.4.3.j = 1,2ve q; € E, ) i¢in f; = h; + g, € Sy normalize edilmis harmonik

1+2'%

fonksiyonlar ve h; — g; = zisilna‘log (1+z‘i“1) olsun.a; = a,iken 0 <t < 1igin f =

tfi+ (1 —t)f, €Sy dirve f reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Teorem 4.4.1 geregi f nin lokal yalinkat ve yon koruyan oldugunu gostermek

yeterlidir. (4.26) denkleminde a; = a, yazilarak

Cto(1-w))+ (1 -Dw,(1—wy)  tw+ (1 —tw; — w0,
C tl-—w)+ (A -1 -w)  (t—Dw;—tw,+1

elde edilir. Buradan

I:= |(t - 1)0)1 - th + 1|2 - |t0)1 + (1 - t)wz - (1)1(1)2'2
=1+ 2t(Jw;|*> = DRe(w,) + 2(t — 1)(1 — |w,]|*)Re(w,)
+ (1= 20)(Jwy]* = |w2]?) — |w |*|w,|?

ve wj = pjeief (j = 1,2) yazilarak
I=1-2t(1—pf)p,cos, +2(t — 1)(1 — p5)p; cos 6, + (1 — 2)(p} — p3) — p7p3
>1-2t(1 - pPp, — 2(t — DA~ pHpy + (1 = 26)(pf — p3) — pip3

= (1-p) (A —p1)? +2t(py — p)[1 + p1p; — (p1 + p2)] =11

oldugu goriiliir. j = 1,2 ve p; € [0,1) i¢in 1 + p;p, — (p1 + p2) > 0 oldugu kolayca
goriilebilir. Aslinda j = 1,2 ve p; € [0,1) i¢in 0 < 1+ pyp, — (p1 + pz) < 1 dir. Eger

pl—pZZOise
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[211>1-p3)A—p)?>0

oldugu goriiliir. Ayrica, eger p; — p, < 0 ise

I211'=1—-pH)(A=p1)?+20p — p)[1+ p1p; — (p1 + p2)]
=1 -pH(A—-p)*>0

oldugu goriiliir. Dolayisiylal = II > 0 dir. Boylece |w| < 1 olur. Buradan da f nin lokal

yalinkat ve yon koruyan oldugu ispatlanir. m

2 1+ze 3

2m
Ornek 444. j=12 ve a= 2?” i¢in hj(z) —g,(2) = mlE log <1+z_ezn> olsun.

_91(® _
w,(z) = "o = z* almirsa
1 1 1 V3 2V3 V3
__ _ = _ - _ 2y 4 ¥° avo N2
h,(z) = 6ln(z +1) 2ln(z 1)+ 6ln(l z+z°)+ 3 arctan 37273 >
1 1 1 V3 2V3 V3
= — —_— —_ —_ —_ 2y __— _
91(2) 6ln(z +1) > In(z—1) + 6ln(l zZ+z%) 3 arctan( 3273 )
elde edilir. Ayrica w,(z) = gf—(z) = —z alinirsa
h3(2)
1 1 V3 2V3 V3
hz(Z) = §1]’1(Z + 1) —gln(l —-z+ Zz) +?arctan (TZ —?>

—_— 7 —

V3 2V3 3
(5-5)

1 1
g2(z) = §ln(z +1) - gln(l —z+2z%) — —arctan
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elde edilir. Teorem 4.4.3 geregi 0 < t < 1li¢in f = tf; + (1 — t)f, lineer kombinasyonu
yalinkattir ve reel eksen yoniinde konvekstir. t = 0,% ve 1 i¢in f nin E yi resmettigi

bolgeler Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 de verilmistir.

N\

Sekil 4.1. t = 0 i¢in f nin E yi resmettigi bolge.

Sekil 4.2. t = %igin f nin E yi resmettigi bolge.
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Sekil 4.3. t = 1 i¢in f nin E yi resmettigi bolge.
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5. SONUC

Bu tezde, goriintii kiimesi bir yonde (reel eksen veya imajiner eksen yoniinde) konveks
olan yalinkat harmonik fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarinin yine yalinkat ve bir

yonde konveks olma kosullarini arastiran ¢aligmalar yer almaktadir.

Tezin ikinci boliimiinde, tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir. Tezin
ticlincii boliimii iki alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde, Clunie ve Sheil-Small
tarafindan verilen kesme teoremi verilmistir. Ikinci alt béliimde ise Dorff (2012) un E de
harmonik ve yalinkat f; ve f, fonksiyonlar1 icin f lineer kombinasyonunun yalinkat ve
imajiner eksen yoniinde konveks olmasi i¢in elde ettigi yeter kosullara yer verilmistir.
Yine ayni ¢calismada baska hangi kosullar altinda f lineer kombinasyonunun yalinkat ve

imajiner eksen yoniinde konveks olabilecegi agik problemi verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise dort alt boliim bulunmaktadir. Birinci alt boliimde, Wang
ve ark. (2013) tarafindan yapilan makale incelenmistir. Bu ¢aligmada harmonik yalinkat
doniistimlerin lineer kombinasyonlarinin yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks
olabilmesi i¢in yeter kosullar elde edilmistir. ikinci alt béliimde, Kumar ve ark. (2016)

tarafindan yapilan makale ele alinmistir. Bu ¢alismada, a € [—1,1] olmak tlizere F, =

z(1-uaz)
(1-2?)

he + 9o = analitik fonksiyonunun verilen w = ;Cl’—Z: genislemesi altinda dikey

kesimi ile elde edilen f, = h, + g, harmonik yalinkat doniisiimlerinin lineer
kombinasyonlar1 incelenmistir. Farkli w; ve «a; se¢imleri ile lineer kombinasyonun
yalinkat ve imajiner eksen yoniinde konveks olmasi i¢in yeterli kosullar elde edilmistir.

Ucgiincii alt bdliimde, Long ve Dorff (2018) tarafindan yapilan ¢alisma ele alinmistir. Bu

calismadaj = 1,2 ve a; € E,n) i¢in 9;(z) = 1 log( 1+ .]j) asimetrik dikey serit

2isina; 147 @
dontistimlerinin ¢esitli genislemelerle dikey olarak kesilmesiyle elde edilen harmonik

doniistimlerin lineer kombinasyonlarinin yalinkat ve imajiner eksen yoniinde konveks
olmasi i¢in yeter kogullar1 elde edilmistir. Dordiincii alt bolimde, j = 1,2 ve o € E, )

.. 1 1+2'% . . e .. . .
i¢in 9;(2) = 2isina_log <1+z‘i“i> asimetrik gerit doniislimlerinin ¢esitli genislemelerle

yatay olarak kesilmesiyle elde edilen harmonik doniisiimlerin lineer kombinasyonlarinin
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yalinkat ve reel eksen yoniinde konveks olmalari i¢in yeter kosullar1 elde edilmistir.
Yapilacak yeni ¢alismalarda, asimetrik serit doniisiimlerinin farkli genislemeleri alinarak

elde edilecek harmonik doniisiimlerin lineer kombinasyonlar1 incelenebilir.
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