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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
SIFIRLAYICI KOSULLARIYLA TANIMLANAN BAZI HALKALAR UZERINE
Ebru BITKIN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc. Dr. Yeliz KARA SEN

Tez dort boliimden olusmaktadir.

Ik boliimde, calismadaki biitiinliigiin saglanmasi icin gerekli olan temel kavramlara yer
verilmigtir.

Calismanin ikinci boliimiinde Baer halkalar ve bu halkanin genellestirmelerinden olan
yari-Baer ve m-Baer halkalardan bahsedilmigtir. Bu halkalara ait temel 6zellikler ve bu
halkalarin cesitli genislemeleri aragtirilmisgtir.

Uciincii boliimde ise sifirlayict kosullar1 kullanilarak tanimlanan bazi halka siniflarindan
olan dual halkalar ile Ikeda Nakayama halkalar1 bulunmaktadir. Ayrica yeni bir halka
sinifi olan 7w-dual halka sinifi tamitilmistir. w-dual halkalarin bir takim 6zellikleri ince-
lenmistir. Bu yeni sinifin dual halkalar, 7-Baer halkalar ve m-genisleyen halkalarla olan
iligkileri de aragtirilmagtir.

Son boliim ise ¢alismaya ait sonuglar1 icermektedir.

Anahtar Kelimeler: Baer Halka, Projeksiyon Degismez Ideal, Sifirlayic1 Kosullari,
Yari1-Baer Halka, 7w-Baer Halka.
2023, v + 63 sayfa.



ABSTRACT

Msc Thesis
ON SOME RINGS DEFINED BY ANNIHILATOR CONDITIONS
Ebru BITKIN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Yeliz KARA SEN

This thesis consists of four chapters.
In the first part, for the sake of completeless the fundamental notions are given.

In the second chapter, Baer rings and some generalizations of Baer rings such as quasi-
Baer and 7-Baer rings are mentioned. The principal properties and several extensions of
the former rings are explored.

In the third section, dual rings and Ikeda Nakayama rings, which are also defined by
annihilator conditions, are included. Moreover, the class of 7-dual rings is introduced.
Several properties of m-dual rings is studied. The relationships of this new class with dual
rings, m-Baer rings and m-extending rings are also investigated.

Final section includes the results of the study.

Key Words: Annihilator Conditions, Baer Rings, Quasi-Baer Rings, Projection Inva-
riant Ideal, 7-Baer Rings.
2023, v +63 pages.
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konugmamizda motivasyonumu arttiran degerli Prof. Dr. Gokhan SOYDAN’a tiim emek-
leri i¢in ¢ok tesekkiir ederim.

Tez siirecinde yasadigim sikintilarimda yanimda olan, her tiirlii destegini aldigim arkada-
sim Recep TUTUCU ya tesekkiirlerimi sunarim.

Bu tez ¢alismasma 2210-A Genel Yurt I¢i Yiiksek Lisans Burs Programu ile destek olan
TUBITAK a tesekkiir ederim.
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zaman yanimda olan, desteklerini esirgemeyen ve hala kahrimi ceken canim annem Leyla
BITKIN’e sevgili babam Ahmet BITKIN ve biricik kardesim Said BITKIN’e tesekkiir
ederim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Aciklama

Dogal sayilar kiimesi

Halka

I, R halkasinin bir ideali

I, R halkasinin bir sag ideali

I, R halkasinin bir sol ideali

I, R halkasinin bir projeksiyon degismez sag ideali

I, R halkasinin bir projeksiyon degismez sol ideali
Katsayilar1 R halkasindan alinan polinomlar halkasi

M bir sag R-modiil

M modiiliiniin endomorfizma halkas1

M modiiliiniin minimal alt modiillerinin toplami

M modiiliiniin tekil alt modiilii

N, M modiiliiniin sag R-alt modiilii

N, M modiiliiniin dik toplanan alt modiilii

N, M modiiliiniin esas alt modiilii

N, M modiiliiniin projeksiyon degismez sag alt modiilii

N, M modiiliiniin tam degismez sag alt modiilii

N, M modiiliiniin tiimleyen alt modiilii

R halkasi tizerine kurulu n x n tipindeki matris halkasi

R halkast lizerine kurulu n x n tipindeki iist tiggensel matris halkasi
R halkasindaki eg kare elemanlarla iiretilen alt halka

R halkasinin sol yar1 merkezil es kare elemanlarinin kiimesi
R halkasinin sag yar1 merkezil es kare elemanlarinin kiimesi
Reel sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi



GIRIS
Baer halka kavrami, Kaplansky tarafindan 1955 yilinda tamtilmistir. Buna gore, bir hal-
kanin bos olmayan her alt kiimesinin sag sifirlayicisinin bir es kare eleman tarafindan sag
ideal olarak {iiretildigi halkalara Baer halka adi verilmistir. Kaplansky’nin von Neumann
cebirlerinden soyutlayarak tanimladig1 bu sinifin kokleri operator teoriye dayanmaktadir.
Hilbert uzayindaki operator halkalarinin bazi aksiyomlari, Baer halkalanin sagladig: bazi

ozelliklerin cebir teorideki 6zel durumlaridir. Kaplansky ve Berberian, Baer halka teori-

sinin gelistirilmesinde etkili olmuglardir (Kaplansky, 1965), (Berberian, 1972).

Clark, herhangi bir idealin sag sifirlayicisinin bir es kare eleman tarafindan sag ideal ola-
rak uiretildigi halkalar1 yari-Baer (quasi-Baer) olarak tanimlamigtir (Clark, 1967). Bu kav-
ramlar yardimiyla gelistirilen teorilerin 6nemi, halka iizerindeki belirli sifirlayici kosulla-
rinin es kare elemanlar tarafindan tiretilmesidir. Baer ve yari-Baer kosullarinin her birinin
digerine gore bazi avantajli durumlari s6z konusudur. Genel olarak, Baer kosulu tek ta-
rafl1 idealler iizerinde tanimlanirken, yari-Baer kosulu iki yonlii ideallerle tanimlanir. Her
tamlik bolgesi bir Baer halka ve her asal halka bir yari-Baer halka oldugundan, Baer hal-
kalarin temel yap1 tasi, bir bolge iken; yari-Baer halkalarin temel yap1 tasi ise bir asal
halkadir. Yari-Baer halka kogulu, tam ya da iist icgensel matris halkalarina ve polinom
halkalarina hicbir ek kosula gerek kalmadan aktarilmasina ragmen benzer 6zellikler Baer
halkalar i¢in gecerli degildir. Diger bir ifadeyle; Baer halkalarinin ¢esitli halka genisle-

melerinin Baer olmasi i¢in bazi ek kosullara ihtiya¢ duyulur.

Baer ve yari-Baer halka kosullar1 arasinda yer alan ve bu iki kosulun bazi belirgin 6zellik-
lerine sahip bagka bir halka kosulunun varlig1 da son yillarda arastirilmistir (Birkenmeier
vd., 2018). Halkanin projeksiyon degismez ideallerinin sifirlayicilarinin es kare eleman
tarafindan iiretilmesiyle tanimlanan bu sinifa, projeksiyon degismez Baer (kisaca, m-Baer)
halka ad1 verilmisgtir. m-Baer halka 6zelligi bazi kosullar altinda Baer ve yari-Baer halka
ozellikleriyle ayn1 olur. Ayrica, m-Baer halkalarin cesitli halka genellestirmeleri (list ii¢-

gensel matris halkalari, tam matris halkalar1 ve polinom halkalar1) de w-Baer halkadir.

1



Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. i1k béliimiinde, biitiinliigiin saglanmasi
icin, ihtiyac duyulan temel tanimlara ve kavramlara yer verilmistir. ikinci boliimiinde ise
Baer halkalar, yari-Baer halkalar ve m-Baer halkalar yer almaktadir. Bu halka sinflarinin
yapisal ozellikleri ve birbirleriyle olan iligkileri incelenmistir. Her bir halka sinifinin mat-
ris geniglemelerine ve polinom genislemelerine gore nasil davrandigina iligkin sonuglara
da yer verilmistir. Calismanin {i¢iincii boliimii ise sifirlayici kosullariyla tanimlanan bazi
halka siniflarina ayrilmistir. Bu kisimda dual halkalar ve Ikeda Nakayama halkalariyla,
dual halka kavramindan yola c¢ikarak tanimlanan 7-dual halka sinifi bulunmaktadir. 7-
dual halkalarin bir takim 6zellikleri incelenmistir. Bu yeni sinifin dual halkalar, m-Baer
halkalar ve 7m-genisleyen halkalarla olan iligkileri de arastirllmistir. Son béliimde ise ¢a-

lismaya ait sonuclar bulunmaktadir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olacak, halka ve modiil teoride iyi bilinen bir-
takim temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu kisim; (Anderson ve Fuller, 1992),
(Birkenmeier vd., 2013), (Calhalp ve Tekir, 2009), (Kaplansky, 1965) ve (Tercan ve Kara,

2015) kaynaklar1 temel alinarak hazirlanmustir.

1.1 Modiiller

Tanmm 1.1.1 (M, +) degismeli bir grup ve R bir halka olmak iizere, eer - : M x R —
M tamiml fonksiyon asagidaki kosullart sagliyorsa, M ’ye R iizerinde bir sag modiil ya
da kisaca sag R-modiil denir ve Mgy ile gosterilir:

(1) Ya € Rvem,n € M igcin (m +n)a = ma + na,
(2) Ya,be Rvem € M icinm(a+b) = ma + mb,

(3) Ya,be€ Rvem € M i¢cin m(ab) = (ma)b.

Burada, m1 = m kosulu da saglantyorsa M ’ye birimli (unitary) modiil ad verilir.
Benzer sekilde sol R-modiil kavrami tanimlanar.

Ozel olarak, R halkas: degismeli ise sag ve sol modiil kavramlarimin aym olacag agiktir.

Calisma boyunca halkalar, birlesmeli ve birimli halka olarak, modiiller ise birimli sag R?-
modiil olarak alinacaktir.

70" semboliiniin birden fazla islevi bulunmaktadir. Bir modiiliin ya da bir halkanin sifir
elemanini gosterdigi gibi tam say1 olan sifirt ya da {0} kiimesini de temsil edebilir. Calis-

mada 0’1n tistlendigi gorev belli oldugundan, herhangi bir karisiklik s6z konusu degildir.

Ornek 1.1.2 (1) Her halka, kendi iizerinde bir modiil yapisina sahiptir.

(2) (G, +) degismeli bir grup olsun. Bu durumda - : G X 7. — G



0, 7=0
. . E+k+4--+k, j>0
(k,j) —> kj = Q> —~—
(k) +(=k)+-+(=k), j<O
\ jt\arne

islemi ile G, bir sag Z-modiildiir. Benzer bicimde G, bir sol Z-modiildiir.
(3) P, R halkasinda bir sag ideal olsun. Bu durumda P bir sag R-modiildiir.

(4) U, C cismi iizerine kurulu bir vektor uzayr olmak iizere, U bir C'-modiildiir.

Tammm 1.1.3 M bir sag R-modiil ve () # N C M olsun. N de bir sag R-modiil ise N ’ye

M ’nin sag R-alt modiilii adi verilir ve N < M ile gosterilir.

Onerme 1.1.4 R bir halka, M bir sag R-modiil ve ) # N C M olsun. Her ny,n, € N
ver € Rigin;

(i)0e N

(i) ng —ng € N

(17i) nyr € N (rny € N)

kosullart saglaniyorsa N, M ’nin sag (sol) R-alt modiiliidiir.

Ornek 1.1.5 (1) Bir R halkasimin her sag ideali ayni zamanda bir sag R-alt modiiliidiir.
(2) C bir cisim ise C’nin asikar alt modiilleri disinda C-alt modiilii yoktur.

(3) My, = Zy ise M nin alt modiilleri nZ. (n € 7) bicimindedir.

(4) M, bir modiil ve x € M olsun. xR = {xr |r € R} de M ’nin bir sag R-alt modiiliidiir
ve bu alt modiile devirli alt modiil adt verilir.

(5){Nj : j € J}, R’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. () Njve }_ N; de R’nin birer
alt modiiliidiirler. " "

Tanmm 1.1.6 S ve R iki halka, (M,+) degismeli bir grup olmak iizere eger M bir sag
R-modiil ve sol S-modiilse ve her s € S, v € Rve m € M icin (sm)r = s(mr) oluyorsa

M ye, (S, R)-bimodiil denir.



Ornek 1.1.7 (i) R halkas: bir (R, R)-bimodiildiir.
(17) M sag R-modiilii bir (7, R)-bimodiildiir. Ger¢cekten; n € Z olmak iizere, m € M

ve r € Rigin n(mr) = mr+mr+---+mr ve (nm)r = (m+m+---+m)r =

-~

n—kez n—kez
mr +mr +---+mr olur. Bu durumda n(mr) = (nm)r bulunur. Diger taraftan,
n:gez

Ornek 1.1.2 (2) yardimiyla M, sol Z-modiil oldugundan M bir (7, R)-bimodiildiir.

(¢4i) P, R’nin ideali ise P bir (R, R)-bimodiildiir.

(tv) R, S’nin bir alt halkast olsun. O halde S, sirastyla bir (R, R), (R, S), ve (S, R)-
bimodiildiir.

(v) K = Mat,yxm(R), A= Mat,(R)veS = Mat,,(R) ise K bir (A, S)-bimodiildiir.
(vi) S = End(Mpg) ise M bir (S, R)-bimodiildiir.

Tanmm 1.1.8 (i) M bir modiil ve 0 # X < M olsun. Eger M ’nin X 'te kapsanan,
stfirdan ve X ten baska bir alt modiilii yoksa X, M ’'nin minimal alt modiilii olarak ad-
landirlir.

(13) 0 # M olmak iizere M modiiliiniin her X alt modiilii icin X = 0 yada X = M ise
M ’ye bir basit (simple) modiil denir.

(1i1) X, M modiiliiniin bir 0z alt modiilii olsun. Eger M 'nin X’i kapsayan, X 'ten bagka

hicbir 0z alt modiilii yoksa X e M 'nin maksimal alt modiilii denir.

Tamm 1.1.9 Bir R halkasindaki tiim maksimal ideallerin kesisimine R’nin Jacobson ra-

dikali denir ve J(R) ile gosterilir.

Tanmm 1.1.10 Bir R halkasinda C(R) = {r' € R|r'r = rr', ¥r € R} seklinde tamimli

kiimeye R’nin merkezi denir. Eger x € C(R) ise x’e merkezil eleman denir.

Tanim 1.1.11 R bir halka ve x € R olsun. Bu durumda;
(i) 22 = z oluyorsa x elemanmina es kare (idempotent) eleman denir.
(13) Eger en az bir n dogal sayist icin " = 0 oluyorsa x’e iistel sifir (nilpotent) eleman

denir.



Yardimei Teorem 1.1.12 R halkasinda ¢ = ¢> € R ve s € R olmak iizere ¢ — ¢s + csc

ve ¢ — sc + csc elemanlari da R’de birer es kare elemandir.

Ispat. (c—cs+csc)? = c—cs+cSc—CSC+CSCS — CSCSC+CSC—CSCS+CSCSC = ¢—cS+CSc

olur. Benzer sekilde (¢ — sc + csc)? = ¢ — sc + csc oldugu da goriilebilir. m

Tanim 1.1.13 Bir R halkasinin sifirdan bagska tistel sifir elemani yoksa R’ye, indirgenmis
(reduced) halka denir.

Tamim 1.1.14 (i) R halkasinda f> = f € Rve her v € Ricin xf = fxf (va da
fr = fxf) saglamyorsa f es kare elemanina R’nin sol (ya da sag) yari merkezil
(semicentral) elemani denir. R’nin tiim sol (ya da sag) yart merkezil elemanlarimin olus-
turdugu kiime S;(R) = {f? = f € R| zf = fzf, Vo € R} (yadaS.(R) = {f? =
fE€R| fx = faf, Y x € R}) ile gosterilir.

(1) Bir R halkasinda S;(R) = S,(R) = {0, 1} ise R’ye yart merkezil indirgenmis (semi-

central reduced) halka denir.
Onerme 1.1.15 ¢ = g € R icin asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) g € Si(R)dir.

(
(i) gR, R’de bir idealdir.
(7it) 1—g € S.(R)olur.
(

iv) (1 —g)Rg = 0dr.
Ispat. Tanim 1.1.14’ten ispat aciktir. m

Tanim 1.1.16 Bir R halkasindaki her es kare eleman merkezil ise R halkasina Abel halka

denir.

Degismeli her halkanin Abel oldugu agiktir. Diger yandan, F' bir cisim olmak lizere R =

Flz,y], xy # yx halkasi degismeli olmayan Abel halkadir.

Yardima Teorem 1.1.17 Indirgenmis her halka Abeldir.



Ispat. R indirgenmis halka, a € R ve ¢*> = ¢ € R olsun. Burada ((1 — ¢)ae)? = 0’dir.
R indirgenmis oldugundan (1 — e)ae = 0 olmalidir. O halde ae = eae olup e € S;(R)
bulunur. Benzer sekilde (ea(1 — €))? = 0 olacagindan e € S,(R) elde edilir. Boylece R
halkas1 Abeldir. m

Tanim 1.1.18 R bir halkave 0§ # A C Ricinrgr(A) = {r € R|ar =0, Va € A} ve
[r(A) = {r € R|ra =0, Va € A} kiimelerine sirastyla X ’in sag ve sol sifirlayicist ad

verilir.

Tamm 1.1.19 A bos olmayan bir kiime olmak tizere, A iizerindeki bir < bagntisi, her
a,b,c € Aigin

(1) a<a

(i) a<bveb<aisea=10

(7i1) a<bveb<cisea<c

kosullarini saglyorsa, < bagintisina kismi siralama bagintisi denir. A’ya da kismi siralt

kiime adi verilir.

Yardimal Teorem 1.1.20 (Zorn Lemma) Kismi sirali bir K kiimesinin, her zincirinin

K ’de bir iist stniri varsa K ’nin bir maksimal elemant vardir.

Yardimei Teorem 1.1.21 (Modiiler Kural) A, B,C < M olsun. Eger B < A ise bu
durumda AN (B+C) =B+ (ANC)dir.
1.2 Esas Alt Modiil

Tanmm 1.2.1 M bir modiil ve X < M olsun. Eger her 0 # Y < M alt modiilii icin
X NY # 0 oluyorsa X’e M nin esas (essential) alt modiilii denir ve X <., M ile

gosterilir.
Diger bir ifadeyle;

X< MY < MiginXNY =0iseY =0d.



Ornek 1.2.2 (1) Her modiil kendisinde bir esas alt modiildiir. Diger yandan, sifir alt mo-
diiliiniin esas oldugu modiil sifir modiiliidiir.

(13) Bir tamlik bélgesinde sifirdan farkl her sag alt modiil esastir.

(iti) My = Qg nin sifirdan farkli her alt modiilii M’de esastir. Ozel olarak Z; <, Qy
olur.

(1v) My, = Zg ise 7 nin sifirdan farkli her sag ideali 7.’de esas olur.

Onerme 1.2.3 (i) N <. M olmast icin gerek ve yeter sart her 0 # m € M icin
N N'mR # 0 olmasidur.
i) K < N < M icin K <. M olmasu i¢in gerek ve yeter K <, N ve N <., M dir.
iti) N <. Mve K < Mise NNK <, K’dir.

h h
v)Her h > ligcin N; <. K; (1 <j <h)ise (| N; <. OlKj dir.

Jj=1 J

(
(
(iv) N <. M ve m € M olmak iizere m™*N = {r € R: mr € N} <. Ry dir.
(
(vi) L N < MveN/L<,M/Lise N <, M dir.

(vit) B ve C sag R-modiiller, f : B — C R-homomorfizma ve A <., C olsun. Bu du-
rumda f~1(A) <. B dir.

(viii) J, bos olmayan keyfi bir indis kiimesi olsun. Her j € J icin L; <., M; ise
P L; <. P M,dir

jed jeJ

Ispat. (i) N <. M ve 0 # m € M olsun. Burada 0 # mR < My oldugundan NNmR #
0’dir. Tersine 0 # L < M ve 0 # = € L olsun. Kabulden, N N xR # 0 olur. Bu durumda
0#NNxRC NN Lolup NN L # 0 bulunur. Boylece N <., M dir.

(1i) K < N < Migin K <, M ve 0 # A < N kabul edilsin. O halde 0 # A < M olur.
Burada K <., M oldugundan K N A # 0 bulunur. O halde K <., N dir. Diger yandan,
0 # B < M kabul edilsin. K <, M oldugundan 0 # K N B C N N B olur. Boylece
N <. M elde edilir. Tersine, K <, N, N <, M ve (0 # X < M olsun. N <, M
oldugundan N N X # 0 elde edilir. X' <, N oldugundan K N (N NX) # 0 olur. Buradan
0A£KN(NNX)=KnNX olup, K <, M"dir.

(171) 0 # X < K olsun. Eger 0 # X < M ve N <, M ise N N X # 0 dir. Buradan
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(NNK)NX =NN(KNX)=NnNX #0olur. Ohalde NN K <, K dur.

(iv) m~'N’nin R’de bir sag ideal oldugu goriilebilir. 0 # Iz < Rp olsun. Eger mI = 0
ise x € Iicin ma = 0 € N elde edilir. x € m~'N oldugundan / C m~'N bulunur. O
halde I "' m™'N = I # 0 dir. Diger yandan, mI # 0 olsun. Bu durumda 0 # (ml)p <
Mpg ve N <, M oldugundan N N'mI # 0 dir. Ohalde 0 # r € [i¢inr € m™*N N [’dir.
Boylece m™*N <. Rp elde edilir.

(v) h = 2segilsin. Burada, Ny <, K7, Ny <, Kyve X < KiNKsigin (NyNN2)NX =0
kabul edilsin. Su halde X < K; ve X < K dir. Budurumda NN X < X < Ky ve
NonX < X < Kjolur. 0 = NyN(NoNX) oldugundan NoNX = 0 yani X = 0 bulunur.
O halde Ny N Ny <, K7 N K, olur. h iizerinden tiimevarim uygulanarak ﬁ N; <. rh] K;
sonucuna ulagilir. "~ Fl
(vi) 0 # X < M olsun. Eger X < Lise NN X = X # 0 olur. Budurumda N <, M
olur. L < X ise 0 # X/L < M/L olup N/L <., M/L oldugundan N/L N X/L # 0
bulunur. O halde (NN X)/L # 0olup L < NN X elde edilir. Eger L = 0ise NNX # 0
olacaktir ve buradan N <, M olur. L # 0ise 0 # L < N N X olacagindan bu durumda
da yine N <, M dir.

(vit) 0 # M < Bve M N f7Y(A) = 0 olsun. x € Cekf almrsa f(z) = 0 € A
olacaktir. Budurumdaz € f~'(A) olup Cekf C f~'(A) elde edilir. Boylece MNCek f C
Mn f~Y(A) = 0 yani M N Cekf = 0 bulunur. o« = f|p, a:m — f(m) doniisimii
ortendir. Ceka = M N Cekf = 0 oldugundan a doniisimii birebirdir. O halde « bir R-
izomorfizma, yani M = f(M) olur. M # 0 oldugundan 0 # f(M) < C olur. Burada
y € Aiginy € f(M)N Aisey = f(m) olacak sekilde m € M bulunabilir. Su halde
m € f~1(A) N M = 0 olacagindan m = 0 ve y = 0 elde edilir. Boylece f(M)NA =0
olur. Ancak hipotez geregi A <. C"dir. O halde bu bir ¢eliskidir, yani M N f~1(A) # 0
olur. Boylece f~1(A) <, B’dir.

(viii) I = {1,2} kabul edilsin. L; <, M; ve Ly <, Myise L1 ® Ly <. My & M,
kosulunun saglandig1 gosterilecektir. O halde, 7y : My & My — My, (mq + ma) — my

ve my @ My ® My — Ms, (my + ms) — my izdisim fonksiyonlar verilsin. Bu



fonksiyonlarin orten oldugu agiktir. Burada 7y (Ly & My) = Ly ve mo(M; @ Lg) = Lo
olup 7y (Ly) = Ly ® My ve 7, ' (L) = My @ Ly bulunur. Onermenin (vii). maddesi
geregince 7, (L1) = L1 © My <, My © My ve w5 (Ly) = My ® Ly <, M, ® My
olur. Onermenin (v). maddesindeki ozellikten (Ly @ My) N (M @ Ly) <. My & My
yazilabilir. Bu durumda Ly, < My < Ly & M, oldugundan modiiler kural geregince
(L1 ® M) (Lo® M) = Lo®[(L1® Ma)N M| = Ly@®[M;N(Ly & M,)] bulunur. Tekrar
modiiler kural uygulanirsa Lo @ [M; N (Ly @ Ms)] = Ls @ [L1 @ (M; N My)] elde edilir.
Burada M, N My = 0°dir. Bu durumda sonug olarak (L & My) N (My @ Lo) = L1 @ Ly

bulunur. Béylece Ly & Ly <, My & My dir. m

1.3 Tiimleyen Alt Modiiller

Tanim 1.3.1 M bir modiil ve P < M olsun. R, R N P = 0 ozelligine gore maksimal
ise R alt modiiliine P’nin M 'deki tiimleyeni (complement) denir. Diger bir ifadeyle; R,
P’nin M ’deki tiimleyenidir. < RN P = 0 dirve her R C N < M icin N N P # 0 olur.

Burada, R’ye M ’nin bir tiimleyen alt modiilii denir ve R <. M ile gosterilir.

Ornek 1.3.2 (1) 0 <. M ve M <. M oldugu ag¢iknr.

(17) C bir cisimve Mo = C®C olsun. Bu durumda L = C®0 = {(a,0) : a € C'}, M 'nin
bir alt modiiliidiir. Béylece x € C igin (x,1)C = {(z,1)c: c € C'} = {(x¢,¢) : c € C}
alt modiilii L'nin M’deki tiimleyenidir. Ustelik T = 0 & C = {(0,z) : x € C} alt modiilii
de L’nin M ’deki baska bir tiimleyenidir. Dikkat edilirse L <., M, (z,1)C <. M ve
T = 0@ C <. M bulunur. Buradan, bir alt modiiliin birden fazla tiimleyeni olabilir,

sonucuna ulagsilir.
Zorn Lemma yardimiyla asagidaki 6nerme elde edilir.
Onerme 1.3.3 Bir modiiliin her alt modiiliiniin bir tiimleyeni vardur.

Onerme 1.3.4 M bir R-modiil, L < M ve K, L’nin M deki timleyeni olsun. Bu du-
rumda K & L <, M ’dir.

10



Ispat. 0 # N < Micin (K®L)NN = Oolsun. K C K +N oldugundan (K +N)NL #
O elde edilir. 0 # x € (K + N)N L alinsin. Ohalde k € K ven € Niginz =k +n
yazilabilir. Buradan 2 — k = n € K ® Lven € (K @ L) N N bulunur. Kabulden
(K® L)NN = 0olupn = 0elde edilir Ohalde x = k € KNL =0,yani z = 0

sonucuna ulagilir. Bu bir ¢eliskidir. Boylece (K & L) NN # 0 olup, K & L <, M’dir. =
Onerme 1.3.5 N < M olsun. N <. K <. M olacak sekilde bir K < M vardir.

ispat. N < M olsun. Onerme 1.3.3 ’ten N’nin M’de bir N’ tiimleyeni vardir. N C K
olacak sekilde N”’niin de M’de bir K tiimleyeni vardir. Burada 0 # L < K alinsin.
N’ C N'+ L oldugundan (L + N') N N # 0 elde edilir. Ohalde 0 # x € (L+ N')N N
icihz € Nvex € (L+ N')dir. | € Lven’ € N'igin z = [ + n' yazilabilir. Bu
durumda z — [ = n’ € K N N’ bulunur. Hipotez geregi K "N N' =0, z — 1l =n=0ve
x =1¢€ N N Lelde edilir. Yani N N L # 0 olup N <., K bulunur. m

Onerme 1.3.6 K, M ’de bir tiimleyen alt modiildiir. < K ’nin M 'de esas iz genislemesi

yoktur.

ispat. K <. Mve K <, L < M icin K # L olsun. K’nin, X < M nin tiimleyeni
oldugu kabul edilsin. O halde K NX = 0 ve K bu dzellige gore maksimaldir. Bu durumda
KNX <. LNX = 0 bulunur. Bu bir ¢eligkidir, X' = L olmalidir. Tersi Onerme 1.3.5’den

elde edilir. m

Esas 6z genislemesi olmayan alt modiiller kapali (closed) olarak da adlandirilir. Onerme

1.3.6’dan tiimleyen ve kapali alt modiillerin ayn1 oldugu aciktir.

Onerme 1.3.7 K, L <, M olsun. K nin L’nin M deki tiimleyeni olmast icin gerek ve

yeter sart L’nin, K nin M deki tiimleyeni olmasidir.

Ispat. Onerme 1.3.4 geregi K ® L <. M dir. K nin M deki tiimleyeni L’ olsun. L'N(K &
L) <. L' M = L' yazilabilir. Modiiler kural geregi L' N (K & L) = L& (L'NK) =1L
oldugundan L <, L bulunur. L <, M olup Onerme 1.3.6’dan L = L’ olur. Bu durumda

L, K’nin M’deki tiimleyenidir. Tersi benzer adimlarla goriilebilir. m
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Onerme 1.3.8 M bir modiil ve K , N < M olmak iizere K, N alt modiiliiniin M 'deki

tiimleyeni olsun. Bu durumda,

(N+K) M
(1) %~ <e¢ %

@) Ne K <. M

kosullar: saglanir.

Ispat. (i) K C Ligin %ﬂ% = 0 olsun. Buradan W =0 olup LN(N+K) =K
elde edilir. Modiiler kurala gore K = L N (K + N) = K + (L N N) yazlabilir. Bu
durumda L " N C K bulunur. K N N = 0 6zelligine gére K maksimal oldugundan

L = K olmalidir. L/K = 0 olup (N;K) <e % bulunur.

(ii) K, N’nin M deki tiimleyeni oldugundan Onerme 1.3.4 geregi N @& K <., M’dir. =

Onerme 1.3.9 K/ N < Mve K < M olsun. N <., M olmast icin gerek ve yeter kosul

N M
74 Se ?dln

Ispat. N <. M, N’ = %, M = % ve ' < M'igin L’ M N’ = 0 olsun. L' < M’
ise K C L < Migin L' = %olupO =L NN = %ﬂ% = % = 0 bulunur. O
halde L N N = K olur. K’nin M’deki tiimleyeni K’ olsun. Bu durumda 0 = K N K’ =
(LON)NK = (LNK')NN =0ve N <, M oldugundan L N K’ = 0 olur.

Béylece L = K’dirve L' = £ = 0 olup & <. 4I sonucuna ulagilir. Tersi, Onerme 1.2.3

yardimiyla goriiliir. m

Onerme 1.3.10 N , K < M olsun. Bu durumda
(i) K <. M ise & <. idir.

) % <. % ve N <. M ise K <. M dir.

Ispat. (i) L < M igin K < L ve £ <, £ olsun. Bu durumda Onerme 1.2.3 (vi)’den

(vi
K <. L’dir. K <. M oldugundan Onerme 1.3.6 geregi K = L olmahdir. % = %
olacagindan Onerme 1.3.6’den £ <, X°dir.
(id)
0=

<. % ise N ¢ K' < M igin %, %”nin %’deki tiimleyeni olsun. Buradan,

N % = KQTKI olup KN K’ = N bulunur. N <. M, N, N”niin M’deki tiimleyeni

I
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olsun. Buradan N N N’ = 0 olacagindan (K N K’) N N’ = 0 yazilabilir. Burada, K <
L < Migin LN (K'NN') = 0kabul edilsin. N = K 0K’ ¢ LN K"diir. N C (LNK"),
(LNK")NN' = 0ve N, N"”niin M deki timleyeni oldugundan LN K’ = N olmalidir. Bu

L K’_LﬁK’_ﬂ_ ££5M9 : v
durumda N & = #5— = § = Oelde edilir. 5, 57 nin 5 ’deki timleyeni oldugundan

ﬁ = % olmalidir. Buradan K = L olup K N (K’ N N’) = 0 6zelligine gore K maksimal

alt modiil olur. Boylece K, K’ N N niin tiimleyenidir, K <. M’dir. =

Tamim 1.3.11 M, bir modiil olmak iizere M = P + P' ve P N P’ = 0 oluyorsa P ve
P' alt modiilllerine M ’nin dik toplanan alt modiilleri denir. Bu durumda M = P & P’ ve

P <; M, P' <4 M ile gosterilir.

Ornek 1.3.12 (i) M 'nin asikar alt modiillerinin M ’de birer dik toplanan alt modiil ol-
dugu aciktir.

(it) Her g* = g € End(Mg) icin M = gM & (1 — g) M dir. Bu durumda M modiiliiniin
0 ve 1’den baska es kare doniisiimii yoksa bu modiiliin sifir ve kendisinden baska dik top-
lanan alt modiilii de yoktur. Bu ifadenin tersi de dogrudur.

2

(1i1) My, = Zz modiiliiniin dik toplanan alt modiilleri icin x € 7 ve x* = x olsun. Bu

durumda x = 0 yada x = 1 olup, 0, M <4 M bulunur.
Onerme 1.3.13 A <; M ise A <. M dir.

ispat. A <4 M olsun. O halde M = A @ A’ olacak bigcimde A" < M vardir. Burada
A C K ve AN K = 0 olacak sekilde K < M secilsin. £ € K igin bir a € A ve
a’ € A’ vardir ki k = a + o' yazilabilir. Suhalde o’ =k —a € Kolupa' € KNA =0
bulunur. Bu durumda ¢’ = 0’dir. O halde k = a € KN A olurve K N A = K bulunur.
Buradan A = K elde edilir. Boylece A, A" alt modiiliiniin M’deki tiimleyenidir, yani
A A" <. M’dir. m

Onerme 1.3.13’iin tersinin dogru olmak zorunda olmadig1 Ornek 1.3.2 (ii)’den goriilebi-

lir.
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Tamim 1.3.14 0 ve kendisinden baska dik toplanan alt modiilii olmayan bir M modiiliine,

ayrismaz (indecomposable) modiil ad verilir.

Tamm 1.3.15 Bir M modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplamina M ’nin socle alt
modiilii ady verilir. Soc(M) ile gosteriliv. Eger Soc(M) = M ise M modiiliine yart basit
(semisimple) modiil adi verilir. Diger bir ifadeyle;

Soc(M) = {Z Sa i Sa, M’nin basit alt modiilleri}’dir.

a€el

Eger My, = Z ise Soc(My) = 0 ve My, = Z, ise p asali i¢in Soc(Z,) = Z,’dir.

Onerme 1.3.16 (i) {M;|j € J}, M modiiliiniin basit alt modiillerinin bir ailesi olmak

iizere, M 'nin, yari basit modiil olmast icin gerek ve yeter kosul M = € M, olmasidur.
jed

(13) M ’nin, yart basit modiil olmasu icin gerek ve yeter kosul her A < M icin A <, M ’dir.

Onerme 1.3.17 Soc(M), M 'deki tiim esas alt modiillerin kesigimidir.

Ispat. P = ({K : K <. M}olsun. K <, M ve 0 # U < M basit alt modiilii alinsin.
K <. M oldugundan K "U # 0ve 0 # KNU < U olup K NU = U elde edilir.
Bu durumda U C K olur. K <., M oldugundan U < P’dir. Soc(M) = @ U C P olup
Soc(M) C P elde edilir. Diger yandan A < P olsun. C, A’min M deki tiimleyeni olmak
tizere ANC = 0ve A C <, M’dir. Buradan P < A & C olur. Modiiler kuraldan
P=Pn(AaC)=A® (PNC)olup A <, Pdir. Onerme 1.3.16 (ii)’den, P yari

basittir, Soc(P) = P. O halde P C Soc(M) olur ve ispat tamamlanir. m

Tanmm 1.3.18 M bir modiil olsun. Z(M) = {x € M : xE = 0 olacak sekilde bir
Er <. Rg vardir.} alt modiiliine M 'nin tekil (singular) alt modiilii adi verilir. Eger
Z(M) = M ise M ye tekil (singular) modiil; Z(M) = 0 ise tekil olmayan (nonsingular)

modiil adi verilir.

Mpr = Rp alinirsa Z(Rp), R’nin iki yonli ideali olur.
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Tanmm 1.3.19 R bir tamlik bilgesi ve M bir modiil olsun. {a € M : xa = 0 olacak
sekilde bir x € R vardir} kiimesi M 'nin bir alt modiiliidiir ve bu alt modiile M 'nin bu-
rulmali alt modiilii denir. Tor(M) ile gosterilir. Eger Tor(M) = M ise M ’ye burulmali

(torsion) modiil, Tor(M) = 0 ise M ’ye burulmasiz (torsion-free) modiil denir.

Yardima1 Teorem 1.3.20 (:) Z(M) = {x € M : rg(z) <. Rp} dir.
(11) Mz, tekil (ya da tekil olmayan) bir modiildiir. < My burulmall (ya da burulmasiz)

modiildiir.

Ispat. (i) S = {z € M : rp(z) <. Rg} ve x € S olsun. Bu durumda r(z) <. Ry olur.
Ayrica zrg(x) = 0 oldugundan x € Z(M) ve S C Z(M) bulunur. z € Z(M) alinsin. O
halde bir £ <, Ri¢in xE = 0 saglanir. Buradan 0 # [ < Rp i¢in [ N E # ( yazilabilir.
Budurumda 0 # r € INEigin xr = 0 ve r € rr(x) bulunur. Boylece r € rg(x)NI # 0
olup rg(z) <. Rg’dir. Buradan, € S olur ve ispat tamamlanur.

(11) « € Z(M) verilsin. Bu durumda z(nZ) = 0 olacak sekilde bir n € Z* vardir.
Bu durumda z sonlu mertebelidir, yani = € T'or (M )’dir. Buradan, Z (M) = 0 olmasinin

gerek ve yeter sartinin 7'or (M) = 0 oldugunu goriiliir. m

Onerme 1.3.21 (i) M bir modiil ve S < M olsun. Bu durumda Z(S) = S N Z(M) olur.
(11) Z(Z(M)) = Z (M) dir.

(13i) My ve My sag R-modiiller olsun. O halde Z (M, ® M) = Z(M,)® Z(M,) saglanr.
(iv) M ve T birer R-modiil olmak iizere f : Mg — Tg doniisiimii bir R-homomorfizma

ise f(Z(M)) C Z(T) olur.

Ispat. (i) S < M, Z(S) < S ve Z(S) C Z(M) oldugundan Z(S) € SN Z(M) olur.
Burada x € SN Z(M) alinsin. © € Z(M) oldugundan r(z) <. Rpr ve x € S’dir. Bu
durumda z € Z(S) olup SN Z(M) C Z(S) bulunur.

(14) N = Z(M) olsun. (i)’den Z(N) = NN Z(M) oldugundan Z(Z(M)) = Z(M) olur.
(7i1) Agiktir.

(i) Z(M) < M oldugu bilinmektedir. z € Z(M) olsun. O halde rg(z) <. Rpg’dir.

15



Burada r € rg(x) segilirse xr = 0 olur. f bir R-homomorfizma oldugundan f(zr) =
f(z)r = 0 bulunur. Bu durumda r € rg(f(x)) olup rg(x) C rg(f(z))’ti. O halde
rr(f(z)) <. Rrve f(x) € Z(T) olur. Boylece f(Z(M)) C Z(T)dir. m

. c C
Ornek 1.3.22 C' bir cisim olmak iizere R = olsun. Bu durumda Z(Rpg) =
0 C

c C 0 C
ve Z(rR) = olup, Z(Rg) # Z(rR) dir.

0 0 0 O
Ornek 1.3.23 (i) M bir Z-modiil olsun. Bu durumda Z(Mz) = 0 olup My, tekil degildir.
(¢7) p bir asal sayt olsun. Su halde My = 7, icin Z(My) = Z, olur ve boylece My,
tekildir.
(tii) Mz = Z & Z, ve p bir asal sayt olsun. O halde Z(My) = Z(Z & Z,) = Z(Z) &

Z(Zy,) = 0& Z, = 7Z, olur. Biylece My, ne tekil ne de tekil olmayan bir alt modiildiir.

1.4 Tam ve Projeksiyon Degismez Alt Modiiller

Tanmm 1.4.1 (i) M bir modiil ve Ng < Mg olsun. Her f € End(Mpg) i¢cin f(N) C N
ise N’ye M ’nin tam degismez (fully invariant) sag alt modiilii denir ve Np < Mp ile
gosterilir.

(ii) M bir modiil ve Np < Mg olsun. Her g* = g € End(Mg) i¢in g(N) C N ise N’ye
M ’nin projeksiyon degismez (projection invariant) sag alt modiilii denir ve Ny <, My ile

gosterilir.
Tam degismez her alt modiil, projeksiyon degismezdir.

Ornek 1.4.2 (i) R halkasiun tam degismez R-alt modiilleri R’nin iki yonlii idealleridir.
(71) R halkasuun Jacobson radikali de R’de tam degismezdir.

(7it) G bir grup olmak iizere Tor(G) de G’de tam degismezdir.
(iv) Soc(M) ve Z(M), M ’nin tam degismez alt modiilleridir.
(

v) Ayristirilamaz bir modiiliin her alt modiilii projeksiyon degismezdir.
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Tamm 1.4.3 R halkasimin bir sag (sol) ideali Y olsun. Eger her g*> = g € R icin gY C
Y (vadaYg C Y)ise Y’ye R’nin projeksiyon degismez sag (ya da sol) ideali denir.

Yr <, Rr (yada rY <, rR) ile gosterilir.

Onerme 1.4.4 R, bir Abel halka olsun. Su halde, R’nin her tek yonlii ideali projeksiyon

degismezdir.

Ispat. P, R’nin bir sag ideali ve g> = g € R olsun. Bu durumda her a € P icin ga =

ag € P olacagindan g C P olup Pr <, Ry bulunur. m

Tanim 1.4.5 M bir modiil ve D, D’ < M olmak iizere M = D & D' olsun. Her
Xr < Mg igin X = (X N D)@ (X ND)ise M’ye dagiluml (distributive) modiil

denir.

Onerme 1.4.6 Dagilimli bir M modiiliindeki her K sag R-alt modiilii M ’de projeksiyon

degismez sag alt modiildiir.

Ispat. Her > = g € End(Mg) icin M = g(M) @ (1 — g)(M) olur. K = KN M =
KNn(gMe(1l—g)M)=(KnNngM)®(KN(1-g)M) = gK & (1—g)K = K bulunur.

Bu durumda g K C K olup Kr <, My elde edilir. m

Onerme 1.4.7 M r bir modiil olmak iizere;
(i) {Na | € I}, M ’nin projeksiyon degismez alt modiillerinin bir ailesi olsun. Bu du-
rumda, (| N4 ve Y N, da M nin projeksiyon degismez alt modiilleridir.
) XRQEIYR < ]\ZERI icin Xp <, Ypve Yrp <, My ise Xp <, My dir
(1ii) M = @ M, ve N <, Mg olsun. Bu durumda 7; : M — M,, i. izdiigiim fonksiyonu
olmak L'izer:IN = G}Im(N) = G}I(N N M;) saglanr:

ic ic

Ispat. (i) Her o € I igin N, <, M oldugundan her f? = f € End(Mzg)igin f(N,) C N,

olur. Burada z € f([) N,) segilirse her o € [ icin z € f(N,) C N, bulunur. Bu du-

acl
rumda z € (] N, olur. Boylece f( () No) € [) N, olup (| N, <, M elde edilir.
aecl ael acl acl
Benzer sekilde ) N, <, M oldugu da goriilebilir.

acl
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(ii) e = e € End(Mg) olsun. Yg <, My ise e(Y) C Y'dir. ey : Y — Y, R homo-
morfizma olur. (e|y)? = e|y € End(Yg)'dir. Xg <, Y oldugundan e|y (X) C X olup
e(X) C X bulunur. Boylece X <, Mpdir.

(121) Her 4 € Ii¢in NN M; € N olduundan B(N N M;) € N olur. Simdi,
m - M — M; ven € N olsun. n = Zlmz olacak Z;Ikilde m; € M, vardir. Bu du-

1€
rumda 7;(n) = m; € M; olur. Boylece 6 : M = M, N M, 6 = im; tanimlansin. 6% = 6
olacagindan #(N) = im;(N) C N bulunur. Buradan, im;(n) = i(m;) = m; € N olur. Su
halde m; € N N M, dir. Boylece n = Z m; € Z NNM,; = @ N N M; elde edilir. Bu
durumda N = EBI N N M;olur. m -~ -~ -~
1€

Ornek 1.4.8 R bir halka ve M = R ® R olsun. x,y € Ricin f : M — M, f(x,y) =
(x,0) déniisiimii tamimlansin. O halde f? = f € End(Mpg) dir. Diger yandan g : M —
M, g(x,y) = (y,z) olsun. g doniisiimii g*> = g oOzelliginde bir R-homomorfizmadur.
Ar = R ® 0 alt modiilii M ’nin bir dik toplanamdir. Fakat, g(A) = 0@ R € R® 0

oldugundan Ag, M 'nin projeksiyon degismez alt modiilii degildir.

1.5 Sifirlayicilarin Ozellikleri

Bu kisimda sifirlayicilarin 6zelliklerine yer verilecektir.

Onerme 1.5.1 (i) ) # X C R icin rr(X) (va da Iz(X)), R'nin bir sag (ya da sol)
idealidir.
(17) X, R halkasinda bir sag (ya da sol) ideal ise, rr(X) (ya da lg(X)), R’nin bir
idealidir.

Ispat. (i) ri,r7, € rp(X) olsun. Bu durumda X7, = 0, Xr, = 0 oldugundan
X(ry —re) = 0 dir. O halde r, — 1o € rr(X) dir. Diger yandan, a € R ve r € rg(X)
alalim. X (ra) = (Xr)a = 0a = 0 olur. Béylece a € Riginra € rr(X) dir. Yani rg(X),
R’de bir sag idealdir. Benzer adimlarla [z(X)’in R de bir sol ideal oldugu goriilebilir.

(#7) X, R’nin bir sag ideali olsun. (i) kismindan, rg(X'), R’nin bir sag idealdir. r € R
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ve a € rr(X) i¢in Xa = 0 dir. Buradan X (ra) = (X7)a € Xa = 0 oldugundan,

ra € rr(X) olur. rg(X), R’nin bir sol idealidir. m

Onerme 1.5.2 R bir halka olsun.
(1)0#£S,TC RveS CTicinrg(T) Crr(S)velr(T) Clr(S)dir

(it) 0 # A C R olsun. Bu durumda A C rr(lg(A)) ve A C lr(rr(A)) dur

(11) 0 # X C Riginrg(X) = rr(lg(rr(X))) ve lr(X) = lr(rr(lr(X))) tir:

(tv) I keyfi indis kiimesi olmak iizere i € I icin P, C R olsun. Bu durumda

rr(Q ) = (N re(B) ve lr( B) = () Lr(F) dir

iel i€l i€l i€l
(v) Her 1 € I icin S; C R olsun. O halde TR(U S;) = ﬂ rr(S;) olur.
(vi)) # X C Riginrg(X) =rr(RX) ve ZRZ(E;() = l};?;(R) ‘dir.
Ispat. (i) a € 7z(T) olsun. Bu durumda Ta = 0 dir. S C T i¢in de Sa = 0 olacagindan
a € rr(S) olur. Boylece rr(1") C rg(S) dir. Benzer sekilde [z(7T") C [g(.S) oldugu gorii-
lebilir.
(77) Ir(A)A = 0 oldugundan A C rz(lgr(A)) olur. Diger yandan Algr(A) = 0 oldugundan
A Clgr(rg(A)) olur.
(zii)  (4i) kosulundan rg(X) C rg(lg(rr(X))) olur. a € rgr(lr(rg(X))) olsun.
(Ir(rr(X))a = 0 olup, (i) geregi Xa C lr(rgr(X))a = 0 dir. Buradan Xa = 0 olur
ve a € rr(X) elde edilir. Boylece rr(X) = rr(lr(rr(X))). Benzer sekilde [p(X) =
lr(rr(Ir(X))) esitligi de kolayca goriilebilir.
(iv) = € TR(Z P,) olsun. Bu durumda her ¢ € I i¢cin P;x = 0 bulunur. Buradan = €
N re(F:) yazﬁiilir. O halde rz(3_ P;) € () rr(F;)’dir. Burada x € (rg(F;) segilsin.
ﬁéri € Ii¢in Px =0 oldugund;flfx € rRl(eIZ P,) olur. Boylece rr(>_ P;) = (rr(F)
elde edilir. Benzer sekilde [r(3_ F;) = () Ir(F) esitligi de goriilebilir.
(v) ve (vi) tamimlardan aglku;.e I. <

Onerme 1.5.3 R bir halka ve g> = g € R olsun. Bu durumda rr(Rg) = (1 — g)R ve
lr(gR) = R(1 — g) olur.
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Ispat. z € (1 — g)R olsun. 2 = (1 — g)a olacak sekilde a € R vardir. (Rg)(1 — g)a =
Rg(1 — g)a = 0 oldugundan = € rr(Rg) bulunur. O halde b € rr(Rg) kabul edilsin.
Buradan (Rg)b = 0’dir. Her 7 € R igin rgb = 0’dir. Ozel olarak 1z € R igin gb = 0
olup b = (1 — g)b elde edilir. O halde b € (1 — g)R’dir. Boylece rgr(Rg) = (1 — g)R’dir.

Benzer sekilde [z(gR) = — g) oldugu da goriilebilir. m
Ornek 1.54 R = s k,l,m € 7Z } olsun. R halkasindaki tiim
10 0 1 k 0 k
es kare elemanlarin kiimesi J = , , , sk €7} dir.
0 1 00 0 1
11 11 ko1
€ R igin R = kel ) = olur. Buradan
00 00 0 0
11 7 7 0
lr R =lx =R elde edilir.
0 0 0 0 0 1

Onerme 1.5.5 R bir halka olmak iizere A ve B, R’nin birer sag ideali olarak secilsin.

Eger Z(Rr) = 0Ove Ag <. Bg iselr(A) =Ir(B) verg(A) = rr(B) olur.

Ispat. A < Bp oldugundan [z(B) C Iz(A) oldugu Onerme 1.5.2 (i)’den agiktir. = €
Ir(A) secilsin. b € BiginV = {r € R : br € A} olsun. Onerme 1.2.3 geregi V,
R halkasinda bir esas sag ideal olur. Burada xbV = 0 olacagindan zb € Z(Rg) = 0
olup zb = 0 bulunur. Oyleyse = € [r(B) dir. Béylece Ir(A) C Ir(B) olup, Ig(A) =

[r(B)’dir. Benzer adimlarla rg(A) = rg(B) oldugu da goriilebilir. m

Onerme 1.5.6 R bir halka olsun. Asagidaki ifadelerden herhangi ikisi iiciinciiyii gerek-
trir.

(i) Her ) # K C R, rg(K) = eR olacak bicimde bir ¢* = ¢ € R vardir.

(it) Her 0 # L C R, lg(L) = Rf olacak bicimde bir > = f € R vardir.

(14i) R, birimlidir.

20



Ispat. (i) 4 (ii) = (i91): K = Oise rz(0) = R = eR ve Iz(0) = R = Re olacak sekilde
e? = e € R vardir. Burada eR = R = Re olur. Her a € R igin ea = a = ae olur. Bu
durumda e, R halkasinin birim elemanidir.

(17)+ (7i1) = (i): 0 # A C Ralalm. ) # L = rg(A) C Rolsun. (ii) geredi [g(L) = Re
olacak sekilde e* = e € R vardir. [g(rg(A)) = Re dir. Bu durumda rz(lg(rr(4))) =
rr(Re) olur ve Onerme 1.5.2 (iii) geregi 7r(Ir(rr(A))) = rr(A) olur. Onerme 1.5.3
yardimiyla rg(A) = rr(Re) = (1 — e)R elde edilir. (1 —e)? = (1 — e) € R olup ispat
tamamlanir.

(i) + (i1i) = (i1): Ispat ((4i), (4ii) = (7)) kismina benzer olarak elde edilir. m

.. c C a b
Ornek 1.5.7 C, bir cisim olmak iizere; A = = ca,b e C ) halkast
0 O 0 0
verilsin. A halkasiin birim elemaninin olmadigr aciktir.
0 0 1 b
J= , :b e C 3 kiimesi, A halkasindaki tiim es kare elemanlarin kiime-
0 0 0 0
C 0 0 C
sidir. X1 = ve Xy = olmak iizere r4(A) = 0, 74(0) = A, ra(X;) =0
0 0 0 0
11 ..
vera(Xs) = A dir. Boylece Onerme 1.5.6’min (i) kosulunu sagladigr goriiliir.
0 0
01 01
Diger yandan, 14(X;) = A olur, ancak ¢ J oldugundan A halkast
0 0 0 0

Onerme 1.5.6 min (iii) kosulunu saglamaz.

Onerme 1.5.8 R bir halka, Y <, rRve X <, Ry olsun. Bu durumda,
(2) rr(Y), R halkasinda projeksiyon degismez sag idealdir.

(71) lr(X), R halkasinda projeksiyon degismez sol idealdir.

(iii) ¢* = ¢ € Rve cR <,, Ry ise ¢ € S)(R) dir.

(iv) €? = e € Rve Re 4, gRise e € S,.(R) dir.

Ispat. (i) (Y ) nin bir sag ideal oldugu aciktir. ¢ = ¢ € R olsun. Buradan, Y (crz(Y)) C
Yrr(Y) = 0 bulunur. O halde crg(Y) C rr(Y) olup rr(Y) <, Ry elde edilir.
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(i1) Ispat (i)’deki adimlara benzer sekilde elde edilir.

(171) + € R alnsin. z¢ = cxc oldugu gosterilmelidir. Yardimer Teorem 1.1.12°den
(c+xc—cxc)? = c+rxc—crc’dir. Budurumda cR<, Ry oldugundan (c+zc—cxc)(cR) C
cR yazilir. Buradan (¢ + xzc — cxc)(cR) = (¢ + z¢ — cxc)R olup bir ¢ € R igin
¢+ xc — cxc = a olur. O halde ¢ + cxc — cxc = ca = ¢ + xc — cxc olacagindan
¢ = ¢+ xc — cxce ve xc = cxe bulunur. Boylece ¢ € S;(R)’dir.

(iv) Ispat (ii7)’deki adimlarla aciktir. m
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2. BAER HALKALAR VE BAZI GENELLESTIRMELERI

Bu boliimde Baer halka, yari-Baer halka ve m-Baer halka siniflarina yer verilmis, bu halka
siiflarinin yapisal 6zellikleri ve ¢esitli halka geniglemeleri incelenmistir. Burada (Armen-
dariz, 1974), (Birkenmeier vd, 2001), (Birkenmeier vd., 2013), (Birkenmeier vd., 2018),
(Chatters ve Khuri, 1980), (Hajarnavis ve Norton, 1985) ve (Kaplansky, 1965) kaynaklari

kullanilmustir.

2.1 Baer Halkalar

Tamim 2.1.1 R, bir halka olmak iizere ) # X C R i¢cin rr(X) = eR olacak sekilde bir

e? = e € Rvarsa R halkasina, Baer halka denir.

Onerme 1.5.6 geregi birimli bir R halkasinda Baer halka tanimi sag-sol simetriktir. Diger
bir ifadeyle; R’nin Baer halka olmasi igin gerek ve yeter sart her ) # X C R igin

Ir(X) = Rc olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R var olmasidr.

Ornek 2.1.2 (i) Her tamlik bilgesi bir Baer halkadur.
(11) Von Neuman cebirlerleri birer Baer halkadur.

(7i1) Yart basit her halka bir Baer halkadir.
Onerme 2.1.3 Yari basit bir modiiliin endomorfizma halkast bir Baer halkadur:

Ispat. M yari basit modiil ve S = End(Mg) olsun. ) # X C Sicin X = {©s}aca
ve U = > oo(M) olsun. Buradan M = U @& W olacak sekilde Wy < Mp vardir.
e: M —>aI€/I[> bir izdiigiim fonksiyonu olsun. Her o € A i¢in e, (M) = 0 ise ep, = 0
olur. O halde e € [g(X) bulunur. O halde Se C [g(X)’tir. g € Ig(X) segilsin. Her « € A
icin gy, = 0’dir. m € M alinsin. v € U ve w € W igin m = u + w yazilabilir. Buradan
g(m) = g(u) + g(w) = g(w) = ge(m) elde edilir. Yani her m € M igin (g — ge)(m) =0

olur. O halde g = ge € Se olup [g(X) C Se bulunur. Boylece S halkasi Baer’dir. m

Onerme 2.1.3 araciligiyla, cisim iizerine kurulu bir vektor uzaymin endomorfizma halka-

sinin da Baer halka oldugu sonucuna ulasilir.
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Onerme 2.1.4 R halkast Baer olsun. Bu durumda her ¢ = e € R icin eRe de bir Baer

halkadir.

Ispat. ) # X C eRe olsun. R halkas1 Baer oldugundan rz(X) = fR olacak sekilde
f? = f € Rvardir. X C eRe oldugundan her x € X igin z = ebe olacak bigimde
b € R vardir. O halde z(1 — e¢) = 0 olur. Budurumda 1 — e € rg(X) = fR olacagindan
1—e = fbolacak bigcimde b € R vardir. f(1—e¢) = f?b = fb = 1— e yazilabilir. Boylece
ef(l—¢€) =e(l —e) = 0olup ef = efe € eRe bulunur. (efe)> = efe € eRe ve
rere(X) = eRe Nrr(X) oldugu agiktir. Burada z(efe) = xfe = 0 olup, efe € rege(X)
bulunur. Boylece (efe)(eRe) C rere(X) sonucuna ulagtlir. b € 7.g.(X) olsun. Buradan
b € eReveb € fRdir. t,r € Ricin b = ete ve b = fr yazlabilir. eb = e*te =
bve fb = f2r = bolup feb = fb = b ve efeb = eb = b bulunur. Bu durumda
b = (efe)b € (efe)eRe elde edilir. Yani r.g.(X) C (efe)(eRe) olur. Sonug olarak
rere(X) = (efe)(eRe), (efe)? = efe € eRe olup eRe Baer’dir. m

Onerme 2.1.5 (1) R, Baer halka olmak iizere, S, R’nin bir alt halkast olsun. Eger S,
R’nin tiim es kare elemanlarint iceriyorsa S halkast da Baer’dir.

(12) {R;|i € I} halkalar kiimesi ve R = || R; olsun. R’nin Baer olmast i¢in gerek ve
yeter sart her © € [ icin R;’nin Baer olmaszfljr.

Ispat. (i) ) # X C S olsun. Bu durumda 7(X) = eR olacak sekilde > = e € R vardr.
rs(X) =eRN S vee € Soldugundan rg(X) = eS olup S, Baer halkadir.

(i1) Ispat agiktir. m
Onerme 2.1.6 R bir Baer halka ise tekil degildir.

Ispat. 2 € Z(Rp) olsun. Bu durumda rr(z) <. Rg’dir. R, Baer oldugundan rg(x) = fR
olacak sekilde bir f? = f € Rvardir. R = fR® (1 — f)R olarak yazlabilir. fR <. Ry
oldugundan (1 — f)R = 0 olmalidir. Boylece f = 1 ve x = 0 bulunur. Bu durumda
Z(Rgr) = 0’dir. Benzer adimlarla Z(zR) = 0 oldugu da goriilebilir. O halde R tekil

olmayan bir halkadir. m
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Tanmm 2.1.7 (i) R bir halka ve I < R olsun. q(R), R’nin kesirler cismi olmak iizere
II7' = R olacak sekilde I™' = {r € q(R) : rI C R} bulunabiliyorsa R’nin sonlu
liretilmis her ideali tersinirdir, denir.

(71) R degismeli ve sifir bélensiz bir halka olsun. Eger R’nin stfirdan farkl sonlu iiretilmig

her ideali tersinir ise R’ye Priifer bolge denir.

.. 2 0
Ornek 2.1.8 S = Mats(Z[z]) olsun. Z[x] Baer bir halkadir. Fakat, g ,

xz 0
S’nin bir eg kare elemam tarafindan iiretilemediginden, S = Maty(Z[x]) Baer degil-

dir.

Ornek 2.1.8, Baer halka 6zelliginin tam matris halkalarma dogrudan tasinmadigini gos-
termektedir. Asagidaki onerme (Kaplansky, 1965) kaynaginda yer alip hangi kosul altinda

bu 6zelligin tam matris halkalarina taginabildigini belirtmektedir.

Onerme 2.1.9 Mat,, (R) nin Baer halka olmast icin gerek ve yeter sart R tamlik bolge-

sinin Priifer bolge olmasidur.

Sonug 2.1.10 F bir cisim olmak iizere M at,(F') ve Mat,,(Z) matris halkalar: Baer hal-

kadr.

.. Z 7 2 1

Ornek 2.1.11 R = Ty(Z) = matris halkast verilsin. € R igin

0 Z 0 0

2 1

TR ,  R’nin bir eg kare elemaniyla iiretilemediginden, R bir Baer halka de-
0 0

gildir.

Ornek 2.1.11, Baer halka 6zelliginin iist licgensel matris halkalaria dogrudan taginma-
digim nitelendirmektedir. Asagidaki 6nerme, (Kaplansky, 1965) kaynaginda bulunmakta
olup hangi kosul altinda bu 6zelligin iist ticgensel matris halkalarina taginabildigini belirt-

mektedir.
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Onerme 2.1.12 R sifir bolensiz bir halka ve n > 1, n € N olsun. Bu durumda T,,(R) iist
licgensel matris halkasimin Baer olmasi igin gerek ve yeter sart R’nin bir boliimlii halka

olmasidrr.

Yardimci Teorem 2.1.13 R indirgenmis halka olsun. Bu durumda,
(i) Her 0 # X C Riginrr(X) = lr(X) tir
(17) Her 0 # X C Ricin rg(X), R’nin idealidir.

2 = aqraxr = 0

Ispat. (i) a € rr(X) ve 2 € X olsun. Bu durumda za = 0’dir. (ax)
ve R indirgenmis oldugundan ax = 0 olmalidir. Bu durumda a € [g(X) olup rr(X) C
[r(X) bulunur. Benzer adimlarla ters yonlii kapsamanin saglandigi da goriilebilir. Boy-
lece rp(X) = [r(X) elde edilir.

(ii) Onerme 1.5.1 (i) geregi lp(X ) sol ideal ve 7z (X ) sag idealdir. (i) kismindan (X ) =

[r(X) olup rg(X), R’nin idealidir. m

Ornek 2.1.14 S = Maty(Z[z]) olsun. Aciktir ki Z[x] ve Maty(Z) Baer halkadir. Bura-
dan S = Maty(Z|x]) = Maty(Z)[x] olup, Ornek 2.1.8 geregi, S Baer degildir:

Ornek 2.1.14, Baer halkalarin polinom genislemelerinin Baer olmadigin1 gostermektedir.
Asagidaki onerme, ardindaki iki sonu¢ ve dnerme (Armendariz, 1974) kaynaginda yer
almaktadir. Bu sonuclar Baer halkanin polinom genislemelerinin hangi kosul altinda Baer

oldugunu ispat ederken kullanilmaktadir.

Onerme 2.1.15 R indirgenmis bir halka ve f = 3" a;x', g = > b;a’ € R[x] olsun. Su
i=0 7=0
halde fg = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 0 < i1 < nve 0 < j < migin a;b; =0

olmasidr.

ispat. fg = 0 olsun. Burada n = m kabul edilebilir. Boylece ayby = 0; a1by + apb; =
0; ...; apby + ... + apb, = 0 elde edilir. R indirgenmis bir halka oldugundan agby =
0’dir ancak ve ancak byay = 0’dr. Ikinci esitlik soldan b, ile carpilirsa bya by = 0 olup

(a1bg)* = 0 ve a;by = 0 bulunur. Benzer sekilde her 0 < i < n igin a;by = 0 oldugu
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goriiliir. O halde ayb; = 0; a1by + agby = 0; ...; ap—101 + ... + agb, = 0’dir. Agiktir ki
aoby = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart b;ag = 0 olmasidir. Ugiincii denklemden a,b; = 0
oldugu sonucuna varilir. Benzer adimlarla her 0 < ¢ < n icin a;b; = 0 elde edilir. Bu
sekilde devam edilirse her 0 < ¢ < nve 0 < 5 < mi¢in a;b; = 0 oldugu goriiliir. Tersi

aciktir. m
Sonug 2.1.16 R indirgenmis bir halka ve g*> = g € Rlz] ise g € R’dir.

Ispat. ¢ = > a;2% olsun. Bu durumda 1 — g = (1 — ao) + >_ ;2 yazilabilir. > = ¢
i=0 i=1
oldugundan ao(1 — ag) = 0 ve her 1 < i igin a? = 0 olur. Boylece a; = 0’dir ve
= ap = a} € R elde edilir. m

Sonug 2.1.17 R indirgenmis bir halka ve U C Rz] olsun. f = Y a;z' € R|x] icin
i=0

St ={ao, a1, ..., a, } olmak iizere T = |J Sy ise 1) (U) = rr(T)[x] olur.
feu

Ispat. g = > b2’ € R[z] ve gU = Oise her f € U igin gf = 0 olur. Onerme 2.1.15
i=0
geregi her 0 < i < migin b; € r(7T") bulunur. Buradan 7z, (U) C 75(T)[z] elde edilir.

Ters yonlii kapsamanin saglandig1 aciktir. m
Onerme 2.1.18 R indirgenmis bir halkadir. < R[x) indirgenmistir.

Ispat. f2(x) = 0, deg(f(z)) = n olacak sekilde f(x) € R[z] secilsin. n = 0 igin
f(x) = a € R ve a®> = 0 olup R halkasi indirgenmis oldugundan f(z) = a = 0
elde edilir. n = 1 olsun. Bu durumda 0 = f?(z) = (ap + a;z)*dir. Buradan a3 = 0
ve a? = 0 olacagindan ay = a; = 0 sonucuna ulagilir. O halde deg(f(z)) = n igin;
f2(x) =0=(ap + a1z + - - - + a,z")? yazlabilir. Buradan af = 0, a? =0, ---,a2 =0
olacagindan ag = a; = --- = a,, = 0 bulunur. Béylece R|[x] indirgenmis halkadir. Tersine
a € Rve a® = 0olsun. f(z) = a sabit polinomu R[z] indirgenmis halkasinin bir elemani

oldugu i¢in f?(x) = a® = 0 ise a = 0’dir. Bu durumda R halkas1 indirgenmistir. m

Teorem 2.1.19 R indirgenmis halka olsun. Bu durumda R Baer’dir. < R[x] polinom

halkas: Baer’dir.
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Ispat. R[z] Baer ve ) # A C R olsun. O halde bir ¢> = e € R[z] igin

rr(A) = RN rpe(A) = RN eR[z] yazilabilir. Sonug 2.1.16’dan e € R’dir. Buradan

RNeR[z] = eR bulunur. Boylece R Baer’dir. Tersine, R Baer halka olsun. () # U C R[x],

f € R[x]veT = ng S olmak iizere Sonug 2.1.17 yardimiyla 7, (U) = [rr(Sy)][x] =
o

[rr(T)][x] elde edilir. ) # T C R ve R Baer oldugundan rz(7T") = fR olacak bicimde
bir f? = f € R vardir. Burada rp,)(U) = fR[z] olup R[x] Baer’dir. m

Tanim 2.1.20 (i) M bir sag R modiil olmak iizere tiimleyen her alt modiil ayni zamanda
bir dik toplanan alt modiil ise M modiiliine genisleyen (CS, extending) modiil denir. Diger
bir ifadeyle; M modiilii genisleyendir. < Her Np < Mp icin N <., D <; M olacak
bicimde bir D <; M vardr.

(i1) Rg genisleyen bir modiil ise R’ye genigleyen halka denir.

Tamim 2.1.21 R bir halka olsun. R’nin her X sag ideali i¢cin lr(X) = 0 iken Xp <. Rp

oluyorsa, R’ye sag es tekil olmayan (cononsingular) halka denir.

Asagidaki onerme (Chatters ve Khuri, 1980) makalesinde yer alan ve yazarlarinin adiyla
anilan, Chatters - Khuri Teoremi, Baer halkalar ile genisleyen halkalar arasindaki iligkiyi

ortaya koyan oldukca 6nemli bir 6nermedir.

Onerme 2.1.22 R, sag tekil olmayan ve sag genisleyen bir halkadir. < R, Baer ve sag

es tekil olmayan bir halka olmasidtr.

Ispat. ) # X C Ricin I = X R olsun. Su halde, I < Ry olur. R halkasi sag genisleyen
halka oldugundan Iz <, (eR)g olacak sekilde e = e € R vardir. Onerme 1.5.5 geregi
Ir(I) =lr(eR) = R(1 — e) olur. Burada [g(I) = [gr(XR) = [gr(X) = R(1 —¢) olup R,
bir Baer halkadir. Ar < Rp ideali i¢in [r(A) = 0 kabul edilsin. R halkasi sag genisleyen
halka oldugundan bir > = g € Ri¢in Ag <. (¢R)r olur. Buradan Ir(A) = Ir(gR) =
R(1 — g) olacagindan (1 — g)A = 0 yazilabilir. Oyleyse 1 — g € Iz(A) = 0’dir. Bu
durumda g = 1 olmalidir. O halde A <. Rg olup R sag es tekil olmayan bir halkadir.

Tersine R, Baer halka olsun. Onerme 2.1.6’den Z(Ry) = 0’dir. Bu durumda Yz < Rp
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icin [r(Y) = Rf olacak bicimde f?> = f € R vardir. Buradan, Y C rg(lz(Y)) =
rr(Rf) = (1 — f)R elde edilir. Varsayalm ki Y «. (1 — f)R olsun. Bu durumda
sifirdan farkli bir Zp < (1 — f)Rp ideali i¢in Y N Z = 0°dwr. K, Z’nin R halkasinda
Y C K ozelliginde bir tiimleyeni olsun. Oyleyse K N Z = 0 ve (K @ Z)r <. Rpg
olur. Kp %. Rr ve R halkas: sag es tekil olmayan halka oldugundan l(K) # 0’dur.
O halde 0 # s € Ig(K) C Ig(Y) = Rf’dir. Buradan s(1 — f) = 0 bulunur. sZ =
s(1—f)Z=0o0lups(K & Z)=0olur. (K& Z)p <. Rgoldugundan, s € Z(Rg) =0
olup s = 0 bulunur. Bu bir ¢eligkidir. O halde Yz <. (1 — f)R olmalidir. Bu durumda R

sag genisleyen bir halkadir. m

2.2 Yari-Baer Halkalar

Tamm 2.2.1 R bir halka ve P, R halkasinda bir ideal olsun. rr(P) = eR olacak sekilde

e? = e € Rvarsa R’ye yari-Baer (quasi-Baer) halka denir.

Yari-Baer halka tanimi sag-sol simetriktir. Diger bir ifadeyle; [2’nin yari-Baer olmasi i¢in

gerek ve yeter sart ’nin her P ideali igin [z(P) = Rf olacak sekilde f2 = f € R vardir.

Tanim 2.2.1°den, Baer her halkanin yari-Baer oldugu aciktir.

Onerme 2.2.2 R halkasinda I bir sag (ya da sol) ideal olsun. R yari-Baer’dir. < rg(I) =
eR olacak sekilde bir ¢* = e € R (yada lg(I) = Rf olacak sekilde bir f> = f € R)

elemani vardur.

Ispat. I < Ry olsun. RI < R oldugundan rr(RI) = rg(I) = fR olacak sekilde bir
f? = f € R vardir. O halde R yari-Baer’dir. Onermenin tersinin ispati aciktir. m
Onerme 2.2.2°de belirtilen e ve f es kare elemanlar1, Onerme 1.1.15 geregi, e € S)(R) ve
f € S,(R) olur.

Onerme 2.2.3 R halkasinin yari-Baer halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R’deki her
P ideali i¢cin bir g € S;(R) bulunabilir ki P C gR ve [r(P)NgR = gR(1— g) saglanur.
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Ispat. R yari-Baer halka ve P < R olsun. Bu durumda bir ¢ € S,(R) icin Iz(P) = Rc
yazilabilir. Buradan P C rg(Igr(P)) = rr(Rc) = (1 — ¢)Rdir. ¢ = 1 — ¢ segilsin.
g € S;(R)’dir. O halde Ig(P)NgR = gRNR(1—g) = gR(1— g) bulunur. Tersine P <R
ve g € S)(R) i¢in P C gR ve lg(P)NgR = gR(1 — g) saglansin. a € [x(P) olsun. Su
halde a = ag + a(1 — g) yazilabilir. Oyleyse ga = ga(1 — g) olup ga € Ix(P) N gR
bulunur. Buradan ga = ga(1—g) oldugundan gag = 0 olur. Ancak g € S;(R) oldugundan
0 = gag = ag olmaldir. Béylece a = a(1 — g) € R(1 — g) elde edilir. Buradan [z(P) =
R(1 — g) olup R halkasi yari-Baer’dir. m

Onerme 2.2.4 R, yari-Baer bir halka olsun. €* = e € R icin eRe halkasi da Baer halka

olur.

Ispat. Onerme 2.1.4’iin ispatindaki X alt kiimesi yerine I sag ideali alinarak, ispat elde

edilir. m
Onerme 2.2.5 Yari-Baer bir halkanin merkezi Baer’dir:

Ispat. C, yari-Baer R halkasinin merkezi ve } # X C C olsun. RX = XR < R i¢gin
rr(RX) = eR olacak bigimde bir ¢ = e € R vardir. Bu durumda rp(RX) = rg(X) =
eR yazlabilir. Benzer sekilde Ir(XR) = Rf olacak sekilde de f> = f € R vardir.
O halde I[zr(XR) = Iz(X) = Rf olur. Bu durumda Xe = eX = 0 olacagindan e €
Ir(X) = Rf olup r € Rigin e = rf yazilabilir. Buradan e¢f = rf? = e bulunur. Aym
zamanda; X f = fX = 0’dir. Su durumda f € rg(X) = eRolupb € Rigin f = eb
yazilabilir. O halde ef = €20 = f bulunur. Boylece e = f’dir. E§er Rf = eRvee = f
ise e € C"dir. Buradan r¢(X) = CNrr(X) = CNeR = eC elde edilir. Yani C' bir Baer
halkadir. =

Sonug 2.2.6 Bir Baer halkanin merkezi de Baer dir.

Ispat. Tanim 2.2.1 ve Onerme 2.2.5’ten ispat elde edilir. m
K, bir cisim ve X, Y, Z degiskenler olmak iizere A = K[X,Y, Z] halkas1 XY = XZ =
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ZX =YX =0veYZ # ZY 6zelliginde bir halka olsun. Bu durumda C(A) = K[X] ve
K[X] Baer’dir. Fakat r4(Y) = AX = K[X]X oldugundan r4(Y") bir es kare elemanla
iretilmez. Yani A, Baer degildir. O halde Sonug 2.2.6’in tersi dogru olmak zorunda de-
sildir.

Onerme 2.2.7 {R) : A € A} ve R = [] R, olsun. Bu durumda R halkasimn yari-Baer
AEA

olmast icin gerek ve yeter kogul her A\ € A icin R)’min yari-Baer olmasidur.
Ispat. Aciktir. m

Tamm 2.2.8 R bir halka ve K, L < R olsun. Eger KL = 0 iken K = 0 veya L = 0 ise
R halkasina asal (prime) halka denir.

Tamima denk olarak; R halkast asaldir. < k, | € R icin kRl = 0 ise k = 0 ya da
[ =0dr

Onerme 2.2.9 R’nin asal halka olmast icin gerek ve yeter sart R’nin yari-Baer ve yar

merkezil indirgenmis halka olmasidir.

Ispat. ¢ € S;(R) olsun. Onerme 1.1.15°den (1 — ¢)Re = 0 olacaktir. R asal oldugundan
e = 0 yada e = 1 olmalidir. Boylece R, yar1 merkezil indirgenmistir. X’ < Ricin K =0
iserg(0) = Rolur. K # Oise Krr(K) = 0olup K = 0 veyarg(K) = 0bulunur. K # 0
kabul edildiginden rg(K) = 0 olmalidir. Buradan R yari-Baer’dir. Tersine K, .J < R ve
KJ = 0olsun. g = g € Rigin J C rp(K) = gR yazilabilir. Hatta g € S;(R)’dir. R yari
merkezil indirgenmis oldugundan g = Oise J = 0; g = 1ise K = O bulunur. Boylece R

asal bir halkadir. m
Sonuc¢ 2.2.10 Asal halkalar, yari-Baer halka sinifinin en onemli ornekleridir.

Onerme 2.2.11 R bir halka olmak iizere, R’nin Baer ve Abel olmast icin gerek ve yeter

kosul R’nin yari-Baer ve indirgenmis olmasidur.

Ispat. Her Baer halkanin yari-Baer halka oldugu aciktir. a € R ve a®> = 0 olsun. R, Baer

halka oldugundan rp(a) = gR olacak sekilde bir g> = g € R vardir. Burada agR = 0
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olur. a®> = aa = 0 oldugundan a € rg(a) = gR’dir. O halde a = ga yazilabilir. R, Abel
bir halka oldugundan ga = ag olup a = 0 elde edilir. Bu durumda R?, indirgenmis halka-
dir. Tersine; Yardimci Teorem 1.1.17’ten R, Abeldir. ) # X C R segilsin. Burada, Yar-
dimc1 Teorem 2.1.13 yardimiyla rg(X) = [g(X) yazilir. R, yari-Baer halka oldugundan
bir g> = g € Riginlz(rp(X)) = Rgolur. O halde rz(Izr(rr(X))) = rr(Rg) = (1—g)R
bulunur. Su halde (1 — g)*> = (1 — g) € Riginr(X) = (1 — g) R olur. Bdylece R halkasi

Baer’dir. m

Asagidaki iki 6nerme yari-Baer halka 6zelliginin iist iggensel matris halkalarina ve tam

matris halkalarina dogrudan tasindigin1 gostermektedir.

Onerme 2.2.12 R bir yari-Baer halka ise her n > 1, n € N icin T, (R) iist iicgengel

matris halkast da yari-Baer dir.

Onerme 2.2.13 Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) R yari-Baer’dir.

(1) ¥V n > 1, n € Nigin Mat,(R) matris halkast yari-Baer’dir.
(17i) En az bir k > 1, k € N i¢cin M aty(R) yari-Baer’dir.
(

iv) Maty(R) yari-Baer’dir.

Ispat. (i) = (i7) Sonug 2.2.10 (i7) nin 6zel halidir.

(17) = (iit) Agiktr.

(1ii) = (iv) e;5, Mat,(R)’de (i, j) konumunda 1, diger her konumda 0 olan bir matris
ve [ = e1; + eg olsun. f? = f € Mat,(R) dir. Buradan Maty(R) = fMat,(R)f
olacagindan Onerme 2.2.4 geregi Maty(R), yari-Baer'dir.

(iv) = (1) e, Mat,(R) matrisinde (1,1) konumunda 1, diger her konumda 0 olan bir

2

matris olsun. e? = e oldugu goriilebilir. eMaty(R)e = R oldugundan Onerme 2.2.4’ten

R, yari-Baer’dir. m

Ornek 2.2.14 Asagida yari-Baer olup Baer olmayan bazi halka ornekleri siralanmustir:

(i) Onerme 2.1.6’dan R, Baer ise Zr(R) = 0’dir. Eger R bir asal halka ve Zg(R) # 0
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ise R yari-Baer’dir ancak Baer degildir.
(11) To(Z) yari-Baer’dir ama Baer degildir.

(1i1) Maty(Z[z]) yari-Baer’dir ancak Baer halka degildir.

Asagidaki 6nerme yari-Baer halka 6zelliginin polinom halkalarina dogrudan aktarildigini
gostermektedir. Bu yonden yari-Baer halka sinifi, Baer halka sinifindan farklilik tasimak-

tadir.
Onerme 2.2.15 R, yari-Baer’'dir. < R|[x] yari-Baer dir.

Ispat. R yari-Baer bir halka ve T = R[z] olsun. I <I T ideali igin; I = Oise Ip(I) = T
oldugu aciktir. I # 0 kabul edilsin. [y = {a € R : a = OveyaenazbirQ # f(z) € I
icin a, f(z)’in terimlerinden derecesi en kii¢iik olaninin sifirdan farkli katsayisi} olsun.
Bu durumda Iy < R oldugu goriiliir. O halde bir ¢ = ¢ € R igin Iz(ly) = Re’dir.
Burada el = 0 oldugu acgiktir. 0 # h(x) € I alinsin. Bu durumda bir 0 # a;, (i =
1,2,---n), h(xr) = ap+ a1z + - - - + a,x" i¢in ay € Iy yazlabilir. eay = 0 olup
eh(x) = eayx + - - - + eaya™ € I yazilabilir. ea; # 0 olsun. O halde ea; € Iy dir.
Bu durumda e(ea;) = ea; = 0 geliskisi elde edilir. O halde ea; = 0 olmalidir. Boyle
devam edilerek eay = ea; = - - - = ea,, = 0 sonucuna ulagilir. Yani eh(z) = 0’dir ve
e € lp(I) bulunur. Boylece T'e C [r(I) elde edilir. Diger yandan, g(x) = by + by + - -
-+ bpx™ € Ip(I) olsun. 0 # ¢y olmak iizere f(z) = ¢y + 1z + - - - + ¢ € [ igin
g(x) f(x) = 0°dir. Bu durumda bycy = 0 olacagindan by € [r(Iy) = Re bulunur. Boylece
by = bpe’dir. Buradan by € Ig(ly) C Ip(I) ve g(x) € Ip(I) oldugundan g(z) — by € Ir(1)
olur. (byx + - - - + byua™)f(x) = 0ise bycy = 0 olup by € lr(ly) = Re bulunur.
Boylece by = bye olur. Buradan da by, € lg(ly) C Ip(I) ve byx € lp(1) bulunur. O halde
g(x) — byx — by € lp(I) olur. Bu defa bycy = 0ise by € [r(lp) = Re ve bu durumda da
by = bee elde edilir. Bu sekilde devam edilirse by, = bie; (k= 1,2,---,m) olup; g(x) =

S bra® = ST (bre)a® olur. O halde g(x) = g(x)e’dir. Boylece I(I) C Te bulunur. O
halde I7(I) = Te, €* = e € R elde edilir. Bu durumda 7' = R|[z] yari-Baer’dir. Tersine,

T = R]x] yari-Baer ve I < R olsun. 7' < T oldugu agiktir. T yari-Baer oldugundan
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Ir(TT) = Te(x) olacak sekilde bir e(x) = e(x)? € T vardir. e(z) = eg+ €12+ + e, 2"
yazilirsa, e = ey € R olur. Te(z)T'I = 0 oldugundan e(z)I = 0 ve eq] = 0 yazilabilir.
Buradan ¢y € [g([) olup Rey C [r(I) bulunur. Diger yandan; b € [g(/) olsun. Bu
durumda Ig(I) C Ip(TI) = Te(z) oldugundan b € Te(x) olur. O halde bir h(x) € T
vardir ki b = h(z)e(x)’tir. h(z) = ho + hix + - - - 4+ hya' yazilirsa b = hoeg € Reg olup
Ir(I) C Reg bulunur. Boylece [z(I) = Rey, ey = €2 € R olup R, yari-Baer bir halkadur.

Tanim 2.2.16 (i) M bir modiil ve Ng < Mg olmak iizere, eger bir D <, M icin N <,
D <4 M oluyorsa M modiiliine sag tam degismez genisleyen (FI-extending) modiil denir.
(24) M bir modiil ve Ng <, Mg olsun. Bu durumda eger bir D <, M icin N <., D <,
M oluyorsa M modiiliine sag projeksiyon degismez genisleyen ya da m-genigleyen (-
extending) modiil denir.

(1ii) Rp, tam degismez (ya da projeksiyon degismez) genisleyen bir modiil ise R halkasina

da tam degismez (ya da projeksiyon degismez) genisleyen halka denir.

Tanimlardan aciktir ki her genisleyen halka 7-genisleyen halkadir ve her 7m-genisleyen
halka tam degismez genisleyen bir halkadir. Asagidaki 6nerme, Chatters-Khuri teoremi-

nin yari-Baer halkalardaki karsilig1 olarak ifade edilebilir.

Onerme 2.2.17 R, sag tekil olmayan bir halka olsun. Bu durumda Ry nin tam degismez

genisleyen bir halka olmasi icin gerek ve yeter sart R halkasinin yari-Baer olmast ve her

Aideali icin A <. rg(lr(A)) olmasidur.

Ispat. Ry tam degismez genisleyen bir halka ve A, R halkasmin bir ideali olsun. Bu du-
rumda bir ¢? = ¢ € Rigin A <, eR yazilabilir. Onerme 1.5.5 geregi [g(A) = Ig(eR) =
R(1 — e) bulunur. Boylece R, yari-Baer bir halkadir. O halde A <, eR = rg(lg(eR)) =
rr(lr(A)) olup A <, rg(lr(A)) elde edilir. Tersine, R yari-Baer halkasinin bir ideali A
olsun. Bu durumda Iz(A) = Rf olacak sekilde bir f> = f € R vardir. Diger yandan
A <. rr(lr(A)) = rr(Rf) = (1 — f)R olur. O halde A <. (1 — f)R olup, Rp tam

degismez genisleyen bir halkadir. m
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2.3 m-Baer Halkalar

Onerme 2.3.1 R bir halka olmak iizere asagidaki ifadelerden herhangi ikisi iiciinciiyii
gerektirir.

(1) R, birimli bir halkadur.

(13) Her gY <, R icin rr(Y') bir es kare eleman tarafindan sag ideal olarak iiretilir.

(¢13) Her Xr <, Ry i¢in lr(X) bir es kare eleman tarafindan sol ideal olarak iiretilir.

Ispat. (i) + (i1) = (iii): Xg <, Rg olsun. Onerme 1.5.8 geregi lz(X) <, pR’dir. O
halde bir ¢> = ¢ € R igin 7(Iz(X)) = cR olur. Burada Onerme 1.5.2 (i4i) yardimiyla
Ir(X) = Ig(rr(lr(X))) = R(1 —¢)’dir. 1 — ¢ = ¢ = €* € R olup, ispat tamamlanr.
(ii) + (49i) = (i): 0 <, R ve rg(0) = Rolur. (ii)’den bir e = ¢* € Rigin rz(0) = R =
eR’dir. (¢i7)’den de bir ¢ = ¢* € R i¢in [x(0) = R = Rc yazlabilir. O halde eR = Rc
bulunur. Bu durumda ¢ = e’dir ve bu birim elemandir.

(i) + (i9i) = (i1): Ispat, (i) + (ii) = (ii7) deki ispata benzer adimlarla agiktir. m

Tamim 2.3.2 Onerme 2.3.1°deki (ii) veya (iii) kosulunu saglayan birimli R halkasina

projeksiyon degismez Baer halka ya da kisaca m-Baer halka adt verilir.

Baska bir ifadeyle; R halkast m-Baer halkadir. < Her Pr <, Ry icin [r(P) = Ryg
olacak sekilde bir g* = g € R vardir < Her gpY <, grR icin rg(Y) = fR olacak
sekilde bir f?> = f € R vardr

Onerme 2.3.1°den aciktir ki, m-Baer halka tanimi sag-sol simetriktir.

Onerme 2.3.3 Asagidaki ifadeler denktir:

(i) R halkast w-Baer’dir.

(i1) Her ) # S C Rvee* = ¢ € Rigin Se C S oluyorsa bir > = ¢ € R igin
rr(S) = cR’dir.

(1i1) R halkasun projeksiyon degismez her sag sifirlayicist bir es kare eleman tarafindan

sag ideal olarak iiretilir.
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Ispat. (i) = (i1): R, m-Baer ve ) # S C R kiimesi her ¢? = ¢ € R igin Se C S
olsun. Rk RS < grR’dir. Buradan her ¢* = ¢ € R i¢in (RS)e = R(Se) C RS oldugun-
dan pRS <, gR bulunur. O halde bir ¢ = ¢ € R i¢in rg(RS) = cR’dir. Dolayisiyla
rr(S) = cR elde edilir.

(41) = (iii): 0 # X C Rigin I = rg(X) <, Rg olsun. Bu durumda Onerme 1.5.8 geregi
[r(I) <9, rR’dir. O halde (i7) geregi e* = e € R igin rg(Ig(I)) = eR bulunur. Bdylece
rr(lr(I)) = rr(lr(rr(X))) = eRolup I = rg(X) = eR elde edilir.

(iii) = (i): Y <, R olsun. Onerme 1.5.8 geregi rr(Y)r <, Ry olacakur. (iii) kogu-
lundan r5(Y) = cR olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R vardir. Boylece R, m-Baer halkadir.

Onerme 2.3.4 R halkasinin 7-Baer olmasi icin gerek ve yeter kosul R’deki projeksiyon
degismez her sag K ideali ve bir e € S;(R) icin K C eRve l[r(K)NeR = eR(1 —¢)

olmasidur.

Ispat. R, 7-Baer ve Kp, <1, Ry olsun. O halde [z(K) = Rcolacak bigimde bir > = ¢ € R
vardir. Buradan Onerme 1.5.8 geregi ¢ € S,(R)’dir. Bu durumda, K C rg(lr(K)) =
rr(Rc) olacagindan K C (1 — ¢)R bulunur. Burada e = 1 — ¢ alinirsa K’ C eR ve
e € S;(R) elde edilir. Su halde, [gr(K)NeR = RcNeR = R(1 —e)NeR =eR(1 —e)
olur. Tersine Kr <, R ve e € S;(R) i¢in K C eR ve lr(K)NeR = eR(1 — e) kosullart
saglansin. a € [g(K) olsun. Burada a = ae + a(1 — e) olup ea = eae + ea(1l — e) olur.
Ancak ea € Ir(K)NeR = eR(1 — e) oldugundan ea = ea(l — e) yani eae = 0 bulunur.
e € S;(R) oldugui¢in 0 = eae = aevea =ae+a(l —e)olupa =a(l —e) € R(1—e)
elde edilir. Su halde I[g(K) C R(1 — e)’dir. Kabulden K C eR oldugundan [g(eR) C
[r(K)’dir. O halde R(1 —e) C Ig(K) olur. Boylece [z(K) = R(1 — e) sonucuna ulagilir.

Bu durumda R, m-Baer’dir. m

Onerme 2.3.5 (i) R, Baer halkadir.

(11) R, m-Baer halkadur.
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(1ii) R, yari-Baer halkadur.

Bu durumda (i) = (it) = (iii) saglamr. Fakat, bu gerektirmeler tersinir degildir.

Ispat. (i) = (ii): gY <, rR olsun. Bir ¢ = ¢ € R igin 7z(Y) = cR olacaktir. Bu
durumda R, w-Baer’dir.

(13) = (i4i): I < R olsun. I aynm1 zamanda projeksiyon degismez bir sol ideal olacagindan
bir e = e € Rigin rg(I) = eR olur. O halde R, yari-Baer halkadur.

(ii) # (i) R = Ty(Z) halkast 7-Baer’dir ancak Onerme 2.1.12°den R halkasi Baer
degildir.

(7i1) # (i7) Asal, diizgiin ve tekil olmayan bir halka yari-Baer’dir ama 7-Baer degildir.

]
Sonug 2.3.6 7-Baer bir halkanin merkezi Baer dir.
Ispat. Onerme 2.3.5 ve Onerme 2.2.5°den aciktir. m

Sonug 2.3.7 S, R’nin bir alt halkast ve I( R), R halkasindaki es kare elemanlarla iiretilen
bir alt halka olmak iizere,

(1) Y, R halkasinin projeksiyon degismez sol (ya da sag) ideali olsun. Bu durumda 'Y N S
de S’de projeksiyon degismez sol (ya da sag) idealdir.

(13) I(R) C S olsun. X, S’nin projeksiyon degismez sol (ya da sag) ideali ise RX (ya da
X R) de R’nin projeksiyon degismez sol (ya da sag) idealidir. Hatta R, m-Baer halka ise
S de m-Baer halkadur.

(7i1) R = I(R) olsun. R’deki tek yonlii projeksiyon degismez her ideal R’nin bir idealidir.

Ayrica R, m-Baer’dir. < R, yari-Baer dir.

Ispat. (i) Y <, g R olsun. Budurumda (Y NS) < gSsaglanir.e? = e € Svet € YNS
olsun. gY <, rR oldugundan te € Y’dir ve t,e € S oldugundan te € S olur. Boylece
YNnSeCYNSolups(YNS) D, S elde edilir.

(ii) sX <, sSise RRX < grR oldugu agiktir. e = e € S olsun. O halde e € I(R) C S
oldugundan e € S olur. Buradan (RX)e = R(Xe) C RX olup gRRX <, rR bulunur.
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R, m-Baer bir halka olsun. Bu durumda ¢Y <, ¢S i¢in pRY <, rR olacagindan bir
e? = ¢ € Rvardir ki, rr(RY) = rg(Y) = eR yazilir. Boylece r5(Y) = rz(Y) N S =
eRN S = eS olur. Dikkat edilirse ¢? = ¢ € S’dir. Bu durumda S de 7-Baer halkadr.

(t3i) Ir<,Rp ve a € Rolsun. R = I(R) oldugundan a = rye;+---+1,¢, olacak bi¢cimde
r; € R, e =e; € I(R), (1 <i < n)vardir. Budurumda al = (rie))[+---+ (rpe,) ] =
ri(erl) - - - +rp(e ) C I olur. Boylece I < R olur. O halde R’nin w-Baer olmasi i¢in

gerek ve yeter sart [2’nin yari-Baer olmasidir. m

Onerme 2.3.8 Asagidaki ifadeler denktir:

(1) R halkast Abel’dir.

(13) R’nin tek yonlii her ideali projeksiyon degismezdir.

(7i1) R halkasinda es kare elemanla iiretilen her sag ideal projeksiyon degismez bir sag
idealdir.

(1v) R’nin es kare elemanla iiretilen her sag ideali bir idealdir.

Ispat. (i) = (i1) = (4ii) saglandig1 agiktir.

(iii) = (iv) ¢* = ¢ € Rigin cRp <, Ry ise Onerme 1.5.8 (ii) geregi ¢ € S;(R)’dir.
Buradan, Onerme 1.1.15 geregi cR bir idealdir.

(iv) = (i) ¢ = ¢ € Rigin ¢cR < R olsun. Onerme 1.5.8 geregi ¢ € S;(R) olur.
Benzer sekilde (1 — ¢)R < R olup, Onerme 1.5.8’den (1 — ¢) € S;(R)’dir. Bu durumda
c € S,(R) N Si(R) olup c es kare elemant merkezildir. O halde R halkasi Abeldir. m

Tanm 2.3.9 Herm € Riginrg(m), R’nin bir ideali oluyorsa, R halkasi I F'P (insertion

of factors property) kosulunu saglar, denir.

Onerme 2.3.10 (i) Indirgenmis her halka I F P kosulunu saglar:
(13) I F P kosulunu saglayan her halka Abel’dir.

Ispat. (i) R indirgenmis bir halka olsun. m € R icin mrg(m) = 0 olup, (rg(m)m)? = 0
bulunur. O halde rg(m)m = 0’dir. Buradan rz(m) C lg(m) elde edilir. Benzer sekilde

mlr(m) = 0 oldugu goriilebilir. Bu durumda lg(m) C rg(m) bulunur. Sonug olarak
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rr(m) = lg(m) olup rg(m) < R’dir.

(1) R, I F P kosulunu saglayan bir halka olsun. Bu durumda bir ¢* = ¢ € R i¢in 7r(e),
R’nin bir idealidir. Buradan rg(e) = (1 — e)R < R olur. Boylece 1 — e € Si(R) ve
e € S.(R) bulunur. Benzer adimlarla rg(1 — ¢) = eR < R ve buradan da e € S;(R) olur.

O halde e merkezil bir es kare elemandir. Boylece R halkast Abel’dir. m

Asagidaki onerme, Baer, yari-Baer ve m-Baer halkalarin hangi kosullar altinda ayni oldu-

gunu gostermektedir.

Onerme 2.3.11 Asagidaki ifadeler denktir:
i) R, Abel ve m-Baer bir halkadur.

i1) R, Abel ve Baer bir halkadur.

i11) R, indirgenmis yari-Baer bir halkadur.

iv) R, I F P kosulunu saglayan yari-Baer bir halkadr.

(

(

(

(

(v) R, indirgenmis Baer bir halkadr.
(vi) R, I F' P kosulunu saglayan Baer bir halkadir.
(vii) R, indirgenmig m-Baer bir halkadur.

(

viit) R, I F P kosulunu saglayan 7-Baer bir halkadur.

Ispat. (i) = (ii)) ® # A C R olsun. Bu durumda r(A) < Rpz’dir. R, Abel halka
oldugundan, Onerme 2.3.8 (ii) yardimiyla rp(A) <, Ry bulunur. R, 7-Baer oldugundan
Ir(rr(A)) = Re olacak bigimde bir ¢ = ¢ € R vardir. Buradan, rr(lr(rgr(A))) =
rr(Re) = (1 — e)R elde edilir. Boylece rg(A) = (1 — e) R olup R, Baer’dir.

(ii) <> (i77) Onerme 2.2.11°e denk bir ifadedir.

(iii) = (iv) Onerme 2.3.10 yardimiyla agiktr.

(iv) = (v) 0 # X C R olsun. R halkasi I F'P kogulunu sagladigindan rz(X), R’de
bir idealdir. R, yari-Baer oldugu i¢in [z(rgz(X)) = Rc olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R
bulunabilir. Buradan rg(X) = (1 — ¢)R yazilabilir. Boylece R halkasi1 Baer’dir. IFP
kosulu Abel kosulunu gerektirdiginden Onerme 2.2.11 geregi R indirgenmistir.

(v) = (vi) Onerme 2.3.10°dan takip edilebilir.
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(vi) = (vii) Ispat, kistm (iv) = (v) ve Onerme 2.3.5’ten elde edilir.

(vii) = (viii) = (i) Onerme 2.3.10’un sonucudur. m

Baer bir halkanin tekil olmayan bir halka oldugu Onerme 2.1.6’dan bilinmektedir. Ancak
bir m-Baer halka her zaman tekil olmayan bir halka olmak zorunda degildir. Asagidaki

ornek bu durumu nitelendirir.

Ornek 2.3.12 A bir asal halka ve Z(A,) # 0 icin R = Mat,(A) ve 1 < n,n €
N, olsun. R halkast asal oldugundan yari-Baer’'dir. Hatta R = 1(R)’dir. Sonug 2.3.7

(1ii) ’den R halkasi w-Baer’dir, ancak Z(Rg) # 0’dur.

Onerme 2.3.13, w-Baer halkanin hangi durumda tekil olmayan bir halka olduguna dair

sonug igerir.

Onerme 2.3.13 R, 7-Baer bir halka olsun. Eger R halkasinn esas her sag ideali pro-
jeksiyon degismez bir sag idealin esas genislemesi oluyorsa R, sag tekil olmayan bir

halkadir.

Ispat. 0 # z € Z(Rpg) olsun. Bu durumda rr(z) <. Rg’dir. Kabul geregi I <. rg(z)
olacak sekilde bir /r<J,, R bulunabilir. Burada 2/ <. zrg(z) = 0 olacagti¢in 2/ = 0’dr.
O halde = € Ig([I) olur. R halkasi m-Baer oldugundan bir ¢ = ¢ € R igin Iz(I) = Re
olup, I C (1 — e)R bulunur. I <. Rpg oldugundan ¢ = 0 olmalidir. Boylece = = 0

celiskisi elde edilir. O halde R sa§ tekil olmayan bir halkadir. m

Onerme 2.3.14 M tekil olmayan ve w-genisleyen bir sag R-modiil olsun. Bu durumda

Mg’ nin endomorfizma halkast da 7-Baer dir.

Ispat. S = End(Mpg) ve X<, Ss olsun. Burada X My <, Mg, olur. O halde bir ¢ = ¢ €
Sicin X Mg <. cMp ve X C ¢S yazlabilir. Agiktir ki S(1 —¢) C lg(X)’tir. a € l5(X)
ve em € cM olsun. Bu durumda (em) Y (XM) = {r € R: emr € XM} <. Ry
bulunur. O halde acm((cm)~' (X M)) = 0 olur. Bu durumda acm = 0’dir. Sonug olarak
acM = 0’dir. Boylece a € ls(cM) = S(1 —¢) olup Is(X) = S(1 —¢), (1 —¢)* =

1 —cé& Seldeedilir. m
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Sonuc¢ 2.3.15 R tekil olmayan ve -genisleyen bir halka olsun. Bu durumda R, m-Baer

halkadir.

Asagidaki onerme Chatters-Khuri Teoreminden yola cikilarak ispatlanmis, m-Baer halka
ile m-genigleyen halka arasindaki iligkiyi gosteren (Birkenmeier vd., 2018) makalesinde

yer alan 6nemli bir 6nermedir.

Onerme 2.3.16 R, sag tekil olmayan bir halka olmak iizere Ry ’nin m-genisleyen halka
olmasi icin gerek ve yeter kosul R’nin w-Baer bir halka olmast ve R’deki projeksiyon

degismez her sag P ideali icin Pr <. rr(lg(P)) olmasidur.

Ispat. R; m-genisleyen bir halka olsun. Sonug 2.3.14 geregi R halkasi w-Baer’dir. Pg <,
Rp olsun. Buradan bir e? = ¢ € Rigin P <, eR olur. Z(Rg) = 0 oldugundan [(P) =
[r(eR)’dir. Sonug olarak rg(lg(P)) = rr(lgr(eR)) = rgr(R(1 — €)) = eR bulunur.
Boylece Pp <. rr(lg(P)) elde edilir. Tersine R, w-Baer ve her Pr <, Rp i¢in P <,
rr({g(P)) olsun. Diger yandan, R, w-Baer oldugundan rg(lg(P)) = cR olacak sekilde
bir ¢ = ¢ € R vardir. O halde P <, cR olup Rp, w-genisleyen halkadir. m

Onerme 2.3.17 R, sag tekil olmayan bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

(1) R halkasindaki her kapali sag ideal bir sag stfirlayicidur.

(ii) R sag es tekil olmayan bir halkadur.

(17i) R’deki her sag A ideali icin Ar <. rr(lr(A)) olur.

Ispat. (i) = (i) Ar < Rp olmak iizere Iz(A) = 0 kabul edilsin. Bu durumda
Ar <. Br <. Rp olacak sekilde R’de bir B kapali sag ideali bulunabilir. Hipotez ge-
regi B = rr(lr(B)) olur. [z(A) = 0 kabul edildiginden [z(B) = 0 olacaktir. O halde
B = R’dir. Buradan A <. Rp elde edilir. Boylece R halkasi sag es tekil olmayan bir
halkadir.

(1) = (¢) R halkasmm bir kapali sag ideali C' olarak segilsin. C' # rg(lz(C')) kabul

edilsin. Kapali ideallerin 6z esas genislemesi yoktur. Bu durumda Cr %, rr(({r(C)))
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olacaktir. Su halde bir 0 # Dgr < rg(lg(C)) ideali i¢gin D N C' = 0’dwr. Er, Dg’nin
R’deki C' C FE ozelliginde bir timleyeni olsun. Buradan END =0ve (E® D)g <. Ry
yazilabilir. O halde Fr «. Rp olur. R halkasi sag es tekil olmayan bir halka oldugundan
[r(F) # 0’dir. Bu durumda 0 # z € [g(E) i¢in xF = 0 ve C C E oldugundan zC = 0
yazilabilir. O halde = € [r(C) = Ir(rr(Ig(C))) C lg(D) olur. Buradan D = 0 olaca-
gindan x(E @ D) = 0 elde edilir. Boylece x € Z(Rg) = 0 olup = = 0 sonucuna ulasilir.
Bu bir ¢eliskidir, dolayisiyla C' = rz(lz(C')) olmalidir.

(i) = (i1d) A, Rhalkasinn bir sag ideali olmak iizere A <, C' <. R 6zellikte bir C' ide-
ali se¢ilsin. (7) kosulundan C' = rg(Ig(C)) olur. Gergekten; C' = r(x) yazilirsa, [g(C) =
[r(rr(z)) olur. Béylece rg(lr(C)) = rr(lr(rr(z))) = rr(z) = C olup C' = rg(lg(C))
elde edilir. Z(Rg) = 0 oldugundan Onerme 1.5.5 geregi, Izr(A) = [z(C) bulunur. Bura-
dan A C rr(lr(A)) = rr(lr(C)) = C elde edilir. Boylece Ar <. rr(lr(A))’dir.

(17i) = (i) A, R halkasinda kapali bir ideal olsun. (iii) kosulundan A <. rr(lg(A))
yazilabilir. Ancak A kapali bir ideal oldugundan Ar = rg(lg(A)) olur. Boylece A bir sag

stfirlayicidir. m

Sonuc¢ 2.3.18 R sag tekil olmayan ve sag es tekil olmayan bir halka olsun. Bu durumda
R halkasinin m-Baer olmast icin gerek ve yeter kosul R’nin sag m-genisleyen halka olma-

sudur.
Ispat. Onerme 2.3.16 ve Onerme 2.3.17’den agiktir. m

Onerme 2.3.19 R asal bir halka olmak iizere R, w-Baer bir halkadir. < Her (0 #Yr4,
Rr (yadaher(0 # rX <, grR) i¢cin rp(Y)=0 (yadalr(X)=0)dwr

Ispat. R, w-Baer bir halka olsun. Bu durumda bir ¢ = ¢ € S;(R) vardir ki 75(Y) =
c¢R < R yazilabilir. O halde YcR = 0 ve R asal bir halka oldugundan cR = rz(Y) = 0
bulunur. Tersinin ispati agiktir. Benzer sekilde her 0 # Xy <, Rp icin [z(X) = 0 oldugu

da goriilebilir. m
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Onerme 2.3.20 M bir modiil ve M., M ’nin projeksiyon degismez bir alt modiil olmak
iizere, My, My < M icin M = My & M olsun. Eger X, M, alt modiiliiniin projeksiyon

degismez bir alt modiilii ise M, & X de M 'de projeksiyon degismez bir alt modiil olur.

Ispat. Xp < (M,)g igin (M; @ X)gr < Mg oldugu agiktir. M; = (fM)g <, My ve
My = (1 — f)M olacak sekilde f € S;(End(M)) vardir. Xp <, (Ma)g, €* = e €
End(M) ve m + x € M; @ X olsun. Bu durumda em + fex € fM ve (1 — fle =
(1—fle(1—f)=((1-fle)*olupl— f € S.(End(M)) bulunur. Buradan (1 — f)e =
((1—f)e)* € End(Ms,) olur. O halde (1— f)ex € X tir. Sonug olarak (M; & X )z <, Mg

elde edilir. m

Onerme 2.3.21 R, m-Baer halka ve € = e € R olsun. Eger (1 — €)R, R halkasinda
projeksiyon degismez bir sag ideal ise e R = e Re ve R(1—e¢) = (1—e)R(1—e) halkalarin

ikisi de m-Baerdir. Ayrica Re, R halkasimin projeksiyon degismez bir sol idealidir.

Ispat. (1 — ¢)R, R 7-Baer halkasinda projeksiyon degismez bir sag ideal oldugundan
l1—e€ S(R)vee € S.(R)olur. Budurumda (1 —e)R(1 —e) = R(1 —e) veeR = eRe
olur. X, eRe halkasinda bir projeksiyon degismez sag ideal olarak segilsin. R = eR @
(1 —e)R, X <, eR = eRe ve (1 — ¢)R <, R oldugundan, Onerme 2.3.20 geregi,
X @ (1 — e)R, R halkasimin projeksiyon degismez bir sag idealidir. Buradan [ =
Ir(X ® (1 —e)R) = Rf <, rR olacak sekilde bir f € S,(R) bulunabilir. Bu durumda
ele = eRfe ve (efe)* = (efe) € eRe olur. O halde ele = eRfe = eRfef =
eRfefe = (eRfe)(efe) C (eRe)(efe) elde edilir. (ere)(efe) € (eRe)(efe) alinsin. Su
halde (ere)(efe) = er(efe) = erefef = (erfe)(efe) € (eRfe)(efe) olur. Boylece
(eRfe)(efe) = (eRe)(efe) = ele sonucuna ulagilir. Burada e/eX = 0 olacagindan
ele C l.ge(X) olur. @ € l.ge(X) olsun. O halde aX = 0 yazilabilir. Ayrica a(1 —
e)R = 0 olacagindan a(X & (1 —e)R) = O olur. Buradan a € [p(X © (1 —e)R) = I
bulunur. Bu durumda a € I NeRe = ele elde edilir. Sonug olarak ele = [.g.(X)

olur ve (eRe)(efe) = ele esitliginden [.g.(X) = (eRe)(efe) elde edilir. Burada
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(efe)? = (efe) € eRe olup eRe halkast m-Baer’dir. Benzer sekilde R(1 — ¢) halkasinin

da m-Baer oldugu goriilebilir. m

Tanim 2.3.22 R ve S iki halka, M ise (R, S)-bimodiil olsun.

R M rom
T = = creR meM,seS
0o S 0 s

matrisi bilinen matris toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu halkaya ge-

nellestirilmis iist iicgensel matris halkasi denir.

Ornek 2.3.23 Asagida bazi genellestirilmis iist iicgensel matris halkast érnekleri sira-

lanmustir:
Z M
(1) Mg modiilii icin T = :
0 R
27 27
(i) T = :
0 Z
End(Mg) M
(1i1) Mg modiilii, S = End(Mg) ise T = :
0 R
Z
(iv) Mg = Zg olsun. S = End(Mpg) = End(Zz) = Z ise T = :
0 Z
Z FV
(v) V, F cismi iizerine kurulu bir vektor uzayi ise T = ve T =
0 F 0 F

S M
Bu kisimda S ve R birer halka, M bir (S, R)-bimodiil ve T' = genellestirilmig

0 R
iist icgensel matris halkasi olarak kabul edilecektir.
.. M
Onerme 2.3.24 7T = icine? = e; € Svees = ey € R olmak iizere e =
0 R
er k e; O
€ S(T)ve f= olsun. Bu durumda
0 €9 0 €2
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(1) e1 € Si(S), ea € Si(R) ve f e S/(T)dir
(ii) eT = fT dir.

] _ er k s m| |legr k s m| |legr k

Ispat. (i) e € S;(T) ise = olur. O halde
0 e |0 r 0 eo 0 r 0 es

e1se; = sep; ve bu durumda e; € Sj(S)’dir. Benzer sekilde exres = reg olup ey €

S;(R) bulunur. Diger yandan ey sk + eymes + kres = sk + mey’dir. Burada eger s =

€1
r = 0 segilirse her m € M i¢in eymey = mes yazilabilir. f = oldugundan
0 ()
s m| |leg O se; mey e1se; ey mes e; O s m| |leg O
0 r 0 ey 0 7res 0 eares 0 e |0 r 0 ey

elde edilir. Boylece f € S;(7") dir.

er k
(7i) Her m € M igin eymey = mey’dir. k € M igin e = ' olup e1kes = kes
0 €9
€1 —keg . .
bulunur. Burada f = e ise f € el’dir. Bu durumda f7T° C €T olur. e €
0 €2
10 10 €1 k
Si(T) oldugundan e=ce e bulunur. Su halde e = yazilirsa
0 0 0 0 0 e

1 k
k = eik olur. Boylece e = f € fT olup eI' C fT sonucuna ulagilir. O halde
0 1

eT = fTdir. m

Onerme 2.3.25 M, (S, R)-bimodiil ve I, N, J sirasiyla S, M ve R’nin toplamsal alt
I N

gruplart olsunlar. Bu durumda K = olmak iizere 1 K <4, ¢'T" olmasi igin gerek

0 J

ve yeter kosul asagidaki dort sartin saglanmasidir:

Z) S[ S]p SS ve RJ ﬁp RR’diK

(

(i4) SN + M J C N’dir.

(7ii) N, M ’nin (S, I(R))-bialtmodiiliidiir.
(

iv) IM C N’dir.
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Ispat. K <, rT olsun.r € R,m € M,s € S;v € I,n € N vej € J eleman-

S m
lar1 secilsin. Burada K C K oldugundan g1 < ¢S ve gJ < grR’dir. Burada

0 r
s m s m| |I N sI sN+mJ I N
K = = CK= yazilabilir. Bu
0 r 0 r 0 J 0 rJ 0 J

durumda sN + mJ C N ve dolayisiyla SN + M.J C N sonucuna ulagilir.
2

€1 0 €1 0
e1? = e € Sveey? = ey € Rolsun. O halde = € T olur.

062 062

I N €1 0 I N ]61 N€2
7K <, 7T oldugundan C bulunur. O halde

0o J 0 €9 0o J 0 J€2

I
elde edilir. Bu durumda /e; C I oldugundan ¢/ <, ¢S ’dir. Benzer sekilde

0
J€2

N <« =

J oldugundan rJ <, gR olur. Burada Ne; C N oldugundan N, (S,I(R))-

bialtmodiiliidiir.

1 m 0 0 1 m| [0 O
7K <, T oldugundan , € T es kare elemanlar1 i¢in /'

0 0 01 0 0] (0 1

I N 0 IM I N
C olur. Bu durumda C bulunur. Béylece /M C N’dir.

0 J 0 0 0 J
2

e1 T er O
Tersine (i), (ii), (i4i), (iv) kosullart saglansin. Burada = € T i¢in

0 €2 0 €9

er I N| |leg z
e12 = e, € Sveey? =e; € Rolur. O halde K — _

062 0 J 062

le; Ix+ Ney I N
= K elde edilir. Bu durumda 7 K <, 77"dir. ®

0 J€2 0 J

Onerme 2.3.26 M, (S, R)-bimodiil ve I, N, J sirasiyla S, M ve R’nin toplamsal alt

I N I N
gruplart  olsunlar. Bu durumda <, 7T ise rp =

0 J 0 J
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rs(l) rar(I)

olur.
0 T‘R(J) N T‘R(N)
. Ts(f) TM(I) I N
Ispat. C rp oldugu agiktir. Ters yonlii kapsa-
0 T’R(J) N TR(N) 0 J

may1 gorebilmek icin s € rg(I), r € rr(J) Nrr(N) ve m € ry (1) secilsin. Bu du-

I N||s m Is Im+ Nr I N
rumda = = ( bulunur. Boylece rp -

0O JI| |0 r 0 Jr 0 J

T’S(I) TM(])
0 TR(J)QT’R(N)

olur. m

S M
Teorem 2.3.27 T = olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
0 R

(1) T, m-Baer’dir.
(2) (i) SveR, m-Baer’dir.
(13) Her ¢I <, ¢S igcin rp(I) = (rs(1))M saglamr.
(iii) Eger sNyr) < sMygy oluyorsa rr(N) = aR olacak sekilde bir o> = a € R

vardir.

Ispat. (1) = (2) T, w-Baer halka olsun.

1 0 S M 00 0 0 00
(1) Ty = T = 4T vel, = T = T =
0 0 0 0 01 0 1 01
0 0 N
< T idealleri i¢in 7' = T} ¢ 15 yazilir. Onerme 2.3.21 geregi 15, m-Baer’dir.
0 R

Burada 75 = R’dir. O halde R de m-Baer’dir. Benzer sekilde 7' = T’ @ T3 olacak se-

0 0 0 M 10 10 10
kilde Ty = T = AT veTly =T = T =

01 0 R 0 0 0 0 0 0

< T idealleri vardir. Onerme 2.3.21 yardimiyla S’nin 7-Baer oldugu sonucuna
0 0

ulasilir.
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. I M
(i7) sI <, ¢S olsun. Bu durumda Onerme 2.3.25’ten B = , T’nin projeksiyon

0 0
degismez bir sol ideali olur. Onerme 1.5.8 geregi ¢ € S)(T) vardir ki r7(B) = eT"dir.

N er O
Onerme 2.3.24’ten e; € S;(S) ve ex € Si(R) igin e = ' yazilir. Bu du-

0 €9

er O S M eSS eM N
rumda rp(B) = €T = = olur. Onerme 2.3.26’dan

0 €9 0 R 0 62R
rs(I) =eSvery(l)=e M =e SM = (rs(I))M elde edilir.

.. 0 N
(i1i) s Nyr) < s My olsun. Onerme 2.3.25’te I = J = 0 secilirse K = <, 7T

0 O

. ca 0
olur. Onerme 1.5.8 geregi ¢ = ' olacak sekilde bir ¢; € S;(S) ve ¢ € Si(R)

002

. C1 0 Cls ClM .
bulunabilir. Bu durumda rr(K) = T= olur. Onerme 2.3.26’dan

0 Co 0 CQR

rr(N) = rr(0) N7rr(N) = c2(R) olur. Burada a = ¢, kabul edilirse ispat tamamlanmig

olur.

I N .
Q)= 1K= <, 7T olsun. Bu durumda Onerme 2.3.25’in () ve (iv) kosul-

0 J
lart saglanir. R ve S w-Baer halkalar oldugundan r¢(/) = ;S ve rg(J) = fR olacak

sekilde bir e; € S;(S) ve f € S)(R) vardir. Kabul geregi ry(I) = (rs(I))M = ey M
ve > = a € Rigin rr(N) = aR’dir. f € S)(R) oldugundan (af)* = af olur. e; = af

olarak secilsin. Bu durumda esR = afR = aR N fR = rg(N) N rg(J) bulunur. Bu-

er O . rs(/ (L
radae = | € T"dir. Onerme 2.3.26’ten r7(K) = sU) u(l) =
0 e 0 rr(J)Nre(N)
eS eM €1

0
= T elde edilir. Boylece r1(K) = eT olup T, 7-Baer’dir. m
0 €2R 0 €9

7 M
Sonuc 2.3.28 S = Z olsun. Bu durumda T' = ‘nin m-Baer olmast icin gerek ve

0 R

48



yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidur:
(i) R, m-Baer’dir.
(13) M burulmasizdur.

(¢ii) Eger Nyry < My(g) ise rr(N) = aR olacak sekilde bir a*> = a € R vardur.

Ispat. Teorem 2.3.27°den (i) ve (4i) kosullarimin saglandig1 aciktir. Diger yandan; Te-
orem 2.3.27 geregi zI <, zZ icin rp (1) = (rz(L))M olur. Z bir temel ideal bol-
gesi oldugundan n € Z i¢in I = nZ yazlabilir. Boylelikle r;(nZ) = 0 olur. Burada
ru(l) = ry(nZ) = (rz(1))M = (rz(nZ))M = 0 bulunur. Bu durumda M burulma-

sizdir. Onermenin tersi, Teorem 2.3.27’den aciktir. m

Sonug 2.3.29 S = End(Mg) olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) T, m-Baer'dir.
(2) (i) R, m-Baer’dir.

(17) Her s1 <, S iginry (1) <q M dir.

(¢ii) Her sNyry < sMy(g) i¢in rr(N) = aR olacak bigimde bir * = a € R vardr.

Ispat. oI <, ¢S olsun. Burada "ry,(I) <, M’dir ancak ve ancak S, m-Baer’dir ve
ryu(l) = (rs(I))M’dir." 6nermesinin saglandigim gostermek yeterlidir. .S, m-Baer oldu-
gundan r5(I) = eS olacak sekilde bir e* = e € S vardir. Buradan rg(I)M = (eS)M
ve M, (S, R)-bimodiil oldugundan ry,(I) = eM bulunur. S = End(Mg) olup ry (1) =
eM <, M olur. Tersine 7y (1) = eM = eSM = (rg(I))M saglanir. gI <, ¢S segilsin.
Burada e = e € S i¢in (1) = eM olsun. Bu durumda r5(I) = eS’dir ve bdylelikle

S, m-Baer’dir. m

Sonuc 2.3.30 Mp, tekil olmayan, m-genisleyen modiil ve S = End(Mg) olsun. Bu du-
rumda asagidaki ifadeler denktir.

(1) T, m-Baer'dir.

(2) (i) R, m-Baer’dir

(1) sNir) < sMig)y ise bir a> = a € Rigin rg(N) = aR’dir.
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ispat. (1) = (2) Teorem 2.3.27°den agiktir.

(2) = (1) sI <, ¢S olsun. (ry(I))g < Mg oldugu aciktr. f2 = f € Sicinm €
fra(I) ise m = fx olacak bigimde x € ry,(I) vardir. Buradan Iz = 0’dir. Boylece
Im=1fx C Iz =0olup,m € ry(I)dir. Yani (rp;(I))r <, Mg olur. My m-genisleyen
oldugundan bir ¢? = ¢ € End(Mg) i¢in (rp (1)) <. eM olacaktr. Burada em € eM
ve L = {r € R:emr € ry(I)} olsun. Oyleyse Ly <. Rp’dir ve (Iem)L = 0’dir. Bu
durumda Iem € Z(Mpg) bulunur. Z(Mpg) = 0 oldugundan I(em) = 0 olup em € rp (1)
bulunur. Boylece eM C ry(I) < eM’dir. O halde ry;(I) = eM olmahdir. Su halde

ra(I) <4 M olur ve Onerme 2.3.29’dan T', w-Baer’dir. m

Sonuc 2.3.31 R, bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(1) R, m-Baer’dir.

(2) Her n > 1 tamsayusi i¢in T, (R), m-Baer’dir.

(3) En az bir n > 1 tamsayusi i¢cin T,,(R), m-Baer’dir.

Ispat. (1) = (2) n = 2 olsun. Oyleyse T5(R) =

R
’dir. Teorem 2.3.27°den ve
0

=v R~

S = M = R oldugundan her !/ <, R icin rr(I) = rr(I)R olur. Bu durumda Te-
orem 2.3.27’nin (i7) kosulu saglanmus olur. g Ny(gy < g My(g) olsun. O halde xk N 9, R
olur. R, m-Baer oldugu i¢in rz(/N) = eR olacak sekilde e € S;(R) vardir. Burada a = e
kabul edilsin. Teorem 2.3.27 (7i7) saglanir. Boylece Teorem 2.3.27°ten Ty (R), m-Baer’dir.

T, (R), m-Baer olsun. T, 1 (R)’nin w-Baer oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. T, 1 (R)

R M
, M =[R,R,...,R], (n — kez) yazilabilir. Teorem 2.3.27 yardimiyla go-

0 T.(R)
rilliir ki her g/ <, rR igin rr(I) = eR olacak sekilde bir e> = e € R vardir. Ay-

rica ry (1) = eM = rr(I)M’di. W = T,(R) ve pNrw) < rMay) olsun. Onerme

0 N
2.3.25°den , T,11(R) nin projeksiyon degismez sol ideali olur. Buradan N =
0 0

[N, ..., N,] olsun. Oyleyse N; C ... € N, icin N;’ler R’nin projeksiyon degismez sol
ideali olur. R, 7-Baer oldugundan her bir i icinf,> = f; € R vardir ki, rz(N;) = f; R dir.
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e;; € W, (i,7) konumunda 1, diger tim konumlarda O olan bir matris olsun. Ayrica
a= fieg + -+ fnenn € W segilsin. Bu durumda a? = a’dir ve ry (N) = aWW olup
Onerme 2.3.27°ten T, (R), 7-Baer’dir.

(2) = (3) Aciktir.

(3) = (1) Teorem 2.3.27’ten goriiliir. m

Sonug 2.3.31 gdstermistir ki, m-Baer halka tizerine kurulu iist ticgengel matris halkas1 da
m-Baer’dir. Bu 6zellik Baer halka sinifi i¢in gecerli degildir. Gergekten; R, boliimlii halka
olmayan bir tamlik bolgesi olsun. Bu durumda T,,(R), 7m-Baer’dir ama Baer degildir. O

halde Sonu¢ 2.3.31, m-Baer olup Baer olmayan bircok halka 6rnekleri sunar.

Onerme 2.3.32 R, 7-Baer halka olsun. Bu durumda her n > 1 tamsayist i¢in Mat,,(R)

de m-Baer’dir.

Ispat. R, m-Baer halka ise Onerme 2.3.5°den R, yari-Baer’dir. Onerme 2.2.13 geregi
Mat,(R) de yari-Baer’dir. Mat,(R) = I(Mat,(R)) oldugundan Sonug 2.3.7 (iii) ge-
regi Mat,(R) de m-Baer’dir. m

Onerme 2.3.32’nin tersi dogru olmak zorunda degildir. Ornegin; R bir asal halka olmak
tizere, R diizenli ve Z(Rg) # 0 olsun. Bu durumda R, yari-Baer’dir boylece Mat,,(R)
de yari-Baer bir halka olur. O halde Sonug 2.3.7 (i7i)’den Mat, (R), m-Baer’dir ancak R,

m-Baer halka degildir.

Onerme 2.3.33 ¢(2) € R[z] icine(x) = ey +e1x+ -+ -+ e,a" olsun.
(i) (e(z))* = e(z)’tir ancak ve ancak 0 < kve 0 < i,j < k olmak iizere e, =

>~ eie;’dir. Buradan e(x) = 0 olmast igin gerek ve yeter sart ey = 0 olmasidur.
i+j=k
(it) Egere(z) = eg + e1x + -+ - + e,z = (e(x))? ise >.e;= (>, ¢)* € Rolur.
i=0 i=0

(i17) Eger (e(x))? = e(z) ise her i > 0 icin e(i) € I(R) dir. Béylece 1(R[x]) C I(R)[z]
olur.

(1v) I, R’nin bir sag ideali olsun. I, R’de projeksiyon degismez sag idealdir ancak ve

ancak 1]x), R[z|’te projeksiyon degismez sag idealdir.
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Ispat. (i) ve (ii) maddelerinin ispat1 basit hesaplamalarla goriilebilir.

(ii7) Ispat tiimevarim teknigi ile yapilabilir. Burada eger i = 0 ise e(x) = ey ve ey =
epeg € I(R) olur. 0 < @ < kigin = ¢; € I(R) oldugu kabul edilsin. Bu durumda (%)
kosulundan e;, = ' Z e;ej = epeptere,_1-tepey’dir. 0 < 4,5 < kigineze; € I(R) dir.
Buradan ege;, = (;(;J:i epe1ek—1 + - - - + egereg bulunur. Bu ifade diizenlenirse egereq =
—(epe1€k—1 - - - +epep_161) € I(R) elde edilir. Yardimci Teorem 1.1.12 yardimiyla eq —
eoex + €peren Ve €9 — exey + epereo, R’nin es kare elemanlari olup egeg, erey € I(R)
bulunur. Buradan e;, € I(R) olur.

(7v) 1, R’nin bir projeksiyon degismez sag ideali olsun. Ayrica e(x) = eg+e12+---+e,z"
ve (e(x))? = e(x) kabul edilsin. p(z) = ag + a1z + - - - + a,,x™ € I[z] segilsin. e(z)p(z)
polinomunun her katsayisi eje,, 0 < j < nve0 < k < m bicimindedir. a;, € I ve e; €
I(R) oldugundan (7iz)’den e(z)p(z) € I[z] olup I[z], R[x]’te projeksiyon degismez sag
idealdir. Tersine I[x], R[x] te projeksiyon degismez sag ideal olsun. c = ¢*> € Rve b € [
secilsin. Bu durumda cb € I[x] ve buradan da cb € I olur. Béylece I, R’nin projeksiyon

degismez sag ideali olarak bulunur. m
Onerme 2.3.34 R, w-Baer’dir. < R|z), ©-Baer’dir.

Ispat. R, m-Baer halka olsun. I[z]p[;; <, R[7]g. segilsin. Onerme 2.3.33’tan I, R’nin
projeksiyon degismez sag ideali olur. O halde bir e = ¢ € R i¢in [(I) = Re yazilabilir.
lriz)(I[z]) = R[x]e oldugunu gostermek yeterlidir. e/ = 0 oldugundan e/ [x] = 0 bulunur.
O halde R[z]el[x] = 0 olur. Bu durumda R[z]e C lpy(I[z]) elde edilir. Simdi, g(z) €
lrz)(I[2]) kabul edilsin. Su durumda her h(z) € I[z] i¢in g(x)h(x) = 0’dir. g(z) =
bo+bix+---+byz"™ ve h(z) = vo+viT+ - - +v,2™ olsun. Burada vy, vy, - -+, v,, € I’dir.
0 = g(x)h(x) oldugundan byvy = 0 ve by € lr(I) = Re olacagindan by = bye elde
edilir. Benzer sekilde byv; + byvg = 0 olur. Bu durumda b; = b;e elde edilir. Benzer
adimlarla devam edilirse her 1 < i < n i¢in b; = b;e sonucuna ulagilir. Buradan g(z) =
bo+biz+---+ba™ = bpe+brex+---+byex™ = (bg+byz+---+b,a")e = g(x)e € Rx]e
bulunur. Bu durumda [z, (I[z]) € R[z]e olup, ispat tamamlanur.

Tersine, I, R’de bir projeksiyon degismez sag ideal olsun. Onerme 2.3.33 (iv) kosulu
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geregi I|x], R[x]’in projeksiyon degismez sag ideali olur. R|x], m-Baer oldugundan bir
c(z) = c(x)? € Rlz], c(x) = co+ 12 + - - - + ™ igin lpy (I[z]) = Rlz]e(x) olur.
Burada c¢(x)I[z] = 0 oldugundan ¢y = 0’dir. O halde Rcy C Ig(/) bulunur. b € Ig(I)
olsun. Bu durumda b € [, (I[z]) olur. Sonug olarak b = bc(x) = beg+beix+---+be,x™
elde edilir. b € Rcy oldugundan bcy = b yazilir. Oyleyse be; = bey = -+ - = be,, = 0

bulunur. Buradan [z(]) = Rcy’dir ve bdylece R, m-Baer bir halkadir. m
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3. SIFIRLAYICI KOSULLARIYLA TANIMLANAN BAZI HALKALAR

3.1 Dual Halkalar ve Ikeda Nakayama Halkalar

Bu kisimda sifirlayict kosullariyla tanimlanan bazi halkalardan dual halkalar ile Ikeda
Nakayama halkalarina yer verilecektir. Burada incelenen sonuglara (Camillo vd., 2000),
(Hajarnavis ve Norton, 1985), (Kaplansky, 1948) ve (Warner, 1993) kaynaklarindan ula-

silabilir.

Kaplansky ile Hajarnavis-Norton tarafindan tanimlanan iki farkli dual halka tanimi mev-
cuttur. Kaplansky, dual halkay1 topolojik halkalar iizerinde incelerken; Hajarnavis ve Nor-

ton ise yine Kaplansky’den ilhamla, cebirsel anlamda caligmalar yapmislardir.

Tamim 3.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay ve (R, +, X ) bir halka olmak iizere eger R X R —
R’ye tamimli toplama ve ¢carpma islemleri R iizerinde siirekli ise (R, T,+, X)’ya (ya da

kisaca R’ye) topolojik halka denir.

Bir topolojik uzayda tanimli gergel katsayili siirekli fonksiyonlarin halkasi, normlu vektor
uzayindaki siirekli lineer operatorlerin halkasi, tiim Banach cebirleri ve rasyonel, gercel ve

karmasik sayilar kiimeleri standart topolojileri ile birer topolojik halka yapis1 olustururlar.

Tanim 3.1.2 (Kaplansky, 1948) R, bir topolojik halka olsun. Eger R’nin her kapali sag
ideali A icin rg(Igr(A)) = A ve her kapali sol ideali B i¢in lg(rr(B)) = B oluyorsa
R’ye dual halka denir.

Kaplansky’nin bu ¢calismasindan sonra Hajarnavis ve Norton (Hajarnavis ve Norton, 1985)

bu halka smifin1 daha ¢ok cebirsel manada incelemiglerdir.

Tanim 3.1.3 (Hajarnavis ve Norton, 1985) R, bir halka olsun. Ar < Ri ve pRB < rR

olmak iizere, eger rr(lgr(A)) = Ave lg(rr(B)) = B oluyorsa R’ye dual halka denir.

Bu kisimda yer alan dual halkalar, Hajarnavis ve Norton tarafindan tanimi verilen halka-

lardir.
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Onerme 3.1.4 (Hajarnavis ve Norton, 1985) R, bir dual halka ve {X;}ic;, R’nin sag

ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda lg(( X;) = > Ir(X;) (yada, rr(()X;) =
iel i€l i€l

> rr(X5)) olur.

i€l
Ispat. R, dual halka olsun. X; = rg(Iz(X;)) olacagindan Iz(( X;) = (r( rr(lr(X}))) =

lr(rr(QIr(X5))) = >0 Ir(X;) bulunur. m Z l

iel iel
Onerme 3.1.5 (Hajarnavis ve Norton, 1985) R, bir dual halka ve J, R’nin Jacobson

radikali olmak iizere rr(J) <. Rg’dir.

Ispat. X < Rpicin 7(J) N X = 0 olsun. Onerme 3.1.4’ten R = Ip(rp(J) N X) =
Ir(rr(J)) + lr(X) olur. R, dual halka oldugundan R = J + [x(X) elde edilir. Boylece
1 = j + y olacak bigimde j € J ve y € [g(X) vardir. 7 € J oldugundan y = 1 — j
tersinirdir. O halde [z(X) = R olup X = 0 bulunur. Buradan rg(.J) <, Rp’dir. =

Dikkat edilirse Z halkas1 Onerme 3.1.4’teki sifirlayic1 kosulunu saglar. Fakat Z bir dual
halka degildir. Bu durumda bu sifirlayici kosullarin1 saglayan halka siniflar1 da arastirila-
bilir. Literatiirde Ikeda-Nakayama halkalar1 olarak adlandirilan siniflar Onerme 3.1.4’teki

sifirlayic1 kosullartyla tanimlanmagtir.

Tamim 3.1.6 (Camillo vd., 2000) R, bir halka, K ve L, R’nin sag idealleri olsunlar. Eger
IrR(KNL) =1g(K)+Ig(L) esitligi saglaniyorsa R’ye sag Ikeda-Nakayama halka ya da

kisaca sag IN-halka denir. Benzer sekilde sol IN-halka tanimlanir.

IN-halka sinifi, dual halka sinifinin bir genellestirmesidir. Diger yandan R = Z halkasinin

bir sag IN-halka oldugu fakat dual halka olmadig1 aciktir.

Onerme 3.1.7 (Camillo vd., 2000) R bir sag IN-halka olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir.

(i) AR < Rrise A <. rr(lr(A)) dur.

(17) J(R), R’nin Jacobson radikali ve her Ar < Rpg olmak iizere [r(A) C J(R) ise
Agr <. Rp’dir.

(17i) C, R’nin kapali sag ideali ise C' = rr(Ir(C)) dir.
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Ispat. R bir sag IN-halka olmak iizere z € R igin AN xR = 0ise Ir(ANzR) =
[r(A) + lg(zR) = lg(0) = R olur. Buradan R = [g(A) + lg(z) olur.

(1) = € rr(lr(A)) ise lr(A)x = 0 olur. Bu durumda [g(A) C [g(x) bulunur. O halde
R = lg(z)’tir. Boylece z = 0 olur ve A <. Rp’dir.

(177) a € J(R) igin 1 — a tersinir bir elemandir. Burada * € R segilsin. 1 € R =
J(R) + lg(z) ise a € J(R) ve b € Ig(x)igin1l = a+bveb = 1 — a yazilir.
b =1—a € lg(z) oldugundan ve tersinir eleman igeren ideal halkanin tamamina esit
oldugundan [z(z) = R bulunur. Bu durumda = = 0 elde edilir.

(731) C, R’nin kapali sag ideali olsun. Kapali ideallerin esas geniglemesi yoktur. Bu du-

rumda (7) kogulundan C' = rg(lz(C)) bulunur. m

Onerme 3.1.8 (Camillo vd., 2000) R, bir sag IN-halka olsun. Bu durumda
(1) R’nin her kapali sag ideali sag dik toplanandr.
(11) A ve B sag idealleri, R’de birbirinin tiimleyeni olsunlar. Bu durumda A = eR ve

B = (1 — e)R olacak bicimde bir ¢* = ¢ € R vardir.

ispat. A, R’nin bir kapal1 ideali ve B, A’nin tiimleyeni olsun. Onerme 1.3.7°den, A da
B’nin timleyenidir. Bu durumda A N B = 0’dir ve R, bir sag IN-halka oldugundan
R = Ir(AN B) = Ig(A) + lg(B) bulunur. O halde e € [r(B) ve f € lr(A) igin
1 = f + e yazilabilir. Burada 1 — f = e € [g(B) oldugundan her a € A i¢in ea = a olup
eA = A elde edilir. Benzer sekilde fB = B oldugu goriilebilir. ef = e(1 —¢) = ¢ — &2
ve fe = (1 —e)e = e — ¢? oldugundan ef = fe bulunur. Diger yandan eB = 0 ve
fA = 0 olur. Buradan B C rg(e) C rr(e?) elde edilir. a € rg(e?) N A segilsin. Su
halde e?a = 0 = eea = a olup rr(e?) N A = 0 bulur. Ancak AN B = 0 ve B bu
ozellige gore maksimal oldugundan B = rg(e) = rr(e?) olmahdir. Benzer adimlarda
goriiliir ki A = rg(f) = rr(f?)’dir. Onerme 1.3.4’ten A ® B <. R olur. Burada efr €
efRN (A ® B) secilirse a +b € A® Bigin efr = a + b yazilir. €*f?r = eef fr =
efefr =ef(a+b) =efa+efb=0+ feb = 0olacagindan f?r € rp(e®) = rg(e)’dir
ve ef?r = 0olur. ef?r = ef fr = fefr = f2er = Oise er € rr(f?) = rr(f) dir. Bu

durumda fer = 0 = efr ve ef R = 0 olacagindan ef = 0 sonucuna ulasilir. Boylece
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f?=0—-e)f =f—ef=fec Rdir Benzer sekilde ¢ = ¢ € R oldugu da goriilebilir.
R = Ir(A) + [gr(B) oldugundan a € Aveb € Bigine = a + bolur. ee = ea + eb =

a+ 0 = a yani e = a elde edilir. Bu durumda eR = A ve B = (1 — ¢)R bulunur. m

Sonug 3.1.9 (Camillo vd., 2000) R bir sag IN-halka, P ve ), R’nin PNQ = 0 ozelliginde
iki sag ideali olsun. Bu durumda Prp <. (eR)r ve Q C (1 — e)R olacak bigcimde bir

ez = e € Rvardir.

ispat. @ O B, P’nin timleyeni ve A O P, B’nin tiimleyeni olsun. Bu durumda P <., A
oldugu aciktir. Onerme 1.3.6’dan P = A’dir. Yani B, A’nin tiimleyeni olur. Boylece

Onerme 3.1.8 yardimiyla ispat tamamlanir. m

Tanim 3.1.10 R, bir halka olsun. Eger R’nin her 07 idealinin sol sifirlayicisi sifirdan

farkli ise R’ye sag Kasch halka denir.

Onerme 3.1.11 (Camillo vd., 2000) Her dual halka aym zamanda bir sag Kasch halka-

dir.

Ispat. A, R’nin bir 6z ideali ve Iz(A) = 0 olsun. R, dual halka oldugundan A =
rr(lg(A)) yazilabilir. Bu durumda A = rg(Ig(A)) = rr(0) = R olur, bu bir ¢eligki-
dir. O halde [g(A) # 0 olmahdir. Boylece R bir sag Kasch halkadir. m

Onerme 3.1.12 (Camillo vd., 2000) R bir sag Kasch halka, her x € R ve her Ap < Rp
icin R <. lg(rg(x)) ve lr(ANzR) = lg(A)+1g(x) olsun. Bu durumda rp(lr(A)) = A

olur.

Ispat. A C rz(Ig(A)) oldugu agiktir. y € rz(Ig(A)), y ¢ A olsun. Burada [r(A) C
lr(y)dir. K = {k € R|yk € A} sag ideali se¢ilsin. y X' C A oldugundan ANyR = yK
olup, hipotez geredi Ir(yK) = Ir(ANyR) = Ir(A) + Ir(y) = [g(y) bulunur. Su halde
rr(y) € K oldugundan Iz(K) C Ir(rr(y))’dir. r € Ri¢in ry € Ry N Ix(K) olsun.
ryKK = 0 olup r € Ir(yK) = lr(y)’dir. Burada, ry = 0 oldugundan Ry N Ix(K) =0
olur. Hipotezden Ry <. lr(rr(y)) oldugundan (z(K) = 0’dir. Bu ise R’nin sag Kasch

halka olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla y € A’dir. m
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3.2 rw-Dual Halkalar

R’nin projeksiyon degismez idealleri iizerinde dual halka kosulu arastirilabilir. Bu ki-
simda, bu yeni halka sinifina ait bazi sonuclar ve diger halka siniflar1 ile olan iligkilerini
gosteren Onermeler yer almaktadir. Bu kisimdaki tiim sonuglar, (Bitkin ve Kara, 2022)

kaynaginda bulunmaktadir.

Tamim 3.2.1 (Bitkin ve Kara, 2022) R bir halka ve Ar <, R, olsun. Eger rg(lr(A)) = A

oluyorsa R’ye projeksiyon degismez sag dual halka ya da kisaca sag m-dual halka denir.

Projeksiyon degismez sol dual halka da benzer sekilde tanimlanir. Eger bir R halkas1t hem
sag hem de sol m-dual halka ise bu halkaya m-dual halka denir. Diger yandan, m-dual

halkalarin, dual halka smifinin bir genellestirmesi oldugu acikca goriiliir.

Onerme 3.2.2 (Bitkin ve Kara, 2022) R, w-dual halka ve {X;}ic;, R’nin projeksiyon
degismez sag (ya da sol) ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda lr(( X;) = > lr(X;)

i€l i€l
(yada, rr((X;) => rr(X;))olur

iel i€l

Ispat. R, 7-dual halka ve {X;};c;, R’nin projeksiyon degismez sag ideallerinin bir ailesi
olsun. Bu durumda her ¢ € [ icin X; = rg(lg(X;)) olur. O halde lR(ﬁ Xi)
= lr(Nrr(r(X:))) = lr(rr - [r(X;)) elde edilir. Onerme 1.5.8 geregi, ZR(;Z) ve
> Ir(X;), R’ninprojeksiyon d§;1i§mez solidealleridir. R, w-dual oldugundan, ) [r(X;) =
lr(rr(221R(X;))) yazilabilir. Boylece [g(( Xi) = }_ Ir(X;)'dir. Sol idealller igin de
esitlik benzer adimlarla goriilebilir. m © <

Onerme 3.2.3 R, Z(Ry) = 0 ozelliginde bir halka olsun.

(1) R, m-dualdir.

(17) Her Ap <, Ry icin A <. rr(lg(A)) dwr

(7i1) R’nin kapali projeksiyon degismez her ideali bir sag sifirlayicidir.

Bu durumda (i) = (it) < (iii) saglamr, fakat (ii) # (i) dir.

Ispat. (i) = (i) Aciktir.

(11) = (7i1) A, R’nin projeksiyon degismez ve kapali bir sag ideali olsun. (i7)’den A <,
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rr(lr(A))’dir. A kapali oldugundan A = rz(Igr(A)) elde edilir.

(¢13) = (i1) Bgr <, Rg olsun. Bu durumda B <. Cr <. Rp olacak bi¢cimde bir Cp <
Rp vardir. Z(Rp) = 0 oldugundan, (Birkenmeier vd., 2013)’ten, Cr <,, R dir. Buradan,
(7i1) geregi C = rgr(lxr(C)) bulunur. Diger yandan Z(Rg) = 0 ve B <. C oldugundan
[r(B) = lr(C)’dir. Boylece rg(lr(B)) = rr(lr(C)) = C olup B <, rg(lr(B))’dir.

(17) # (i) R = Z halkas1 (ii) kosulunu saglar fakat R, m-dual degildir. m
Tamim 3.2.4 Tek yonlii her ideali iki yonlii ideal olan halkaya duo halka denir.

Onerme 3.2.5 (Bitkin ve Kara, 2022) Asagidaki kosullardan herhangi birinin saglan-
mast durumunda, R, dual halkadir. < R, w-dual halkadr.

(i) R, ayrismaz bir halkadur.

(77) R, Abel halkadur.

(17i) R, duo halkadur.

Ispat. Verilen kosullardaki halkalarm her birinin her sag ideali ayn1 zamanda bir projek-

siyon degismez ideal olacagi icin dual halka ile -dual halka tanimlar1 da cakigir. m

Asagidaki 6nerme m-Baer, m-genisleyen ve m-dual halkalar arasindaki iligkiyi gostermek-

tedir.

Onerme 3.2.6 (Bitkin ve Kara, 2022) (i) R, w-Baer bir halka olsun. Bu durumda R, sag
m-dual halkadir < Her A <, Ry icin A = eR olacak gekilde bir e € S;(R) vardir.

(11) R, m-Baer ve sag m-dual halka ise R, sag m-genigleyendir.

Ispat. (i) R, m-Baer ve sag m-dual bir halka olsun. A, R’nin projeksiyon degismez bir
sag ideali olarak secilsin. Onerme 1.5.1 geregi [(A), R’de projeksiyon degismez sol
ideal olur. R halkas1 7w-Baer oldugundan, [zr(A) = Rf olacak sekilde f> = f € R
bulunabilir. Buradan rz(Ir(A)) = (1 — f)R’dir. R, sag w-dual bir halka oldugundan,
A =rg(lp(A)) = (1 — f)Rolupe = 1 — f igin A = eR’dir. Buradan Onerme 1.1.15
geregi e € S;(R)’dir. Teoremin tersi agiktir.

(i1) Ispat (i) nin bir sonucudur. m
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Ornek 3.2.7 (Bitkin ve Kara, 2022) F bir cisim olmak iizere R = Ty(F) olsun. Bu

durumda R halkas: m-Baer’dir, aymi zamanda sag m-genigleyendir. Ancak R, m-dual bir

0 F
halka degildir. Gercekten; I = projeksiyon degismez sag ideali icin I = eR ola-
0 0

cak sekilde bir e es kare elemant olmadigindan Onerme 3.2.6 (i) geregi, R, w-dual halka

01
degildir. Ciinkii I = R’dir ve burada elemanu iistel sifir bir elemandir.

0 0 0 0

Onerme 2.3.16 geregi, tekil olmayan her 7-Baer halka sag m-genisleyen halkadir. Bu du-
rumda 7-dual halkalarin tekil halka olup olmadig1 sorusu akillara gelebilir. Asagida veri-

len ornek, bu ihtimalin olmadigin1 gostermektedir.

Ornek 3.2.8 (Bitkin ve Kara, 2022) (i) R = 7 tekil olmayan bir halkadw; fakat R, 7-

dual halka degildir.
(17) F bir cisim, V, F cismi iizerine kurulu bir vektor uzayt ve boy(Vp) = 1 olsun.
F V
f v
Burada R = . = : f € F,veV ) halkast secilsin. R, degismeli
0 f
0 F

0V
ve ayrismaz bir halkadir. Su halde Z(Rg) = # 0 olup R, tekil olmayan bir halka
0 0

degildir. Fakat R, m-dual halkadtr.
(iti) R = Ty(Z) halkast sag w-genisleyendir, fakat Onerme 3.2.6 (i) geregi R, m-dual
degildir.

Ornek 3.2.8 (ii), m-genisleyen ve 7-dual bir halkanin 7-Baer halka olmak zorunda olma-

digin1 da gostermektedir.
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4. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, literatiirde 6nemli bir rolii olan Baer halka sinifi ve bu siifin bir
takim genellestirmeleri incelenmis ve bu siniflarin sahip oldugu 6zellikler derlenmistir.
Bunun yan sira, sifirlayici kosullariyla tanimlanan, dual halkalar ile Ikeda Nakayama
halkalariin bazi 6zelliklere de yer verilmistir.

Calismanin son boliimiinde, dual halkalardan esinlenerek, projeksiyon degismez ideal-
ler tizerinde dual halka kosulu arastirilmis ve bu yeni sinifa 7-dual halka adi verilmistir.
m-dual halkalarin bir takim 6zellikleri incelenmistir. Bu yeni halka siifinin hangi kosul-
larda dual halka sinifiyla ayni oldugu irdelenmistir. Ayrica w-dual halkalarin, 7-Baer ve
m-genisleyen halkalarla olan iligkileri de aragtirllmigtir. Diger yandan, 7-dual halkalarin
tekil olmak (ya da tekil olmamak) zorunda olmadigina iliskin ¢esitli 6rnekler sunulmus-
tur.

Gelecek caligmalarda, m-dual halka kosulunun modiil teorideki karsilig1 arastirilabilir.
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