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OZET
Yiksek Lisans Tezi
REKURENT DIZILERIN ARITMETIK OZELLIKLERI
Ipek COLAK

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Betiil GEZER

Bu ¢alismada Zsigmondy teoremi ve bu teoremin uygulamalari ele alinmistir. {lk olarak
klasik Zsigmondy teoremi verilmis ve daha sonra lineer diziler i¢in Zsigmondy teoremi
ele alinmistir. Daha sonra c¢alisilan ilk lineer olmayan dizilerden eliptik boliinebilir
dizilerdeki ilkel asal bolen kavrami {izerinde durulmus ve belli eliptik egrilerle eslesen
eliptik boliinebilir diziler i¢in Zsigmondy sinir1 verilmistir.

Birinci boliimiinde bazi aritmetik fonksiyonlar ile ilgili temel kavramlar ele alinmis ve
daha sonra dongiisel polinomlar ve 6zellikleri tizerinde durulmustur.

Ikinci béliimde ilk olarak ilkel asal bdlen tanimi verilerek klasik Zsigmondy teoremi ele
alimmustir. Daha sonra bu teoremin bir elementer ispat1 verilerek Zsigmondy teoreminin
uygulamalari {izerinde durulmustur. Son olarak biiyliik Zsigmondy asal sayis1 kavrami
verilerek Lucas ve Lehmer dizilerinin ilkel asal bolene sahip olduklar1 gdsterilmistir.

Ugiincii boliimde eliptik dizi kavrami tamimlanarak bu dizilerin 6zellikleri {izerinde
durulmustur. Daha sonra bu dizilerin eliptik egrilerle olan iligkisi kullanilarak bu
dizilerde ortaya ¢ikan ilkel asal bolenler belirlenmis ve Zsigmondy sinirlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: ilkel asal bélen, Zsigmondy teoremi, Zsigmondy asallari, eliptik
boliinebilir diziler, eliptik egriler.
2023, vi + 61 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
THE ARITHMETIC PROPERTIES OF RECURRENCE SEQUENCES
Ipek COLAK

Bursa Uludag University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Betiil GEZER

In this work, the Zsigmondy’s theorem and its applications have been discussed. First,
the classical Zsigmondy's theorem was given and then the Zsigmondy’s theorem for
linear sequences was discussed. Later, the concept of primitive prime divisors in elliptic
divisible sequences, which are one of the first studied non-linear sequences, was
discussed and the Zsigmondy bound was given for the elliptic divisibility sequences
associated to certain elliptic curves.

In the first section, fundamental concepts related to arithmetic functions were discussed,
and later on the fundamental concepts of cyclic polynomials and their properties were
emphasized.

In the second chapter, first the definition of primitive prime divisor was given, and the
classical Zsigmondy’s theorem was discussed. Then an elementary proof of the
Zsigmondy theorem was given, and applications of the theorem were discussed. Finally,
the concept of the large Zsigmondy prime was introduced, and it was shown that Lucas
and Lehmer sequences have primitive prime divisors.

In the third chapter, the definition of elliptic sequences and their properties were given.
Then the relation between these sequences and elliptic curves were used to determine the
primitive divisors and Zsigmondy bound for these sequences.

Key words: Primitive divisor, Zsigmondy’s theorem, Zsigmondy primes, elliptic

divisibility sequences, elliptic curves.
2023, vi + 61 pages.
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1. GIRIS

Bu kisimda ilk olarak bazi aritmetik fonksiyonlar ele alinacak ve daha sonra dongiisel

polinomlar ve 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

1.1. Aritmetik Fonksiyonlar

Bu kisimda calismada kullanilacak olan bazi aritmetik fonksiyonlar ve bunlarin
ozellikleri iizerinde durulacaktir. Ilk olarak Mobius fonksiyonu ve ozellikleri ele

alinacaktir.

1.1.1. Tanm. p : N — {-1,0, 1}, her n € N igin

1, n=1
. nkaresizbirsayivek,nnin
un) = 1 (=1) . . .
tarkli asal bolenlerinin sayisi
0, diger hallerde

biciminde tanimlanan p fonksiyonuna Mébius fonsiyonu denir.

1.1.2. Ornek. Asagida baz1 u(n) degerleri verilmistir.
n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

um: 1 -1 -1 0 -1 1 1 0 0 1



Asagida p fonksiyonun ozellikleri ile ilgili olduk¢a 6nemli bir teorem verilmistir.

1.1.3. Teorem. n bir pozitif tamsay1 olmak {izere

dln 0, n=>2

1, n=1
2 u(d) Z{

dir (Apostol, 1998).

Bu teorem kullanilarak

%M(d) =u()+p@2)=0

veE

dZMu(d) =u(l) +p@2)+u4)=0

oldugu kolayca goriilebilir.

1.1.4. Uyar1. Mobius fonksiyonu ¢arpimsal bir fonksiyondur, yani aralarinda asal her m

ve n pozitif tamsayilari i¢in

u(m, n) = pu(m) - w(n)

dir.

1.1.5 Teorem (Mébius Inversiyon Teoremi). f, g ve A, her n > 1 tamsayisi igin

fin) = dzlng(d) ve h(n)=T1g(d)

dln

ozelliginde aritmetik fonksiyonlar ve p, Mdbius fonksiyonu olmak tizere



— ny M@
g(n) lenu(d)f(d) Hh(d)

d|n

dir (Apostol, 1998).

1.1.6 Tamim. n > 1 bir tamsay1 olmak iizere » ile aralarinda asal ve n sayisindan kiigiik
olan pozitif tamsayilarin sayisini belirten fonksiyona Euler fonksiyonu denir ve ¢(n) ile

gosterilir.

Diger bir ifade ile
on)=#keN|(k,n)=1,0<k<n}

dir. Ozel olarak p asal ise @(p) = p — 1 dir. Tanimdan faydalanilarak ¢(6) = 2, ¢(8) = 4

oldugu kolayca goriilebilir.
1.2. Dongiisel Polinomlar

Bu kisimda klasik Zsigmondy teoreminin ispatinda kullanilacak olan dongiisel
polinomlar ve bu polinomlarin ézellikleri ele alinacaktir. Ilk olarak dongiisel polinom

tanimi verilecektir.

1.2.1 Tamim. 7 bir pozitif tamsay1 ve C, birimin . ilkel kokii olmak iizere
o(n) p
00 = (=67

polinomuna n. déngiisel polinom ad1 verilir.



Asagidaki teoremde ¢,(x) n. dongiisel polinomunun bazi 6zellikleri verilmistir.

1.2.2. Teorem. n bir pozitif tamsay1 olmak {izere

X" —1=T19,(x), (1. 1)

d|n
i d,(x) € Z[x]

dir (Gezer, Bizim 2017).

Bu teoreme gore x" — 1 = [1¢,(x) oldugundan A(n) = x" — 1 ve g(d) = ¢a(x) alinarak

d|n

Mébius Inversiyon Teoremi uygulanirsa ¢,(x) dongiisel polinomunun

0i) = T1(x! =1

dln

olarak ifade edilebilecegi sonucu elde edilir. Boylece asagidaki sonug elde edilmis olur.

1.2.3. Teorem. n > 1 bir tamsay1 ve p, Mdbius fonksiyonu olmak {izere

du(x) = TT (x4 = 1) (1.2)

dln

dir (Cox, 2012).

Bu teorem kullanilarak 2., 3. ve 4. dongiisel polinomlar1 sirasiyla

P = T =D = @ =D - ) = S

d|2 X —



3 3
B0 = [~ = (& = DO - = 2
dJ3

=x*+x+1

4
ha(x) = TT(x¢ _1)u(d) = (x4 _ l)u(l) ) (x2 _ 1)“(2) C(x— 1)“(4) =y +1
dj4

olarak bulunur.

Asagida dongiisel polinomlarin klasik Zsigmondy teoreminin ispatinda kullanilacak

olan 6nemli bir lemma ele alinmstir.

1.2.4. Lemma. p bir asal say1 ve n bir pozitif tamsay1 olmak {lizere

o, (x"), plnise
Gpn(¥)= 1 ¢, (x")
¢,(x)

p | nise

dir (Ge, 2023).
Lemma 1.2.4 kullanilarak asagidaki sonug elde edilebilir.

1.2.5. Sonug. p bir asal say1 ve n ve k pozitif tamsayilar olmak tizere

6,(x"),  pln ise
¢Pk’1 (x)= (1)” (x'”k)

————_ pln ise

o, (xp“ ™)

dir (Ge, 2023).

Asagidaki teoremde ¢, (x)’in asal bolenlerinin 6zellikleri belirtilmistir.



1.2.6. Teorem. n bir pozitif tamsay1 ve x herhangi bir tamsay1 olmak iizere ¢, (x) in her

p asal boleni ya n tamsayisini boler ya da n modiiliine gore 1'e denktir (Ge, 2023).

Asagida x > 1 bir gergel say1 olmak {izere ¢, (x) i¢in bir alt siir ve bir {ist sinir

verilmigtir.

1.2.7. Teorem. n bir pozitif tamsay1 x > 1 bir gercel say1 olmak iizere
(=1 <, (x) < (x + 1)

dir, burada @(n) Euler fonksiyonunu belirtmektedir (Sheng, 2023).

Ispat. ¢, birimin . ilkel kokii oldugundan | £ | = 1 ve iiggen esitsizliginden
x—1<[x=¢| <x+1

esitsizligi elde edilir. Boylece tiim £ lar iizerinden ¢arpim alinirsa istenilen elde edilir.

1.2.8. Uyari. n = 2 olmast halinde ilk esitsizligin esitlik haline geldigi kolayca

goriilebilir.

a > 1 bir tamsay1 olmak tizere

a'-1= [1¢,(a)

dln

oldugu dikkate almirsa dongiisel polinomlar, Zsigmondy teoreminin ispatinda
kullanilabilir. Bunun i¢in bu polinomlar a" — b" ifadesi ile eslestirilebilir. Boylece

asagidaki tanim verilebilir.

1.2.9. Tamim. 7 bir pozitif tamsay1 ve p, Mobius fonksiyonu olmak tizere



bula,b) = TT(a® ~b)

din

polinomuna homojenize dongiisel polinom adi verilir.

Dikkat edilirse
a
a'-bp"=b"((=)" -1
(( b) )
olarak yazilabileceginden (1.1) ve (1.2) geregi, ¢,(a, b) fonksiyonu
du(a, b) = 5 () (1.3)
bi¢ciminde ifade edilebilir. Diger yandan

a' —b"= [1¢,(a,b) (1. 4)

d|n

oldugu (1. 3) esitligi kullanilarak kolayca elde edilir.

1.2.10. Ornek. (1.4) esitligi kullanilarak ¢1, &2, ¢3, ¢4, ®s ve ¢s homojenize

polinomlarinin
(I)l(a, b) —a-— ba
d2(a, b)=a+b,

bs(a, b) =d* + ab + b,

¢4(a, b)=a’ + b7,

os(a, b)=a' + a’b +a’b* + ab’ + b,
ds(a, b)=a* —ab + b’

biciminde oldugu goriilebilir.



Asagida Lemma 1.2.4 ve Teorem 1.2.7°de verilen sonuglara benzer sonuglar

homojenize dongiisel polinomlar i¢in verilmistir.

1.2.11. Teorem. p bir asal say1 ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere

¢, (a”,b”), pln ise
Gpn (@, D)= 1 ¢,(a”,b")
¢,(a,b)

pln ise

dir (Ge, 2023).

1.2.12. Teorem. n > 3 bir tamsay1 ve a ve b pozitif tamsayilar olmak tlizere
(@ - b)*" < ¢u(a, b) < (a + b)*"

dir (Sheng, 2023).

1.3. p-sel Degerleme (p-adik Valiiasyon)

n € 7 ve p bir asal say1 olsun. Eger n sayisi sifirdan farkli ise p* | n ancak pk T

olacak bicimde negatif olmayan bir £ tamsayisi vardir. Bu k tamsayisi, p asal sayisinin »

tamsay1sini bolme sayisidir ve bu say1 ord,(n) ile gosterilir.

Ornegin p = 3 ve n = 18 olarak alimirsa, 18 sayis1 3, 3> = 9 sayilarina boliinebilir ancak

18 sayis1 3° = 27 sayisma boliinmez.

1.3.1. Tamim. p bir asal say1 olmak {izere

ord,: Z — N U {0}, sifirdan fakli her n € Z i¢in ord,(n) = maks{k € N |pk | n}



olarak tanmimlanan ord, fonksiyonuna n tamsayisinin p-adik valiiasyonu denir. Ozel

olarak ord,(0) = o olarak alinir.

Ornegin
ordy(18) = 1, ords(18) = 2, ords(18) = ord+(18) = ord;;(18) = 0

dir.

p-adik valiiasyon fonksiyonu rasyonel sayilar kiimesine de genellestirilebilir. Buna gore
ord, : Q > Z U {0}, her % € Q icin ordp(%) = ord,(a) — ord,(b)
olarak tanimlanir. Ornegin,
8 8 8
ordz(g) = ordy(8) — ordy(9) =3, Ord3(§) =-2ve ords(g) =0

dir.

1.3.2. Uyar1. p-adik valiiasyon fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

1) Her a, b € Z i¢in ord,(a - b) = ord,(a) + ord,(b),
2)Hera, b € Z igin

ord,(a + b) > min{ord,(a), ord,(b)}

dir ve istelik ord,(a) # ord,(b) ise ord,(a + b) = min{ord,(a), ord,(b)} dir.

1.3.3. Lemma. a ve b tamsayilar, » bir pozitif tamsayi, p bir asal say1 olmak tizere (n, p)

=1vep|a—bp [a, p|bolsun. Bu durumda



ord,(a" —b") = ord,(a —b)

dir (Parvardi, 2022).

Ormegin, a =27, b=2, p =5, n =4 olarak alinirsa
ords(27* —2% = ords(3'* —2%) = ords(5* - 29 -733) =2
ve diger yandan
ords(27 —2) = ords(5%) =2

dir.

1.3.4. Lemma. a ve b tamsayailar, » bir tek pozitif tamsay1 ve p bir asal say1 olmak iizere

(n,p)=1,pla+b,p | avep |bolsun. Bu durumda
ord,(a" + b") = ord,(a + b)

dir (Parvardi, 2022).

a ve b tamsayilar, n bir tek pozitif tamsay1 ve p bir asal say1 olmak tizere (n, p) # 1
olmasi halinde Lemma 1.3.3 ve Lemma 1.3.4 kullanilarak asagidaki teoremler

verilebilir.

1.3.5. Teorem (Kuvvet Yiikseltme Lemmasi). a ve b tamsayilar, n bir pozitif tamsay1

ve p bir tek asal say1 olmak lizere p | a — b, p | a ve p | b olsun. Bu durumda

ord,(a" — b") = ord,(a — b) + ord,(n)

dir (Parvardi, 2022).

Ispat. ord,(n) fonksiyonu iizerine tiimevarim uygulanarak goriilebilir.

10



Kuvvet ylikseltme lemmasi asagidaki sekilde de ifade edilebilir.

1.3.6. Teorem (Kuvvet Yiikseltme Lemmasi). ¢ ve b tamsayilar, n bir tek pozitif

tamsay1 ve p bir tek asal say1 olmak tizere p |a + b, p | a ve p | b olsun. Bu durumda
ord,(a" + b") = ord,(a + b) + ord,(n)

dir (Parvardi, 2022).

Asagida p = 2 icin kuvvet ylikseltme lemmasi ele alinmustir.

1.3.7. Teorem (p = 2 i¢in Kuvvet Yiikseltme Lemmasi). a ve b iki tek tamsay1 ve

4 | a — b olsun.
ordy(a" — b") = ordy(a — b) + ordy(n)

dir (Parvardi, 2022).

Asagidaki teoremde dongiisel polinomlar i¢in kuvvet yiikseltme lemmasi verilmistir.

1.3.8. Teorem (Dongiisel Polinomlar i¢cin Kuvvet Yiikseltme Lemmasi). p > 3 bir
asal say1 pJa, p [b, n>1ve k> 1 says1 p | a* — b* 6zelligindeki en kiiciik tamsay1

olsun. Bu durumda

ord ,(a* —b"), n=k
ord,(¢(a, b)) = 1, n=p'k,o=>1
0, diger durumlarda

dir (Sheng, 2023).
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Asagidaki teoremde p = 2 halinde dongiisel polinomlar i¢in kuvvet yiikseltme lemmasi

ele alinmustir.

1.3.9. Teorem. a ve b tek tamsayilar ve n > 1 olsun. Bu durumda

ord, (a —b), n=1
ord,(a +b), n=2
ordx(éu(a, 5)) = 1 n=2"m=>2
0, diger durumlarda

dir (Sheng, 2023).

1.4. Eliptik Egriler.

Calismada eliptik egrilerle eslesen dizilerin baz1 6zellikleri ele alinacagindan bu kisimda

eliptik egri kavrami {izerinde durularak bunlarin 6zellikleri ele alinacaktir.

1.4.1. Tanmmm. K bir cisim ve ay, ay, a3, as, de € K olmak tizere
C 2 _ .3 2
Ey +axytay=x+tax taix+as

bicimindeki denklemin tiim ¢ézlimlerinin olusturdugu (x, y) siral ikililerinin kiimesine
O noktasi ile birlikte bir eliptik egri denir ve bu denklem FE eliptik egrisinin

genellestirilmis Weierstrass denklemidir.
K bir cisim ve kar(K) # 2, 3 olsun. p, ¢ € K olmak iizere 4p° + 27¢* # 0 ise
E:y2=x3 +px+gq

seklindeki bir denklem E eliptik egrisinin Weierstrass denklemi olarak adlandirilir.
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Eger E, K cismi iizerinde taniml1 bir eliptik egri ise bu egri lizerindeki noktalarin kiimesi

E(K) ile belirtilir. Diger bir ifade ile

E(K)={(x,y)|x,y e KxK| y’=x"+px +q} U {O}

dir. Ayrica E(K), E eliptik egrisinin iizerindeki noktalarin 6zel bir toplama islemi ile bir
gruptur ve bu grubun etkisiz elemani ise O noktasi, yani sonsuzdaki noktadir. Bu

noktanin x-eksenine dik olan tiim dogrularin {izerinde oldugu varsayilir.

Bir E eliptik egrisi lizerindeki iki noktanin toplami su sekilde tanimlanir: Eger M ve N
bir E eliptik egrisi iizerinde iki farkli nokta ise bu noktalardan gegen d dogrusu alinir.
Diger yandan d dogrusu E eliptik egrisini bir bagka M « N noktasinda keser, M « N
noktasinin x-eksenine gore simetrigi olan nokta M + N olarak tanimlanir. M noktasini
kendisi ile toplamak i¢in M noktasindan gegen teget dogru denklemi bulunur. M

noktasinin x-eksenine gore simetrigi olan M ' noktasi ile toplamu ise
M+M'= 0O

dur. Son olarak E eliptik egrisi tizerindeki her bir M noktasinin i¢in
M+0O=M

dir.

Asagida ifade edilen kuralla tanimlanan bu toplama islemi i¢in bir algoritma verilmistir.

1.4.2 Algoritma (Grup Kural). £, Weierstrass denklemi ile verilen bir eliptik egri

olmak iizere bu egri iizerinde M = (x;, y1) ve N = (x2, ) noktalarin1 alalim.
1. Eger her M € E(K) i¢in M + O = M dir.
2.x1=xyvey;+ y»,=01ise M+ N=0 dur.

3. M# N ve x| #x; 1se
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— Vo= N

X, =X

ve M= Nvey; #0 ise

3x" +a
e:

2y,

olmak lizere

_ 2 _
xX3=e —x;—xpveys=e(x; —x3)— i

ve boylece M + N = (x3, y3) tiir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

1.4.3. Teorem. E, bir K cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ise E(K) eliptik egrilerin

izerinde tanimlanan toplama islemine gore bir degismeli gruptur (Silverman 2009).

1.4.4. Uyar1. E, y* = x’ + px + ¢ denklemi ile verilmis bir egri ve M = (x, y), E egrisi

tizerinde bir nokta ise —M = (x, —y) dir. Ayrica M € E ve k € Z olmak lizere k > 0 ise

IM=M+..+ M
%,_/

ktane

ve k<0 ise

kM = (=k)(=M)

dir ve OM = O olarak tanimlanir.
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2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK ARASTIRMASI

Bu kisimda ilk olarak Bang (1886) tarafindan ele alinmig, 1892°de Zsigmondy
tarafindan genellestirilmis ve 1904’de Birkoff ve Vandiver tarafindan yeniden
kesfedilmis olan sayilar teorisinin klasik teoremlerinden Zsigmondy teoremi ele

alinacak ve bu teoremin bir elementer ispat1 verilecektir.

2.1. Zsigmondy Teoremi.

Zsigmondy teoremini ifade etmeden Once bir tamsayr dizisindeki ilkel asal bolen

tanimina ihtiyag¢ vardir.

2.1.1. Tanim. (4,) tamsayilarin bir dizisi ve # bir dogal say1 olmak tizere 4, #0 terimini
bolen bir p asal sayist her m < n ig¢in A, terimlerini bolmiiyorsa p asal sayisi A4,

teriminin bir ilkel asal bolenidir denir.

(4,) tamsayilar dizisinin Zsigmondy kiimesi Z(A,) ile gosterilir ve

Z(A,) = {n | A, teriminin bir ilkel asal boleni yoktur.}

biciminde tanimlanir. Bu kiimenin supremumu, yani sup(Z(4,)) sayisina ise (4,)

tamsayilar dizisinin Zsigmony sinir: denir.

212.0Ornek 1. F,=F, ,+ F, , esitligi ile verilen Fibonacci dizisi i¢in Zsigmody
kiimesi Z(F,) = {1, 2, 6, 12} dir. Diger bir ifade ile Fibonacci dizisinin birinci, ikinci,
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altinc1 ve on ikinci terimleri disindaki tiim terimleri birer ilkel asal bolene sahiptir.

Dolayisiyla, (F,) dizisinin Zsigmondy sinir1 sup(Z(F,)) = 12 dir.

2. Zsigmondy (1892), M, = 2" — 1 esitligi ile verilen
1,3,7,15,31,63, 127,255, 511, 1023, ...

Mersenne dizisinin birinci ve altinci terimleri disindaki tiim terimlerinin birer ilkel asal
bolen bulundurdugunu goéstermistir. Diger bir ifade ile sup(Z(M,)) = 6 oldugunu ispat

etmistir. Asagidaki ¢izelgede bu dizinin ilk on terimi carpanlarina ayrilarak ilkel asal

bolenleri koyu olarak belirtilmistir.

Cizelge 2.1. (M,) dizisinin ilkel asal bolenleri

n M, Carpanlar
2 3 3

3 7 7

4 15 3.5

5 31 31

6 63 32.7

7 127 127

8 255 3.5-17
9 511 7-73

10 | 1023 | 3-11-31
11 | 2047 23 -89
12 | 4095 |3%.5-7-13
13 | 8191 8191

14 | 16383 | 3-43-127

3. C,=7"-2"esitligi ile verilen (C,), > | dizisinin terimleri

5,45, 335,2385, 16775, 117585, 823415, 5764545, ...

bi¢imindedir ve bu dizinin tiim terimleri bir ilkel asal bélen bulundurur.
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Zsigmondy, daha genel olarak a ve b aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a > b olmak
tizere (a" — b"), > dizisinin, n =6, a =2 ve b = 1 olmasi veya n =2 ve a + b sayisi 2 nin
bir kuvveti olmamasi halinde bir ilkel asal bélene sahip oldugunu gostermistir. Diger bir

ifade ile sup(Z(a" — b")) < 6 dur.

2.1.3. Teorem (Zsigmondy Teoremi). a ve b aralarinda asal pozitif tamsayilar, a > b
olmak tizere (a" — b"), > dizisi verilsin. Bu durumdan=6,a=2veb=1veyan =2 ve
a + b sayist 2 nin bir kuvveti degilse a" — b" terimini bélen ve her k£ < n tamsayisi igin

d" — b* terimini bdlmeyen «" — b" teriminin bir ilkel asal bdleni vardir (Zsigmondy,

1892).

214 Uyann 1.n=1, a—b=1ise a" — b" = 1 dir ve bu ifadenin ilkel asal boleninin

olmadig agiktir.

2. n = 2 halini dikkate alinirsa a* — b* teriminin bir ilkel asal boleni yoksa a + b yi bolen
her p asali a* — b terimini de bdler ve dolayisiyla a — b yi de béler. Béylece ortak
carpan olan bu p asali ¢ — b nin ¢arpanlarinin toplami olan (a + b) + (a — b) = 2a

sayisini ve farki olan (a + b) — (a — b) = 2b sayisin1 da boler. Diger bir ifade ile
pl2a ve p|2b

dir. Diger yandan a ve b tamsayilar1 aralarinda asal oldugundan p = 2 dir. O halde a + b,
2 nin bir kuvvetidir. Dolayistyla Zsigmondy teoreminin ispati verilirken n > 2 olarak

alinacaktir.

3.a—b=1 hali disinda a" — b" terimi

d'—b' =(a-b)d" "+d" b+ .. .+
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bi¢iminde ifade edilebildiginden a" — b" terimi a — b ile boliinebilir. Bununla birlikte a
ve b aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak tizere ((a" — b")/(a — b)) dizisinin sonsuz

coklukta asal terime sahip oldugu bilinmektedir.

4. Daha sonra Zsigmondy teoremi daha genel lineer dizilere, say1 cisimlerine ve eliptik
dizilere genellestirilmistir. Zsigmondy teoreminin Diophantine denklemlerinin

¢Oziimiinde ve sonlu gruplar teorisinde uygulamalar1 bulunmaktadir.

2.2. Zsigmondy Teoreminin Ispati.

Bu kisimda a ve b aralarinda asal pozitif tamsayilar, a > b olmak tizere (a" — b"), >
dizisi i¢in Zsigmondy teoreminin ispat1 verilecek ve bunun i¢in ¢,(a, b), n. homojenize
dongiisel polinomunun ozellikleri kullanilacaktir. Hatirlanacagi gibi n. homojenize

dongiisel polinom i¢in

a'—b"=[1¢,(a,b)

dln

dir.

Ik olarak a” — b" teriminin bir ilkel asal bdleninin olmadigini varsayalim. Eger ¢,(a, b)
nin bir asal ¢arpam1 yoksa ¢,(a, b) = 1 dir, aksi halde ¢,(a, b) nin bir p asal ¢arpan
vardir, yani p | a" — b" dir. Dolayistyla varsayim geregi p | a* — b* olacak bicimde bir en

kiiciik 1 < k < n sayis1 vardir.

Diger yandan ord,(¢, (a, b)) > 1 oldugundan belli bir m > 1 tamsayzs1 igin n = p”'k olarak
yazilabilir. Burada £, a/b nin Zp* daki mertebesi oldugundan &k | p — 1, yani k£ < p dir. Bu

ise p asalinin n tamsayisinin en biiyiik asal bdleni oldugunu gosterir. Aksi halde n

tamsayisinin en biiyiik asal boleni p asalindan biiyiiktiir ve k sayisini boler ki bu £ < p
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olmasi ile geliskidir. Eger p bir tek asal say1 ise ord,(¢.(a, b)) =1 dir. Egerp =2 ise n >

3 sayis1 2 nin bir kuvveti ve dolayistyla 4 | n olmasi
bu(a, b) = a"* + b"* =2 (mod 4)

olmasin1 gerektirir. Bu ise bu halde de ord,(¢, (a, b)) = 1 oldugunu goster. Dolayisiyla
O.(a, b) = 1 dir veya p asali n tamsayisinin en biiyiik asal ¢arpanidir. Diger yandan
O.(a, b) nin alt sinirt p oldugundan dongiisel polinomlar i¢in verilen sinir teoremi

kullanilarak
P2 bua, b)=(a—b)"" >(@a—-by '

oldugu elde edilir. Eger a — b > 2 ise esitlik sadece p = 2 ve n = 2 olmas1 durumda dogru

olur ki bu n > 2 olmasi ile ¢eligkidir.

Eger a — b =1 ise m > 1 bir tamsay1 olmak tizere n = p"k olarak yazilabilir. Eger m > 2

ise
P2 bula, b)= b, (a, b) = gy (@, ")
2 (apl’l’lfl . bp””*B(p(pk)
> B =pb '+pl P+ 41 (a= b+ 1 oldugundan)

olur ki bu p > 2 oldugundan bir ¢eligkidir. O halde m = 1 olmalidir. Bu ise n = pk

oldugunu gosterir. Dolayisiyla

@’ b)) | (@ =kt
> bu(a, b) = > .
PEUGD= 0 @by T are)™

(@’ -b") _ (2"-1p _ 2'-1

2 > >
a+b 2b+1 3

oldugu elde edilir. Bu ise p > 3 olmasi halinde miimkiin degildir, o halde p = 3
olmalidir. Ustelik bu halde p = ¢,(a, b) oldugu kolayca goriilebilir. Diger yandan k < p
oldugundan k= 1 veya 2 ve dolayisiyla n = 3 veya 6 dur.
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Eger n=3ise @’ — b = (a — b)(a* + ab + b*) ve a — b =1 oldugundan a* + ab + b* bir

ilkel bolendir, yani teorem 7z = 3 i¢in dogrudur. Bununla birlikte
3=0o¢(a, b)=a’—ab+b’

oldugundan @ =2 ve b =a — 1 = 1 dir, yani n = 6 i¢in Zsigmondy teoremi gecerli

degildir. Bu ise Zsigmondy teoreminin ispatini tamamlar.

2.3. Zsigmondy Teoreminin Uygulamalar.

Bu kisimda yukarida ele alinmig olan Zsigmondy teoreminin uygulamalar1 olarak bazi
matematik olimpiyatlarinin sorular1 ele alinacaktir. Bu o6rneklere (Loo, 2012)’den

ulasilabilir.

2.3.1. Ornek (Japanese MO 2011). ¢" — 1 = (&’ — 1)@’ — 1)@ — 1) esitligini

gercekleyen tiim (a, n, p, g, r) pozitif tam say1 beslilerini bulunuz.

Coziim. Problemin ¢oziimil i¢in Zsigmondy teoremini kullanalim. Buna gore a > 3 ve
n >3 ise n>p, q, r oldugundan a" — 1 sayisinmn & — 1, a’ — 1 ve " — 1 sayilarim
bélmeyen bir asal ¢arpani vardir. Dolayisiyla a > 3 ve n > 3 igin ¢6ziim yoktur. O

zaman a < 3 veya n < 3 olmast durumlarin inceleyelim.
[lk olarak a = 1 ise
I"=1=(1" - -=1)(1"-1)

oldugundan n = 1, 2 i¢in 1" — 1 = 0 dir. Dolayisiyla her p, g, r pozitif tam sayilar1 i¢in
esitlik gergeklenir.

a=2ise

2 -1=02"-1)2- )2 - 1)
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dir. n = 1 i¢in yukaridaki esitligin sol tarafi 1’e esit oldugundan p, g, r degerleri de 1’e
esit olmalidir. Boylece (a, n, p, g, r) = (2, 1, 1, 1, 1) pozitif tam say1 beslisi elde edilir.

Diger yandan n =2 ise
3=2'-DRI-1DH2" -1

dir. Bu halde esitligin sol tarafi 3 oldugundan sag taraftaki carpanlardan birisi 3
digerleri 1’dir. Dikkat edilirse bu carpanlar negatif olamazlar. O halde {i¢ hal s6z

konusudur:
N2-1=3,27-1=2"-1=11ise p=2,g=r=1 oldugundan
(a,n,p,q,r)=(2,2,2,1,1)
i)29-1=3,2"-1=2"-1=11ise ¢ =2, p=r=1 oldugundan
(a,n,p,q,r)=(2,2,1,2,1)
iii)2"'—1=3,2-1=2"-1=1iser=2, g =p=1 oldugundan
(a,n,p,q,r)=(2,2,1,1,2)

olarak bulunur.

2.3.2. Ornek (IMO Shortlist 2000). " + 1 | (a + 1)" olacak bigimindeki tim (@, m, n)

pozitif tam say1 ti¢liilerini bulunuz.

Coziim. Ilk olarak a = 1 i¢in 1” + 1 | 2" olur ki bu 6nerme her m, n pozitif tam sayilar1
icin dogrudur. Diger yandan a =2, m =3 i¢in 2°+ 1 | (2 +1)" yani 9 | 3" oldugundan bu

onerme her n > 2 tamsayist i¢in dogrudur.

Simdi @ > 1, m = 2 ve (a, m) # (2, 3) olsun. Bu durumda Zsigmondy teoremi geregi,
a” + 1 degerinin a + 1 degerini ve dolayisiyla (¢ + 1)" degerini bélmeyen bir asal

carpani oldugundan diger durumlar igin (a, m, n) tgliileri yoktur.
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2.3.3. Ornek (MOSP 2001). p bir asal say1, n, » > 1 ve x” — 1 = p" olacak sekildeki tiim

(x, , p, n) pozitif tam say1 dortliilerini bulunuz.

Coziim. x" — 1 sayisinin x — 1 degerini bélmeyen bir asal ¢arpani varsa x" — 1, x — 1 ile
boliindiigiinden x” — 1’in iki farkli asal garpani vardir. Bu ise x =2, » = 6 olmas1 ve r =2
ve x + 1 degerinin 2 nin bir kuvvetidir istisnai durumlart disinda Zsigmondy teoremi ile
celisir. Eger x =2 ve r = 6 ise 2° — 1 = 63 bir p asalnin kuvveti seklinde yazilamaz, yani
bu halde bir ¢oziim yoktur. Diger yandan » =2 ve x + 1, 2 nin bir kuvveti ise x = 2 — 1,
k > 1 bigiminde yazilabilir. Bu ise x" — 1 sayisinin ¢ift ve dolayisiyla p = 2 olmasini

gerektirir. O halde
'=x'—1=@x-Dx+1)=2"2"-2)

oldugundan k£ > 2 igin esitligin sag tarafi 2 den farkli bir ¢arpan bulunduracagindan

k=2 ve boylece x = 3 ve n = 3 olarak bulunur.

2.3.4. Ornek (Balkan MO 2009). 5° — 3¥ = 2 esitligini saglayan tiim pozitif tam say1

coztimlerini belirleyiniz.

Coziim. Bu esitlik 3 modiiliine gore diisiiniiliirse z* = 2* (mod 3) oldugundan x bir ¢ift
say1 olmalidir. O halde £ > 1 bir tamsay1 olmak iizere x = 2k olarak yazilabilir ve

béylece 5° — 3V = 2* esitligi

¥=5%_2=(5"-25" +2)
olarak ifade edilebilir. Ustelik 5 — z ve 5 + z degerlerinin ortak ¢arpani yoktur.

Gergekten de p 55—z ve p 5 + 2 ise p asal sayisi bunlarin toplamlarini ve farklarini
p y P

bdlmelidir, yani

p|5% vep| -2z
dir. Ancak bu halde z sayis1 5 sayis1 bir kat1 olmalidir ki bu 3" = 5% — 2% oldugundan
miimkiin degildir. O halde (5" -z, 5* + z) = 1 ve dolayisiyla 5* —z =1 ve m > 2 icin
58+ z=3" dir. Diger yandan 5" + z = 3" ifadesinin her iki tarafina 1 eklenirse 5* + z + 1

=3"+ 1 ve iistelik 5* =z +1 oldugundan
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2.55=3"4]

oldugu elde edilir. Eger m = 2 ise k = 1 ve bdylece x = 2, y = 2 ve z = 4 dir. Diger
yandan m > 3 icin Zsigmondy teoremi geregi, 3" + 1 sayisiun 3° +1 = 10 sayisi
bolmeyen 2 ve 5 asallarindan farkli bir asal ¢arpani vardir ki bu bir ¢eliskidir. O halde

bu esitligin m > 3 i¢in bir ¢éziimii yoktur.

2.3.5. Ornek. p bir asal say1 olmak iizere p* — 1 = 2"(p — 1) esitligini saglayan tim

pozitif tamsay1 ¢ozlimlerini bulunuz (Loo, 2012).

Coziim. 11k olarak p = 2 alinirsa 2 — 1 = 2"(2 — 1) ve dolayisiyla 2 — 1 = 2" olur ki bu

durumda bu esitligin bir ¢6zlimii yoktur.

O halde p > 2 olarak alalim ve k sayisinin asal olmadigini varsayalim. Boylece k=x - y

olacak bigimde x ve y tamsayilar1 vardir ve dolayisiyla sorudaki esitlik
PP -1=2"p-1)

bi¢iminde ifade edilebilir. O halde p™ — 1 sayisinin p — 1 sayisin1 bélmeyen bir asal
carpami vardir. Diger yandan p* — 1 sayis1 2"(p — 1) sayisim1 da boldiigiinden p* — 1
sayisinin bu asal ¢arpani 2 olmalidir. Ancak Zsigmondy teoremine gore, p* — 1
sayisinin p — 1 sayisin1 bolmeyen bir asal ¢arpani olmalidir ki bu bir ¢eliskidir. O halde

k =x - y olarak yazilamaz yani k sayis1 bir asal sayidir.
Eger k=2 ise p’— 1 =2" (p — 1) oldugundan
p=2"-1
dir, yani p bir Mersenne asalidir. Bu halde pozitif ¢oztiimler
(k,n,p)=(2,2,3),(2,3,7),(2,5,31),(2,7,127), ...

bicimindedir. Simdi de k sayisinin bir tek asal oldugunu varsayalim. Zsigmondy

teoremine gore, p* — 1 =2" (p — 1) sayismin p — 1 sayisini bolmeyen bir asal ¢arpan
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vardir ve bu asal ¢arpan 2 olmalidir ancak 2, p — 1 sayisin1 boler ki bu bir ¢eliskidir. O

halde k sayisinin bir tek asal olmasi durumunda bir ¢6zliim yoktur.

2.4. Biiyiik Zsigmondy Asallari.

tarafindan bir Zsigmondy asali olarak da isimlendirilmistir. Bu kisimda asagida

tanimlanacak olan biiylik Zsigmondy asallari ile ilgilenilecektir.

a bir pozitif tamsay1 olmak tizere p asal sayisi (a”— 1), > dizisi i¢in bir Zsigmondy asali
ise a sayisinin p modiiliine gore mertebesi 7 dir. Dolayisiyla Fermat’nin kiigiik teoremi
geregi, n | p — 1 ve bdylece p = 1 (mod n) dir. Diger bir ifade ile p > n + 1 dir. O halde

asagidaki tanim verilebilir.

2.4.1 Tamm. a bir pozitif tamsay1 ve p asal sayis1 (@" — 1), > dizisi i¢in bir Zsigmondy
asal say1s1 olmak iizere ya p > n + 1 veya p* | " — 1 oluyorsa p Zsigmondy asal sayisina

bir biiyiik Zsigmondy asal sayist denir.

2.4.2. Ornek. Hatirlanacagi gibi M, = 2" — 1 esitligi ile verilen Mersenne dizisinin

terimleri
1,3,7,15, 31, 63,127, 255, 511, 1023, 2047, 4095, 8191, 16383, ...

bi¢imindedir ve Cizelge 2.1’de n > 2 i¢in bu dizideki Zsigmondy asallar1 koyu olarak
belirtilmistir. Buna gore n = 2 icin 3 asali bir Zsigmondy asali oldugu halde bir biiyiik
Zsigmondy asal1 degildir. Benzer bicimde n = 4, 10, 12 ve 18 i¢in dizinin terimleri birer
Zsigmondy asal1 bulundurdugu halde bu asallar bir biiyiik Zsigmondy asal1 degildir. Bu
hallerde p? sayis1 2" — 1 sayisim bolmedigi gibi p = n + 1 dir. Bundan baska bu dizinin
n = 6 i¢in bir Zsigmondy asali olmadigindan bir biiyiik Zsigmondy asali da yoktur.
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Ustelik asagida verilecek olan teoreme gére bu haller disinda Mersenne dizisinin tiim

terimleri bir biiyiik Zsigmondy asali bulundurur.

Feit (Feit, 1988) “On Large Zsigmondy Primes” adli makalesinde biiyiikk Zsigmondy

asallarinin ne zaman ortaya ¢iktigini belirlemistir.

Zsigmondy asali olsun. Bu durumda asagidaki durumlar disinda (a, n) ikilisi i¢in bir

biiylik Zsigmondy asali vardir.

i) Belli bir s € N sayis1 ve t=0 veya 1 iginn=2 ve a=2"3"- 1.
ii)a=2ven=4,6,10, 12 veya 18.

iilya=3ven=4veyab.

iv)a=5 ve n =06 (Feit, 1988).

2.4.4. Ornek. 4,=7"—1 esitligi ile verilen (4,), > dizisinin terimleri
6, 48, 342, 2400, 16806, 117648, 823542, 5764800, 40353606, 282475248, ...

bigimindedir. Asagidaki ¢izelgede (7" — 1), > dizisi i¢in Zsigmondy asallar1 koyu olarak

belirtilmistir ve bunlardan biiyiik Zsigmondy asali olanlar1 belirtilmistir.

Asagidaki cizelge dikkate alindiginda » = 2 hali i¢in bir Zsigmondy asalinin ve
dolayistyla bir biiyiik Zsigmondy asalinin olmadigi goriiliir. Bundan bagka n = 1 igin 2
ve 3 asallar1 birer Zsigmondy asali oldugu halde sadece 3 asali bir biiyiikk Zsigmondy
asahdir. Ustelik n = 2, 3, ..., 9 i¢in Zsigmondy asallar1 aym zamanda birer biiyiik
Zsigmondy asalidir. Bununla birlikte » = 10 i¢in 11 ve 191 asallar1 birer Zsigmondy

asal1 oldugu halde sadece 191 asali bir biiylik Zsigmony asalidir.
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Cizelge 2.2. (7" — 1),,» dizisindeki biiyiik Zsigmondy asallari

n 7" -1 Carpanlar Biiyiik Zsigmondy Asallar1
1 6 2.3 3

2 48 243 _

3 342 2-3°.19 19

4 2400 2°.3.52 5

5 16806 2-3.2801 2801
6 | 117648 2*.37.19.43 43

7| 823542 2-3-29-4733 29, 4733
8 | 5764800 20.3.5%.1201 1201
9 | 40353606 | 2-3°-19-37-1063 37,1063
10 | 282475248 | 2*.3 - 11 - 191 - 2801 191

2.5. Lineer Dizilerdeki ilkel Asal Bolenler.

Mersenne dizisi ve daha genel olarak Zsigmondy tarafindan ele alinan C, = a" — b

dizileri her n > 1 i¢in

bagintisin1 gergekleyen birer lineer dizidir. Daha genel olarak d ve e tamsay1 katsayili
ikinci dereceden monik indirgenemez bir polinomun kokii (karakteristik polinom)

olmak lizere

Cn+2 = (Cl +b)Cn+ 1 —aan

D, =(d - —e)

esitligi ile verilen Lucas dizisi her n > 1 igin
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Dn+2 = (d +6)Dn+ 1 *deDn

lineer indirgeme bagintisin1 gercekler. Bu esitlikleri gergekleyen (d, e) ikilisine bir

Lucas ikilisi ad1 verilir. Bundan baska
E, =d+¢"

esitligi ile verilen es-Lucas dizisinin de benzer bir indirgeme bagintisin1 gergekledigi

gortilebilir.

Benzer bigimde, r ve s sifirdan farkli tamsayilar, d ve e sayilari x* — Jrx+s polinomun

kokii olmak tizere her n > 0 i¢in

dd—e ntek
G, = e
d" —e" .
FERE ngift

esitligi ile verilen G, dizisine bir Lehmer dizisi ad1 verilir.

Carcmichael 1913’te yayinlanan makalesinde n > 12 icin (D,), > 1 Lucas dizisinin bir
ilkel boleninin oldugunu ispat etmistir. Gergektende Fibonacci dizisinin 12. teriminin
bir asal boleni olmadigindan bu en iyi ihtimal olarak diisiiniilebilir. Bu sonu¢ Ward

(1955) ve daha sonra Stewart (1977) tarafindan Lehmer dizilerine genellestirilmistir.

2.5.1 Teorem. n > 12 i¢in Lucas ve ve Lehmer dizilerin bir ilkel asal bdlene sahiptir

(Carcmichael 1913, Ward, 1955).

Daha sonra 2001 yilinda Bilu ve ark., bu sonucu gelistirerek daha keskin bir sinir

vermislerdir. Buna gore, her n > 30 i¢in n. Lucas ve Lehmer sayilar1 bir ilkel asal bolene
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sahiptir. Boylece Bilu ve ark. (2001)’da bir ilkel asal bdlene sahip olmayan tiim Lucas

ve Lehmer dizilerini listelemislerdir.

2.5.2 Teorem. n > 30 icin n. Lucas ve Lehmer sayilar1 birer ilkel asal bolene sahiptir

(Bilu ve ark., 2001).

Asagidaki ornekte verilen Lucas dizisinin 30. teriminin bir ilkel asal bdlene sahip

olmadig1 goriilmektedir.

2.5.3 Ornek 1. (

1+\2/j , 1_\2/j ) Lucas ikilisi ile elde edilen (D,), > 1 Lucas
dizisinin terimleri

1,-1,-3,-1,5,7,-3,-17,-11, 23,45, -1, -91, -89, 93, 271, 85, 457, 627,

287, 1541, 967, -2115,-4049, 181, 8279, 7917, -8641,-24475, 7193, 41757, ...
bi¢imindedir. Dikkat edilirse bu dizinin terimleri

Dn+2 :Dn+1*2Dn

indirgeme bagintisim gergeklerler. Ustelik dizinin 6. terimi 5, 10. terimi —11, 15. terimi
—89 ve 30. terimi —24475 = —5>-11-89 oldugundan bu dizinin 30. terimi bir ilkel asal
bolene sahip degildir.

1++/=15 1-+/-15
2 2

2. Benzer bi¢imde ( ) Lucas ikilisi ile elde edilen (D,), > 1 Lucas
dizisinin terimleri

1,1,-3,-7,5,33,13,-119,-171, 305, 989, 231, 40187, -3263, 13485, 26537, —
27403, -133551, —23939, 510265, ...
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bi¢imindedir. Dikkat edilirse bu dizinin terimleri de
Dn+2 :Dn+1_4Dn

indirgeme bagintisin1 gergeklerler. Ustelik dizinin 3. terimi —3, 4. terimi —7, 6. terimi 33
ve 15. terimi —231 = 3-7-11 oldugundan bu dizinin 15. terimi bir ilkel asal bolene sahip

degildir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Daha onceki kisimlarda ele alinan bir lineer dizideki asal ilkel bolenlerin bulunmasi
problemi lineer olmayan dizilere de genellestirilebilir. Bu kisimda ilk olarak iki farkli
bicimde lineer olmayan eliptik dizi kavrami tanimlanacak ve daha sonra bu dizilerin
eliptik egrilerle olan iliskisi kullanilarak bu dizilerde ortaya ¢ikan ilkel asal bolenler

belirlenecektir.

3.1. Eliptik Diziler.

Bu kisimda eliptik boliinebilir diziler tanitilacak, bu dizilerle ilgili 6rnekler verilecek ve
bu dizilerin temel 6zellikleri ele alinacaktir. Daha sonraki kisimlarda ise bu dizilerin
klasik tanimindan (Ward (1948) tanimindan) farkli bir bi¢cimde tanimi verilerek

ozellikleri tizerinde durulacaktir.

3.1.1. Tanim. Baslangi¢ terimleri dy, di, d», ds tam sayilar1 olan ve her m > n > 1 i¢in

lineer olmayan

dm+ndm7n:dm+1dm71dnz*dn+ldn71dm2 (31)

indirgeme bagintisin1 gergekleyen (d,,) dizisine bir eliptik dizi denir ve stelik n | m iken

d, | d,, 1se (d,) dizisine bir eliptik boliinebilir dizi (EBD) adi verilir. Eger
d():(),dlz 1 V€d2d3¢0

ise (d,) dizisine bir has eliptik béliinebilir dizi denir.
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3.1.2. Uyan 1. (3.1) esitligi kullanilarak bir EBDnin ¢ift ve tek indisli terimlerinin
hesaplanmasi i¢in daha kullanigli formiiller elde edilebilir. Buna gore (3.1) esitliginde

n = 2 olarak alinirsa
A +2dn-2=dp1dp-1ds"—dsdv d,’ (3.2)

esitligi elde edilir. Ayrica (3.1) esitliginde, dncelikle m = n + 1, n = n ve daha sonra ise

m=n+1,n =n—1 yazilirsa, sirasiyla,
d2n+l :dn+2dn3_dn—1dn3+1 (33)
dondr=dy (dys2d’-1— dy—2d,’ 1) (3.4)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerdeki formiillere duplikasyon formiilleri denir. Bu
esitliklere » iizerine tiimevarim uygulanarak bir EBDnin 4. teriminden sonraki her bir

teriminin d,, d,, d3 ve d4 baglangic terimleri ile elde edilebilecegi goriilebilir.

2. (d,) bir has eliptik boliinebilir dizi ise her n € N i¢in

dir. Gergektende d, + 2 # 0 oldugu varsayilir ve (3.1) esitliginde m = 1, n =n + 1 yazilirsa
dn+2d_n :_dn+2dn

esitligi elde edilir. Boylece d,, + » # 0 oldugundan d_, = —d,, oldugu elde edilir.

3. d_,= —d, esitligi kullanilarak (d,) dizisinin tiim negatif indisli terimlerin de d,, d>, ds

ve d4 baslangic¢ terimleri ile belirlenebilecegi sonucu elde edilir.

4. Eger (3.3) esitliginde n = 2 yazilirsa

ds=d, d’— d, d5>
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olarak bulunur, yani d;, d», d; ve ds baslangi¢ terimleri kullanilarak ds terimi elde edilir.
Simdi ds terimi bilindiginden benzer bigimde bu kez (3.4) esitliginde n = 3 yazilirsa de
terimi elde edilir. Bu sekilde devam edilerek dizinin tek ve cift indisli diger tim
terimleri ikiye katlama (duplikasyon) formiilleri yardimiyla elde edilmis olur. O halde
bir eliptik boliinebilir dizinin ilk bes terimi biliniyorsa (d,) dizisinin tim terimleri

belirlenebilir, yani (d,) dizisi iyi tamimlidir.

5. Eger (d,'), baslangi¢ terimleri dy', di', d>', d3' ve d4' olan bir eliptik boliinebilir dizi

olmak tlizere
do=dy,di=d\, dr=d,), ds=d5', dy=dy'

ise (d,) ve (d,) dizileri ozdes dizilerdir. Bu nedenle bir eliptik boliinebilir dizi ilk bes
terimi ile bir tek sekilde ifade edilebilir. Bundan baska bir has eliptik boliinebilir dizi
icin dp = 0 ve d; = 1 oldugundan bir has eliptik boliinebilir dizinin tiim terimleri ise

sadece d,, d; ve dj terimleri ile belirlenir. Bu sonug¢ Teorem 3.1.5°te ifade edilecektir.

3.1.3. Ornek 1. d, = n esitligi ile verilen
=8, -7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...
tamsayilar dizisi en iyi bilinen eliptik boliinebilir dizi 6rnegidir. Gergektende
dy=0,d1=1ved,|ds
ve bu dizinin tiim terimlerinin tamsay1 oldugu agiktir. Bundan baska
dp+ndy—n=m+n)(m—n) =m*—n?

ve

dps1dp—1d,> —dyi1du_1dy=(m* = Dn* — (> = D)m?

22 2

_ 2 2 2
=mn —n —nm+m

=m —n
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oldugundan (d,) dizisi (3.1) esitligini gercekler ve dolayisiyla bir has eliptik boliinebilir

dizidir.

2. Baglangig terimleri
60:0,61 = 1,62:—1,63:2,64:1

olan ve terimleri

-9, 20,-71,-161, 1478, -7839, 43759, 361640, —4509199, 58538719,
—445526838, —13396178719, 26194973151, —8124893273540,
63728599810409, 8609476941663039, —298048597483659122, ...

biciminde devam eden (e,) dizisi de bir has eliptik boliinebilir dizidir ve bu dizi
Cm+2€m-2"€Em+1€m—-1— 2€m2

indirgeme bagintisin1 gercekler.

3. Baglangig terimleri

ﬁ):O,ﬁ = l,ﬁ:3,ﬁ:—l,ﬁ:5
olan ve terimleri

136 1199 511 838315 7396493 179877136 26087328437
37 ’ 9 ' 3 27 27

] s 9 seee

biciminde devam eden (f,) dizisi de bir eliptik dizidir ancak bu dizi bir bdliinebilir dizi
degildir. Dikkat edilirse dizininin bagslangic terimleri birer tamsay: oldugu halde f;
terimi f4 terimini bolmez. Bu ise n | m oldugu halde £, teriminin f,, terimini bélmedigini

gosterir.

Ward, bir has EBDnin ardisik iki terimi sifir ise dizinin diger tiim terimlerinin de sifir

oldugunu gostermistir.
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3.1.4 Lemma. Bir (d,) has eliptik boliinebilir dizinin ardisik iki terimi sifir ise n > 4 i¢in

d, =0 dir (Ward 1948).

3.1.5. Uyan 1. Bununla birlikte dizinin baslangi¢ terimleri sifir olmadig1 halde bazi
terimleri sifir olabilir. Bu durum Kisim 3.2°de ele alinan bir eliptik egri ile eslesen EBD

kavrami ve dolayisiyla Q tiizerinde tanimli eliptik egrilerin tizerindeki bilikiim

noktalarinin olusturdugu grubun grup yapisi ile ilgilidir. Buna gore, bir EBDnin 7.
terimi sifir olabilecegi halde 11. terimi sifir olamaz. Diger yandan bir EBDnin 7. terimi

stfir ise her k£ dogal sayisi icin 7k. terimlerinin de sifir olacag agiktir.

2. Bir EBDnin baslangi¢ terimlerinden ikinci, {i¢iincii veya dordiincii terimlerinden
birisinin sifir olmasi halinde, sirasiyla her k& dogal sayist i¢in 2k., 3k. veya 4k.

terimlerinin de sifir olacagi agiktir.

Asagidaki ornekte 7. terimi sifir olan bir EBD verilmistir. Dikkat edilirse bu dizinin 7.

terimi sifir oldugundan her £ dogal sayis1 i¢in 7. terimi de sifirdir.

3.1.6. Ornek. ilk 7 terimi

do=0,d,=1,d,=-18, d3 =-5832, dy = 11337408
ds = 132239526912, ds = —27763953154228224, d,= 0

ve dizinin daha sonraki diger 7 terimi

dg =396521139274783615537700143104,
do=-26973131619498275766396275424170606592,
dio=-330269830064458892427295904529733084682427301888,

di1 =242637367116932631942283876135945608668812231194540244992,
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di2=10695416879572145544207546489674351296042538514041723545028885741568,

di3=-84861412096874388224328883784086995049974956105546501943742268279
036727678468096,

d 14~ 0
bi¢imindedir.
Asagidaki teoremde, Ward baslangi¢ terimleri tamsayilar olan bir has eliptik boltinebilir

dizinin tiim terimlerinin birer tamsay1 oldugunu ve bu dizinin bdoliinebilir oldugunu

gostermistir.

3.1.7. Teorem. (d,) bir has EBD ve d,, d; ve d4 terimleri birer tamsay1 olmak {izere
d, | dsolsun. Bu durumda (d,) dizisinin tiim terimleri birer tamsayidir ve tistelik her m, n
€ Nigin

nlm = d,|dy

dir. Bundan bagka (d,) dizisi d», d3 ve d, terimleri ile bir tek sekilde belirlenir (Ward,
1948).

Ispatin taslag. Teoremin ispat1 i¢in d»# 0 oldugu varsayilarak tiimevarim kullanilabilir

ve boylece asagidaki ii¢ iddia ispat edilebilir.
(7) (d,) dizisinin tiim terimleri tamsayidir ve her n i¢in d, terimi d,, terimini boler.
(if) (d,) bir bollinebilir dizidir.

(iii) n > 4 i¢in d, d,, ..., d, _ terimleri bir tek sekilde belirlenirse d, terimi de bir tek

sekilde belirlenir.

3.1.8. Uyari. Bir EBDnin baglangi¢ terimlerinin tamsayr olmasi dizinin diger tiim
terimlerinin tamsay1 olmasini gerektirmedigi Ornek 3.1.3 (3)’te goriilmiistii. Bununla

birlikte Ward’in bu teoremi bir EBDnin baslangi¢ terimlerinin tamsay1 olmasi ve iistelik
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dizinin ikinci teriminin dordiinci terimini bolmesi halinde dizinin tim terimlerinin birer

tamsay1 oldugunu gosterir.

3.2. Eliptik Boliinebilir Diziler ve Eliptik Egriler

Bu kisimda eliptik egriler ve eliptik fonksiyonlar arasindaki iliskiler kullanilarak
bunlarin eliptik boliinebilir dizilerle olan iligkisi verilecektir. Bunun i¢in dncelikle bir £

eliptik egrisinin boliim polinomu kavramui lizerinde durulacaktir.

3.2.1. Tamim. £, bir F cismi tizerinde taniml1 ve
12 _ .3 2
Eytaxytay=xtax taix+as

Weierstrass denklemi ile verilen eliptik egri olmak tlizere E egrisinin p, boliim

polinomlar: baslangi¢ terimleri

pr=1

=2y +ax+as

p3=23x"+ box’ + 3byx” + 3bgx + by

Da=pa(2x° + box’ + 5bax* + 10bsx° + 10bg x* + (babg — babe)x + (bsbg — bsY))
olmak tizere diger terimleri n > 2 igin

Poan+1 :pn+2pn3 —Dn-1Pn+ 13

ve n >3 igin

Panp2 :pn—12pnpn+2—Pn—2pnpn+13,

bagintilari ile tanimlanr.
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3.2.2. Uyar1 Yukaridaki tanimda ilk dort terimi ifade ederken kullanilan b; degerleri £
eliptik egrisinin Tate degerleridir (Silverman 2009, Bolim II1.1).

2. Dikkat edilirse bir eliptik egrinin boliim polinomlar1 da (3.3) ve (3.4)’te verilen

bagintilar1 gerceklerler.

3. Ustelik bir E eliptik egrisinin P noktasindaki béliim polinomlar1 yardimiyla P
noktasinin z kat1 yani nP noktasinin koordinatlar1 da ifade edilebilir. Buna gore, r,(P)
ve s,(P) polinomlar1 p,(P) bélim polinomu yardimiyla verilen polinomlar, »,(P) ve

pn(P)* aralarinda asal olmak tizere her n > 1 i¢in

_ ( r(P)  s,(P) J
p,(Py p,(P)

dir (Silverman, 2009).

3.2.3. Ornek. y* = x* — 36x eliptik egrisi iizerindeki (-2, 8) noktast ile elde edilen n =1,
2, ..., 7 i¢in r,(P), s,(P) ve p,(P) terimleri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 3.1. E tizerindeki (-2, 8) noktas ile elde edilen 7,(P), s,(P) ve p,(P) terimleri

n u(P) 5a(P) Pa(P)

1 -2 8 1

2 25 35 2

3 —4418 -319976 33

4 1442401 —-1726556399 140

5 —-1074902978 394955797978664 44897

6 60473718955225 339760634079313268605 2639802
7 | —15703132146020645762 | —19830090239372020077660464072 | 1657367489
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Ward (1948) eliptik fonksiyonlar1 kullanarak boliim polinomlarini C karmagik sayilar

cismi tizerinde tanimlamis ve eliptik fonksiyonlar ile eliptik bdliinebilir diziler

arasindaki iliskiyi asagidaki teoremde ortaya koymustur.

3.2.4. Teorem. (d,) bir has eliptik boliinebilir dizi ve d,, d3, ds birer tamsayr olmak
tizere d|dsolsun. Bu durumda p,(z, L) klasik n-boliim fonksiyonu ve o(z, L) Weierstrass

o-fonksiyonu olmak tizere her n > 1 igin

d,=puz, L) = G(LLZ
o(z,L)"

olacak bi¢imde bir L < C kafesi ve bir z € C karmasik sayis1 vardir (Ward, 1948).

Ward’in bu teoremi herhangi bir cisim {izerinde yeniden ifade edilebilir.

3.2.5. Teorem. E, bir F cismi lizerinde taniml1 bir eliptik egri ve P, E egrisi lizerinde bir
nokta, p,(P) ise E egrisinin P noktasindaki n. b6lim polinomu olmak {izere her n > 1

i¢in
d, = pu(P)

olarak tanimlanan (d,) dizisi bir EBDdir (Silverman, 2005).

Yukaridaki teoremde oldugu gibi tanimlanan (d,) dizisine E eliptik egrisi ve P noktasi

ile eslesen bir EBDdir denir.
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3.3. Eliptik Boliinebilir Dizilerdeki Ilkel Asal Bolenler.

Eliptik boliinebilir diziler Ward (1948)’ de ele alinmis olan tanimdan (Tanim 3.1) farkl
olarak da ifade edilebilirler. Buna gore bir eliptik egri ve iizerinde bir biikiim olmayan
noktanin katlarinin x-koordinatlarinin paydalar1 yardimiyla tanimlanabilir. Diger bir
ifade ile P, bir K cismi iizerinde tanimli bir £ eliptik egrisi lizerinde biikiim olmayan bir

nokta ve x(nP),

. ( r(P) s,(P) j
p,(P?* p,(P)’

noktasinin x-koordinati olmak {iizere (p,(P)) dizisinin terimlerinin (3.1) bagintisini
gercekledigi goriilebilir ve lstelik (p,(P)) bir boliinebilir dizidir. Bu gercekten hareket
ile Silverman (1988), Everest ve ark. (2006)’nin c¢alismalar1 ile bir EBD asagidaki

sekilde tanimlanabilir.

3.3.1. Tammm. P, bir K cismi iizerinde taniml bir £ eliptik egrisi lizerinde bir biikiim

olmayan nokta, r,(P) ve p,(P)* aralarinda asal olmak iizere her n > 1 i¢in

1(P)

P) =
xP) p,(P)’

olarak yazilsin. Bu durumda (p,(P)) dizisine bir eliptik boliinebilir dizi denir.

3.3.2. Ornek 1. E: y* + y = x* — 2x eliptik egrisi iizerindeki P = (0, —1) noktast ile elde

edilen dizinin terimleri

1,1,4,25,79, 584, 8431, 46545, 3943156, 42087329, ...

bicimindedir. Egri lizerindeki P noktasinin n katinin x-koordinati ve bu noktanin x-
koordinatinin paydalari ile elde edilen (p,(P)) dizisinin ilk 10 terimi asagidaki cizelgede

verilmigtir.
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Cizelge 3.2. E egrisi lizerindeki P noktasinin n katinin x-koordinati ve bu noktalarin
paydalari ile elde edilen (p,(P)) dizisinin terimleri

n x(nP) (Pa(P))
1 0 1
2 4 1
b
3 16 4
316
4 25 25
870
5 6241 79
666049
6 341056 584
27182280
7 71081761 8431
33244748236
8 2166437025 46545
195895478305
9 15548479240336 3943156
28171729657096564
10 1771343262354241 42087329

2. E:y* =x> + 17 eliptik egrisi tizerindeki P = (-2, 3) noktas1 ile elde edilen dizinin

terimleri
1,1, 5,23, 181, 1740, 8749, 1247497, 33863035, 4642247999, ...

bi¢imindedir.
Bu egri iizerindeki P noktasinin n katinin x-koordinati ve bu noktanin x-koordinatinin

paydasi ile elde edilen (p,(P)) dizisinin ilk 8 terimi de asagida verilmistir.
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Cizelge 3.3. E egrisi lizerindeki P noktasinin n katinin x-koordinati ve bu noktalarin
paydalari ile elde edilen (p,(P)) dizisinin terimleri

n x(nP) (Pu(P))

1 -2 1

2 8 1
19

3 25 5
752

4 529 23

174598
5 32761 181
4471631
6 3027600 1740
1287077867 8
7 76545001 8749
3705032916 448
8 1556248765 009 1247497

3.3.3 Uyan 1. Silverman (1988), E, Q iizerinde taniml bir eliptik egri ve P noktas1 £

egrisi lizerinde bir biikiim olmayan nokta ise (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
hari¢ diger tiim terimlerinin bir ilkel asal bolene sahip oldugunu gostermistir. Diger bir

ifade ile £, Q iizerinde tanimh bir eliptik egri ve P € E(Q) bir biikiim olmayan nokta

olmak tizere yeterince biiyiik #» dogal sayilar1 i¢in
nP =0 (mod p) ve her k< n i¢in kP # O (mod p)

olacak bi¢imde bir p asal sayis1 vardir.

2. Bununla birlikte P noktasit bir biikiim nokta ise (p,(P)) dizisinin sadece sonlu

cokluktaki terimi bir ilkel asal bolen bulundurur.
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Asagida Silverman’nin bu teoremi ifade edilmistir.

3.3.4 Teorem. E, Q lizerinde taniml1 bir eliptik egri ve P € E(Q) bir biikiim olmayan

nokta olmak iizere (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tiim terimleri bir

ilkel asal bolene sahiptir (Silverman, 1988).

Silverman’nin bu sonucu herhangi bir say1 cismine genisletilebilir.

3.3.5 Teorem. E, bir K say1 cismi lizerinde tanimli bir eliptik egri ve P € E(K) bir
biikiim olmayan nokta olmak iizere (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger

tiim terimleri bir ilkel asal bolene sahiptir (Cheon ve Hahn, 1999).

Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.5’teki sonuglarda (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
hari¢ diger tiim terimleri bir ilkel asal bolene sahip oldugu belirtilmis ancak agik bir
sinir ortaya konulmamustir. Bununla birlikte bazi 6zel dizi aileleri i¢in (Everest ve ark.,

2006) de oldugu gibi daha ag¢ik formiiller verilebilir.

3.3.6 Teorem. ¢ > 0 bir kare olmayan say1 olmak iizere E, y* = x° — *x denklemi ile

verilen Q tizerinde tanimli bir eliptik egri P = (x(P), y(P)), E egrisi lizerinde bir bikkiim

olmayan nokta olsun. Bu durumda p,(P) terimi bir ilkel asal bolene sahip degilse
i) ngiftise n < 10,

ii)ntek ise n <3 ve x(P) <0,

iii) n tek ise n < 21 ve x(P) bir kare

dir (Everest ve ark., 2006).
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3.3.7. Ornek. E: y* = x° — 25x eliptik egrisi iizerindeki P = (—4, 6) noktast ile elde edilen

dizinin terimleri
1, 12,2257, 1494696, 8914433905, 178761481355556, 62419747600438859233, ...
bicimindedir. Egri lizerindeki P noktasinin n. katinin x-koordinat1 ve P noktasinin x-

koordinatinin paydalar ile elde edilen (p,(P)) dizisinin ilk 6 terimi asagidaki cizelgede

verilmigtir.

Cizelge 3.4. E egrisi lizerindeki P noktasi ile elde edilen (p,(P)) dizisinin terimleri ve bu
dizideki ilkel asal bolenler

n (pu(P)) Carpanlar

1 1 1

2 12 2°.3

3 2257 37-61

4 1494696 2°.3.7*.31- 41

5 8914433905 5.13 - 17- 761- 10601

6 | 178761481355556 | 22-.3%.11-37-61-71-587 - 4799

Cizelgeye dikkat edilirse (p,(P)) dizisinin her terimi » > 2 i¢in bir ilkel asal bolene
sahiptir. Bu asal bélenler ¢izelgede koyu olarak belirtilmistir.

Yabuta (2009), bu calismalardan esinlenerek bazi 6zel eliptik egri aileleri lizerindeki
bilikiim olmayan noktalardan elde edilen dizilerin alt dizilerindeki ilkel asal bolenlerle

ilgilenmistir.
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3.3.8. Teorem. (a). D, 6 | ord,D 6zelliginde bir p asal bdleni olmayan bir tam say1
olmak iizere E, y* = x> + D denklemi ile verilen bir eliptik egri olsun. P € E(Q) bir
biikiim olmayan nokta olmak iizere (p2"(P))qso eliptik boliinebilir dizisinin p,"(P) terimi

her n > 3 icin bir ilkel asal bdlene sahiptir.

(b). D, 4 | ord,D 6zelliginde bir p asal béleni olmayan bir tam say1 olmak iizere E,

y* = x> + Dx denklemi ile verilen bir eliptik egri olsun. P € E(Q) bir bitkiim olmayan

nokta olmak tizere (p2"(P)),=0 eliptik boliinebilir dizisinin p,"(P) terimi her n > 3 igin bir

ilkel asal bolene sahiptir Yabuta (2009).

Yukaridaki teoreme bir 6rnek olarak, E: y* = x° + 26 eliptik egrisi iizerindeki P = (-1, 5)

noktasini ele alalim.

Cizelge 3.5. y2 =x +26 egrisi lizerindeki P = (-1, 5) noktasi ile elde edilen (p,(P))
dizisinin terimleri ve terimlerdeki ilkel asal bolenler.

n (pn(P)) Carpanlar

1 1 1

2 10 2.5

3 309 3103

4 118540 255927

: 89036371 31. 2872141

6 709320892930 2-3-5-11-19-47-103 - 23369

7 19283818696130359 7. 223 - 252112312831

8 136891004808073663720 2%.5.5927 - 11593 - 49806285863

9 1399612917716524386684598599 32.53-103 - 10151 - 27271 - 1089919 - 94416571
10 | 3796867970110996770067025238095950 2-5%.31-2872141 - 5724028300720491

Bu nokta ile elde edilen (p,(P)),>o dizisinin terimleri




1, 10, 309, 118540, 89036371, 709320892930, 19283818696130359,
136891004808073663720, 1399612917716524386684598599,
3796867970110996770067025238095950, ...

bicimindedir. Egri iizerindeki P noktasinin x-koordinatinin paydalar1 ile elde edilen
(pn(P)) dizisinin ilk 10 terimi ve bu terimlerdeki ilkel asal bolenler yukaridaki ¢izelgede
verilmistir. Bu ¢izelgeye gore her n =2, ..., 10 i¢in (p,(P)) dizisinin bir ilkel asal boleni
vardir. Ustelik Teorem 3.3.8 (a)’ya gore her n > 3 igin (p,"(P)) alt dizisinin tiim terimleri

bir ilkel asal bolene sahiptir.

Bu kisimda Yabuta (2009)’da verilmis olan Teorem 3.3.8’in (a) sikkinin ispati ele
alinacaktir. Teorem 3.3.8’in (b) sikkinin ispat1 da benzer bigimde yapilabilir. Bunun i¢in

ikiye katlama formiiliinii kullanarak y* = x> + D egrisi iizerinde verilen bir P € E(Q)

noktasi i¢in x(2P) ve y(2P) i¢in formiiller elde edelim.

E:y =x+ D ve P = (ué, viey e E(Q) olmak iizere 2y;)' = 3x,> oldugundan

m = 3u*/2ve dir. Béylece x(2P) = m* — 2x, ikiye katlama formiiliinde x| = u/e® yazilirsa
x(2P) =u(9u’ -8V%) /4ve? (3.5)

esitligi elde edilir. Benzer bigimde y(2P) = -mx(2P) — (y;1 — mx;) ikiye katlama

formilinde x; = ule* ve v = vie® yazilirsa
y(2P) = (-27u° + 3617V — 8v*) / 8v'e’ (3.6)

olarak bulunur.

pk || m gosterimi ile m sayisin1 bolen p asalinin en biiyiik kuvvetinin £ sayisi oldugu
belirtilmektedir. Teorem 3.3.8’in (a) sikkinin ispati i¢in asagida bazi lemmalar

verilmistir.
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3.3.9. Lemma. P € E(Q) olmak iizere P = (ule’, v/e®) ve en kiiciik terimlerle 2"P =

(un/e,,z, Vi /en3 ) olsun. Eger u ve v aralarinda asal ise v, tektir ve 3 ile boliinemez, iistelik

her n > 1 i¢in u, ve v, aralarinda asaldir (Yabuta, 2009).
Ispat. 1k olarak
U=u(9u’ — 8% ve V==27u’ + 36u"V* — &'

olsun. Eger u cift ise (u, v) = 1 oldugundan v tektir ve 2° || ¥ dir. Ancak bu halde y(2P)
nin paydast 8 ile béliindiigiinden v; ile e;® aralarinda asal olamaz. u tek ise ¥ sayisi da
tektir. Diger yandan v sayisi 3 ile bolinebilirse 3° || ¥ dir. Bu halde de y(2P) nin paydas1
da 27 ile béliiniir ki bu v; ile e, niin aralarinda asal olmasi ile geliskidir. Eger v sayisi 3
ile boliinmiiyorsa V sayisi da 3 ile bolinmez. O halde v, tektir ve 3 ile bdliinemez.
Simdi (u#,, v,) = 1 oldugunu gosterelim. Bir p asal sayist i¢in u; = v; = 0 (mod p) olsun.

v; tek ve 3 ile boliinmediginden p > 5 olarak alabiliriz. Boylece
u(9u’ — 8v%) = 0 (mod p) (3.7)
—27u® + 361V* — 8v*= 0 (mod p) (3.8)

dir. Eger u = 0 (mod p) ise (3.8) denkliginden v= 0 (mod p) dir. Eger 9" — 8v* = 0 (mod
p) ve V2 = 9°/8 degerleri (3.8) denkliginde yerine yazilirsa u = v= 0 (mod p) olur ki bu
da u ile v sayilarinin aralarinda asal olmasi ile celisir. Dolayisiyla u; ile v, sayilari
aralarinda asaldir. Diger yandan #z i¢in tiimevarim kullanilarak her n > 1 i¢in u, ve v,

sayilarinin da aralarinda asal oldugu sonucu elde edilir.

3.3.10. Lemma. %, [ > 0, p bir asal say1, s ve ¢ sayilar1 p ile aralarinda asal sayilar olmak

iizere en kiigiik terimlerle P = (p's/é%, p't/e’) e E(Q) olarak yazilsin. Bundan baska s, ve

t, sayilari p ile aralarinda asal sayilar olmak iizere en kiiciik terimlerle

pki’lS plnt
A

olarak yazilsin. Ayrica v, = 3k, — 21, ve
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Tyi1= —27p2v” 55+ 36p™ s, t2— 8!
olmak iizere s ve ¢ sayilar1 aralarinda asal olsun. Bu durumda her » > 1 tamsayis1 igin
(1) ¢, tektir, 3 ile boliinemez ve s, ile aralarinda asaldir.
(2) 3p" bir tam say1dir ve t,+ 1= Ty+1veya t,+1=2" T, dir (Yabuta, 2009).

Ispat. Teoremin ispati igin x(2P) ve y(2P) igin verilmis olan formiilleri yeniden
diizenleyelim. Eger (3.5) ve (3.6) esitliklerinde u = p’s ve v = pt yazilir ve v = 3k — 2/

denirse

p*s(9s® —8t%) _ p'ls,

2P) = 3.9
*(2F) (2te)? e G2
ve

1o 2v 6 v.3.2 Qi n
»2P) = p(27p~s”+36p'st-8") _ p't (3.10)

(2te)’ e
olarak bulunur. S, | = s5,(9p"™ 5> = Stnz) olsun.

(1) Lemmanin bu sikkinin ispati icin Lemma 3.3.9' a benzer sekilde hareket edilir ve ¢,

sayisinin tek, 3 ile boliinemez ve s, ile aralarinda asal oldugu goriilebilir.
(2) Lemmanin bu sikkini1 3 durumda inceleyecegiz.
1. Durum. Ik olarak p > 5 halini dikkate alalim.

i) v> 0 olsun. (¢, p) = (s, p) = 1 ve p # 2 oldugundan (s(9"s’ — 8#), p) = 1 dir ve
boylece (3.9) esitligi dikkate alinirsa

s1=s(9p"s’ — 8¢%)

dir. O halde v pozitif oldugundan k; = k dir. Benzer sekilde p # 2 ve (s, p) = 1
oldugundan (—27p*’s® + 36p"s’r— 8¢*, p) = 1 dir. (3.10) esitligi dikkate alinirsa

1 =-27p"s® + 36p"s’* — 8¢
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ve [} = [ dir. Diger bir ifade ile v pozitifise ky =k, [y =1l ve vi =3k — 2[, =3k -2/> 0,

yani v degeri de pozitiftir.
ii) v < 0 olsun. Bu durumda

pk+vs(9s3 _Sp—th) _ pk1S1

*2P) = (2te) o2

Ve

pl+21/(_27s6 +36p7vs3t2 _8t4p72V) _ plltl

yep) = (2te)’ &

olarak yazilabilir. v < 0 ise —v > 0 ve bdylece (s(9s° — 8p"¢%), p) = 1 yani
s1=5(9s° — 8p™'F)

dir. Dolayisiyla k + v = k; dir. Benzer bi¢imde (s, p) = 1 oldugundan (-27s° + 36p™"s’¢*

4 2v

-8'p ", p)=1yani

t=-27s°+36p s’ — 8¢'p*"
dir. O halde /; = [ + 2v dir. Diger yandan, v; = 3k; — 2/; oldugundan
vi=3k+v)=-2(l+2v)=3k+3v-2l-4v=3k-2l-v
ve 3k — 2/ = v oldugundan
vi=3k=-2l-v =v-v=0

oldugu sonucuna ulasilir. Dolayisiyla v < 0 ise v; = 0 olur.

iii) v=01se v =3k — 2] = 0 oldugundan 3% = 2/ dir, bdylece belli bir m pozitif tam sayisi
icin kK = 2m ve [ = 3m olarak yazilabilir. Diger yandan P = (pks/ez, p'tle’) ifadesinde

k=2m ve [ = 3m olarak yazilirsa

olur. Simdi bu degerler y* =x* + D eliptik denkleminde yazilirsa
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PP — %) = Dé®

oldugu goriiliir. Varsayim geregi 6 | ord,D oldugundan ¢ — s> = 0 (mod p) olmaldir. Bu

durumda v = 0 oldugundan
S1=150(9p"ss° — 8t,°) = s(9p"s” — 8¢%) = 5(9s> — 87)
ve £ = 5° oldugundan
Sy =s*# 0 (mod p)
dir. Benzer bigimde
Ty =—-27p™"s,° + 36p"ss’t," — 8o = s° # 0 (mod p)
oldugu da goriilebilir. Dolayisiyla ky = 2m ve [} = 3m ise vy = 0 dir.

2. Durum. p = 2 olsun. Bu durumda

255(9-27%5° = 2¢%) _ 21,

2P) = 3.11
*2P) (te)2 el2 ( )
ve

I o7 52v-3 6 ov-1.3.2 4 n
y(2P)=2(272 s*+9-2"" ¢t t):2 4 (3.12)

(te)3 ef
olarak yazilabilir.
Hv—-2>0ise

2°5(9-2"%5° =21%) _ phls

(te)* e

x(2P) =

ve iistelik (¢, 2) = 1 oldugundan
$1=5(92"7s = )
dir. O halde k; = £+ 1 dir. Diger yandan (¢, p) = 1 oldugundan

t=-27223s%+ 9.2 132 —
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yani /; = [ dir. Boylece v; > 2 dir.
if) v=2 olsun. (s, 2) = 1 oldugundan (3.11) esitliginde v = 2 yazilirsa
s1=15(9s> — 27
dir. O halde k; = k ve benzer bicimde (¢, 2) = 1 oldugundan
t=—54s° + 185°F — 1*
olarak bulunur yani /; = / dir. Boylece
w=3k=-2[,=3k-2l=v=2
oldugundan v; = 2 oldugu sonucuna ulasilir.
iiiyv—2<0ise

pk+v—2S(9S3 _ 23—vt2)
(te)’

x(2P) =

olarak yazilabilir. Boylece ky =k +v -2 ve [, =1+ 2v — 3 dir. O halde
vi=3ki-2=3(k+v-2)-2(l+2v-3)=0
olarak bulunur. Diger bir ifade ile v -2 <0 ise v; = 0 dir.

3. Durum. p = 3 olsun. Bu durumda

9p's’ =8t*) _ p'ls,

_pis(
*(2P) (2ze)’ &2

\%

p (=27 p*'s® +36 p"s’t* —8t*) _ p't,
(2te)’ e’

y(2P) =

olarak yazilabilir.
i) Simdiv>0ise (¢,3) =1 ve (s, 3) = 1 oldugundan

s1=15(9-3"s° — 8%)
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dir. O halde k; = k dir. Benzer bigimde (z, 3) = 1 oldugundan

t=-27-3"5"+ 363" - 8¢
elde edilir. Yani /; =/ dir. Dolayisiyla v =v > 0 dir.
ii)v=0ise

3*5(9s° —8¢%) _ p'ls,
(2te)* e

x(2P) =

Ve

3'(-27s° +36s°* = 8t") _ p'y,
(2te)’ e’

y(2P) =
olarak yazilabilir. Boylece (z, 3) = 1 oldugundan (7) haline benzer bi¢cimde k; = k ve [; =
[ ve dolayisiyla v; = 0 dur.

iii) v < 0 olsun. Ilk olarak v < -2 olsun. Bu durumda

2P _ pk+v+2S(S3_8‘3_v_2t2) _ pk1S1
*(2F) (2te)* e

Ve

_pl+2v+3(_s6 +4'3_V_1S312 _8143—2\/—3) B plltl
en= (2te)° T
1

olarak yazilabilir ve bdylece ki = k + v + 2 ve [} = [ + 2v + 3 oldugu elde edilir.

Dolayisiyla
vi=3ki-2L=3k+v+2)-2(l+2v+3)=0,
yani v; = 0 dir. Simdi de v = —1 oldugu durumu ele alalim. Bu durumda

3's(3s° —=8*) _ p"is,
(2te)’ el

x(2P) =

olarak yazilabilir. Diger yandan s(3s” — 8¢, 3) = 1 oldugundan
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S1= 3s° — 8¢
dir, yani k; = k dir. Benzer bigimde

3'(=3s° +125°* - 8t") _ p''y
(2te)’ e’

y(2P) =

olarak yazilabilir. Diger yandan (-3s° + 125°#* — 8¢*, 3) = 1 oldugundan
t=-3s+125°F - 8¢

dir, yani /; = [ dir.

Boylece her halde de 3p" sayisinin bir tam say1 oldugu sonucuna ulasilir. Simdi t, = T
veya 27T, oldugunu gosterelim. Lemma’nin (1) sikki geregi, #1, 3 ile bolinmeyen ve s
ile aralarinda asal olan bir tek tam sayidir. Eger p >3 ve 2 | s, veyap =2 ve v; > 2 ise
8 || T, dir. Aksi halde 7, tektir. O halde Lemma 3.3.9'a benzer bir bicimde hareket
edilirse s, ve T, nin 2'den farkli bir asal ¢carpaninin olmadigi goriilebilir. O halde #, = 73
veya t, = 27T, dir. Diger yandan »n i¢in timevarim uygulanarak Lemmanin (2)

sikkindaki 6nermenin dogru oldugu da goriiliir.

Teorem 3.3.8'in Ispat1 (a). P, E egrisi iizerinde bir biikiim olmayan nokta olmak iizere

n > 1 bir tamsay1 olsun. e, > 0, (sy, t,) = (Sn, @n) = (tn, by) =1 ve

an:pl(ll “.pnan’ bn :plBI “'pnﬁﬂ

olmak iizere P noktasinin 2", kat1 en kii¢iik terimlerle

n ansn bntn
2°pP= (e—2> —*)

n n

olarak yazilsin. Eger ¢, = a,,3b,,72 denirse v; = 3a; — 23; olmak lizere

Vn

_ v
Cn_pl 1...pn
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olarak yazilabilir. Ustelik Lemma 3.3.10 geregi, 3¢, bir tam sayidir. Lemma 3.3.10'nun
ispatinda da belirtildigi gibi p; > 5 ve 6 | ord, D 6zelliginde bir asal olmamas: halinde

v; 2 0 dir. Diger yandan ikiye katlama formiilleri yardimiyla

a,s, (9c,s> —8t)

n-n

x2"p) =
( ) (2¢,t,)°

Ve

b, (-27c2s® +36¢,s>c2t: —8th)

n_n n—n-nwn

(2ct )

n'n

y2""'p) =

esitlikleri elde edilir. Lemma 3.3.10 geregi, ¢, tek, 3 ile boliinemez ve her n > 1 i¢in s,
ile aralarinda asaldir. O halde x(2"?P) nin bir ilkel asal bdlene sahip oldugunu

gorebilmek i¢in 7, + | # =1 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in
Tp1=-27¢2s° +36¢,s,°t,> — 8¢° (3.13)

denirse Lemma 3.3.10 geregi, #, + 1 = T, + | veya 2737, dir. Simdi 7, +; # 1, +23

oldugunu gosterecegiz. (3.13) esitligi diizenlenirse
27¢,%5,° —36¢,s,°t,” + 8t + T, 1=0
esitligi elde edilir. Boylece bu son esitlikte 3c¢,s,’ degerine x denirse
3x° — 126°x + 84, + T, 1=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin diskriminanti
A=48t1— 12T+

oldugundan bu denklemin kokleri

124 —3T

3¢, =217+ 3 nil (3.14)

olarak bulunur. Diger yandan 3¢, bir tam say1 oldugundan

12t} = 3T+ = u,’
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dir. O halde yukaridaki esitligin sol tarafinin bir tam kare olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul belli bir w, pozitif tamsayis1 i¢in
41— Tpo1 =3w,’ (3.15)

olmasidir. Simdi 7, + ; i¢in 4 hal s6z konusu oldugundan bu 4 hal i¢in tiim durumlari

inceleyelim.
1. Hal. 7, | = —1 olsun. Bu durumda (3.15) esitligi
4+ 1=3w,

esitligine doniisiir. Bu esitlik 3 modiiliine gore indirgenirse 4¢,*+ 1 = 0 (mod 3) denkligi

elde edilir. Ancak bu denkligin bir ¢6ziimii yoktur. O halde 7, +; # —1 dir.
2. Hal. 7, + ; = 1 olsun. Bu durumda (3.15) esitligi
4t - 1="3w,’
esitligine doniisiir. Bu esitligin her iki tarafi 43217 ile carpilirsa
1728 1,* — 4321, = 361,’w,”
esitligi elde edilir. Bu esitlikte x = 12¢,2 ve y = 36t,w, denirse
y2 =x" —36x

eliptik denklemi elde edilir. Magma-Cebir programinda Ellog' komutu kullanilarak bu

egri lizerindeki tiim tam say1 koordinath noktalarin
(X, y) = (i6> 0)’ (_3: i9)7 (_2: ig)a (0’ O), (125 i36)> (18’ i72)7 (2949 i5040)
bigiminde oldugu goriilebilir. Dolayisiyla

(12¢,2, 361,w,) = (12, £36)

' Elliptic Logarithm Method uygulanmistir. Bu yontem (Stroeker ve Tzanakis, 1994) ve (Gebel ve ark.,
1994) tarafindan bagimsiz olarak gelistirilmis ve MAGMA (Bosma ve ark., 1997) programina
(http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/.) eklenmistir.
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dir ve boylece 7, = +1 dir. (3.14) esitliginde t, = = 1 ve T, + 1 = 1 degerleri yerine

yazilirsa cus=1ve boylece ¢, = 1 ve s, = 1 dir. O halde

n an bn
2P— _Z’i_S
en en
ve
ntlp_ 4 b
2P ()
en en

dir. Diger yandan 2"P ve 2" " 'P noktalar1 y° = x’ + D egrisi tizerinde oldugundan

bn2 = a,,3 + Den6

ve
bn2 = a,,3 + 64Den6
olur ki bu imkansizdir. Dolayisiyla 7, ; # 1 dir.
3.Hal 7)., =2’ olsun. Bu durumda (3.15) esitligi
4t —2° = 3w,

esitligine déniisiir. Bu esitlik 3 modiiliine gore indirgenirse 4z, — 2° = 0 (mod 3) olur ki

bu denkligin de bir ¢dziimii yoktur. Dolayisiyla 7, | # 2° dir.
4. Hal. T, , = 2" ise (3.15) esitligi
46, +2° = 3w,
esitligine doniisiir. Bu esitligin her iki tarafi 432t,% ile carpilirsa
1728t,° + 34561,° = 36t,°w,’
esitligi elde edilir. Bu esitlikte x = 12¢,> ve y = 361,w, denirse
y=x>+288x

eliptik denklemi elde edilir. Magma-Cebir programinda Ellog komutu kullanilarak bu

egri ilizerindeki tiim tam say1 koordinatl noktalarin
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(x,»)=1(0,0), (1, £17), (12, £72), (24, £144), (288, £4896)

oldugu goriiliir. Dolayistyla (12t,, 36t,w,) = (0,0), (12, £72) dir. Boylece #, = 0 veya *1
dir. O halde (3.14) esitliginden ¢, = 0 ise 3c,,s,13 = /24 olur ki bu da imkansizdur. Eger
t, = +1ise 3¢,5,° = 0 veya 12 dir. O halde s, =4 ve boylece s, = £1 ve ¢, = 4 tiir.

Dolayistyla 2. hale benzer bigimde

np _ an bn
2P—(i?,i?)
Ve
b
2n+1P: ian ,i n
( 4e’ 863)

bicimindedir ve iistelik 2"P, 2" "' P noktalar1 y* = x> + D egrisi lizerinde oldugundan

b, =*a, + De,’

ve
br=+a,’ +64De,’

olur ki bu imkansizdir. Dolayisiyla 7, + | # —2° dir. Béylece ispat tamamlanmus olur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu caligmada rekurent dizilerdeki ilkel asal bolenler ele alinmistir. Bunun i¢in 6ncelikle
lineer dizilerdeki ilkel asal bolenler iizerinde durulmustur. Ilk olarak Bang (1886)
tarafindan ele alimmis, 1892’de Zsigmondy tarafindan genellestirilmis ve 1904°de
Birkoff ve Vandiver tarafindan yeniden kesfedilmis olan sayilar teorisinin klasik
teoremlerinden Zsigmondy teoremi verilmis ve bu teoremin ispatt igin gerekli
hazirliklar yapilmistir. Klasik Zsigmondy teoreminin ispati, dongiisel polinomlar ve
Ozellikle bu polinomlarin o6zellikleri ile ilgilidir. Bu nedenle 6zellikle homojenize
dongiisel polinomlar c¢aligmada Onemli bir yer tutmaktadir. Daha sonra klasik
Zsigmondy teoreminin bazi uygulamalar1 {izerinde durularak bu teoremin bazi

matematik olimpiyat problemlerinin ¢oziimiinde nasil kullanildigina yer verilmistir.

Calismada ikinci olarak ilk olarak 1948 yilinda Ward (1948) tarafindan ¢alisilmis eliptik
boliinebilir dizilerdeki ilkel asal bolen kavrami ele alinmistir. Eliptik boliinebilir diziler
Ward’in tanimindan farkli olarak da ifade edilebilirler. Buna gore £ bir K cismi
lizerinde tanimlanmus bir eliptik egri P, E eliptik egrisi lizerinde bir biikiim olmayan
nokta, x(nP), nP noktasinin x-koordinati olmak tizere x(nP) noktasinin paydasi p,(P) ile
gosterilirse her n € N icin (p,(P)) dizisi bir eliptik boliinebilir dizidir. (p,(P)) dizisindeki
ilkel asal bolenleri bulma problemi ilk olarak 1988 yilinda Silverman (1988) tarafindan
ele alinmistir. Silverman (1988), P noktas1 E egrisi lizerinde bir biikkiim olmayan nokta
ise (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tiim terimlerinin bir ilkel asal
bolene sahip oldugunu gostermistir. Daha sonra bu sonu¢ Cheon ve Hahn (1999)
tarafindan herhangi bir say1 cismine genisletilmistir. Diger bir ifade iler E, bir K say1
cismi iizerinde tanimh bir eliptik egri ve P € E(K) bir biikim olmayan nokta olmak
tizere (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tiim terimleri bir ilkel asal

bolene sahiptir (Cheon ve Hahn, 1999).
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5. SONUC

Bu caligsmada ilk olarak klasik Zsigmondy teoremi ele alinmistir. Zsigmody (1892), a ve
b aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a > b olmak iizere (a" — b"), > dizisinin, n = 6, a
=2 ve b =1 olmas1 veya n = 2 ve a + b sayist 2 nin bir kuvveti olmamasi halinde bir
ilkel asal bélene sahip oldugunu gostermistir. Diger bir ifade ile sup(Z(a” — b")) < 6 dir.
Daha sonra Feit (1988), bu dizilerde biiyiik ilkel asal bolen kavramini tanimlayarak
(@" — b")u>1 dizisindeki biiyiik ilkel asal bolenleri belirlemistir. Carcmichael 1913’°te
yayinlanan makalesinde n > 12 i¢in (D,), > Lucas dizisinin bir ilkel boleninin oldugunu
ispat etmigstir. Gergektende Fibonacci dizisinin 12. teriminin bir asal bdleni
olmadigindan bu en iyi ihtimal olarak diisliniilebilir. Bu sonu¢ Ward (1955) ve daha
sonra Stewart (1977) tarafindan Lehmer dizilerine genellestirilmistir. Daha sonra 2001
yilinda Bilu ve ark., bu sonucu gelistirerek daha keskin bir sinir vermislerdir. Buna
gore, her n > 30 i¢in n. Lucas ve Lehmer sayilar bir ilkel asal bolene sahiptir. Boylece
Bilu ve ark. (2001)’da bir ilkel asal bolene sahip olmayan tiim Lucas ve Lehmer

dizilerini listelemislerdir.

Calismada daha sonra ilk calisilan lineer olmayan dizilerden eliptik bdliinebilir

dizilerdeki ilkel asal bdlen kavrami iizerinde durulmustur. Buna gore E bir Q cismi

lizerinde tanmimlanmis bir eliptik egri P, E eliptik egrisi lizerinde bir blikiim olmayan
nokta, x(nP), nP noktasinin x-koordinati olmak iizere x(nP) noktasinin paydasi p,(P)
olsun. Silverman (1988), P noktas1 E egrisi iizerinde bir biikkiim olmayan nokta ise
(px(P)) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger tiim terimlerinin bir ilkel asal
bolene sahip oldugunu gostermistir. Bu teoreme gore, (p,(P)) dizisinin sonlu sayidaki
terimleri hari¢ diger tiim terimleri bir ilkel asal bolene sahip oldugu belirtilmis ancak
acik bir sinir ortaya konulmamistir. Bununla birlikte bazi 6zel dizi aileleri i¢in (Everest
ve ark., 2006) de oldugu gibi daha acik formiiller verilmistir. Literatiirde belli eliptik

egriler ile elde edilen (p,(P)) dizileri icin Zsigmondy sinir1 verilmistir.
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