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OZET
Doktora Tezi

GEOMETRIK-ARITMETIK VE RANDIC INDEKSLERININ
EKSTREMAL DEGERLERI

Seyma OZON YILDIRIM

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. ismail Naci CANGUL

Graflarin topolojik indeksleri, basta kimyasal graflar olmak tizere pek ¢ok uygulamaya
sahip olan matematiksel fonksiyonlardir. Graf teoride bir¢ok topolojik graf indeksi
tanimlanmistir. Bu indeksler ¢ogunlukla kdse derecelerine, koseler arasindaki uzakliklara
ya da graflarin matrislerine bagl olarak tanimlanmaktadir.

Bu calismada topolojik indeksler igin ters problem diye adlandirilan GA; topolojik
indeksinin hangi graf cesitlerinde hangi tamsay1 degerleri alabilecegini arastirdik.
Dereceleri tam kare olan kose ikilerinin GA; topolojik indekslerini excel programini
kullanarak hesapladik. Bu koselerden kag tanesinin GA; topolojik indeks degerlerinin
toplaminin pozitif bir tamsay1 olabilecegini lineer Diophant denklemlerini kullanarak
bulduk. Bulunan bu sayilara karsilik gelen bir graf ¢izilip ¢izilemedigini, ¢izilebilme
kurallarina gore belirlemeye calistik.

Bu calismada bes boliim yer almaktadir. Ik boliim olan giris béliimiinde graflarin
tarihgesinden, topolojik indeksler ve uygulamalarindan, GA; indeksinden ve Randic
indeksinin tarihgesinden bahsedilmistir. Ayrica literatiir taramasi ve tezin amaci olmak
lizere girig bolimt, bes alt boliime ayrilmistir.

Ikinci béliim On Bilgiler ile GA; ve Randic indekslerinin tanimlari ve hesaplanmasi
olmak iizere iki alt boliime ayrilmustir. On bilgiler alt boliimiinde tezde kullanilan
graflarla ilgili tanim ve kavramlar ifade edilmistir. Ugiincii boliimde ise tezde kullanilan
materyal ve yontemler anlatilmistir.

Dordiincii boliimde arastirma sonuglar1 ve bulgulardan bahsedilmistir.

Son boliim olan besinci boliimde, tezdeki sonuglarin tartismasi yapilmaistir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Topolojik indeks, Geometrik-Aritmetik indeks, Randic
indeksi.

2023, x + 155 sayfa



ABSTRACT
PhD Thesis

EXTREMAL VALUES OF
GEOMETRIC-ARITHMETIC AND RANDIC INDICES

Seyma OZON YILDIRIM

Bursa Uludag University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

Topological indices of graphs are mathematical functions that have many applications,
especially for chemical graphs. Many topological graph indices have been defined in
graph theory. These indices are mostly defined depending on the vertex degrees, the
distances between the vertices or the matrices of the graphs.

In this study, we investigated the problem that which integer values the GA1 topological
index can take for some graph types, which is called the inverse problem for topological
indices. We calculated the GA1 topological indexes of graphs where the vertices have
perfect square degrees using the excel program. Using linear Diophantine equations, we
found that the sum of how many of these vertices make GA1 a positive integer. We tried
to determine whether a graph corresponding to these numbers can be drawn or not,
according to the realizability rules.

There are five chapters in this study. In the first chapter, the introduction, the history of
graphs, topological indexes and their applications, the GA: index and the history of the
Randic index are mentioned. In addition, the introduction part, which contains the
literature review and the aim of the thesis, is divided into five subsections.

The second part is divided into two subsections: Preliminaries and definitions and
calculations of GA1and Randic indices. In the preliminaries, the definitions and concepts
related to the graphs used in the thesis are expressed. In the third chapter, the materials
and methods used in the thesis are explained.

In the fourth chapter, research results and findings are mentioned.

In the fifth chapter, which is the last chapter, the results of the thesis are discussed.

Key Words: Graph, Topologic index, Geometric—Arithmetic index, Randic index.

2023, x + 155 pages.
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SIMGELER DiZiNi

Aciklama
V kose kiimesi

E kenar kiimesi

G Grafi

v kosesinin derecesi

G grafinin kose sayist
G grafinin kenar sayisi
u kosesinin derecesi

P, J koseli patika graf

C, ] koseli devir graf

K, n koseli tam graf

Sy n koseli yildiz graf

T, n koseli agag graf

K, s iki pargali tam graf

Tk larva graf

T, (a,) tirt1l graf

Skt k tane asili kdsesi olan ve t tane diiglimii olan graf
Skt Y Sk,.e, (M) Sk, t, ile Sy, ¢, graflarimin m kenar ile birlesimi
N, n koseli bos graf

A(G) G grafinin maksimum derecesi

6(G) G grafinin minimum derecesi

DS derece dizisi

G+e e kenar1 eklenmis G grafi

GAL(G) G grafinin Geometrik-Aritmetik indeksi

R(G) G grafinin Randic birinci indeksi

Q(6) G grafinin () invaryanti

c(G) G grafinin bilesen sayisi

Vi
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1.GIRIS

1.1. Tarihsel Gelisim

Graf teori bilindigi lizere Konigsberg koprii problemi ile baglar. Fakat bilinen ilk graf
ornekleri Pisagor okuluna kadar geri gitmektedir. Pisagorcular regiiler 6zellige sahip tiim
3 boyutlu cisimlerin sadece bes tane oldugunu gozlemlemislerdir. Sezgisel olarak 3
boyutlu bir cismin regiiler olmasi, tiim kose ve yiizlerinin birbirine benzemesidir. Daha

acik ifade etmek gerekirse regiiler bir seklin tiim koselerin dereceleri birbirine esittir.

Pisagorculardan sonra iizerinde sistematik olarak ¢alisilan ve yayinlanan ilk bilinen 6rnek
Isvecli matematik¢i Leonard Euler’in 1736'da yaynladigi ‘Konigsberg Yedi Kopriisii’
adli galismaya adini veren koprii problemidir. Bu problem su sekilde tanimlanir. Bugiinkii
Prusya (Beyaz Rusya)'daki Konigsberg (bugiinkii Kaliningrad) kasabasindan gecen
Pregel nehri iki dala ayrilarak Kneiphof adasinin iki tarafindan geg¢mektedir. Nehir
tizerinde 7 adet koprii bulunmaktadir. Problem, bir kisinin bir noktadan yiiriiyiise baslayip
tim kopriilerden birer kez gegerek basladigi noktaya geri donilip donmeyecegini
bulmaktir. Bu kentin 4 kara parcasi ve 7 Kopriisii graf dilinde ifade edilir. Konigsberg
halki i¢in eglenceli bir oyun olan bu problemi Euler genellestirmis ve hangi hallerde boyle
bir yolun bulunabilecegini belirlemistir. Ozel olarak bir Konigsberg vatandasi ne yaparsa

yapsin her bir kopriiden birer kez gegerek basladigi noktaya donemez.

Graflarin ge¢cmis ve iyi bilinen uygulamalarindan bir digeri dort renk problemidir. 1852
yilinda Francis Guthrie, tiim haritalarin komsu tilkeler ayni renkle boyanmayacak sekilde

4 renk ile boyanabilecegini iddia etmistir.

Graf teoride benzer sekilde problemler vardir. Ornegin pazarlamaci problemi, labirent

problemleri, tesisat problemleri, network problemleri ve daha fazlasi aragtirilmistir.



Graflarin uygulandigi alanlar arasinda fen, sosyal, saglik bilimlerinden ¢ocuk oyunlarina

ornekler yer almaktadir.

1.2. Graflarin Topolojik indekslerinin Uygulama Alanlar

Kimyasal graf teorisi, molekiiler topoloji ve matematiksel kimya alanlarinda, baglanti
indeksi olarak da bilinen bir topolojik indeks, kimyasal bir bilesigin molekiiler grafina
gore hesaplanan bir tiir molekiiler tanimlayicidir. Topolojik indeksler, bir grafin
topolojisini karakterize eden ve genellikle graf degismez olan sayisal parametreleridir.
Topolojik indeksler, 6rnegin nicel yapi-aktivite iliskilerinin gelistirilmesinde kullanilir.
Molekiillerin biyolojik aktivitelerinin veya diger Ozelliklerinin kimyasal yapilariyla

iliskili oldugu yapilardir (QSAR'lar).

Topolojik indeksler baslica 3 sekilde tanimlanir. Birincisi kose derecelerine, ikincisi
uzakliga ve igclinciisii graf parametrelerine gore ifade edilir. Sonug¢ olarak, topolojik
indeksler kimyasal yapisindan dolayr molekiiler graflardan kolayca hesaplanabilen,
graflarin gosterilme veya etiketlenme sekline bagli olmayan ve enerji minimizasyonu

gerektirmeyen iki boyutlu tanimlayicilar olarak tanimlanabilir.

En basit topolojik indeksler, ¢ift baglari ve atom tiirlerini (C, N, O vb.) tanimaz ve
hidrojen atomlarin1 ("hidrojen bastirilmis") goz ardi eder ve yalnizca bagli yonsiiz
molekiiler graflar i¢in tanimlanir. Topolojik indeksler arasinda baslica indeksler Wiener
indeksi, Randic’in molekiiler baglanabilirlik indeksi, Balaban'in J indeksi ve TAU
tanmimlayicilar1 yer alir. Genisletilmis topokimyasal atom (ETA) indeksleri, TAU
tanimlayicilarinin iyilestirilmesine dayali olarak gelistirilmistir. QSAR'lar, kimyasallarin
(ilaglar/zehirleyiciler/cevresel kirleticiler) biyolojik aktivitesini (arzu edilen terapdtik etki
ve istenmeyen yan etkiler dahil) molekiiler yap1 ve/veya oOzellikleri temsil eden
tanimlayicilarla iliskilendiren istatistiksel araglarin uygulanmasindan tiiretilen tahmine
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dayali modelleri temsil eder. QSAR'lar, ilag kesfi ve lider optimizasyonuna ek olarak risk
degerlendirmesi, toksisite tahmini ve diizenleyici kararlar gibi bircok disiplinde
uygulanmaktadir. Ornegin, tahmini QSAR/QSPR/QSTR modellerinin gelistirilmesinde
ETA endeksleri uygulanmistir.

1.3. GAL1 indeksi ve Randic indeksi

Ag, bilgisayar, biyolojik ve elektrik aglar1 basta olmak iizere teknolojideki ilerleme, ¢cok
kisa siirede dogru veri aktarimmmi miimkiin kildi. Internet, sosyal medya, biyolojik,
ekolojik ve sinir aglar1 bu tiir aglara birka¢ 6rnektir. Telekomiinikasyon, veri dosyalarini
paylasmak icin kullanilan ara baglanti aglarmma dayanmaktadir. Benzer sekilde, bilgi
islem cihazlar1 kullanilarak yapilan veri aligverisi de veri baglantisi, fiber optik kablo
(OFC) ve Wi-Fi gibi kablosuz medya araciligiyla bilgisayar agina dayalidir. Sayisal
hesaplamalar1 yonlendirmek, diizenlemek/belirlemek ve goriintii islemek igin farkli
algoritmalar kullanilir. Cok islemcili ara baglanti aglar1 (MIN'ler), gii¢lii mikroislemciler

ve bellek yongalari tasarlamak i¢in kullanilir.

Graf teorisi, bu tiir aglar1 tasarlamak ve analiz etmek icin temel bir ara¢ saglar. Dogal
olarak, ara baglant1 sistemi, islemci diiglimlerinin (dongiilerinin) kdse noktalar1 oldugu
ve bu digiimler (dongiiler) arasindaki baglantilarin bu grafin kenarlar1 oldugu graf
tarafindan modellenir. Graf teorisi ve ara baglanti aglari, topolojileri araciligiyla bu
birbiriyle iligkili konularin kapsamli bir sekilde anlasilmasini saglar. Bir grafin topolojisi,
bir grafta koselerin nasil birlestigi hakkinda bilgi saglar. Topolojik indeksler, graflarin
topolojisini incelemek i¢in kullanilan graf degismezleridir. Bilgisayar aglar1 disinda, graf
teorisi, kodlama teorisi, veri tabani yonetim sistemi, devre tasarimi, gizli paylasim
semalar1 ve teorik kimya gibi farkli arastirma alanlarinda giiglii bir ara¢ olarak kabul

edilir. Birka¢ ara baglanti aginin topolojik tanimlayicilari zaten hesaplanmigtir. Ara
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baglanti aglari ile birlikte, bu degismezler, kimyasal bilesiklerin iligkili graflar1 kullanarak
kimyadaki problemlerle ilgilenen kimyasal graf teorisinde esit derecede 6nemlidir.

Graf degigmezlerinin yardimiyla altta yatan maddenin incelenmesi, kimya-bilisim,
farmasotik bilimler, malzeme bilimi, mithendislik ve benzerlerinde énemli bir rol oynar.
Teorik molekiiler tanimlayicilar arasinda, topolojik indeksler, altta yatan maddenin
fiziko-kimyasal ~ Ozelliklerinin ~ tahmini  nedeniyle  kimyada  bir  etkiye
sahiptir. Molekiillerin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerini modellemek i¢cin QSPR/QSAR
analizindeki rolii de dikkat c¢ekicidir. Aslinda topolojik indeksler, sayisal bir degeri

topolojisini karakterize eden grafikle iliskilendiren doniisiim zemininde tasarlanir.

Ik kez, Milan Randic tarafindan Randic baglant1 indeksi olarak adlandirilan ug kdselerin
kenarlarin dereceleri temelinde bir indeks tanimlanmistir. Bu Randic indeks degeri su
sekilde hesaplanir. Bir G grafinda herhangi sectigimiz bir kdsenin derecesi ile bu koseye
komsu olan koselerin dereceleri carpiminin karekok alinir ve bulunan bu sonucun ¢arpma
islemine gore tersi alinir. Benzer sekilde G grafinda aldigimiz tiim koselerin komsulartyla
olan Randic indeks degeri alinip en son toplamlar1 bulunur. G grafimizin Randic indeksini
hesaplamis oluruz. Bu graf indeksi Milan Randic tarafindan 1975'te tanitildi. Genellikle

organik bilesiklerin arastirilmasi i¢in kemoinformatikte kullanilir.

2009'da Vukicevic ve Furtula geometrik-aritmetik indeksi tanitti. Bu GA; indeks degeri
su sekilde hesaplanir. Bir G grafinda herhangi sectigimiz bir kdsenin derecesi ile bu
koseye komsu olan koselerin dereceleri toplaminin, kdse dereceleri ¢arpiminin
karekokiine boliiniir. Benzer sekilde G grafinda aldigimiz tiim koselerin komsulartyla
olan GA; indeks degeri alinip en son toplamlart bulunur. G grafimizin GA; indeksini

hesaplamis oluruz.



1.4. Literatiir Taramasi

Literatiir tarandiginda graflarin GA, ve Randic topolojik indekslerine yonelik Tiirkiye’de
calismanin ¢ok az oldugu, yeterli kapsamda Tiirk¢e kaynagin ise olmadig gorilmiistiir.
Biz bu ¢alismada bu bosluklar1 tamamlayacagiz ve GA, ve Randic topolojik indeksleriyle

buldugumuz sonuglari ifade edecegiz.

1.5. Tezin Amaci

Bu ¢alismanin amaci ise literatiirde graflarin GA; ve Randic topolojik indekslerine

yonelik Tiirkge bir ¢alismanin kazandirilmasidir.

Bu ¢aligmanin amaci GA; topolojik indeksinin hangi graf cesitlerinde hangi tamsay1
degerleri alabilecegini arastirdik. Oncelikle bir grafta GA; topolojik indeksinin
alabilecegi en kii¢iik degerleri diisiindiik ve buna bagli olarak cizilebilecek graf ¢esidini
arastirdik. GA, topolojik indeksinin tanimindan kose dereceleri tam kare alindig: takdirde
toplamin bir rasyonel say1 ve bunun sonucunda pozitif bir tamsayiya esit olacagin aksi
takdirde bu toplamin irrasyonel saytr oldugunu ispatladik. Buradan hareketle kose
dereceleri tam kare olan kose ikilerinin GA; topolojik indekslerini excel kullanarak
hesapladik. Bu koselerin GA topolojik indeks degerlerinin toplaminin pozitif bir tamsay1
olacak sekilde kag tane bu kose ikililerinden alinacagini lineer Diophant denklemlerini
kullanarak bulduk. Bulunan bu indeks degerlerine karsilik onlara 6zgii graf cizilip
cizmedigini bir grafin hangi durumlarda cizildigi kuralina uyarak bu graflar1 bulmaya
calisilmigtir. Bunun sonucunda bu c¢alismada baglantili, baglantisiz, regiiler, regiiler

olmayan, basit ve basit olmayan graflara gore G A, ters problemi incelenmistir.

GA; indeksi ile omega invaryant1 arasindaki iliskiyi belirledik. Omega invaryant1 adi

verilen say1, verilen bir derece dizisine karsilik olarak 2018 yilinda Delen ve Cangiil



tarafindan tamimlanmistir. Omega invaryanti, derece dizisinden elde edilebilen tiim
graflar i¢in degismeyen ve Ozellikle de grafin yiiz sayisina bagli olan o6zellikleri
calismada oldukga faydali olan bir sayidir. Yapilan ¢alismalarda omega invaryantinin,
basit baglantili bir G grafinda m yani kenar sayisi1 verildiginde n kose sayist maksimum
degerini G bir agag iken alir. Bu durumda kose sayisi, kenar sayisinin bir fazlasina esit

olur.

G, n koseli basit, baglantili bir graf oldugunda -2 < Q(G) < n?-3n sonucu elde edildi.
Soldaki esitsizlik G bir agag iken, sagdaki ise G bir tam graf iken elde edildigi gosterildi.

Randic ve GA; topolojik indekslerinin hangi graf gesitlerinde maksimum ve minimum
degerleri alacagini arastirilmistir. Bu degerlere karsilik cizilebilecek graflar1 ve graf

sayisini bulunmustur.

Son olarak 208 tane graf kartlarinin Randic ve GA; topolojik indeks hesaplamalarindan
yola ¢ikarak hangi graflarin kdse derece dizileri ayn1 olup buna karsilik Randic ve GA,
topolojik indeksleri de ayni ¢ikan graflar arastirdik. Randic ve GA; topolojik indeksleri
esit ¢cikan ancak birbirlerine izomorf olmayan graflar arasinda nasil bir iligki oldugunu

doniistimler tanimlayarak ifade ettik.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. On Bilgiler

Asagidaki kisimda bu tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlari ele alacagiz. Bu
kavramlar hakkinda daha kapsamli bir bilgi istenirse su kaynaklar yardimci olabilir:
Balakrishnan, Ranganathan, [A Textbook of Graph Theory, 2012], Berge, [The Theory
of Graphs, 2001], Biggs, LLoyd, Bondy, Murty, [Graph Theory, 2008], Bollobas,
[Modern Graph Theory, 1998], Chen, [Applied Graph Theory, 1976], Harary, [Graph
Theory, 1994], Golumbic, Hartman, [Graph Theory, Combinatorics and Algorithms,
2005], Harris, Hirst, Mossinghoff, [Combinatorics and Graph Theory, 2008], West,
Foulds, [Graph Theory Applications, 1992], Wilson, [Graph Theory 1736-1936, 1986],

kaynaklarina bagvurulabilir.

2.1.1. Tammm. Bir G grafi, elemanlarina koseler denilen ve genelde V=V(G) ile gosterilen
bir noktalar kiimesiyle bu koselerden bazilarinin olusturdugu siralanmamis kose ¢iftleri
arasindaki adina kenar denilen baglantilardan olusur. Kenarlarin kiimesi E=E(G) ile

gosterilir ve grafin genel gosterimi de

G=(V,E)

seklindedir.

Herhangi bir G grafinda kdse ve kenar kiimelerinin eleman sayilar siralt olarak n ve m
ile gosterilir. Dolayisiyla kose kiimesinin eleman sayis1 genellikle | /{6)| = zile ve kenar
kiimesinin eleman sayist da |£{&)| = 7z ile gosterilir. Kbse sayisina grafin mertebesi,

kenar sayisina ise grafin boyutu denilir.



Sekil 2.1. 3 Kdoseli ve 3 kenarli bir graf 6rnegi

Sekil 1.3.’deki graf 6rneginin kose kiimesi V(G) = {u, v, w} ve kenar kiimesi ise su
sekildedir: E(G) = {e1, e2, es}.

2.1.2. Tammm. Bir grafta rastgele se¢ilmis olan bir i kosesini ug olarak kabul eden tiim

kenarlarin sayis1 i kosesinin derecesi olarak adlandirilir ve d(i) ile gosterilir.

Sekil 2.1.’deki grafin u, v ve w koselerinin dereceleri d(u) = 2, d(v) = 2, d(w) = 2 olarak

yazilir.

2.1.3. Tanmm. Herhangi bir kdsenin derecesi bir ise o kdseye asili kose ve bu koseye

bitisik olan kenara asi/i kenar denir.

2.1.4. Tammm. Herhangi bir G grafindaki tiim kdselerin derecesinin ayni olmasi1 durumuna
regiiler graf denir ve G grafinin tiim kdselerinin derecesi n ise grafin adina n-regiiler graf

ad1 verilir.



Sekil 2.2. Bir 2-regiiler graf

2.1.5. Tammm. Herhangi bir & grafinda rastgele segilen iki kose a ve b olsun. Eger bu a ve

b koseleri arasinda en az bir kenar mevcut ise a ve b koselerine komsu koseler denilir.

2.1.6. Tammm. Bir & grafinda a ve b olmak tizere herhangi iki kose alalim. Bu iki koseyi

birlestiren kenarin ismi €3 olsun. Bu ez kenarina a ve b koselerine bitisiktir denir.

Bitisiklik ve komsuluk graf teoride 6nemli rol oynar. Komsuluk ve bitisiklik ile ilgili

matrisler graf teoride 6nemli ¢alisma alan1 olmustur.

2.1.7. Tanmim. Bir graftan aldigimiz her iki kose arasinda en az bir patika varsa bu grafa
baglantli graf denir. Aksi takdirde baglantili olmayan veya baglantisiz graf olarak

adlandirilir.

Sekil 2.3. Baglantili ve baglantili olmayan (baglantisiz) graf



Sekil 2.3. deki graflardan birinci graf, baglantili bir graftir. ikinci graf ise baglantisiz bir
graftir. Clinkii bir G grafinda segtigimiz her iki kdse arasinda en az bir yol olmaliydi ancak

bu grafta en az iki kose arasinda bir yol bulunamadigindan baglantisiz graftir.

2.1.8. Tanmmm. Bir grafta segilen herhangi iki kose kendi arasinda birden fazla kenarla
birlesiyorsa bu kenarlara katli kenar olarak isimlendirilir. Eger herhangi bir kose, bir
kenarla kendisine birlestiriliyorsa bu kenara da dongii veya diigiim ad1 verilir (Trinajstic
1992). Dongii ve kath kenar icermeyen graflara basit graf denilir. Aksi takdirde yani

dongii veya kathi kenar igeren graflara basit olmayan graf isimlendirilir.

e ol

Sekil 2.4. Basit ve basit olmayan graflar

Sekil 2.4. deki graflardan birinci graf, dongii ya da katli kenar bulundurmadig i¢in basit
bir graftir. Fakat ikinci grafta 1 kenar katli kenardir. Ugiincii grafta ise e2 kenari bir

dongii oldugundan bu son iki graf basit olmayan graflardir.

2.1.9. Tanmmm. Herhangi bir G grafinin koselerinin dereceleri yazilir. Bulunan bu kose

dereceleri DS kiimesinde 0 < k < Ai¢in @x> (0 olmak lizere

DS = {()(ao), 1(a) 2(az) 3(as) A(aA)}

ile gosterilir. Bu DS kiimesine G grafinin derece dizisi denir. Ancak bir G grafinda

derecesi 0 olan bir kdse yok ise

DS = {1((11)’ 2(a2) 3(as) ,A(aA)}
10



olarak yazilir.

2.1.10. Tammm. Herhangi bir G grafinda D kiimesi negatif olmayan tamsayilardan

olusuyor ve bu kiime derece dizisine esit D kiimesine ¢izilebilir derece kiimesi denir.

Derece dizileri ifade edilirken ya kiigiikten biiyilige ya da biiyiikten kiigiige yazilmalidir.
Bir G grafinda bir derece dizisinin ¢izilebilir olup olmadigini anlamak i¢in kullanilan en
Oonemli ve eski sonuglardan birisi olan Havel-Hakimi yonteminde derece dizisinin
biiyiikten kii¢iige dizilmesi gereklidir. Bu yontem disindaki durumlarda ¢ogu kez derece

dizileri kiigiikten biiytige dizilmektedir.

2.1.11. Tamim. (Omega invaryanti). Herhangi bir G grafinin omega invaryant: igin
oncelikle derece dizisi DS = {1(a1),2(a2),3(a3), ...,A(aA)} cizilebilir olsun. G grafinin

omega invaryanti

A
QG) =az+2a,+3as+ -+ (A—-2)ay—a;, = 2(1’ - 2)a;

=1

bigiminde tanimlanir.

Herhangi bir G grafinin omega invaryantinin beraberinde D derece dizisinin de omega

invaryanti oldugu anlamina gelir.

Asagidaki ozellikler omega invaryanti cok dnem arz etmektedir.
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2.1.12. Teorem. Herhangi bir G grafinda n kdse sayis1 ve m kenar sayist olmak iizere G
grafinin omega invaryanti

Q(G) =2(m—n)

seklinde hesaplanir.

Ispat. Bir G grafinda el sikisma lemmas1 geregi kose derecelerinin toplami kenar

sayisinin iki katina esit oldugundan

2m = aq + 2a, + 3az + -+ Aay

=az+2a,+3as+-+(A—2)ay—a; +2(a; +a, +az + -+ ay,)

yazilir. a; + a, + az + --- + a, = n bilindiginden

2m = Q(G) + 2n

yazilir ve buradan da Q(G) = 2(m — n) ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki sonug cok kolay bir sekilde goriilebilir:

2.1.13. Teorem. Herhangi bir G grafi i¢in Q(G) sayisal degeri ¢ifttir.

Bu teorem su sekilde yorumlanabilir:

12



2.1.14. Sonug. Herhangi bir G grafinda DS derece dizisinin ¢izilebilir olmasi igin

Q(DS) sayisal degeri ¢ift olmalidir.

2.1.15. Tanmm. Herhangi bir G grafindan alinan baglantili olan graflarin her bir alt
grafina G grafinin bir bilegeni ad1 verilir. G grafinin bilesen sayis: ¢(G) veya kisaca C

harfi ile gosterilir.

Herhangi bir G grafi baglantili ve ¢(G) = 1 ise grafin tamami bu tek bilesen ile olusur.

Ancak G grafinin baglantisiz olmasi ancak ve ancak ¢ > 1 ile miimkiindiir.

n kose sayist m kenar sayisi olmak tizere asagidaki sonug herhangi bir grafin bilesen

sayis1 hakkinda 6nemli bir alt sinir vermektedir.

2.1.16. Lemma. Herhangi bir G grafinda bilesen sayis1 ¢ olsun.

esitsizligi saglanir.

Dolayisiyla herhangi bir G grafinda kose sayisi ile kenar sayis1 arasindaki fark en az 2

ise bu grafin baglantisiz olacag agikardir.

2.1.17. Tammm. Herhangi bir G grafi DS = {1(“1),2(“2),3(“3),...,A(“A)} DS derece

dizisine sahip ve baglantili bir graf olsun. r, G grafinin kapali bolge veya devir sayisi

13



bi¢imindedir.

Eger G grafi baglantili degil ise ve grafin C tane bileseni varsa kapali bolge sayisi

_U®)
T

seklindedir.

2.1.18. Tamim. Herhangi bir G grafinda hi¢ kenar yok ise bu G grafina bogs graf denir.

Kose sayis1 n olmak tizere n koseli bir bos graf N, ile gosterilir.

Sekil 2.5. N, bos grafi
2.1.19. Tamim. Herhangi bir G grafinda a1, ay, ..., akkoselerine i = 1, 2, ..., k olmak iizere

aiai+1 ¢ E bigiminde olusan dizisine G grafinin yolu ad1 verilir. Bir G grafinda yolun tiim

koseleri farkli ise bu yola patika adi verilir. n koseli patika P, seklinde gosterilir.

*—o—o

Sekil 2.6. P, patika grafi

14



Tez boyunca patika grafinda n kdse sayis1 olmak tizere n > 2 alinacaktir.

2.1.20. Tanmm. Bir G grafinin merkezinde bulunan bir kdsenin diger biitiin koselere
baglanarak olusan grafa yildiz grafi adi verilir ve S,, seklinde gosterilir. Yildiz grafinda
yani S,, grafinda merkezde bulunan bir késenin derecesi n-1, diger koselerin dereceleri

ise 1 olur.

Sekil 2.7. S, yildiz grafi

Tez boyunca S,, yani yildiz grafi i¢in n kose sayisi olmak iizere n > 4 alinacaktir. Su

sebeplen=1, 2, 3i¢in S,, = B, bulunur.

2.1.21. Tammm. Herhangi bir G basit grafi n kdseye sahip kapali bir patikaysa bu G grafina

devir graf: ad1 verilir ve gésterimi C,, seklindedir.

Sekil 2.8. C, devir grafi

Tez boyunca devir grafi i¢in n kose sayisi olmak tizere n > 3 alinacaktir. Bunun sebebi

isen=1ven=2igin C, = P, bulunur.

15



2.1.22. Tammm. C, devir grafindaki bir kdseyle P,,, patika grafindaki iki u¢ koseden

birisinin birlestirilmesiyle olusturulan grafa larva graf denilir. Bu graf T,  ile gosterilir.

*—o
Sekil 2.9. T, , larva grafi

Tez boyunca ¢ > 3 ve k> [ alinacaktir. Bunun sebebi, diger durumlarda elde edilen basit

graflar i¢in Ty j = Py olmasidir.

2.1.23. Tammm. Bir patika graftan (tirtilin iskeleti) uzakligi en fazla 1 birim olan
koselerden (tirtilin ayaklari) ve bunlar1 patika grafa birlestiren kenarlardan olusan bir
grafa trtil graf denir. Derece dizisi {1@), u(@)} olan tirtil grafin isimlendirilmesi Ty, (a,,)
seklindedir.

Asagidaki sekilde derecesi 4 olan koselerden toplam 9 tane oldugu i¢in bu tirtil grafin
ismi Ta(9) olarak isimlendirilir.

Sekil 2.10. T4(9) tirt1l grafi
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Literatiirde T,(a,) ile gosterilen tirtil graflar disinda da tirtil graflar mevcuttur. Bu
graflarda i¢ kose derecelerinin tiimii esit olmak zorunda degildir. Bu tirtil graflar,
konumuzun disinda kaldigindan ve bir ortak gosterime sahip olmadiklarindan burada bu

graflara yer verilmeyecektir.

2.1.24. Tammm. G bir baglantili graf olsun. G grafinda hi¢ devir bulunmuyorsa bu grafa
agag grafi denilir. n kose sayisi olmak tizere n koseli bir agag T,, ile gosterilir. G grafinda

baglantililik sart1 kaldirilirsa bu G grafina orman adi verilir. T,, aga¢ grafinin derece dizisi

T, = {1((11), 2(a2) 3(a3) ’A(aA)}

seklindedir.

Sekil 2.11. Ts agac grafi

Sekil 2.11°deki graf bir agactir. Dikkat edilirse patika ve yildiz graflarin tiimii de ayni

zamanda birer agactir.

2.1.25. Tammm. Herhangi bir G grafi hi¢ devir bulundurmuyorsa bu grafa hi¢ yiizii
olmayan graf denir. G grafi sirasiyla tek devir, iki devir, ii¢ devir bulunduruyorsa bu grafa

tek devirli, iki devirli, di¢ devirli graf ad1 verilir.
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2.1.26. Tanmim. Rastgele alinan bir G grafinda bulunan her bir kose, diger koseler ile birer

kenar olusturuyorsa bu G grafina tam graf denilir ve K,, seklinde gosterilir.

Sekil 2.12. K5 tam grafi

Tez boyunca K,, tam grafi i¢in n kdse sayis1 olmak {lizere n > 4 alinacaktir. Ziran =1, 2
icin K, = B, ve n = 3 i¢in K, = C,, bulunur. Tanimina dikkat edilirse bir K, tam grafi, n

koseli basit graflar icinde kenar sayisinin maksimum oldugu graftir.

2.1.27. Tamm. K tane asil1 késesi olan ve t tane diigiimii (dongiisii) olan grafa Sy , grafi

denir.

Sekil 2.13. S, grafi

Bu grafta k tane asili kdse ve bir tane de derecesi k+2t olan kdse bulunmaktadir.

2.1.28. Tamm. Sy, grafi ile Sy, ,, grafinin m tane kenar ile birlestirilmesiyle olusan
grafa Sy, ¢, U Sk, ¢, (m) grafi denir.
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m tane

kl tane

l:: tane

________________

- —
t, tané '\

Sekil 2.14. S . U Sy, (m) grafi

Simdi giiniimiizde graf teorinin en ¢ok c¢alisilan alt alanlarindan birisi olan ve bu tezin
konusunu olusturan topolojik graf indekslerini taniyacagiz. Adina graf indeksi, topolojik
indeks, kimyasal tanimlayici gibi isimler de verilen topolojik graf indeksleri 6zellikle
sahip  olduklar1 uygulamalar nedeniyle c¢esitli bilim dallarinda  siklikla

kullanilmaktadirlar.

Topolojik indeksler genellikle 3 sekilde tanimlanmaktadir. Kose derecelerine, uzakliga
ve son olarak da degisik graf parametrelerine gore. Sonug olarak, topolojik indeksler
kimyasal yapisindan dolayr molekiiler graflardan kolayca hesaplanabilen, graflarin
gosterilme veya etiketlenme sekline bagli olmayan ve enerji minimizasyonu
gerektirmeyen iki boyutlu tanimlayicilar olarak tanimlanabilir. Genel olarak bir topolojik

graf indeksi agagidaki sekilde tanimlanabilir:

2.1.29. Tammm. G bir graf olsun. TI : G - R seklindeki herhangi bir fonksiyona G

grafinin bir topolojik graf indeksi denilir.

Oldukga genel bir kavram olan topolojik graf indeksleri; aslinda grafin koseleri, kenarlari,
bunlarin dereceleri, farkli graf elemanlar1 ve parametreleri yardimiyla tanimlanabilen her
tiirlii fonksiyon olabilir. Bu fonksiyonlar yardimiyla elde edilen reel say1 degerleri, farkli

acilardan yorumlandiklarinda graf ile modellenmis olan herhangi bir giinliik yasam
19



problemi hakkinda o alana 6zgii bilgiler verirler. Bu da graflarin, sadece matematiksel
yontemlerle ¢alisilmasinin ne kadar genis bir alanda uygulamalarinin oldugunu gosterir.
Bu uygulamalar nedeniyle son yarim yiizyilda topolojik graf indeksleri ve uygulamalari,

graf teorinin ve matematigin en yogun ¢alisilan dallarindan biri olmustur.

Son olarak belirtmeliyiz ki, bir topolojik graf indeksi, birbirine izomorfik olan tiim graflar

icin ayn1 degeri verecektir. Yani degismezdir.

2.1.30. Tammm. Herhangi bir G grafinda kenar kiimesinde olmayan bir s kenarinin
eklenmesiyle olusturulan yeni grafa s kenart eklenmis G grafi denilir ve bu yeni olusan

graf &+ {s} yadakisaca G + s ile gosterilir.

Sekil 2.15. Bir G grafinda kenar ekleme 6rnekleri

Herhangi bir G grafina kenar ekleme {i¢ sekilde yapilabilir. Birincisi G grafinin bir a
kosesine, G grafina ait olmayan bir k kosesini yeni bir e1 = ak kenariyla birlestirebiliriz.

Ikincisi G grafinin komsu olmayan iki b ve ¢ kosesini, yeni bir & = bc kenariyla
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birlestirebiliriz. Ugiinciisii ise G grafina ait olmayan iki m ve n kdsesini, yeni bir &3 = mn
kenariyla birlestirebiliriz. G+{es} grafinin bilesen sayis1 2 olurken ilk iki grafin bilesen

sayist 1 olarak kalacaktir.

2.1.31. Tammm. Birbirine izomorf olmayan en az iki grafin kose derece dizileri ve kenar
derece dizileri (kenar parcalanis sayilar1) ayni olup, bu graflarin GA; topolojik indeks

degerleri esit ise bu graflara es GA; graflar denir.

2.1.32. Tammm. Birbirine izomorf olmayan en az iki grafin kose derece dizileri ve kenar
derece dizileri (kenar pargalanis sayilar1) ayni olup, bu graflarin Randic topolojik indeks

degerleri esit ise bu graflara eg Randic graflar denir.

2.2. GA, indeksi ve Randic Indeksinin Tanimi ve Hesaplanmasi

Burada ele alacagimiz topolojik graf indeksleri, (birinci) geometrik-aritmetik indeks ve

Randic indeksidir.

2.2.1. Tanmim. Bir G grafinda belirli bir i kdsesinin derecesi di ve i kosesine komsu olan

diger belirli bir j kdsenin derecesi dj olmak iizere;

d; + d,
Ui,UjEE(G)

dir. Buna G grafinin geometrik-aritmetik indeksi denilir. (Vukicevi¢ ve Furtula 2009).
Bu tezde P, Sn, Cpn, Kn, Tr s, Toy Tu(ay), Sker Skyt, U Sk, b, (M), Gy graflari icin GA,
indekslerini hesaplayacagiz.
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[lk olarak patika grafi ile baslayalim.

2.2.2. Ornek. P, patika grafinda n = 6 igin GA, indeksini hesaplayalim.

L
1

I,.J.

®
-

el |
N ]

L
1

Sekil 2.16. P, patika grafinin kose dereceleri

2./d;d;
GAl(P6) = .

d; + d;

Ui,UjEE(G)

_2(£+£+£+£+C)
1+2 242 242 2+1

2.2.3 Tamim. G bir graf olmak {izere G grafinin Randic indeksi

R(G) =

Z 1
uveE(G) V du 'du

seklinde tanimhidir. (Randic 1975).
Butezde Py, Sy, Cp, Kn, Ty s, Tny Ty (@), St Sky ey U Skpt, (M), Cry e graflari igin Randic

indekslerini hesaplayacagiz.

[k olarak devir grafi ile baslayalim.
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2.2.4. Ornek. C, patika grafinda n = 6 icin Randic indeksini hesaplayalim.

Sekil 2.17. C, devir grafinin kdse kose dereceleri

1
R(Ce):
UveE(G) V d“ 'dV
-+, .ttt 13
T V22 ' VZz  VZ2z 22 N2z Nz2 T T
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3. MATERYAL ve YONTEM

Topolojik graf indeksleri, graf teorinin son zamanlarda fazlasiyla lizerinde ¢aligilmis bir
boliimiinii olusturmaktadir. Topolojik indeksler baslica 3 sekilde tanimlanir. Birincisi
kose derecelerine, ikincisi uzaklia ve {igiinciisli graf parametrelerine gore ifade edilir.
Graf teori literatiirinde 3 bolime ait 6zgiin ¢alismalar bulunmaktadir. Bu indeks
tirlerinde hesaplamaya dayali yontemler ortaya ¢ikmaktadir. Biiylik hesaplamalar igin

bilgisayar programlarinda yapilirken kiiciik hesaplamalar elle yapilir.

Bu c¢alismada kose derecelerine gore tanimlanan GA; indeksi ve Randic indeksleri
kullanilmistir. G A; indeksi ve Randic indekslerin baz1 6zel graf tiirleri i¢cin hesaplamalari
yapilmistir. Bu hesaplamalar igin klasik lineer cebir, kombinatorik ve graf teorik
yontemlere de yeri geldikg¢e ihtiya¢ duyulmustur. Bunun disinda eldeki bazi problemlerle
ilgili EXCEL programinda hesaplamalar yapilmis ve problemlerin ¢oziimiinde ve
teoremlerin olusturulmasinda 6niimiizdeki donem iginde faydalanilacak ¢ok sayida ham

veri elde edilmistir. Bu verilerden faydalanarak sonuglar elde edilmeye baglanmistir.

Kose dereceleri tam kare olan rastgele segilen komsu iki kosenin GA; indeks degerlerini
veren tablolardan siklikla faydalanilmistir. Bu tablolar olusturuldugunda kolayca
hesaplanmak istenen indekse ulagmak miimkiin olmaktadir. Calismada baglantili,
baglantisiz, regiiler, regiiler olmayan, basit ve basit olmayan graflara gére GA; mevcut

ozellikleri incelenmistir.

Bazi grafkarlarinin G A; ve Randic degerleri hesaplanmis ve G A, ve Randic indekslerinin
alabilecekleri maksimum ve minimum degerler belirlenmistir. Bu degerlere karsilik
cizilebilecek graf sayist belirlenmeye calisilirken fonksiyonlarin  ¢iziminden

faydalanmistir. Bu ¢izimler internet tizerindeki Wolfram sitesinden yapilmistir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve BULGULAR

4.1. GA, indeksi ve Q Invaryanti Arasindaki Iliski

Bu béliimde basit ve baglantili graflar igin GA; indeksi ve Q invaryanti arasindaki
iligkileri inceleyecegiz. Verilen kenar ve kdse sayilarina baglh olarak Q invaryantinin

alabilecegi maksimum ve minimum degerleri elde edecegiz.

Basit ve baglantili bir G grafinin kenar sayis1 olan m verildiginde G grafinin kose sayisi
olan n, maksimum degerini G bir aga¢ iken alir. Bu durumda n = m + 1 yazilir. Yani
genel durumda kose sayis1 1 <n <m+ 1 esitsizligini saglar. Burada n = 1 ise graf
basit olacagindan m = 0 olmalidir. Aksi halde graf bir dongiiye sahip olur ve basit

olmazdi. Dolayisiyla
QG)=2(m—n)=-2
olur. Burada elde edilen ~ ®  grafi, tek koseli bir graftir.

Simdi genel bir basit baglantili grafin 0 invaryantinin alabilecegi maksimum degeri

belirleyecegiz. Basit ve baglantili bir grafta maksimum kenar sayisi bir tam grafta elde

edilir ve grafin kose sayist n iken bu deger (721) olur. Tanim geregi

Q(G) =2(m—n)




olur ve bu deger Q invaryantinin alabilecegi maksimum degerdir. (Delen ve Cangiil 2018
ve Delen ve Cangiil 2019)’da A(G) = —2 olan tiim baglantili graflarin birer aga¢ oldugu
gosterilmisti. Bdylece su sonuca ulasilmig olur:
4.1.1. Teorem. G grafi n koseli, basit, baglantili bir graf olsun.

-2<Q(6)<n?-3n
yazilir. Soldaki esitsizlik G grafi bir agag iken, sagdaki esitsizlik ise G = K, iken saglanir.
4.1.1. Teorem geregin =1, 2, 3, 4, 5 ve 6 iken mevcut olabilecek tiim graflar i¢in omega

invaryantinin alabilecegi tim degerler ile bu graflarin r ile gosterilen bolge sayilarinin

alabilecegi degerler Cizelge 4.1.”de listelenmistir.

n Q(G) r

1 -2 0

2 -2 0

3 -2,0 0,1

4 -2,0,2,4 0,123

5 -2,0,2,4,6,8,10 0,1,2,...,6

6 -2,0,2,4,6, 8,10, 12, 14, 16, 0,1,2,...,10
18

Cizelge 4. 1. Omega invaryant1 ve I bolge sayisinin alabilecekleri degerler

(1<n<6).

Kose ve kenar sayilariyla ilgili bagintilardan faydalanarak Teorem 4.1.1°in ikinci bir

ispatini verebiliriz:



o<ms (D)

—nSm—nS(g)—n
—ZnSZ(m—n)SZ[(rzl)—n]

—2n < Q(G) < n(n-—3)

olur. Ayrica G baglantili oldugundan Q(G) = —2 oldugunu biliyoruz. Yani
-2 <Q(6) £n(n-3)

olur.

4.1.2. Teorem. G, m kenarli, basit ve baglantil1 bir graf olsun.

a0 =2 [T

esitsizligi yazilir. Burada [|al], a sayisindan kiigiik olmayan en kiiglik tamsayidir.

Ispat. 0 < m oldugundan 0 < 2m oldugu kullanilirsa —2n < 2(m — n) elde edilir ve
boylece —2n < Q(G) yazilabilir. Ancak G baglantili oldugunda Q(G) = —2 oldugu
bilindiginden soldaki esitsizligin dogru oldugunu goérmiis oluruz. Ikinci olarak, basit

baglantili bir grafta

-1

saglandigindan 0 < n? —n — 2m ikinci derece esitsizligi elde edilir ve buradaki ikinci

dereceden ifadenin diskriminanti



A=1+8m

oldugundan kokleri ny 5 % bulunur. Boylece sag taraftaki esitsizlik elde edilir.

Buradan hareketle asagidaki sonuclar yazilir:

4.1.3. Sonug. n kose sayisi, m kenar sayisi olmak tizere G basit, baglantili grafinda m

kenar sayist verilsin. Bu durumda

H1+\/8m+1
2

}Sngm+1

esitsizligi bulunur.

4.1.4. Sonug. G basit olmayan ve baglantili grafinda m kenar sayis1 verilsin.

esitsizligi bulunur.

4.1.5. Sonug. G baglantili grafinda m kenar sayisi verilmis olsun. n kose sayist olmak

tizere Sonug 4.1.3. ve Sonug 4.1.4.’den dolay1

1<n<m+l



esitsizligi bulunur.

4.1.6. Sonug¢. G grafi basit, baglantili grafinda n kdse sayis1 verilsin. Bu durumda a bir

pozitif tamsay1 olmak {izere n,,;;, = a, a = 2 igin

esitsizligi bulunur.

m m Kenarli Basit ve m Kenarli Basit Olmayan
Baglantili Graf Sayis1 ve Baglantili Graf Sayisi

1 1 1

2 1 3

3 3 7

4 5 15

) 12 20

Cizelge 4.2. m kenarli basit ve basit olmayan baglantili graf sayilar1 (1 <m < 5).

4.2. GA, Indeksi I¢in Ters Problem

Matematigin bircok dalinda adina ters problem denilen bir problem tiirii oldukc¢a dnemli
bir yer tutmaktadir. Bir ters problem, adindan da anlasilacag: gibi var olan herhangi bir
probleme ters yonden yaklasimla ilgilidir. Ornegin, bir topolojik graf indeksi icin ters
problem, bu indeksin aldig1 degerlere gore graflarin siniflandirilmasi ya da herhangi bir

ozellige gore calisilmasimi igerir. Bu degerler bircok meshur ters problemde
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tamsayilardan olugsa da bazen tamsayr olmayan degerlere gore de c¢aligmalar
yapilmaktadir. Baz1 indeksler sadece tamsay1 degerler aldigindan bu indeksler igin ters
problemlerin yapis1 tamsayilarla sinirhidir. Ancak calistigimiz Geometrik aritmetik
indeksler, Randic tabanli indeksler, toplam baglantililik indeksleri, geometrik-aritmetik
indeksler ve daha bir¢ok topolojik graf indeksi tiiriiniin taniminda karekok oldugundan
bu indekslerin aldig1 birgok deger tamsay1 olmamaktadir. Bu boliimde G bir baglantili
irregiiler graf iken GA,(G)’in alamadigi tamsay1 degerleri nelerdir” sorusuna cevap
aranacaktir. Bu sorunun degisik bir ¢esidi de bu indeksin hangi reel say1 degerleri
alabildigi seklinde tanimlanabilir ve calisilabilir. Ancak bu problemin ¢oziimii dogal
olarak daha karmasiktir. Bu boliimde elde edecegimiz sonuglar bize geometrik-aritmetik

indeksin alamayacagi tamsay1 degerlerin sadece

1,2,3,4,6,7,8,9, 10, 12, 16, 18, 20

olduklarini gostermistir.

Geometrik-aritmetik indeks ile ilgili ters problemi ¢ozmek i¢in ilk olarak

2./d.d,

e=uveE(G) du + dv

GAL(G) =

degerinin pozitif bir tamsay1 olmasi gerektigine dikkat edilmelidir. Bu ise ancak her

Co2fdydy o o . L g
uv kenar1 igin T“d” degerinin pozitif bir rasyonel olmasi iken miimkiindiir. Bu durumda
u v

asagidaki ihtimaller s6z konusudur:



1) r bir pozitif tamsay1 olmak iizere d,, = r2 bir tam kare ise d,, de bir tam kare olmalidur.

O halde s bir pozitif tamsay1 olmak iizere d,, = s? dersek

2dyd,  2rs
d,+d, 712+ s2

GA1(G) =

bulunur.

2) d,, bir tam kare degilse d,, de degildir. O halde g = a? ve r = b? birer tam Kare,

D1, ---, Pi farkli asallar olmak iizere

d, =p1.-PrqVve d, =pg ... pxT

yazilabilir. Boylece

2,/d,d
GA (G)=#
! d, +d,

24/D1%..PK2.q.T

 P1-PkA+P1-PET

_ 2pq..pg-ab
P1--Prq+P1--PkT

degeri pozitif bir rasyonel say1 olur. Burada (du'dv) # 1 olmasi durumunda du Ve dv’yi
sadelestirerek GA;(G) indeksine ayni katkiy1 elde ederiz. Dolayisiyla agagidaki lemma
ifade edilebilir.



4.2.1. Lemma. Bir G grafinda herhangi alinan komsu iki kdse u ve v olsun. Bu koselere
ait dereceler d,, d, olmak iizere (d,, d,, ) = d > 1 olsun. O halde dF“ =d,, %" =d,

diyelim. Bu durumda
GAl({du’J dv’}) = GAl({du: dv})
esitligi bulunur.

Ispat. Bir G grafindan aldigimiz herhangi alinan u ve v komsu iki kdsenin GA, indeks

degeri

2./d,d,

d, +d,

2 [aa,rda,,

dd,,r+dd,

2d |d,rd

da(d,r+d,r)

2 ’du’ d,r

d,r+d,

GAl({dw dv}) =

= GA;({dy, dy'})

esitligi bulunur. (d,,,d,) = 1 ise {d,,, d,} ikilisine ilkel ikili; e = uv kenarna da ilkel

kenar diyecegiz. 4.2.1. Lemma’ya gore ilkel olmayan ikililere bakmaya gerek kalmaz.
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Buraya kadar yapilan islemler sonucunda asagidakileri sdyleyebiliriz.

4.2.2. Lemma. Bir e = uv kenarinin GA, (G) indeksine katkisini

2./d.d,

Cluv) ==~
u v

ile gosterelim. C(u,v) < 1’dir. Ayrica GA,(G) = uv igin d, =d,, ise C(u,v) =1

yazilir.

Ispat. d, =d, durumu asikardir. C(u,v) <1 oldugu ise geometrik-aritmetik

esitsizlikten goriiliir.

4.2.2. Lemma’y1 yorumlarsak GA;’in tamsay1 degerlerini aradigimizda iki kose derecesi
ayni olan kenarlarin GA;’e katkis1 tamsay1 olacagindan iki kose derecesi farkli olan
kenarlarin katki toplaminin tamsay1 olmasini isteyebiliriz. Ayrica asagidaki sonuglar

agikardir.

4.2.3. Sonug. Bir e = uv kenarinin GA, (G) indeksine katkis1

2./d.d,

Cluv) ==~
u v
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olmak {izere ve m kenar sayisi i¢in

Clu,v)<m

esitsizligi yazilir.

4.2.4. Teorem. m kenar sayisi olmak tizere G grafi r-regiiler ise

GA,(G) =m

oldugu kolayca goriilebilir.

Burada n kdse sayis1 ve r-regiiler bir grafta m = % oldugunu hatirlayiniz. Yani n veya

I’nin en az biri ¢ift olmalidir.

4.2.5. Sonugc. n kose sayist olmak iizere G grafi r-regiiler ise

nr
GA1(G) =

|
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olur. Yani G grafi r-regiiler, m kenarli ve n koseli bir graf ise r degerleri n ¢ift iken
2,3,4,..,n—1; ntek iken 2,4,6,...,n — 1 olabilir. Sonug olarak GA,(G) degerleri n

gift iken n, 2%, 2n, ..., "= n tek iken de n, 2n, 3n, ..., ““= olabilir.

4.2.6. Sonug. n kose sayist olmak tizere n-regiiler C,, devir grafinin GA; indeksi

GA;(Cy) =n

seklinde yazilir.

Ispat. C,, icin m = n’ dir. C, grafi 2-regiiler oldugundan 4.2.3. Teorem geregi

GA(C,) =m=n

bulunur.

Buradan hareketle su 6zellikler asikardr:

Sekil 4.1.’de verilen graflarin GA; indeksleri sirasiyla 1, 2, 3, 4, ..., n seklindedir.
Dolayistyla bu tiir graflarin GA; indeksi her pozitif tamsay1 degeri alir. Bir baska deyisle,
devirli graflardan olusan bu graf sinifi, GA; indeksinin her bir pozitif tamsay1 degeri

alabilecegini gostermeye yeterlidir.
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Sekil 4.1. GA; indeksinin her pozitif tamsay1iya esit olabilecegini gosteren devirli graflar

Sekil 4.2.°de verilen graflarda ise, bir donglinlin geometrik-aritmetik indeksi 1 degerini
alacagindan n adet bagimsiz dongiiden olusan bir grafin geometrik-aritmetik indeksi n
pozitif tamsay1 degerini alacaktir. Burada baglantililik sartin1 da kaldirirsak, n adet
bagimsiz dongiiden olusan bir graf i¢in GA,(G) = n olacagindan GA; indeksinin her

pozitif tamsay1 degerini alabildigi tiglincii bir graf sinifi elde etmis oluruz.

Sekil 4.2. GA; indeksinin her pozitif tamsayiya esit olabilecegini gosteren graflar

42.7. Lemma. x ve Yy herhangi pozitif tamsayilar olmak tizere (x,y) =1 ise

(2xy,x? + y?) = 1 veya 2 olur.

Ispat.d = (2xy,x? + y?) olsund|2xy ve d|(x? + y?) olur. Eger tersine d > 3 olsaydh,

d’nin en az bir p tek asal boleni olurdu.
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p|2xy olacagindan p|x veya p|y elde edilir. p|x ise (x,y) = 1 oldugundan p bolemez y
olur. Yani p bélemez x? + y? olur. Bu da d bélemez x? + y? anlamma gelir. Bu da

celiskidir d’nin tek asal ¢arpani yoktur. d|2xy oldugundan d|2 ve d|1 veya 2 elde edilir.

x? =d;, y* =d, (di , dj) = 1 iken asagidaki sonug elde edilir.

4.2.8. Sonug¢. Bir G grafinda i, j komsu koselerine ait dereceler d;, d;olmak iizere
d; = x?% d; = y?, (d; ,d]-) =1 olsun. Bu durumda bu komsu késelerin GA,indeks

degeri

2./d;d;

GAl({di'df }) = di + dj

yazilir. Bu degerin sadelesmis hali % ise b = 1(4) olur.

. . 2./did; 2 .. . .
Ispat. d; = x? ve d; = y?,(d; ,d; ) = 1iken di+d,-] = xzf_iz kesrinin sadelesmis hah%

olsun. 4.2.7. Lemma geregi d = (2xy, x? + y?) = 1 veya 2 oldugunu biliyoruz. d = 1

ise sadelestirme olmaz ve
b=dl+d] =x2+y2

toplami tek olmalidir. Genelligi bozmadan d; tek, d; ¢ift kabul edebiliriz. Bu durumda
d;= x*=1(4) ve d; = y* =0(4) ve boylece b =d; +d; = x*> +y* = 1(4) elde
edilir. Eger d = 2 ise d; = x* ve d; = y? ayni pariteye sahiptir. Yani bu sayilarin her

ikisi de tek ya da her ikisi de cifttir. Ilk olarak d; ve d; ciftise bu (di ,d; ) = 1 varsayimi
14



2xy

ile gelisir. O halde d; = x?2 ve d; = y? tek olmalidur. sayisinin pay ve paydasi ¢ift

x2+y2
olacagindan ikileri sadelestirirsek bu kesrin sadelesmis hali % olur. O halde
2
A o
b = S = 1(4)

bulunur.

Bu kisimda GA;i¢in ters problem kisminda bahsettigimiz G bir baglantili irregiiler graf
iken GA;(G) degerinin alamadigi tamsayir degerleri nelerdir” sorusuna Kkarsilik

geometrik-aritmetik indeksin alamayacag1 tamsay1 degerlerin sadece

1,2,3,4,6,7,8,9,10, 12, 16, 18, 20

olduklarini soéylemistik. Burada G baglantili ve irregiiler iken GA;(G) indeksinin
alamadiginm belirttigimiz bu degerlerden 1, 2, 3 ve 4 degerlerinin alinamayacaginin

ispatlar1 yapilacaktir. Diger tamsay1 degerlerin alinamadigi da benzer sekilde goriilebilir.

4.2.9. Lemma. G baglantili ve irregiiler iken GA;(G) = 1 olamaz.

Ispat. Bir G grafinda u ve t komsu iki kose olmak iizere GA,(G) indeks degeri a € Z,
a > 1ig¢in
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2./d,,d 1
GA (G)z—u”:_
1 d,+d, a

olsun. Bu esitlikten

4a’d,d, = d,* +d,* + 2d,d,

d,* +d,*> + (2 —4a®)d,d, =0

yazilir. Buradaa = 1, b = (2 — 4a?)d,,, ¢ = d,* i¢in

A= (4 — 16a? + 16a%)d,* — 4.1.d,°
= (16a* — 16a?)d,’
= 16a2d,*(a? — 1)

bulunur. a? — 1 tam kare olmalidir. b bir pozitif tamsay1 olmak iizere

yazilir. Bu durumda a > 1 ise ¢ozliimii yoktur. GA,(G) = s iken p, 1 olamaz. Z "lardan

en az g tanesi tamsayi olabileceginden ve bu da q.s = p olacagindan GA,(G) =1

olamaz.
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4.2.10. Lemma. G baglantili ve irregiiler iken GA;(G) = 2 olamaz.

Ispat. G grafi irregiiler ise G grafinda bulunan en az bir v; késesi icin d(v;) = d; = 2

olsun.

d; = 2 ise G grafinda v; kosesine komsu olan iki tane kose vardir. Bu koseler u ve v

olmak iizere d,, = d,, = 1 ise olusan grafin

oy

-
£

Sekil 4.3. P; grafinin kose dereceleri

GA, indeksi hesaplanirsa GA{(P3) = % = 1,885 < 2 bulunur. Ancak u veya v kosesine

bir kenar eklersek

]
=%

Sekil 4.4. P, grafinin kose dereceleri

yeni olusan grafin GA; indeksi hesaplanirsa GA; (P,) = 2,885 > 2 bulunur ve eklenecek

her bir yeni kenar GA; degerini arttirir.
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d; = 3 ise G grafinda v; kosesine komsu olan ii¢ tane kdse vardir. Bu kdseler u, v, w

olmak tizere d,, = d,, = d,, = 1 ise olusan grafin

Sekil 4.5. S, grafinin kose dereceleri

GA, indeksi hesaplanirsa GA;(S,) = 332—\/5 = 2,59 > 2 bulunur ve eklenecek her bir

kenar GA; degerini arttirir. Ayrica d; = 3 i¢in agagidaki grafta cizilebilir. Bu durumda

/é?
.1

Sekil 4.6. L grafinin kdse dereceleri

olusan yeni grafin

GA; indeksi hesaplanirsa GA; (L) = 1,86 =1 + ? = 1,86 < 2 bulunur ve eklenecek bir

yeni kenar ile olusan grafin

[ ]

]

Sekil 4.7. M grafinin kdse dereceleri
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GA; indeksi hesaplanirsa GA; (M) > 2 olur. Benzer sekilde eger d; > 4 ise gizilebilecek
en basit graflar i¢cin GA; > % > 2 olur ve eklenecek her bir yeni kenar GA; degerini

arttiracagindan GA,(G) = 2 olan bir baglantili irregiiler graf mevcut olamaz.
4.2.11. Lemma. G baglantili ve irregiiler iken GA;(G) = 3 olamaz.

Ispat. G grafi irregiiler ise G grafinda bulunan en az bir v; késesi i¢in d(v;) = d; > 2
olsun. d; = 2 ise G grafinda v; kosesine komsu olan iki tane kose vardir. Sekil 4.2.3.

grafi ¢izilir. d, =d, =1 ise GA,(P;) = 43£ = 1,885 < 2 bulunur. Ancak u veya v

kosesine bir kenar eklersek Sekil 4.2.4. grafi elde edilir ve GA,(P,) = 2,885 > 2 yazilir.

O halde yeni eklenecek bir kenar ya 1 dereceli ya da 2 dereceli kdseye eklenebilir. Ancak
eklenecek her bir yeni kenar GA; degerini arttiracagindan asagidaki graflarin GA,
degerleri GA; > 3 olur.

. .

& ] 2

2 2 2
A_.
2
2 3 1
./1
2 U 6

Sekil 4.8. P, grafina yeni kenar ekleme

-
.

2
&
2
1
——

Bu durumda GA; (G) = 3 olan baglantili irregiiler bir graf mevcut olamaz.
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4.2.12. Lemma. G baglantili ve irregiiler iken GA;(G) = 4 olamaz.

Ispat. G irregiiler ise G grafinda bulunan en az bir v; kdsesi i¢in d(v;) = d; = 4 olsun.

Olusan grafin d; = 4 ise G grafinda v; kosesine komsu olan dort tane (1,4) kenari vardir.

Sekil 4.9. S5 grafinin kdse dereceleri

GA; indeksi hesaplanirsa GA;(Ss) = 4.2\/ﬁ = % > 3 olarak bulunur. d; =4 i¢in bir

1+4

baska graf ¢izimi asagidaki ¢izimdir. Asagidaki grafin

Sekil 4.10. N grafi kdse dereceleri

GA; indeksi hesaplanirsa GA;(N) = 2'21\/3 + ZE = §+ 1= % > 2 olarak bulunur.

Ayrica ikinci bir 4 eklersek yeni olusan grafin
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Sekil 4.11. T, (2) grafi kose dereceleri

GA; indeksi hesaplanirsa GA;(T,(2)) = 6-21\/3 + ZE = % +1= 25—9 > 4 olarak

bulunur. Bu durumda GA,(G) = 4 olan bir baglantili irregiiler graf mevcut olamaz.

4.3. Kenar Sayilarina Gore Graflarin GA, Indeksleri

Bu boliimde bazi 6zel graflarin kenar sayisina gore GA; indeksinin alabildikleri degerler

incelenmistir.

4.3.1. m Kenarh Basit, Baglantih Graflarin GA, indekslerinin Alabildigi Degerler

Simdi basit, baglantili graf tiirlerinde m kenar sayis1 olmak iizere m kenar sayilarmin GA,
indeksinin alabildikleri degerler incelenecektir. Oncelikle m kenar sayisinm 1, 2 ve 3

degerleri incelenerek m kenar sayisi i¢in genel sonuca varilacaktir.

a) m kenar sayis1 olmak tizere basit, baglantili bir G grafinda m = 1 olsun. Bu durumda

cizilebilecek tek bir graf s6z konusudur.
*—0
1 1

Sekil 4.12. P, grafinin kose dereceleri
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Bu P, patika grafinin GA; degeri hesaplanirsa GA,(P,) = 1 bulunur.

b) Basit, baglantili bir G grafinda m = 2 olsun. Bu durumda gizilebilecek tek bir P; grafi

s0z konusudur.

Sekil 4.3. P; grafinin kdse dereceleri

Burada P; patika grafinin GA,; degeri hesaplanirsa GA;(P3;) = 43£ bulunur ve deger

pozitif bir tamsay1 degildir.

) Basit, baglantili bir G grafinda m = 3 olsun. Bu durumda P,, C; ve S, graflarinin

¢izimi s6z konusudur.

%]

-

Sekil 4.13. P,, C5 ve S, graflariin kose dereceleri

Sekildeki P,, C5 ve S, graflarinin GA, degerleri hesaplanirsa sirasiyla bu degerler 43£, 3,

?’zﬁ bulunur. Burada GA, degeri pozitif tamsay1 olan sadece C5 grafidir.
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Bu durumda sabit m degeri i¢in baglantili basit bir grafin en biiyiikk n degeri grafin agag

olmasi durumunda elde edilir: Ug kenarli bir agagtan = m + 1 = 4 kenar vardir. Ayrica

n> _n(n-1)

3=m§(2 = >

esitsizliginden n > 3 elde edilir. Yani ii¢ kenarl basit baglantili bir grafin {i¢ veya dort

kenar olabilir. Yani tiim ithtimaller yukaridaki ti¢ grafla sinirhidir.

4.3.2. m Kenarh Tiim Baglantih Graflarin GA, indekslerinin Alabildigi Degerler

Burada basit sartin1 kaldirarak tiim baglantili graf tiirlerinde m kenar sayis1 olmak tizere
graflarn m kenar sayilarina gore GA; indeksinin alabildikleri deger incelenecektir.
Oncelikle m kenar sayisinin 1, 2, 3 ve 4 degerleri incelenecektir ve sonrasinda m kenar

sayis1 i¢in genel sonuca varilacaktir.

a) Baglantili bir G grafinda m = 1 olsun. 4.3.1. kismindaki P, grafina ek olarak

!

-

Sekil 4.14. m = 1 i¢in baglantili, basit olmayan graflarin kdse dereceleri

grafi elde edilir ve bu grafin GA; degeri

GA, (=1

L

bulunur.
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b) Baglantili bir G grafinda m = 2 olsun. 4.3.1. kismindaki P; grafina ek olarak

3 1

g0 v

Sekil 4.15. m = 2 i¢in baglantili, basit olmayan graflarin kdse dereceleri

baglantili graflar1 elde edilebilir. Bu graflarin GA; degerleri sirasiyla 2, 2, ve 1 + ? olur.

Burada GA; degeri pozitif tamsay1 ¢ikan graflar bizim i¢in dnemlidir.

¢) Baglantili bir G grafinda m = 3 olsun. 4.3.1. kismindakilere ek olarak
6 3 3 5 1 3 2 1 1 4 1

Sekil 4.16. m = 3 i¢in baglantili, basit olmayan graflarin kdse dereceleri

baglantili graflari elde edilebilir. Bunlarin GA; indeks degerleri sirasiyla 3, 3, 2 + g,

%E + %g +1, ?, 3, %E + 1 bulunur. Burada GA; degeri pozitif tamsay1 ¢ikan graflar

bizim i¢in dnemlidir.
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d) Baglantili bir G grafinda m = 4 olsun. Bu durumda
1 1 2 2 3I§1 1
*—o—0—0—0 9
1 2 2 2 1 4 : ; : 1
2 2 2 2 :

Sekil 4.17. m = 4 i¢in baglantili, basit graflarin kose dereceleri

4\/— 16, 4,ﬁ+

baglantlh graﬂarl elde edilebilir. Bunlarin GA, degerleri sirasiyla 2 + — . "

+ 1, V3 34220 + - degerlerl bulunur. Burada GA; degeri posz tamsay1 ¢ikan

graﬂar bizim i 1g:1n onemhdlr

¥ ¥ %HD

Sekil 4.18. m = 4 i¢in baglantili, basit olmayan regiiler graflarin kdse dereceleri

basit olmayan baglantili graflar1 elde edilebilir. Bunlarin GA; degerleri sirasiyla 4, 3 +

i 3428 ‘/_ 2+£ 2+£+2‘/_ 2+7‘F,2 ‘M AT ‘r 2+£+2\F 2+

\/_ ,2++/3,4, = + 12\/_ , 1 ++/5 degerleri bulunur. Burada GA, degeri pozitif tamsay1

<;1kan graflar bizim i¢in 6nemlidir.

Dolayistyla maksimum kose sayis1 G grafinin aga¢ olmasi durumunda elde edildiginden

n < 5 olmalidir. Yani tiim ihtimaller yukaridakilerdir.
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4.4. Kose Sayillara Gore Graflarin GA, Indeksleri

Bu boliimde bazi 6zel graflarin kose sayisina gore GA; indeksinin alabildikleri degerler

incelenmistir.

4.4.1. n Koseli Basit Baglantih Graflarin GA, indekslerinin Alabildigi Degerler

Simdi basit, baglantili graf tiirlerinde n kdse sayilarina gore GA; topolojik indeksinin
alabildigi degerler incelenecektir. Oncelikle n kdse sayismin 1, 2, 3 ve 4 degetleri

incelenerek n kose sayisi i¢in genel sonuca varilacaktir.

a) n kose sayis1 olmak iizere basit, baglantili bir G grafinda n = 1 olsun. Bu durumda

cizilebilecek tek bir N; tek koseli grafi sz konusudur.

Sekil 4.19. N; tek koseli grafi

Burada N; bos grafinin GA; degeri sifirdir.

b) Basit, baglantili bir G grafinda m = 2 olsun. Bu durumda gizilebilecek tek bir P, grafi
soz konusudur. Sekil.4.12.’den bu P, patika grafinin GA; indeks degeri hesaplanirsa
GA,(P,) = 1 bulunur.
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¢) Basit, baglantili bir G grafinda n = 3 olsun. Bu durumda gizilebilecek graflar P; patika
ve C; devir graflaridir. Sekil.4.3.’den P; patika grafinin GA; degeri hesaplanirsa

GA;(P3) = % bulunur ve degeri pozitif bir tamsay1 degildir. C; devir grafinin

g 7

Sekil 4.20. C; grafi kdse dereceleri

GA; indeks degeri hesaplanirsa GA,(C3) = 3 bulunur.

d) Basit, baglantili bir G grafinda n = 4 olsun. Bu durumda olusan graflar asagida

verilmigtir.

l ]
b2 201 1 4] 1 I:I A—~
] 2 2 2 3001 2 3 3 3
Sekil 4.21. n = 4 i¢in basit, baglantili graflarin kose dereceleri

46
5

42 16 2V3

Bu graflarm GA; degerleri sirasiyla 2 +—=, —, 4, 4

e +1, 26, 6 degerleri

bulunur. Burada GA; degeri pozitif tamsay1 ¢ikan graflar bizim i¢in dnemlidir.

Bu durumda sabit n degeri i¢in baglantili basit bir grafin en biiyiik m degeri tam graf
olmasi durumunda elde edilir: Dort kenarli bir tam grafta (721) = (LZL) = 6 tane kenar

vardir.
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Ayrica

esitsizliginden m < 6 elde edilir. Yani dort koseli basit baglantili bir grafin 1, 2, 3, 4, 5

ve 6 kenari olabilir. Yani tiim ihtimaller yukaridaki alt1 grafla sinirhidir.

4.4.2. n Koseli Tiim Baglantih Graflarin GA, indekslerinin Alabildigi Degerler

Burada basit sartin1 kaldirarak tiim baglantili graf tiirlerinde n kdse sayisi olmak tizere
graflarin n kose sayilarina gore GA; indeksinin alabildikleri deger incelenecektir.
Oncelikle n kose sayisinin 3 degeri incelenecek ve sonrasinda n kose sayisi i¢in genel

sonuca varilacaktir.

Baglantili bir G grafinda n = 3 olsun. Bu durumda P; patikasini diigiinelim. Bu patikaya
dongii ve katli kenar ekleyerek basit olmayan, baglantili graf yapmak istiyoruz. Bunu
yaparken bircok durum mevcuttur. Ornegin asili koselerden birine | tane dongii

eklenebilir. Ya da ortadaki koseye [ tane dongii eklenebilir.

Sekil 4.22. P; patikasina [ tane dongii eklenmesi ile olusan graflar

Bir bagka ihtimal iki asili koseye [; + 1, =1 olacak sekilde l; ve [, tane dongii

eklenebilir. Ya da ug kdselerden birine [; tane, orta kdseye [, tane dongii eklenebilir veya
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[, + 1, + I3 = [ olacak sekilde sirasiyla [y, [, 5 tane dongii eklenebilir. Bunlar sadece

dongii eklenerek elde edilebilen basit olmayan ve baglantili graflardir.

Sekil 4.23. P; patikasina l;, l,, I3 tane dongii eklenmesi ile olugan graflar

Bunlar disinda sadece katli kenar icermesini istedigimiz graflar 2 tiir olabilir. Komsu 2
kose arasina k tane katli kenar eklenerek veya k; + k, = k olmak iizere komsu kenar

ciftlerinden birine k;, digerine k, tane katli kenar eklenerek elde edilen graflardir.

Sekil 4.24. P; patikasina k4, k, tane katli kenar eklenmesi ile olusan graflar

Son olarak 3 koseli P; patika grafina hem dongii hem kathi kenar eklenerek elde

edilebilecek 12 farkl graf tiiri daha mevcuttur.
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Bunlarin timii incelendiginde tiim n koseli basit olmayan ve baglantili graflarin GA,

degerinin higbir zaman tamsay1 olamayacagi goriiliir.

4.5. Baglantih Tek Devirli Graflarda GA; Degerinin Hesaplanmasi

Yiiksek lisans tezinde baglantili tek devirli graflardan C,, ve T, s graflarinin GA, degerleri

ve en genel formiilii bulunmustur. Bu degerler asagida verilecektir.

G grafi baglantili ve tek devirli olsun. Bu durumda m = n olur ve omega invaryanti

tanimi geregi Q = 2(m —n) = 0 olur.

Sekil 4.25. C,, grafinin kdse dereceleri

Devir grafinin GA; topolojik indeks degerinin en genel formiilii yiiksek lisans tezinde

bulunmustur. O halde GA,(C,) = n yazilabilir.

Benzer sekilde T larva grafinin GA; topolojik indeks degeri en genel formiiliyle

bulunmustur. O halde GA,(T;. ) = 2 [ % (r+s—4) +3 g + g] yazilabilir.
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Sekil 4.26. T, ¢ grafi kose dereceleri

T, s grafinda r degeri sabit tutulup s degeri degistirildiginde olusan graflarin GA, topolojik

indeks degerleri hesaplandiginda asagidaki sonug yazilabilir:

4.5.1. Sonug. a ve b pozitif birer tamsay1 olmak tizere T, ¢ larva grafinin patika kisminin

ucundaki asili kdseye yeni bir asili kenar eklendiginde GA; degeri

J—

We, iz s a>3b=
5 3 4

GAl(Tr.sH) - GAl(Tr,s) =7

kadar artar.
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Simdi yine tek devirli graflardan olan x > 2 olmak iizere C, , baglantili, basit, x2-regiiler

graflarin GA, topolojik indeks degerini hesaplayalim.

1x°-2 tane

Sekil 4.27. C,, , grafi kose dereceleri

C,» baglantil, basit ve x?-regiiler grafinin kenar pargalanislari su sekildedir:

e kenarmin tipi e kenarinin sayisi
{x?, x?} n tane
{1, x?} n(x? — 2) tane

Cizelge 4.3. C,, , baglantili, basit ve x2-regiiler grafinin kenar pargalanisi

Bu gizelgeden hareketle C, , baglantili, basit ve x?-regiiler grafinin GA; indeksi

2vV1.x2

1+4x2

GA1(Cry) =n—14+n(x? —2)
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2n(x?-2).x
x24+1

(2x3+x2—4x+1)

n
x2+1

n(2x+1— 6x)

x2+1
bulunur. Buradan hareketle asagidaki teorem yazilir.

4.5.2. Teorem. Her n ve x pozitif tamsayilari igin

6x
GA1(Cnyx) =1 <2x 1= 1)

ifadesi yazilir. GA;(C,, ) degeri bir pozitif tamsayidir ve (x? + 1)|2nx(x? — 2) olur.
4.5.3. Lemma. Her x pozitif tamsayis1 igin (x? — 2,x2 + 1) = 1 bulunur.

Ispat. Her x pozitif tamsayist icin d = (x2 —2,x2+ 1) olsun. d = 1 oldugunu

gostermeliyiz. d = (3,x2 + 1) olur. O zaman r pozitif bir tamsay1 olmak {izere

x = 3rise X>+1=9r2+1 ve 9r?+1,3)=1;

x = 3rise X>°+1=9r2+6r+2 ve Or?2+6r+23)=1;
x = 3rise x2+1=9r2+12r+5 ve (9r?+12r+5,3)=1
yazabiliriz.
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Her X i¢in

(x2-2,x*+1)=1

bulunur.

4.6. T,,(a,) Tirtil Graflarinin GA, Topolojik indeksinin Hesaplanmasi

Bu bolimde yari-regiler T,(a,) tirtil Graflarinin GA; topolojik indekslerini
hesaplayacagiz. Boylelikle baglantili, yari-regiiler ve basit olan T, (a,) tirtil graflarinin

GA; topolojik indekslerinin hangi pozitif tamsay1 degerleri aldigini en genel haliyle ifade

edecegiz.
1 1 1
. ............................... .
1 - 4 - - - 4 4 1

Sekil 4.28. Yari-regiiler bir T, (a,) tirtil grafinin kdse dereceleri

aq—2
Sekil 4.8.1.°de verilen T, (a,) tirtil grafinin derece dizisi {1(31),4(a4)} = {1(31), 45 )}

oldugundan {i¢ tiir kenar bulundurabilir: {1,1}, {1,4} veya {4,4}tipindeki kenarlar.
{1,1} tipindeki bir kenara sahip olmasi durumunda bu tirtil graf ¢ok 6zel bir sekle sahip
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olur ve K, grafindan baska bir sey degildir. Dolayisiyla T, (a,) tirtil grafinda iki tip kenar

bulunmaktadir ve bu grafin kenar parcalanisi Cizelge 4.4.’de verilmistir:

e kenarmn tipi e kenarinin sayisi
{1,4} kenarindan a, tane
{4,4} kenarindan a,— 1= alT—Z 1= alT"" tane

Cizelge 4.4. T,(a,) tirtil grafinin kenar parcgalanisi

Her bir {1,4} tipindeki kenarin grafin GA; indeksine katkisi 4/5; her bir {4,4} tipindeki

kenarin grafin GA; indeksine katkisi ise 1 oldugundan T, (a,) tirtil grafinin GA, indeksi

4 al - 4’
GA1(Ty(ay)) =ay =+ 1
5 2
_ 8(11 + 5a1 - 20
B 10
_ 13a, - 20

10
olarak elde edilir. Bu sayimnin tamsay1 degerlerini arastirdigimizdan dolay1 bu sayiy1 t bir
tamsay1 olmak tizere t ile gOsterirsek % = t esitligi ve buradan 13a; — 10t = 20
Diophant denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde bir 6zel ¢6ziim (-60,-80)
seklinde bulunur:

13(—60) — 10(—80) = 20

Buradan genel ¢6ziim igin a; degeri a; = —60 — 10k > 0 olacagindan -6 > k bulunu ve
k =-7 degerii¢in a; = 10, k =-8 i¢in a; = 20 elde edilir. Genellestirecek olursak k € N
olmak tizere a; = 10 + 107 seklinde ifade edilebilir. Boylece
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a, —4
2

4
GA1(Tu(ay)) = a1z + 1

denkleminde a, = 10 + 10r yerine yazildiginda GA;(T,(a,)) = 13r + 11 bulunur.
Yani GA; indeksi, sadece bu tirtil graf sinifinda 11, 24, 37, 50, ... tamsay1 degerlerini
almaktadir. Benzer sekilde kenar pargalanislar: {1%1,9%}, {1%1,16%s6}, {1%1,25%s}, .,

olan graflardan ilk birka¢ tanesinin GA; degerlerinin alabilecekleri formiiller su

sekildedir:

T,(a,)’ nmin GA,(T,(a,))’nin a4 GA(T,(a,))’ninr
derece dizisi tilriinden ifadesi a, titriinden ifadesi
{19, 4%} GA, = 13a, — 20 a; =10+ 10r GA; =11+ 13r

10
{191,999} (mlzzah—45 a, = 30 + 357 GA; = 21+ 26r
35
{1%1,16%6} _ 129a, — 272 a; = 170 + 238r GA; =91+ 129r
1= 238
{1%1,25%5} GA1::125a1—-325 a, = 182 + 299r GA, = 75 + 1257
299
{1%1,36%36} GA, = 445a; — 1332 a; = 44 + 1258r GA; = 156 + 4457
1258
{1%1,49%5} GA1=:354a1-1225 a, = 425+ 1175r GA; = 127 + 354r
1175
{1%1, 64964} A1=:1057a1—-4160 a; = 2730 + 4030r GA; = 715 + 1057r
4030
{1%1,81%1} GA1::752a1——3321 a; = 2214 + 3239r GA, =513 + 752r
3239
{1%1,100%00} 1__2061a1—-10100 a, = 6666 +9898r | GA; = 1387 + 2061r
9898

Cizelge 4.5. T, (a,) graflarinin GA; degerleri

Buradan hareketle T, (a,,) grafinin derece dizisi {1%t, u%+} olmak iizere bu grafin kenar

parcalanisi Cizelge 4.6.’da verilmistir.
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e kenarmin tipi e kenarinin sayisi

{1, u} kenarindan a, tane
{u, u} kenarindan a,—-1=32_1=2"ppe
u-—2 u-—2

Cizelge 4.6. T, (a, ) tirt1ll grafinin kenar parcalanisi

Her bir {1, u} tipindeki kenarin grafin GA; indeksine katkisi % ; her bir {u, u} tipindeki

kenarin grafin GA; indeksine katkisi ise 1 oldugundan T, (a,) tirtil grafinin GA, indeksi

2Vu  a;—u
olarak elde edilir. Burada d = z? olsun. Dolayisiyla
2z a, — z*

GA1(Ty(ay)) = a;-

1+22+22—2

_ 2a,z(2%-2)+(a;-2z%)(1+2?)
- (1+22)(z2-2)

_ —z*+2a,z3+(a;-1)z2-4a,z+a,
(1422)(z2%-2)

olarak elde edilir. Bu sayinin tamsay1 degerlerini arastirdigimizdan dolay1 bu sayiy1 t bir

z*+2a,z3+(a;-1)z%—4a,z+a,
(1+22)(z2-2)

tamsay1 olmak iizere t ile gosterirsek — = t esitligi ve buradan

—z*+ 20,23 + (ay — 1)z? —4ayz+ a; = t(1 + z2) (2% - 2)

a;(2z3 + 2z —4z+ 1) — t(z* — 2z - 2) = z* + z*

37



Diophant denklemi elde edilir.
4.7. Sy ¢+ Grafinin GA; Topolojik Indeksinin Hesaplanmasi

Sk, grafiile k tane asili kosesi olan ve t tane diigtimii (doéngiisii) olan bir grafi ifade

edelim.

Sekil 4.29. S, . grafi kose dereceleri

Sk grafinin derece dizisi DS(Sy; ) = {1%,k + 2t'} olmak iizere omega invaryantini

hesaplarsak;

O=k+2t—-2-k

=2(t—1)

bulunur. Dolayisiyla r bolge sayisi

2(t—1)
r=——F—+1

1=t

olur. GA1 degerini hesapladigimizda
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k.2\/1.(k + 20)
k+2t+1

GAL(Sk: ) =

_ 2kvk+2t

k+2t+1

+t

bulunur.

4.8. Sk, t, U Sk, t,(m) Graflarimn GA; Topolojik Indeksinin Hesaplanmasi

Bu bolimde Sy ¢, U Sy, ., (m) graflarmin m=1, 2 ve m igin GA; topolojik indekslerini
hesaplayacagiz. Boylelikle baglantili, regiiler olmayan ve basit olmayan Sy . U Sy, ., (m)
graflariin GA, topolojik indekslerinin hangi pozitif tamsay1 degerleri aldigin1 en genel

haliyle ifade edecegiz.

Skt U Sk,,t, (M) grafinda u, v komsu koseler olmak tlizere bu koselerin dereceleri tam

kare olsun. m=1 i¢in

1{1 tane k: tane

T,

t., tane-..

Sekil 4.30. Sy, ¢, U Sy, ¢, (1) grafi kose dereceleri

grafi ¢izilir. Dolayisiyla a? = d,, = k; + 1 + 2t, tam kare ve b2 = d,, = k, + 1 + 2t,
tam Kkare olacak sekilde yazilir. (1,d,) = (1,a?), (1,d,) = (1, b?) esitlikleri yazilir. O
halde S ¢, U Sk, ,(1) grafinin GA; indeksi:
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2a 2b 2ab
G (S, 91, 0) = s (T57) + ke (755) + 0+ 00+ oy

GAL (St USip, (1) = 2 (S + 22 4+ 2 ) bty + 1

1+a? = 1+b% ' a?+b?

a-(1+b?) k,i+b-(1+a?) k 2.ab
GAl (Skl,tl u Skz,tz (1)) 2 ( L 2) +

(1+a?)-(1+b?) a?+b? thtt,

bulunur. Bu grafin GA; indeksinin pozitif tamsay1 olmasi i¢in k,Vve k, parametreleri
belirlenmelidir.

Skyt; Y Sky,t, (M) grafinda u, v komsu késeler olmak tizere bu koselerin dereceleri tam

kare olsun. m=2 i¢in

k, tane k, tane

t, tane-

Sekil 4.31. Sy, U Sy, +,(2) grafinin kdse dereceleri

grafi ¢izilir. Dolayisiyla a? = d,, = k; + 2 + 2t, tam kare ve b? = d, = k, + 2 + 2t,
tam Kkare olacak sekilde yazilir. O halde Si, ;. U S, ., (2) grafimn GA; indeksi

2a 2b
GA1 (S, YU Siyr,(2)) =y (m) + k, (—) +t,+t, +2

1+ b? a? + b?

. (ak, | bk, , 2ab
GAy(Stye, U St (2) ) = 2 (1+a2 + 22 4 a2+b2) it +t,
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bulunur. Bu grafin GA; indeksinin pozitif tamsay1 olmasi i¢in k ve k, parametreleri
belirlenmelidir. Sy .. U Sy, ., (m) grafinda u, v komsu kdseler olmak iizere bu kdselerin
dereceleri tam kare olsun. m degeri igin

kl tane in tane

—— T Ry
e

_________

Sekil 4.32. Sy, ;. U Sy, ., (m) grafimin kdse dereceleri

grafi ¢izilir. Dolayisiyla a? = d,, = k; + m + 2t; tam kare b? = d, = k, + m + 2t,
tam kare olacak sekilde yazilir. O halde Sy, ., U Sy, ., (m) grafinin GA; indeksi

2a 2b 2ab
Gy (St U Sipin(m)) = b (m) ke (W) Thth Mmoo

— 9 (akl bk, + m~a~b) it +t

1+a? = 14+b%2 = a?+b?

bulunur. Bu grafin GA, indeksinin pozitif tamsay1 olmasi igin k,Vve k, parametreleri

belirlenmelidir.

4.9. Yeni Bir Kenar Eklemenin GA, Indeksine EtKkisi

Bu kisimda herhangi bir G grafina yeni bir kenar eklemenin sonucunda olusan GA,

topolojik indeks degerinin degisimi incelenmistir.
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ds de=di+1

Gre =1
Sekil 4.33. G ve G+{e} graflarinin kose dereceleri

Sekil 4.33’de verilen herhangi bir G grafi ile bu grafa eklenen yeni bir kenar sonucu

olusan G+{e} grafi verilmistir.

G grafinin GA; topolojik indeks degeri u kdsesine komsu olan koseler ile u kosesi G

grafinda bitisik kenarlar1 olan kdselerin GA, degerlerinin toplamidir. O halde

2 Jd.d,
GG = ) e

d,+d
e=uveE(G) u v
2 /d“dri T
_ Zk G"G + Z 2 dpdq
— 4i=1 du dri Pq=e€EE(G) do.d
c*tdg p.gEU p+7q

yazilir. Benzer sekilde G+{e} grafinin GA; topolojik indeks degerini hesaplayalim.
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2 2 [déeds 2./d,d
GAL(G +e) = CH “ed“e Z ALt —~F4
G+e G+e

d¥ dt d
Gre TG e pq= eeEe(G+e) pt7a

p,q¥u

Simdi G ve G+{e} graflarinin topolojik indeks degerleri arasindaki artis miktarinin alt ve

ust sinirint bulalim.

Ti ri
2 [ DI 2 /(du+1)d k 2 /dud
GAL(G + e) — GAL(G) =

- Ti Tu gt
+D+1 " (d”+1) +dy du+d i
u ri T Ti
3 2 /dG+1 i Zk szgdGL+th \/dgdGl
=i i=1 T 7
dg+2 ag+dg+1 dg+dg
2 [a¥+1 . (a¢+dagh /dgdgimgi—(dgmgiﬂ) |akar
= +2 ). - .
ag+2 Zi=1 (d¥+d;H(d¥+dgi+1)
- 2 /dg+1 22 d“d L(-1)
= +
dg+2 (d¢+d i +1)?
2 |dg+1 Y Jagali
= -2 .
dg+2 (d¥+d i +1)2

alt sinir1 bulunur. Benzer sekilde {ist sinirii bulalim.

2 du+1 (du‘l'dri) dudri+dri— du+dri+1 dudri
GA1(G+9)—GA1(G)—‘/T+2216 G Gm(c G )\/TG

di+2 (dE+d Dy (dE+dgi+1)
2 ak+1 \/d“dri+dri—\/d“dri
P ki sz G% 7% - %
ag+2 d¥+d !
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ve burada her a,b > 1 i¢in va — Vb < a — b oldugundan

k . . .
2,/d¥ +1 , Z did; +dit — dédy;

GA,(G +e)—GA.(G) < ,
16+ =640 S ' prev

i=1

yazilir ve

k .
2/d¥+1 , dg'

GA{(G+e)—GA{(G) < -
1( ) 1() dg‘i‘l =1dg+dgl

L

olur. va < a oldugundan

k .

2(d% + 1) ) dg
T
d};‘ +1 = dg-i-da

GA,(G + e) — GAL(G) <

yazilir ve

GAL(G +e) — GAL(G) = 2 (1 4y, % )

u, 47
ag+dy

:2<1+2l€_ M)

=1 adtar
du
= 2|1+ 3k, (1- dg:;ri)]
G
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k

_ "
=2k+1—§ -
_ d+d

i=1

=2|k+1-aryk —L%

=1 gtgat

ust sinir1 bulunur.

4.10. GA, indeksinin Lineer Diophant Denklemleriyle iliskisi

a ve b pozitif tamsayilar olmak tizere ug kose dereceleri a ve b olan bir grafin kenarina
(a,b) kenar1 diyecegiz. Bir (a,b) kenari i¢in eger a ve b kose dereceleri asal tam kareler

ise, bu kenarin GA; indeksi bir rasyonel say1 olacaktir. i=1,2 i¢in (c;, d;) kenarinin GA,

indeksi Z—z degeri pozitif bir rasyonel say1 ve b; < b, olsun.

n, X ve y nin pozitif tamsay1 degerleri i¢in

lineer diophant denkleminin ¢6z{imiinii uygun X ve Y ¢iftlerini belirleyerek ariyoruz. % ve
1

% lineer bir kombinasyonu olarak hangi n tamsayilarin1 alabilecegini gdstermek
2

istiyoruz. Bu pozitif tamsay1 GA; indeksi ile tiim kdse dereceleri ¢4, ¢,, dq, d,’ye esit olan
graflar1 belirleme problemine esdegerdir. Bu asamada asagidaki lemmaya ihtiyacimiz

var.
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4.10.1. Lemma. (m,n) = 1 ise (mn,m + n) = 1°dir.

Ispat: (m,n) = 1 olsun. O zaman x > y genelligini kaybetmeden 6yle x,y € Z vardir ki
mx+ny=1"dir. X=y esitligi miimkiin degildir, (m + n)|1 durumunda oldugu gibi bu bir
celiskidir. mx+ny=1 esitliginden my+m(x-y)+ny=1 yazilabilir ve bdylece m(x-
y)+(m+n)y=1 yazilir. Bu nedenle (m,m+n)=1 dir. Benzer sckilde (n,m+n)=1 oldugu
gortliir. Dolayisiyla (mn,m+n)=1 yazilir. i=1,2 i¢in (c¢;, d;) kenarmin GA; indeksinin

degeri% € Q%, b; < b, olsun. (¢;, d;) ciftlerini diigiindiigiimiizde

Jeidi

, o .
o+a; Cir d;’nin her ikisi de ¢ift
2

% aksi takdirde

Citadg

yazilir. Yani % her zaman sadelestirilmis bi¢gimindedir.

4.10.2. Teorem. G bir graf olmak iizere c; = ¢, = 1 ise G grafi baglantili degildir.

Ispat. G grafinda c; = c, = 1 olsun. d dereceli bir v tepe késesi igin, v kosesine eklenen
herhangi bir dongii d kose derecesine sahiptir. v kdsesindeki herhangi bir asili kenarin
kose derecesi 1'dir. Bu nedenle di, d2 derecelerine sahip kenarlar yoktur. Tiim kenarlarin
tipi (1, d1) ve (1, d2) kenarlar1 oldugundan, graf ayni en az iki yildiz grafiginden olusur

ve bu nedenle baglantili degildir.
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4.11. GA, icin Ters Problem

Ters problemler genelde topolojik graf indekslerinin alabildikleri genelde tamsay1 olan
degerlerin belirlenmesi problemidir. Bu problem, bir¢ok graf indeksi i¢in ¢o6zlilmiis olup
literatiirde yer almistir ve ¢alisilmaya devam edilmektedir. Biz bu boliimde GA, indeksi

icin ters problemi ele alacak ve cevaplandiracagiz.

Genel olarak diisiiniildiigiinde bir G grafinin baglantili, regiiler ve basit olmak tizere 3
Ozelligini ele alabiliriz. Bunlarin olumsuzlar1 olarak da baglantisiz, irregiiler ve basit
olmayan seklindeki 6zellikleri inceleyebiliriz. Olumlu veya olumsuz bu 6 6zellikten en
cok 3 tanesinin segilebilecegi agiktir. Simdi sirasiyla tek 6zelligin, iki 6zelligin ve son

olarak da ti¢ 6zelligin (olumlu veya olumsuz) secildigi tiim durumlari ele alacagiz.

[k olarak baglantili, baglantisiz, regiiler, irregiiler, basit ve basit olmayan olmak iizere

belirledigimiz 6 durumdan 1 tanesini segebiliriz. Bunu da

(-

sekilde yapabiliriz. Bu 6 durum asagidaki ilk 6 maddede incelenmistir:

4.11.1. Baglantih Graflar

[k olarak G grafimin baglantili bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA;(G) = 1 degeri
asagidaki graftan elde edilebilir:

*—=8
1 -

Sekil 4.12. P, grafinin kose dereceleri

47



2V11 2
GA.(G) = ™ == 1.

GA1(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

[ —

2 2

Sekil 4.34. iki koseli baglantili, regiiler, basit olmayan bir grafin kose dereceleri

2V22 22
GA.(G) = ey = 2.
Benzer sekilde
3 tane 4 tane 5 tane

Sekil 4.35. GA; indeksinin 3, 4, 5, ..., n degerlerini alabilen baglantili bir graf sinifi

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak lizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.1.1. Teorem. G bir baglantili graf ise GA; (G) tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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4.11.2. Baglantih Olmayan Graflar

Ikinci olarak G grafinin baglantili olmayan bir graf olmas: durumunda GA, indeksinin
alabilecegi pozitif tamsay1 degerlere bakacagiz. GA;(G) = 1 degeri baglantisiz higbir

graftan elde edilemez.

GA; = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

oo

-~

Sekil 4.36. GA;(G) = 2 olan baglantisiz (ve basit olmayan) bir graf

222 222 _ 4 4
G6) = Ty =it 1+1=2
Benzer sekilde

3 tane 4 tane 1 tane

000

‘‘‘‘‘‘

-

Sekil 4.37. GA,(G) = 3,4, ..., n degerlerini veren baglantisiz (ve basit olmayan) graflar

graflarmin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak
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4.11.2.1. Teorem. G bir baglantisiz graf ise GA, (G), 1 hari¢ tim pozitif tamsay1 degerleri

alir.

4.11.3. Regiiler Graflar

Ugiincii olarak G grafinin regiiler bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA; = 1 degeri

asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.12. P, grafinin kose dereceleri

V11 2
GA.(G) = TR 1.

GA{(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

[

2 2

Sekil 4.34. Iki koseli baglantili, regiiler, basit olmayan bir grafin kdse dereceleri

2v2:2 22

=—=2.
2+2

GA,(G) =

Benzer sekilde



3 tane 4 tane 3 tane

A @

Sekil 4.35. GA, indeksinin 3, 4, 5, ..., n degerlerini alabilen baglantili bir graf sinifi

graflariin GA, degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak lizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.3.1. Teorem. G bir regiiler graf ise GA,(G) tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.4. Irregiiler Graflar

Simdi G grafinin irregiiler bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA,(G) =5 degeri
asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.38. S5 , grafinin kdse dereceleri

GA,(Ss,) =5-2024 .20 528, 529 3495
1+9 9+9 10 18

o1



GA;(G) = 6 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

9 o
{ 2
11 !

Sekil 4.39. S , grafina bir tane dongii eklenmesi ile olusan graf

2V1-9 5 2V9-9 2v2-2

@) =535 t2gg tgp =3 t2tL=6
Benzer sekilde
2 tane 3 tdle n tane
&K 0 L 00 O 0000
1 21 222 ° : 1 222 2
11 1 11 1 :

11 1

Sekil 4.40. S5 , grafina baglantisiz 2, 3, ..., n tane dongii eklenmesi ile olusan graflar

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 7, 8, 9, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.4.1 Teorem. G bir irregiiler graf ise GA;(G) degeri /5, ) araligindaki tiim pozitif

tamsay1 degerleri alir.
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4.11.5. Basit Graflar

Simdi G grafinin basit bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA;(G) = 1 degeri asagidaki

graftan elde edilebilir:

Sekil 4.12. P, grafinin kose dereceleri

2V11 2
GAL(G) = ) :5: 1.

GA,(G) = 2 degeri ise asagidaki baglantisiz grafindan elde edilebilir:

a—o &8
1 1 1 1

Sekil 4.41. Iki tane P, patika grafindan olusan baglantisiz graf

GA,(G) = 2.2 _ %

1+1 2

= 2.

GA;{(G) = 3 degeri ise asagidaki C5 devir grafindan elde edilebilir:

2
2 2

Sekil 4.20. C; grafinin kdse dereceleri
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GAL(G) = 3-

2V2-2
2

2+

3.2=3.1=3,
4

Benzer sekilde
)
2 2 i ,

Sekil 4.42. Basit, baglantili ve 2- regiiler devir graflari (n > 3)

graflarinin GA, degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 4, 5, 6, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak
4.11.5.1. Teorem. G bir basit graf ise GA,(G) tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.6. Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA,(G) = 1 degeri
asagidaki graftan elde edilebilir:

Q

Sekil 4.14. m = 1 i¢in baglantili, basit olmayan grafin kdse dereceleri
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2V11 2
GA.(G) = ™ == 1.

GA;(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

&

4

Sekil 4.43. GA,(G) = 2 degerini veren 2 kenarli baglantili, basit olmayan, regiiler graf

E

2+/2- 22
GAL(G) =22 =2=2,

Benzer sekilde

SR

Sekil 4.44. 3, 4, ..., n/2 kenarli baglantili, basit olmayan, regiiler graflar

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak tizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.6.1. Teorem. G bir basit olmayan graf ise GA, (G) tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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Ikinci olarak iki dzelligin segilmesi durumlarina bakalim. Tiim ikili secimlerden ayni
ozelligin olumlu ve olumsuzunu (baglantili-baglantisiz, regiiler-irregiiler ve basit-basit

olmayan) ayn1 anda alamayiz. Dolayisiyla

(g)—(i)=15—3=12

tane durum s6z konusudur. Bunlar agagida ele alinmustir:

4.11.7. Baglantih ve Regiiler Graflar

Simdi G grafinin baglantili ve regiiler bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA,(G) = 1
degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

*—=0
1 -

Sekil 4.12. P, grafi kose dereceleri
GA(G)=231-2_q

1+1 2

GA;(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

[

2 2

Sekil 4.34. Iki kdseli baglantili, regiiler, basit olmayan bir grafin kdse dereceleri
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Benzer sekilde

3 tane 4 tane 5 tane

Sekil 4.35. GA, indeksinin 3, 4, 5, ..., n degerlerini alabilen baglantili bir graf sinifi

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.7.1. Teorem. G bir baglantili ve regiiler graf ise GA{(G) tiim pozitif tamsay1

degerleri alir.

4.11.8. Baglantil ve Irregiiler Graflar

Bu béliimde bazi doniislimler tanimlanarak graflarin GA; topolojik indeks degerleri

hesaplanacaktir.

4.11.8.1. Doniisiim. k tek ve t ¢ift pozitif tamsayilar olsun. e=uv ve du=k, dv=t olmak
tizere e kenarina derecesi t olan bir koseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini t/2 kadar

arttirir.

S7



k /2 k t t
*— — *>—8—8
tek  cift tek cft cift

Sekil 4.45. Baglantili ve irregiiler graflarda birinci tip doniisiim

4.11.8.2. Doniisiim. k birden biiyiik tek ve t ¢ift tamsayi1 olsun. e=uv ve du=k, dv=t olmak
tizere e kenarina dereceleri K olan iki koseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini k kadar

arttirir.

k +k k 'y k t
* —o —» @ @ & 9
tek  cift tek tek tek cqft

Sekil 4.46. Baglantil1 ve irregiiler graflarda ikinci tip doniistim

4.11.8.3. Doniisiim. k ve t birden biiyiik tek tamsayilar olsun. e=uv ve du=Kk, dv=t olmak
tizere e kenarina dereceleri k (veya t) olan iki koseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini
k (veya t) kadar arttirir.

kK |t 1 k k k t
*—eo —Lh o—o o o
tek tek tek tek tek  tek

Sekil 4.47. Baglantili ve irregiiler graflarda {igiincii tip doniisiim
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4.11.8.4. Doniisiim. k, t tek ¢ift tamsayilar olsun. e=uv ve du=k, dv=t olmak iizere e

kenarina dereceleri k (veya t) olan iki koseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini k/2

(veya t/2) kadar arttirir.
kot /2 k t t
*——o — *—0—9
cift  cift cift c¢ift qft

Sekil 4.48. Baglantili ve irregiiler graflarda dordiincii tip doniistim

GA,(G) = 5 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.38. S , grafi kose dereceleri

GA(Ss,) =5-2224 220 5.8 L 5_342=5
’ 149 949 10

GA;(G) = 14 degeri ise Tf; donilisiimiiniin S5, grafina uygulandiginda elde edilebilir:

9}/:!% 9 9 1
1 11 1

Sekil 4.49. Tf3(Ss ) grafi kose dereceleri

219 2499 6
GAL(Tf3(Ss2)) = 5- o t1l—=5-4+11=3+11=14.
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Benzer sekilde T f3; doniistimiinii Tf3(Ss ;) grafina uygulamaya devam edildiginde GA,

degeri n pozitif bir tamsay1 olmak {izere 9n+5 degerlerini alir.

Simdi T, (4) tirtil grafini ele alalim. GA,(G) = 11 degeri asagidaki graftan elde
edilebilir:

1 1 1 1
@ ®

1 4] 4 4] 1
e 1o le I

[

Sekil 4.50. T, (4) grafinin kdse dereceleri

. 2V1-4 2Vaa 4 _ _
GA,(T,(4)) = 10- T2 +3- ar 10-E+ 3=8+3=11.

GA,(G) = 13 degeri ise Tf; doniisiimiiniin yukaridaki tirtil grafina uygulandiginda elde
edilebilir:

1 1 1 1

[
1 4] 4| 4] 4] 41
1

1 1 1

Sekil 4.51. Tf; (T,(4)) grafinin kose dereceleri

GAL(Tf(Ty(4))) = 10.232 4 32044 4 o 248 _ 454 3,19 -8+3+2=13.

1+4 4+4 4+4 5

Benzer sekilde Tf; dontisiimii Tf;(T,(4)) grafina uygulamaya devam edildiginde GA;

degeri n pozitif bir tamsay1 olmak {izere 2.n+11 degerlerini alir.
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Simdi T, (9) tirtil grafini ele alalim. GA; = 24 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.52. T, (9) grafinin kose dereceleri

_ 2V14 V44 4 _ _
GA;(T,(9)) = 20- 112 + 8- r 20-E+ 8 =16 + 8 = 24.

GA,(G) = 26 degeri ise Tf; doniisimiiniin yukaridaki tirtil grafina uygulandiginda elde

edilebilir:

Sekil 4.53. Tf;(T,(9)) grafinin kdse dereceleri

_ 2V14 V44 V44 4 _ _
GA,(Tf,(T(4))) = 20- T2 + 8- a +2- arr 20-E+ 8+2=16+8+2 = 26.

Benzer sekilde Tf; donlistimii Tf;(T(9)) grafina uygulamaya devam edildiginde GA,

degeri n pozitif bir tamsay1 olmak {izere 2n+24 degerlerini alir.
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Simdi agagidaki grafi ele alalim.

25 1

1

Sekil 4.54. S,5 o U S, 3 grafinin kose dereceleri

GAL(G) = 2620125 4 11 202025 L 2V29B0 _ 96,2 1 11+1=10+ 1141 = 22
1+25 25425 25425 13

degeri bu sekilde elde edilir. Sonug olarak

4.11.8.5. Teorem. G bir baglantili ve irregiiler grafise GA,(G) indeksi 1, 2, 3,4, 6, 7, 8,
9, 10, 12, 16, 18, 20 sayilar1 disindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.9. Baglantih ve Basit Graflar

Simdi G grafinin baglantili ve basit bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA;(G) =1
degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

*—0

) y

Sekil 4.12. P, grafinin kose dereceleri

2V11 2
GA.(G) = ™ =E= 1.
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GA;(G) = 3 degeri ise asagidaki C; tam grafindan elde edilebilir:

| ]

2 2

Sekil 4.20. C; grafinin kdse dereceleri

GAL(G) = 3-223 =3.2=31-3.
Benzer sekilde

Sekil 4.42. Basit, baglantili ve 2- regiiler devir graflarinin kése dereceleri

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 4, 5, 6, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.9.1. Teorem. G bir baglantili ve basit grafise GA; (G) indeksi /1, o0)-{2} araligindaki

tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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4.11.10. Baglantih ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA,(G) = 1 degeri
asagidaki graftan elde edilebilir:

)

Sekil 4.14. m = 1 icin baglantil, basit olmayan grafin kdse dereceleri

211 2
==-=1.
1+1 2

GA.(G) =

GA;(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

4

Sekil 4.43. m = 2 i¢in baglantili, basit olmayan, regiiler grafin kdse dereceleri

Benzer sekilde

Sekil 4.44. 3, 4, ..., n/2 kenarli baglantili, basit olmayan, regiiler graflarin kose
dereceleri
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graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.10.1. Teorem. G bir baglantili ve basit olmayan grafise GA, (G) tiim pozitif tamsay1

degerleri alir.

4.11.11. Baglantih Olmayan ve Regiiler Graflar

Simdi G grafinin baglantili ve regiiler bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA,(G) = 1
degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

*—0
1 -

Sekil 4.12. P, grafi ve kose dereceleri
2V11

GA,(G) = =2=1.

1+1 2

GA,(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.55. P, grafi ve bir tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile olusan graf

2l 1=1+1=2
1+1

GA(G) =
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Benzer sekilde

n tane
1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2

Sekil 4.56. P, grafina /, 2, ..., n tane dongii eklenerek olusan graf

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak lizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.11.1. Teorem. G bir baglantili olmayan ve regiiler graf ise GA;(G) tim pozitif

tamsay1 degerleri alir.

4.11.12. Baglantih Olmayan ve Irregiiler Graflar

Simdi G grafinin baglantili olmayan ve irregiiler bir graf oldugu duruma bakacagiz.
GA;(G) = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

'—‘Q

1 1 <

Sekil 4.54. P, grafi ve bir tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile olusan
grafin kose dereceleri

21, 1 1+1=2

GA,(6) = 1+1
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GA;(G) = 3 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

T

1 1

Sekil 4.57. P, grafi ve iki tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile olusan graf

6@ =24 1+1=1+1+1=3.
Benzer sekilde
niane
o o WOQ oo VOOO .« o WO 0Q

Sekil 4.58. P, grafi ve 3, 4, ..., n tane dongii eklenmesi ile olusan graf

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 4, 5, 6, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.12.1. Teorem. G bir baglantili olmayan ve irregiiler graf ise GA;(G) indeksinin

alabilecegi degerler (1, «) araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.13. Baglantih Olmayan ve Basit Graflar

Simdi G grafinin baglantili olmayan ve irregiiler bir graf oldugu duruma bakacagiz.
GA;(G) = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:
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Sekil 4.41. Baglantisiz iki tane P, patika graflarinin kose dereceleri

GAl(G)=2f+2f=1+1=

GA,(G) = 3 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.59. Baglantisiz {i¢ tane P, patika graflarinin kdse dereceleri

6@ =24 1+1=1+1+1=3.
Benzer sekilde
4 tane 1 tane
9 9 9 9. 09 o0 o0 0 o-.i
111 1 1 11 1 1 1 1 11 11 1 1 1

Sekil 4.60. 4, ..., n tane P, patika grafindan olusan baglantisiz graflar

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 4, 5, 6, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak
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4.11.13.1. Teorem. G bir baglantili olmayan ve basit graf ise GA;(G) indeksi (1, «)

araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.14. Baglantih Olmayan ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin baglantili olmayan ve basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz.
GA;(G) = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

'—‘Q

1 1 £

Sekil 4.55. P, grafi ve bir tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile olusan
grafin kose dereceleri

A0 =2 v1=1+1=2.

1+

GA;(G) = 3 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

T

1 1

Sekil 4.57. P, grafi ve iki tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile olusan grafin
kose dereceleri

11 41=1+1+1=3.
1+1

GA,(G) =
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Benzer sekilde

L L LI TR

Sekil 4.58. P, grafi ve 3, 4, ..., n tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile
olusan grafin kdse dereceleri

graflarinin GA,(G) degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak lizere 4, 5, 6, ...,

n degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.14.1. Teorem. G bir baglantili olmayan ve irregiiler graf ise GA;(G) indeksinin

alabilecegi degerler (7, o) araligindaki tim pozitif tamsay1 degerlerini alir.

4.11.15. Regiiler ve Basit Graflar

Simdi G grafinin regiiler ve baglantili bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA;(G) = 1
degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

*—0
1 1

Sekil 4.12. P, grafinin kdse dereceleri

:

2 2
=1.

(@) =777=3

GA;(G) = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:
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Sekil 4.41. Baglantisiz iki tane P, patika graflarinin kose dereceleri

2\/H+2\/ﬁ

GA,(G) = =141=
1(6) 1+1 1+1
Benzer sekilde
tane 4 tane n tane
*—o —9 — *— *—o —0 — *—0 —0 +—9 *—

Sekil 4.61. Baglantisiz 3, 4, ..., n tane P, patika graflarinin kose dereceleri

graflariin GA, (G) degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ...,

n degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.15.1. Teorem. G bir regiiler ve basit graf ise GA;(G) indeksi tiim pozitif tamsay1

degerleri alir.

4.11.16. Regiiler ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin regiiler ve basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz. O halde

GA,(G) = 1 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:
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Q

Sekil. 4.14. m = 1 i¢in baglantili, basit olmayan graflarin kose dereceleri

2V11 2
GA.(G) = 1 =5= 1.

GA;(G) = 2 degeri ise agagidaki graftan elde edilebilir:

&

4

Sekil 4.43. m = 2 i¢in baglantil, basit olmayan, regiiler grafin kose dereceleri

2V22 22
GA1(G) = s =5 2.

Benzer sekilde

SR

Sekil 4.44. 3, 4, ..., n/2 kenarli baglantil, basit olmayan, regiiler graflarin kose
dereceleri.

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak
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4.11.16.1. Teorem. G bir regiiler ve basit olmayan graf ise GA;(G) indeksi tim pozitif

tamsay1 degerleri alir.

4.11.17. Irregiiler ve Basit Graflar

Simdi G grafinin irregiiler ve basit bir graf oldugu duruma bakacagiz. GA;(G) = 11
degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

1 1 1 1

—®
—

1 1 1

Sekil 4.50. T, (4) grafinin kose dereceleri

GAL(G) = 10-20% 4 3.2%% _ 102 13843 =11.
1+4 444 5

GA;(G) = 12 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

1 1 1 1 1

= .
—

1 1 1 1

Sekil 4.62. T, (4) grafina baglantisiz bir tane P, grafi eklenmesi ile olusan graf
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GAL(G) =10 222 4 3.2 2V _ 10.24341=8+3+1=12
1+4 4+4 1+1 5
Benzer sekilde

Sekil 4.63. T, (4) grafina baglantisiz 2, 3, ..., n tane P, grafi eklenmesi ile olusan graflar

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak tizere 13, 14, 15, ...,

n degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.17.1. Teorem. G bir irregiiler ve basit graf ise GA;(G) indeksi (12, ) araligindaki

tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.18. Irregiiler ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin irregiiler ve basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz. O halde

GA,(G) = 5 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.38. S5 , grafinin kése dereceleri
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GAL(G) =522 42259 _ 5.6 49 -342=5,
1 9+9 10

GA,(G) = 6 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

: N
1 2
11 !

Sekil 4.39. S , grafina bir tane dongii eklenmesi ile olusan graf

219 5 2v9-9 2v2-2

GA,(G) =5- o Tl 9o t5 —3t2+1=6
Benzer sekilde
J_Eil_'le 3 tane n_ ta_ne
1 =< 222 ° " 222 2
11 1 11 1 |

Sekil 4.40. S , grafi ve 2, 3, ..., n tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile
olusan grafin kdse dereceleri

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 7, 8, 9, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.18.1. Teorem. G bir irregiiler ve basit olmayan graf ise GA;(G) indeksi [5, «)

araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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Son olarak ii¢ 6zelligin de olumlu veya olumsuz olarak (baglantili-baglantisiz, regiiler-
irregiiler ve basit-basit olmayan) isin i¢inde oldugu durumlar ele alacagiz. Bu olumlu-
olumsuz o&zelliklerden herhangi birisinden bir tane 06zellik sectigimizde diger iki

ozellikten de olumlu veya olumsuz olmak {izere birer tanesini secebiliriz. Bu durumda

-QOQ-n-223-m-1=

tane durum s6z konusudur. Simdi bu durumlari ele alalim:

4.11.19. Baglantili, Regiiler ve Basit Graflar

Simdi G grafinin baglantili, regiiler ve basit bir graf oldugu duruma bakacagiz. O halde
GA;(G) = 1 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

*—o
1 1

Sekil 4.12. P, grafinin kdse dereceleri

201-1 2
GA,(G) = == =1.
1 141 2

GA,(G) = 3 degeri ise asagidaki ise asagidaki graftan elde edilebilir:

]

2

fa

Sekil 4.20. C; grafi kdse dereceleri
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6A,(6) =322 =3.2 =313
Benzer sekilde

Sekil 4.42. Basit, baglantili ve 2- regiiler devir graflarinin kdse dereceleri

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak tizere 4, 5, 6, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.19.1. Teorem. G bir baglantili, regiiler ve basit bir graf ise GA,(G) indeksi

alabilecegi degerler /1, ) -{2} araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerlerini alir.

4.11.20. Baglantili, Irregiiler ve Basit Graflar

Simdi G grafinin baglantili, irregiiler ve basit bir graf oldugu duruma bakacagiz.

GA;(G) = 11 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:
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1 1 1 1

— &
—

1 1 1

Sekil 4.50. T, (4) grafinin kose dereceleri

GAL(G) = 10.20% 4 3.2%% _ 102 3843 =11
1+4 444 5

GA,(G) = 24 degeri ise asagidaki T,(9) tam grafindan elde edilebilir:

Sekil 4.52. T, (9) grafinin kdse dereceleri

_ 2V1-4 V44 4 _
GA.(T,(9)) = 20- 12 + 8- Rl 20-5 + 8 = 24.

Benzer sekilde

1

Sekil 4.64. T, (n) grafi ve kose dereceleri

78



grafinin GA;(G) degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1r olmak iizere 13n-2

degerlerini aldig1 agiktir. Sonug olarak

4.11.20.1. Teorem. G bir baglantily, irregiiler ve basit bir grafise GA, (G) indeksi n pozitif

bir tamsay1 olmak tizere 13n-2 degerlerini alir.

4.11.21. Baglantili, Regiiler ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin baglantili, regiiler ve basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz.
GA,(G) = 1 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

*—=0
1 1

Sekil 4.12. P, patika grafinin kose dereceleri

:

2 2
GA(6) =TT =5=1

GA;(G) = 2 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

b

4

Sekil 4.43. m = 2 i¢in baglantili, basit olmayan, regiiler grafin kdse dereceleri

GA,(G) =222 22 _

2+2 2
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Benzer sekilde

SRR

Sekil 4.44. 3, 4, ..., n/2 kenarl1 baglantili, basit olmayan, regiiler graflarin kose
dereceleri

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.21.1. Teorem. G bir baglantili, regiiler ve basit olmayan graf ise GA,(G) indeksi

tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.22. Baglantili, Irregiiler ve Basit Olmayan Graflar

Bu boélimde GA; indeksinin hangi tamsayir degerleri aldigimin belirlenmesinde

kullanilmak tizere bazi doniisiimler tanimlayacagiz.

4.11.22.1. Doniisiim. k tek ve t ¢ift pozitif tamsayilar olsun. e=uv ve du=Kk, dv=t olmak
lizere e kenarina derecesi t olan bir kdseyi sekildeki gibi eklemek GA, degerini t/2 kadar

arttirir.

k .t /2 k t t
*—= — *r—o—@
tek  cift tek cft cift

Sekil 4.45. Baglantil1 ve irregiiler graflarda birinci tip doniisiim
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4.11.22.2. Doniisiim. k birden biiyiik tek ve ve t ¢ift tamsay1 olsun. e=uv ve du=k, dv=t

olmak tiizere e kenarina dereceleri k olan iki koseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini

k kadar arttirir.
k +k k 'y k t
* —0 —» @ @ & &
tek  cift tek tek tek cqft

Sekil 4.46. Baglantil1 ve irregiiler graflarda ikinci tip doniisiim

4.11.22.3. Déniisiim. k ve t birden biiyiik tek tamsayilar olsun. e=uv ve du=k, dv=t olmak
tizere e kenarina dereceleri k (veya t) olan iki kdseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini

k (veya t) kadar arttirir.

E |t 1 k k k t
——o Ky, e & e e
tek tek tek tek tek tek

Sekil 4.47. Baglantili ve irregiiler graflarda tigiincii tip dontisiim

4.11.22.4. Doniisiim. k, t tek ¢ift tamsayilar olsun. e=uv ve du=k, dv=t olmak iizere e
kenarina dereceleri k (veya t) olan iki koseyi sekildeki gibi eklemek GA; degerini k/2
(veya t/2) kadar arttirir.

1\-. = t _t ) 1‘: t t
*—=o — *—0—=>9
cift  cift cift oft qft

Sekil 4.48. Baglantili ve irregiiler graflarda dordiincii tip donilisiim

Simdi G grafinin baglantil, irregiiler ve basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz.
GA,(G) = 5 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:
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Sekil 4.38. S; , grafinin kose dereceleri

GA(Ss,) =522 42222 5.6 L 9-342=5
’ 1+9 949 10

GA;(G) = 14 degeri ise T f; doniisiimii Ss , grafina uygulandiginda elde edilebilir:

X QQQ ng °
7 9 9 1
1 1 1 1

Sekil 4.49. Tf3(Ss ) grafi ve kose dereceleri

2V19 2499 6
GAL(Tf3(Ss2)) = 5- 5 t11S—=5>4+11=3+11=14.

Benzer sekilde Tf; doniisiimii Tf3(Ss1) grafina uygulamaya devam edildiginde GA;

degeri n pozitif bir tamsay1 olmak {izere 9n+5 degerlerini alir.

GA,(G) = 14 degeri bir diger tiirlii ise asagidaki sekilde elde edilebilir:

111

Sekil 4.65. Sg 4 U S5 1 U S 4 grafinin kdse dereceleri
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£ 2V19 299 _ o 6 _ _
GA1 (S, USs1USps) =5- 5+l —=5—=4+11=3+11=14.

GA;(G) = 19 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

Ehea ¥

Sekil 4.66. Sg 4 U S5 1 U S5 1 U Sy 4 grafinin kose dereceleri

_ 2V1-9 2499 6 . _
GA1 (S, USs1 USs1 USps) = 10- 5 +13-5—=10--+13=6+13 =19.

GA,(G) = 24 degeri ise asagidaki graftan elde edilebilir:

¥ .3
1’&'1 1'?&1 1'&
111 111 1411

Sekil 4.67. Sy, US51 US54, USs; US4 grafinin kose dereceleri

. 2V1-9 V99 _ . 6 _
GA1(S04USs51USs1USsy USqy) =15 5 t15:5—=15--+15=24.
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GA,(G) = 13 degeri ise Tf; doniisiimiiniin yukaridaki tirtil grafina uygulandiginda elde

edilebilir:

o 1@ 1 1
[
1 4| 4| 14 4] 41
o 1e 1 1

Sekil 4.51. Tf; (T, (4)) grafinin kose dereceleri

_ 2V14 2Vaa 4 _ _
GA{(Tf;(T,(4))) = 10- 12 +5- YR 10-§+ 5=8+5=13.

GA;(G) =15 degeri ise Tf; donisimiinin yukaridaki Tf;(T,(4)) tirtil grafina
uygulandiginda elde edilebilir:

1 4| 4| 4| 4 44 1
e 1o 1o 1

Sekil 4.68. Tf; (T fi (T4 (4))) grafinin kdse dereceleri

GA, (Tf1 (Tfl(T4(4)))) =102 7.2 49t 17 =847 =15,

Benzer sekilde Tf; donilisiimii uygulamaya devam edildiginde GA; degeri n pozitif bir

tamsay1 olmak lizere 2-n+11 degerlerini alir. Sonug olarak
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4.11.22.5. Teorem. G bir baglantili ve irregiiler graf ise GA;(G) indeksi 1, 2, 3,4, 6, 7,
8,9, 10, 12, 16, 18, 20, 22 sayilar1 digindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

4.11.23. Baglantih Olmayan, Regiiler ve Basit Graflar

Simdi G grafinin baglantili, regiiler ve basit olmayan bir graf oldugu duruma bakacagiz.
GA,(G) = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.41. Baglantisiz iki tane P, patika graflarinin kose dereceleri

GA(G) =21 21T _ g 1o
1+1 1+1
Benzer sekilde
tane 4 tane n tane
______________________

Sekil 4.61. Baglantisiz 3, 4, ..., n tane P, patika graflarinin kdse dereceleri.

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 3, 4, 5, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.23.1. Teorem. G bir baglantil, regiiler ve basit olmayan graf ise GA;(G) indeksinin

alabilecegi degerler (1, o) araligindaki tim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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4.11.24. Baglantih Olmayan, irregiiler ve Basit Graflar

Simdi G grafinin baglantili olmayan, irregiiler ve basit graflar bir graf oldugu duruma

bakacagiz. GA;(G) = 12 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

1 1 1 1 1
° °
1 4] 4] 4 4 1

1 1 1 1 1

Sekil 4.62. T, (4) grafina baglantisiz bir tane P, grafi eklenmesi ile olusan graf

GAL(G) =10 222 3.2 2V _10.24341=8+3+1=12.
1+4 444 1+1 5
Benzer sekilde

Sekil 4.69. T, (4) grafina baglantisiz 2, 3, ..., n tane P, grafi eklenmesi ile olusan graflar

graflarinin GA;(G) topolojik indeks degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak

tizere 13, 14, 15, ..., n degerlerini aldiklar aciktir. Sonug olarak

4.11.24. Teorem. G baglantili olmayan, irregiiler ve basit graf ise GA{(G) indeksinin

alabilecegi degerler (11, o) araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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4.11.25. Baglantili, Regiiler ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin baglantili, regiiler ve basit olmayan graflar bir graf oldugu duruma

bakacagiz. GA;(G) = 2 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

Sekil 4.41. iki tane P, patika grafindan olusan baglantisiz graf

2vV11 2vV11

CA (@) =" +T—-=1+1=2
Benzer sekilde
tane 4 tane n tane
*—o —0 o0 H ------ .—. .—..—. .—..—..—..—..—.

Sekil 4.61. Baglantisiz 3, 4, ..., n tane P, patika graflarinin kose dereceleri

graflarinin GA;(G) degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak tizere 3, 4, 5, ...,

n degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak

4.11.25. Teorem. G bir baglantili, regiiler ve basit olmayan graf ise GA,(G) indeksi

(1, o) araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.
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4.11.26. Baglantih Olmayan, Irregiiler ve Basit Olmayan Graflar

Simdi G grafinin baglantili olmayan, irregiiler ve basit olmayan bir graf oldugu duruma

bakacagiz. GA,(G) = 6 degeri asagidaki graftan elde edilebilir:

9 N
) 2
11 !

Sekil 4.39. S , grafina bir tane dongii eklenmesi ile olusan graf

2V1-9 5 V99 2W2-2

GAl(G)=5'1+9+ .9+9+2+2—3+2+1=6.
Benzer sekilde
:_,E_‘_I_le 3 t.sne n_tanf
000 QP00 0000
1 2 2 1 2272 ° '

Sekil 4.40. S , grafi ve 2, 3, ..., n tane basit olmayan baglantisiz graf eklenmesi ile
olusan grafin kose dereceleri

graflarinin GA; degeri hesaplandiginda n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 7, 8, 9, ..., n

degerlerini aldiklar1 agiktir. Sonug olarak
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4.11.26. Teorem. G bir baglantili olmayan, irregiiler ve basit olmayan graf ise GA,(G)

indeksinin degeri (3, o) araligindaki tiim pozitif tamsay1 degerleri alir.

O halde GA,(G) indeksi i¢in bu ti¢ 6zellik s6z konusu oldugunda toplam 6+12+8 = 26

tane durumun mevcut oldugunu gérmiis olduk.

4.12. GA, ve Randic Indeksleri Arasindaki iliskiler

Bu boliimde G grafi regiiler veya regiiler olmayan bir graf ise bu grafin Randic ve GA,

indeksleri hesaplanacaktir. Buna gore asagidaki teorem ifade edilir.
4.12.1 Teorem. G grafi r-regiiler ise GA;(G) = r - R(G)’dir.

Ispat. Herhangi bir e = v;v; kenari igin d; = deg (v;) ve d; = deg (v;) olmak lizere G
r-regiiler grafi i¢in
didj 2vrr

2
GA,{(G) = = =1
1() d1+d] r+r

ve

1
R(G) = =

oldugundan ispat tamamlanmis olur.
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4.12.2. Teorem. Yukaridaki teorem regiiler olmayan graflarda da gegerlidir.

Ispat. G grafi regiiler ise asagidaki esitligin Teorem 4.12.1 geregi gecerli oldugunu
biliyoruz. O halde

GA,(G) = 1.R(G)

2 ,didj 1

=7-

di+d; did;

T r?
@di=n)(dj-5) ==

Qdi=r)(2dj—1r) =12

Burada 6zel olarak d; = d; =r ise r7 =12 esitligi elde edilir. “Fakat d; # d;ise
(2di—7r)(2dj—7r) = 72 ise ¢dziimii var muidir?” sorusuna yanit arayalim: r ¢ift ise
(2d; — 1) ve (2d; — r) cift olur. Biz 72°nin her ikisi ¢ift olan a#b i¢gin a, b ¢arpanlarimi
artyoruz. r = 2%M1p,%2p;% . p, % olsun. r? = 22%1p,202p,2a3 ) 20k yazilir. r?’nin
tek say1 carpanlarinin sayist [[_,(1 + 2a;)’dir. r? ¢ift say1 oldugundan her bir ¢ tek say1
carpan1 icin bir d ¢ift say1 carpani mevcuttur. Yani bu 2 [[,(1 + 2a;) tane carpan
disinda kalan tiim c¢arpanlari ikiger ikiser her ikisi de ¢ift say1 olan ikililer olarak
diisiinebiliriz.  Tiim  ¢arpanlarm  sayist  [[X,(1 +2a;) olacagindan geriye
[T,(1 + 2a;) — 2[1E,(1 + 2a;) tane gift garpan kalir. 2’nin 7 seklinde ikisi de ¢ift

say1 olan bir ¢arpan ikilisi de her zaman olacagindan aranan ¢iftlerin sayis1 k = 2 iken
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K (A+2a)-2T1,(14+2a) -1 N

N = 1
2
olur. Bu da diizenlenirse
v Ga -1 Me,(1+2a) +1
2
tane cift say1 ikilisi mevcuttur. r = 2%p,%2p,%  p, % olsun.

r? = 22%ip, 202,203, 2% yazilir. r*’nin r’den kiigiik her bir ¢ tek boleni igin bir d

cift boleni vardir.

k=1 iken yani r, 2’nin bir kuvveti iken

olur.

4.12.3. Ornek. r=8 ise r=23 olup r2=64=2° olarak yazilir. Burada a1=3, k=1 olur ve

N = % = 3 adet her ikisi de ¢ift say1 olan e < f olacak sekilde (e,f) bolen ikilisi vardir.

Bu bolenler (2,32), (4,16) ve (8,8) olarak ifade edilir.

4.12.4. Ornek. r=12 ise r=22.3! olup r2=144=2*32 olarak yazilir. Burada a1=2, a>=1,

3-3+1
k=2olurve N =

= 5 adet her ikisi de ¢ift say1 0lan e < f olacak sekilde (e,f) bolen

ikilisi vardir. Bu bolenler (2,72), (4,36), (6,24), (8,18) ve (12,12) olarak ifade edilir.
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4.12.5. Ornek. r=30 ise r=2-3'.5! olup r?=900=22-3%52 olarak yazilir. Burada ai=1,

1-33+1

a2=1, as=1, k=3 olur ve N = = 5 adet her ikisi de ¢ift say1 olan e < f olacak

sekilde (e,f) bolen ikilisi vardir. Bu bélenler (2,450), (6,150), (10,90), (18,50) ve (30,30)

olarak ifade edilir.

4.13. GA,ve Randic Topolojik indekslerinin Alabilecegi Maksimum ve Minimum
Degerler

Bu bolimde 208 tane graf kartlarmin GA; ve Randic topolojik indeks degerleri
hesaplanmistir. Bunun sonucunda maksimum ve minimum alabilecekleri degerlere

karsilik gelen graflar belirlenmistir. Bu degerler i¢in su sonuglar bulunmustur.

4.13.1. Teorem. G grafi, n kdseli, basit, baglantili bir graf olmak iizere en kiiciik ve en

biiyiik Randic indeks degerleri

R(Sn) < R(G) < R(Ky) = R(Cy)

seklindedir.

4.13.2. Teorem. G grafi n koseli, basit, baglantili ve regiiler graflardan en kiigiik ve en

biiylik Randic degerleri agsagidaki sekildedir.

Rmae(6) = Rmin(6) = 5 = R(Ky) = R(Gy)
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4.13.3. Teorem. G grafi n koseli, basit, baglantili ve irregiiler graflardan en kii¢iik ve en

biiyiilk Randic degerleri
R(Sn) < R(G) < R(K;, — {e})

bulunur.

4.13.4. Sonug. G grafi n koseli, basit, baglantili ve regiiler bir graf olsun. O halde

n+n't(tEN,0StSnT_3); n tek
GAl(Sn) =

n+§-k (KEN,0 <k <n-3); n ¢ift

bulunur.

4.13.5. Sonug. G grafi n koseli, basit, baglantili ve irregiiler bir graf olsun. O halde

(n—-2)[8{/(n-2)(n—-1)+(n—2)(n-3)(2n-3)
GA1(G)max = [ 2(2n-3) ]

bulunur.
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4.13.6. Teorem. G grafi n koseli, basit, baglantili bir graf olsun. O halde

GA1(Sn) = GA1(G) = GA((Ky)

yazilir.

4.13.7. Teorem. G grafi n koseli, basit, baglantili ve regiiler bir graf olsun. O halde

GA1(Cp) = GA1(G) =< GA1(Ky)

yazilir.

Ispat. Maksimum degeri i¢in: G grafi n koseli basit baglantili ve regiiler bir graf olmak
GA; en biiyiik degerini K,,’de alir. K, nin diger tiim regiiler alt graflar1 i¢in, K,,’den bazi

kenarlar1 silmemiz gerekir, bu da GA;’nin daha diisiik bir degeriyle sonuglanir.

Minimum degeri i¢in: G grafi n kdseli basit baglantili ve regiiler bir graf olmak iizere GA,
en kiigiik degerini C,,’de alir. Diger G grafi n kdseli basit baglantili ve regiiler graflari

elde etmek i¢in kenar eklememiz gerekir ancak her kenar eklemek GA,’in degerini arttirir.

4.13.8. Sonug. G grafi n koseli, basit, baglantili ve irregiiler bir graf olsun. O halde

GA1(Sn) = GA1(G) = GAL(Ky — {e})

yazilir.
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4.13.9. Teorem. n koseli her G grafi igin

GA1(Sn) < GA1(Ry)

bulunur.

Ispat. n késeli her G grafi igin P, grafinin kenar parcalanislari su sekildedir.

e kenarinin tipi e kenarinin sayisi
{1,2} kenarindan 2 tane
{1,2} kenarindan (n-3) tane

Cizelge 4.7. P, grafinin kenar parcalanislari

2«/_ 4“2

)——+n—3bu|unur

oldugundan GA,(B,) =

S, grafinda kenar pargalaniglar su sekildedir.

€ kenarmnin tipi e kenarinin sayisi

{1,n-1} kenarindan n-1tane

Cizelge 4.8. S,, grafinda kenar parcalanisi

Oldugundan GAI(Sn) = (n — 1)2—“(2_1) bulunur. Buradan g 4+n— 3 > Z(n_l)n\/ (n-1)

esitsizligi ger¢eklesir mi diye bakmamiz gerekir.

(nz + 4?1’1

—3n)? = [Z(n - 1)%]2 &

ont-2(22-3)n? + (22 -3)n? > 4(n - 1)?
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@n4—2(“3£—5)n3+(¥+9)n2—12n+420

bulunur. fi(n) =n*-2 (%E — 5) nd + (%E + 9) n?—12n+4 =0 olmak Iiizere

f1(n) fonksiyonunun grafigini ¢izersek;

1 . (1 ,
plot n? [2[—|4\"2| 5]]:1‘«[—1_4\5_]»9”‘ 12n+4=0
3 3

Plot

Sekil.4.70. f;(n) fonksiyonunun grafigi

Gorildiugi tizere bu grafigin gergek kokii yoktur. Dolayisiyla her n igin

GAl (Sn) S GAl (Pn)
bulunur.

4.13.10. Teorem. n kdseli her G grafi i¢in n > 3 olmak {izere

GA1(Sn) = GAL(Gr)

bulunur.
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Ispat. n koseli her G grafi icin n > 3 olmak iizere
2,/(n-1)3
n>GAy(S) en > o n2>2 /-1 ont>4n-1)°

< nt —4n3 4+ 12n% — 12n + 4 > 0 oldugu agiktir. Burada
frln) =n*—4n3+12n> —12n+4=0
olmak tizere f,(n) fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir:

Input interpretation:

plot n'-4n’+12n*-12n+4=0

Plot:

0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 4.71. f,(n) fonksiyonunun grafigi

Gorildigi tizere bu f,(n) grafiginin gercek kokii yoktur. Dolayisiyla her n i¢in
GAl(Sn) = GAl(Cn)

bulunur.
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4.13.11. Teorem. G grafi n koseli, basit, baglantili irregiiler bir graf ve e kenar1 Kn

tizerinde herhangi bir kenar olsun. O halde

GA1(G) = GA(Ky, — {e})

yazilir.

Ispat. Her kenar GA, indeksine pozitif bir katki saglar. En biiyilk GA; degeri K,, — {e}
irregiiler grafi i¢in elde edilir. Biitiin diger irregiiler graflarin GA; degerleri daha kiigiiktiir.

Bu da ispat1 tamamlar.

4.13.12. Teorem. G grafi n kdseli, basit, baglantili ve irregiiler bir graf olsun. O halde

GA1(S,) < GA(G)

seklindedir.

Ispat. G irregiiler bir graf oldugundan d1 ve dz olmak iizere iki farkli kose derecesi vardir.
Genelligi bozmaksizin di<dz varsayimini kabul edelim. v2 késesinin derecesi dz olsun. S,
yildiz grafinin n kdseli tim basit irregiiler baglantili graflar arasinda en kiigiik GA,;
indeksine sahip oldugunu gostermeliyiz. Burada birgok durum s6z konusudur.

Hatirlanacagi gibi S,,, n koseli ve n — 1 kenarli bir graftir. O halde
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(i) S;,’in var olan koselerinin arasina yeni bazi ekleyebiliriz. Eklenen bu

kenarlarin sayisit 1 ve (121) —(n—1) =M, — M, = w = (n ; 1) arasinda

degiskenlik gosterir. Boylece yeni eklenen her bir e kenar1 S,,’nin GA; degerini arttirirken
iki yol vardir. Birincisi GA,(S,))’e GA,(e) pozitif degeri eklenir. Ikincisi, e kdsesinin
eklenmesiyle ug koselerinin dereceleri 1 artacagindan, e kosesine bitigik tiim kenarlarin
GA; degerleri artacaktir. Bu nedenle bu tiir kenarlarin eklenmesi GA; degerini acikga

artirir.

(ii) S,,’den bir e kenarimni silin ve bunu kalan grafin iki kosesi arasina yapistirin. S,

grafinin Kenar pargalanisi Cizelge 4.9.’de verilmistir.

Sekil 4.72. S,, ve S,, — {e} graflarinin kdse dereceleri

S, grafinin kenar parcalanisi su sekildedir:

e kenarmin tipi e kenarinin sayisi

{1,n-1} n-1 tane

Cizelge 4.9. S,, grafinin kenar pargalanisi

Boylece GA; degerini hesaplarsak

6A(5) = (- D2
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3
_2(n—1)2
B n

bulunur. (S,, — e) U {e} icin asagidaki iki ¢esit durum s6z konusudur.

a) e kenari, S, — e grafindaki dereceleri 1 olan n-2 adet kdseden herhangi ikisi arasina
yerlestirilebilir. Boylece (S,, — e) U {e} grafi iizerinde bir iiggen olusturulur. Bu durumda

(S, — e) U {e} grafinin kenar pargalanisi Cizelge 4.10.’daki gibi olacaktir.

(n-2) tans|

Sekil 4.73. (S,, — e) U {e} birinci durum

(S, — e) U {e} birinci durumdaki grafin kenar parcalanisi su sekildedir:

e kenarmn tipi e kenarinin sayisi
{1,n-2} kenarindan n-4 tane
{2,n-2} kenarindan 2 tane

{2,2} kenarindan 1 tane

Cizelge 4.10. (S,, — e) U {e} birinci durum grafinin kenar pargalanisi

O halde GA; degerini hesaplarsak;

GA (S, —e)u{e}) =(n—4)

2{1-(n—2) +22,/2-(n—2) +1
n—1 n
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=2vn—2 (2 +22) 41

n—1 n

2_ —
— Zm [n An+2v2n 2\/5] +1

n(n-1)

2 — -
= oy — 2 [P

n(n-1)

bulunur. Simdi (S,, — e) U {e} grafi ile S,, grafinin GA1 degerlerinin farklar

fi(n) = GA1((S, — e) U {e}) — GA1(Sy)

3
) N 32
=2vn=2 [Tl +(2v2-4)n 2\/5] 11 Z(nnl)z

n(n-1)

bulunur. Bu f5(n) fonksiyonun grafigi Sekil 4.74.’de gosterilmistir.

Input interpretation

2 i Iy 'y )
n“+(2v2 -4jn-2v2 (n-1y"?
plot 2vn-2 +1-2 =0

nn-1) n

Root plot

Sekil 4.74. f;(n) fonksiyonunun grafigi
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Sekil 4.74.’¢ gore f3(n) fonksiyonunun GA;((S, — e) U {e}) = GA,(S,)’i gdsteren

grafiginde n bir pozitif tamsay1 ve n>2 degerleri i¢in negatif olmadigin1 gériiyoruz.

b) k<n olmak iizere e kenari, S,, grafinin herhangi iki kdsesi arasina yerlestirilebilir.

Sekil 4.75. (S,, — e) U {e} ikinci durum

(S,, — e) U {e} ikinci durum grafinin kenar pargalanisi su sekildedir:

e kenarinin tipi e kenarinin sayisi
{1,n-2} kenarindan n-3 tane

{1,2} kenarindan 1 tane

{2,2} kenarindan 1 tane

Cizelge 4.11. (S,, — e) U {e} ikinci durumdaki grafin kenar pargalanisi

O halde GA; degerini hesaplarsak

6((5n =) U fe]) = (1 =3) 1{(111_2)+N3ﬁ+1

2/ —2+2\/§+1

n
n-1 3

=(n—-3)

ve boylece
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3
GA1((Sn — ) U{e}) — GAL(S,) = 2(n —nB)\/n -2 N z\/EJr . 2(m-1)?

-1 3 n

bulunur. Simdi (S,, — e) U {e} grafiile S,, grafinin GA; degerlerinin farklari

fa(n) = GA1((Sn —e)u {e}) — GA,(Sy)

_ 2(n-3)Vn-2 n 2v2 _ Z(n—l)%

n—1 3

+1

bulunur. Bu f,(n) fonksiyonun grafigi asagida gosterilmistir.

(n-1>%?

n

2(n-3)¥yn-2 1 —
plot — + - (2V2)+1-2
n-1 3

=0

Sekil 4.76. f,(n) fonksiyonunun grafigi
Sekil 4.76.ya gore  f,(n) fonksiyonunun GA{((S, —e) U{e}) — GA.(S,) =0

esitsizligini gosteren grafiginde tiim pozitif tamsay1 degerleri igin negatif olmadigin

goruyoruz.
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(iii) k<n olmak iizere , Sp, grafinin herhangi iki kosesi arasina yerlestirilebilir. Bu
durumda (ii) a) veya (ii) b) durumlarindaki graflarin birine yeni bir kenar ekliyoruz.
Agikgasi bu, GA; indeksine pozitif bir deger katacaktir. Dolayisiyla sonug bulunur. Simdi
m=4,5, 6, 7, 8, 9, 10 graflar1 ¢izelim.

m=4 i¢in asagidaki graflar ¢izilir.

1
1 1 1 2
4 Z

1 1 -
1

Sekil 4.77. m=4 i¢in S,, grafina kenar ekleme

m=5 i¢in asagidaki graflar ¢izilir.

a5 | B 1I 1 5

Sekil 4.78. m=5 icin S,, grafina kenar ekleme

ey
Lid

Lad
:: [ O R
.
ok
Ll
3
a4
[
§
3
>6
-]
I
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m=6 i¢in asagidaki graflar ¢izilir.

11
2 3 2 3
> 7 Y 3
— — < =

Sekil 4.79. m=6 i¢in S,, grafina kenar ekleme

m=7 icin asagidaki graflar ¢izilir.

(¥
Pl ¥¥]
Lad
]

(W]

Sekil 4.80. m=7 i¢in S,, grafina kenar ekleme

m=8 icin asagidaki graflar ¢izilir.

Laa
(W]

Sekil 4.81. m=8 i¢in S,, grafina kenar ekleme
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m=9 i¢in asagidaki graf ¢izilir.

Sekil 4.82. m=9 i¢in S,, grafina kenar ekleme

m=10 i¢in asagidaki graf ¢izilir.

Sekil 4.83. m=10 i¢in S,, grafina kenar ekleme

grafi elde edilir.

4.14. Baz1 Graflarin Es GA, ve Es Randic Indeksleri

Bu boéliimde kose sayis1 6 ya da daha kiiciik olan 208 tane basit grafin GA; ve Randic
indeksleri hesaplanmistir. Bu hesaplamalar sonucunda derece dizileri ve kenar
parcalanislart ayn1 olan graflarin hem GA; hem de Randic indeks degerleri ayn1 ¢ikarken

bazilarinda ise farkli ¢gikmistir.
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Kose No: Gral Rart No Randic
Derece indeks | Indeksle
Dizileri G Graf Sekli leri ri
Ayni1 Olan
Graflarin n_|Kdse Savist
m |Kenar Savisi
Kart DD | Derece Dizisi
Numarala Graflar
11
1 31, 32 31 37 Farkli Farkli
5 5
4 4
{2'3', 1-:1|} {2““.. 1-ZJI}
2 36, 37 36 37 Farklhi Farkli
5 5
5 3
{3,291} {3,291}
3 43, 44 43 44 Farkli Farkli
3 5
& &
{3I2IJ2'13I} {EIEI,QH:'}
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81, 82 81 22 Farklhi Farkli
5] 5]
5 5
B,2%1%) | (3,217
96, 97 96 97 Farkli | Farkh
5] 6
5] 6
{201y | 4,201
98, 99, £ EES 100 101 100, | 100, 101
100, 101 101 ayni
aynt
6 6 6 6
6 6 6 6
{3|2|‘2|:1|,1|2|} {3|2|;2|:1|;1|2|} {3|2|J2i1|}1l2|} {3|2|‘2|:1|,1|2|}
102, 103, 102 103 104 102, | 102, 103
104 103 ayni
ayni
6 6 5]
6 6 5]
{3,2%,1} {3,2,1} {3,241}
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105, 106 105 106 Farklhi Farkli
7] (5]
6 6
{E'I-I} {zl:l:-l}
113,114 113 114 Farkli Farkli
5] 6
7 7
14,3%,2,1%} {4,3%,2,1%}
115, 116 115 116 Farkli Farkli
@
7] (5]
7 7
a4 1021 I3t 1021}
118, 119, 118 113 120 121 Farkli Farkli
120, 121 \} > <E ! @
6 6 6 6
7 7 7 7
{4,3,2%,1} 14,3,2'" 1} 14,3,29,1} {4,3,2%,1}
122, 123, 122 123 124 125 123, | 123,124
124,125 124 ayni
ayni
6 6 & 6
7 7 7 7
{3%,22,1} {309,222 1} {301,221} {309,202 1}
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127, 128, 127 128 129 130 127, 127,
129, 130 128, | 128, 129
129 aynt
6 [ 5 6 ayni
7 7 7 7
{3’.2}‘2“"} {3’.2}‘2““} {3’.2}‘2|4|} {3’.2:"2|ﬂl}
137, 138 137 138 Farkli Farkli
] ]
8 8
{43,281} {43,291}
139, 140, 133 140 141 142 Farkli Farkli
o % @ @ @
6 6 6 6
8 8 8 8
{4,3%,2,1} {4,39,2,1} f4,3%,2,1} {4,3%,2,1}
145, 146 145 146 Farkh Farkh
(3] [+
8 8
{4{2:',2"1|} {4{2:-’2|-1|}
147, 148, 147 148 143 150 149, | 149, 150
149, 150 150 aynt
ayni
6 6 6 6
8 8 8 8
{4,302 2ty {4,302 2131y {4,302 2ty {4,302 2131y
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151, 152, 151 152 153 154 151, 151,
153, 154 152, 152, 154
154 aynt
6 6 6 1 ayni
8 8 8 8
{3’.4}‘2|2|} {3’.4}‘2|2|} {3’.4}‘2|2|} {31.42-‘2|2|}
159, 160 159 160 Farklhi Farklhi
(7] (7]
9 9
{44,391} 44,3 1}
164, 165 164 165 Farkli Farkli
6 6
9 9
{5,313, 2141} {5,313, 2141}
166, 167, 166 167 168 169 170 166, | 166, 167
170 - S 5 A A ayni
9 9 9 9 9
{4I2I‘3'21I’2I2I} {4I2I‘3ill’2l2l} {4I2I‘3E1I’2I2I} [4I2I13'21I’2I2I] {4\2IJ3EII’2IZI}
171, 172, 171 172 173 172, | 172,173
173 173 ayni
ayni
6
9 9 9
{4,312} 14,30,2} {4,312}
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174, 175 174 175 174, | 174,175
175 ayni
ayni

(7] 5]
9 9
{3'I-I} {E'I'I}
179, 180 179 120 Farkli Farkli
2] 2]
10 10
{5'2',3':”,2'2']‘ {5,4"2:',3,2':”}
182, 183 182 183 Farklhi Farklhi
L] 6
10 10
{5,4,3",2} {5,4,3%,2}
184, 185, 184 185 186 Farkli Farkli
186

&
X

7]
10 10 10
u,3®2y | a3y | {af3%,2)
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188, 189, 188 189 150 189, | 189, 190
190 190 ayni
ayni
] [i] ]
10 10 10
{4{2:I;3M|} {4{2:I,.3|d|} {4{2:'J3II1I}
192, 193 192 193 Farkli Farkli
[+ 6
11 11
{5',4,31%,2} {5,4,3,2}
196, 197 196 197 Farkli Farkli
[+ 6
11 11
{5,413} {5,41%,3}
198, 199 198 159 Farkli Farkli
7] 5]
11 11
{4',301} {414,311}

Cizelge 4.12. GA, ve Randic topolojik indeksleri ayni ve farkli olan bazi graflar
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4.15. GA, ve Randic Indeks Degerleri Aym Olan Graflarin Déniisiimleri

Bu boliimde GA; ve Randic indeks degerleri ayni olan graflar arasinda doniigiimler

tanimlayarak bu graflarin birbirine nasil doniistiigiinii ifade edecegiz.

4.15.1. Doniisiim. Bir G grafinda en az 3 tane ikisi birbirine komsu olan esit dereceli kdse
varsa bu komsu koselerden birini tek basina duran ayni dereceli kdsenin yanina komsu
olacak sekilde tasidigimizda derece dizileri ve kenar parcalaniglar1 degismez dolayisiyla

Randic ve GA; indeks degerleri degismez.

d
. ./.d;

dl
/d‘ — > . /1 2
\ d_; B dE
d:

d:

Sekil 4.84. Birinci tip doniistim

4.15.2. Doniisiim. Esit dereceli iki komsu kosesi bulunan bir G grafinda Sekil 4.85’deki

gibi uygulanan bir doniisiime bir ikinci tip doniisiim denir.

Sekil 4.85. ikinci tip doniisiim
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4.15.3. Doniisiim. u, v, w €V(G) i¢in duv=d, dv=di+1, dw=di ve d(u,v)=1, d(v,w)=1 olmak
tizere v kosesinin u ve w koseleri disindaki tiim komsu koselerinin dereceleri; w kdsesinin
v kosesi disindaki tiim komsu koselerinin dereceleri ile ayni olsun. G grafindan uv
kenarimi silip G grafina yeni bir uw kenar1 ekledigimizde derece dizileri ve kenar

parcalanislar1 degismez dolayisiyla Randic ve GA; indeks degerleri degismez.

Sekil 4.87. Uciincii tip doniisiime bir 6rnek
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4.15.4. Doniisiim. u, U, v, weV(G) icin U kdsesinde baslayip v kdsesinde biten bir
patikay1r v kosesinden koparip v kosesinin derecesinden 1 eksik olan bir w kdsesine
yapistirilir. Burada v kosesinin patikanin i¢ noktasi olmayan tiim kose derecelerinin

kiimesi, W kosesinin tiim kose derecelerinin kiimesi ile ayni olmalidir.

W W

Sekil 4.88. Dordiincii tip doniisiim

4.15.5. Doniisiim. t, u, v, weV(G) igin tuvw bir patika ve du=dv olsun. u kosesini t ve v

koseleri disindaki komsulartyla beraber uw kenart1 lizerine taginir.

Sekil 4.89. Besinci tip doniisiim

Simdi GA; ve Randic indeks degerleri ayni olan graflari yukaridaki bes doniisiim

yardimiyla gosterelim.
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100 101

Déniistim 2
E—

o
J

Sekil 4.90. 100 ve 101 numarali graflarin doniisiimii

102 103

Sekil 4.91. 102 ve 103 numarali graflarin doniistimii

123 124

Sekil 4.92. 123 ve 124 numarali graflarin doniistimii
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127 128

] 8
q; Déoniisim 2 _, 3 Déniisim 1 ~

- +— +—

- 7

L
3 7
L L

Sekil 4.93. 127, 128 ve 129 numarali graflarin doniisiimii

L [
SR

]

149

-
Fa

!

-
< Doniisiim 3

—

]

Lad

152 154
2 3 3 2 3 9
W
Dr:-nu?um 3
1] 1 V.
, /3
3N 3 3N 3 ST
\\\ \‘“ﬂ--_ -~
., _P_-' B

Sekil 4.95. 152 ve 154 numaral1 graflarin doniistimii
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151

]

W

Déniisiim 4

Sekil 4.96. 151 ve 154 numaral1 graflarin doniistimii

166 167
- 3 3 4
Doniigiim 3
3 ¥ 4“ g ¥
i F8 Fan 4 Fra
3 - 3 4

Sekil 4.97. 166 ve 167 numarali graflarin doniistimii

Sekil 4.98. 172 ve 173 numarali graflarin doniistimii
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189 190
3 3 3 4

ST\, Donisim 3 m‘ .
L Em——
3 \ 4 ve Dontlisiim 5 3 “'

4 3 4

Sekil 4.99. 189 ve 190 numarali graflarin doniistimii
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada GA; topolojik indeksinin hangi graf ¢esitlerinde hangi tamsay1 degerleri
alabilecegini arastirdik. Bunun yami sira tamsay1 olmayan degerleri de elde ettik. GA;
topolojik indeks degerlerinin toplaminin pozitif bir tamsay1 olacak sekilde kag tane kose
ikililerinden almacagini lineer Diophant denklemlerini kullanarak bulduk. Bulunan bu
indeks degerlerine karsilik gelen graflarin ¢izilip ¢izilemedigini, bir grafin hangi
durumlarda cizildigi kuralina uyarak bulmaya c¢alistik. Bunun sonucunda bu ¢alismada
baglantili, baglantisiz, regiiler, regiiler olmayan, basit ve basit olmayan graflara gore GA,

ters problemi incelenmistir.

Randic ve GA, topolojik indekslerinin hangi graf ¢esitlerinde maksimum ve minimum
degerleri alacagi arastirilmistir. Bu degerlere karsilik ¢izilebilecek graflar ve graf sayisi

bulunmustur.

En fazla 6 koseye sahip olan 208 tane basit grafin Randic ve GA; topolojik indeks
hesaplamalarindan yola ¢ikarak hangi graflarin kose ve kenar parcalanislarimin aym
oldugunu belirledik. Bu durumlarda dogal olarak Randic ve GA; topolojik indeksleri de
ayn1 olmaktadir. Ayrica, Randic ve GA; topolojik indeksleri esit ¢ikan ancak birbirlerine
izomorf olmayan graflar arasinda nasil bir iligki oldugunu bazi dontigiimler tanimlayarak

ifade ettik.

Benzer sekilde graflarin diger topolojik indeksleri i¢in bu problem arastirilabilir.
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