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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DUAL LORENTZ UZAYDA EGRILER
Yonca Giil GUNAY

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Esen IYIGUN

Bu c¢alismada Dual sayilar, Dual uzay, Lorentz uzay, Dual Lorentz uzayla ilgili bazi
tanim ve teoremlere yer verilmistir. Dual Lorentz egrisinin Frenet catisi altinda
bulundugu diizleme gére Rektifiyan Dual Lorentz egrisi, Normal Dual Lorentz egrisi,
Oskiilator Dual Lorentz egrisi incelenmistir. Yapilan tiim arastirmalar igin igerik
Analizinde uzaylarina ve egrilerine gore tablo olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Dual Sayilar, Dual uzay, Lorentz uzay, Dual Lorentz uzay, Frenet
catis1, Rektifiyan Dual Lorentz egri, Normal Dual Lorentz egri, Oskiilatér Dual Lorentz

egrisi.
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ABSTRACT

MSc Thesis
CURVES IN DUAL LORENTZ SPACE
Yonca Giil GUNAY

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Esen IYIGUN

In this study, same definitions and teorems about Dual numbers, Dual space, Lorentz
space, Dual Lorentz space are given. The rectifying Dual Lorentz curve, the Normal
Dual Lorentz curve and the Osculator Dual Lorentz curve are examined accorrding to
the plane where the dual Lorentz curve is under the Frenet frame. For all the researches
a table is formed according to the spaces and curves in Content Analysis.

Key words: Dual numbers, Dual space, Lorentz space, Dual Lorentz space, Frenet
frame, Rectifying Dual Lorentz curve, Normal Dual Lorentz curve, Osculator Dual
Lorentz curve.
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1. GIRIS

Bu ¢alisma bes boliim olarak diizenlenmistir.

Giris boliimi olan birinci boliimde yapilan tiim ¢alismalardan bahsedilmis ve boliimler

tanitilmistir.

Ikinci béliimde Dual sayilarda, Dual uzayda, Lorentz uzayinda ve Dual Lorentz uzayda

temel kavramlar verilmistir.

Modern Matematik’te, dual sayilar, karakteristigi p # 2 olan bir F cismi {lizerinde rank
2 olan biitiin cebirleri bulmada bir problem olarak ortaya ¢ikmistir. Bunun ii¢ ¢oziimii
bulunmustur. Bunlardan bir tanesi €2 = 0 ve a,a* € F olmak iizere F iizerinde a + €a*

dual elemanlarindan olusan cebirdir. Bu elemanlara dual sayilar denir (Veldkamp,1976).

Dual sayilar ilk olarak William Kingdom Clifford (1845-1879) tarafindan geometrik
arastirmalarda kullanilmistir. Clifford’dan sonra E.Study (1860-1930) dual sayilar1 ve
dual vektorleri dogrular geometrisinde ve kinematikte kullanmistir. Ayrica kendi adiyla
bilinen bir doniisiim tanimlamistir. Bu doniisiim, birim dual kiirenin noktalar1 ile 3
boyutlu Oklid uzayindaki yonli dogrular arasinda birebir eslesme oldugunu
gostermektedir (Study, 1903).

1996 yilinda H. H. Ugurlu ve A. Caliskan tarafindan yapilan ¢alismalarda ise R3 yerine
R3 3-boyutlu 1-indeksli Lorentz uzayr alinarak E.Study déniisiimii, ‘D3 de dual
hiperbolik ve dual Lorentzian birim kiirelerinin, dual timelike ve dual spacelike birim
vektorleri ile R3 deki yonlii timelike ve spacelike birim vektdrleri birebir eslesir’’

seklinde ifade edilmistir (Ugurlu & Caliskan, 1996).

Uciincii boliimde Lorentz uzaymnda ag1 tamimlar1 ve Ornekleri verilmistir. Darboux

vektori igin ag1 tanimlart verilmistir.

Dérdiincii boliimde Dual Lorentz uzayinda Rektifiyan, Normal ve Oskiilator egri tanim
ve teoremlerine yer verilmis ve Dual Lorentz uzayinda egrilerin uzay c¢esitlerine ve egri

cesitlerine gore durumlari gizelgelerle gosterilmistir.



Son olarak besinci boliimde sonug kismina yer verilmistir.

Bu tezde Dual Lorentz uzayda Oskiilator ve Normal egri ilk defa ¢alisilmistir. Dual
sayilarda, Dual uzayda, Lorentz uzayinda ve Dual Lorentz uzayda temel kavramlar

tanitilarak ileri seviyede yapilacak ¢alismalar icin bir temel olusturma hedeflenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde ilk olarak tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak Dual sayilar, Dual uzay,

Lorentz uzay, Dual Lorentz uzayda temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Dual Sayilarda Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. Vy,y* € R olmak tizere Y = (y, y*) ikilisine bir siral1 ikili denir.
Bu siral ikilinin olusturdugu R X R ciimlesi D ile gosterilirse

D={(y"):y,y €R}

climlesine dual sayilar climlesi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.2. Y = (y,y*) ve S = (s,s") olmak {izere
YOS=0y)B(ss)=W+sy +57)

bi¢ciminde tanimli @: D X D — D ig islemine D dual sayilar ciimlesinde toplama islemi

denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.3.Y = (y,y*) ve S = (s,s") i¢in
YOS =YS = (y,y)0O(s,s7) = (ys,ys™ +y7s)
seklinde tanimli © : D X D — D i¢ islemine D dual sayilar ciimlesinde carpma islemi

denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.1.4. Y =(y,y)veS=(s,s") EDiciny =s,y*=s"ise YileS
esittir denir ve Y = § bigiminde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.5. R reel sayilar climlesi olmak tizere

D=RXR
climlesi iizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri Tanim 2.1.2, Tanim 2.1.3 ve
Tanim 2.1.4 deki gibi tanimlaniyor ise D ciimlesine dual sayilar sistemi ve V(y,y*) €

D elemanina bir dual say1 denir (Hacisalihoglu, 1983).



Teorem 2.1.6. (ID,®, ®) tgliisii birimli ve degismeli bir halkadir.

Ispat. i) H, : (D,®) ikilisi bir degismeli bir gruptur.
G, :® : D x D — D bigiminde tanimlandigindan D ciimlesi @ islemine gore kapalidir.
G, :@ isleminde birlesme 6zelligi bulunmaktadir. VY,S, N € D i¢in
YOHDN=[Uy)D(ss)]D (nn’)
=+sy +5)SM0mnY)
=((y+s)+n,y" +s)+n)
=(y+(Gs+n),y + (s +n9))
=,y)P(s+ns +n")
=0 y) DI D (nn")]
=YD S DN)
oldugu goriiliir.
G :@ islemine gore D iizerinde 0 = (0, 0) etkisiz elemani vardir. VY € D i¢in
Y0=0pY=Y
seklindedir.
G, @ islemine gore VY € D igin
YOX=XPY=0
bi¢iminde bir tek X € D ters eleman vardir. Burada Y = (y,y*) € D igin
X =(—a,—a") € D dir. O halde (ID,@) ikilisi bir gruptur.
Gs:VY,S €D igin
YPS=5SPY
olur. Gergekten
Y®S=Wy)®(ss)
=W +sy +s)
=(s+ys"+y")
=(s,s)® Oy
=SPY
dir. Boylece (D, ) ikilisi degismeli bir gruptur.
ii) H, : © islemi birlesmelidir.

© : D X D — D bigiminde tanimlanan ©® ¢arpma islemi i¢in D ciimlesi kapalidir.



VY,S,N €D icin
(YOS)ON = YO(SON)
dir.
(YOS)ON = ((r,y)O(s,s")O(n,n")
= ((ys,ys* +y"5))O(n,n")
= (s)n, (ys) n* + (ys* + y*s)n))
= (y(sn),y(sn") + y(s*n) + y*(sn))
= (y(sn),y(sn* + s™n) + y*(sn))
=, y)O((sn,sn" + s™n))
= (,¥y)0O(s,s7)O(n,n"))
=Y OSON
iii) VY,S,N € D olmak iizere
(Y © S)ON = (YON) @ (SON)

ve
NOY & S) = (NOY) & (NOS)
dir. Gergekten de;
Y@ S)ON = (,y") @ (5,5)O(n,n%))
=Wy+sy + s)OMnn")
= ((y +s)n,(y+s)n"+ (y*+ s*)n)
= ((yn +sn),yn" + sn* + y'n+ s*n)
= (yn,yn" + y*'n) @ (sn,sn*+s"n)
= (y)0m,n)) ® ((s,57) + (n,n")
= (YON) & (SON)
oldugu goriiliir. Benzer sekilde soldan dagilma 6zelligi de elde edilir. O halde i, ii ve iii
geregi (ID,, ©) tgliisii bir halkadir.
vY,S € D igin
YOS =SOY
dir. Boylece
YOS = (y,y)0O(s,s7)
= (ys,ys” +y"s)
= (sy,s"y +sy")



= (sy,sy"+s"y)

= (5,5)OW,y")

=SOY
Oyleyse (D,@, ®) iicliisii bir degisimli halkadur.
Ikinci islem ® igin (1,0) bir etkisiz elemandir. VY € I ise,

(1,0)EY =YO1,0) =Y

dir. Sonug olarak (ID,@, ®) halkas bir birimli halkadir. Artik (ID,0, ® ) halkas: D ile
gosterilecektir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.7. (D,, ® ) ugliisii bir cisim degildir.

Ispat. VY € D icin

YOX = XOY = (1,0)
esitliginden

YOX = (1,0) = (v,y)0O,x") = (1,0)
= (yx,yx" +y*x) = (1,0)

ve boylece

yx=1yx"+y*x=0
elde edilir. Buradan VY € D igin Y nin tersi X = (% —%) seklindedir. Ancak y = 0
icin Y = (0, y*) € D dual sayilarmin tersi yoktur. Bu durumda (D — {0}, ®) bir grup

olamaz. Bu da ispat1 tamamlar (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.8. Y @ X = S denkleminin bir tek V X € D ¢6ziimii vardir.
+x,y"+x")=(s5")
oldugundan dual sayilarin esitliginden y + x = s ve y* + x* = s* yazilabilir. Buradan
x=s—yve x*=s"—y"olup
X=S-Y=(G6-ys"—y)eD
sonucu elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.1.9.Vd = (y,y") € D dual sayisid = (y + €y*) seklinde yazilabilir.
Ispat. vd = (y,y") € Dicind = (v,y*) = (v,0) + (0,y*) veya
d=(y) =0 +I[(01.("0)]
yazilabilir. Boylece d = (y,y*) = y + €y” elde edilir.



Teorem 2.1.10. D dual sayilar kiimesi R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayidir.

Ispat. (D, +) ikilisi bir Abel grubu oldugundan, bir reel sayi ile bir dual sayinin
carpimi asagidaki sekilde ifade edilebilir:
a€ERvevVd=y+ey*€Digina.d = a(y +ey*) = (ay) + e(ay™)
ya da
Vd=y+ey"€Digind = (y,y*) € Digin
a.d=(a,0).(y,y") = (ay,ay” + 0y)

= (ay, ay”)

= (ay,0) + (0,ay”)

= (ay,0) +[(0,1). (ay", 0)]

=ay + e(ay”).
Bu durumda dis islem aksiyomlarinin saglandigini gérmek kolaydir (Yiice, 2020a).

Tanmm 2.1.11. Vd =y +ey* €D igin d =1+ ey* olarak ifade edilirse D vektor
uzaymin bir baz1 {1,¢} ya da {(1,0).(0,1)} dir. Boylece boyD = 2 olup D vektor

uzayina dual vektor ya da dual diizlem denir (Yiice, 2020a).

€ dual birimi (kompleks birimdeki i ye benzer olarak) kendisi sifir olmuyorken karesi
sifir olmaktadir. Dolayisiyla dual sayilar reel sayilari icerirken kompleks sayilar

icermez. Kompleks sayilarda

1 1

iTEs
esitligi gegerli iken

1 £

e e 0

esitligi gecerli degildir (Yiice, 2020a).

Tanim 2.1.12. Y @ X =Y denkleminin ¢6zlimii olarak tanimlanan dual sayiya D nin
sifir1 denir ve 0 = (0,0) biciminde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).
Y # (0,y")i¢cin Y © X = S denkleminin bir tek ¢ézlimii vardir. O halde
by Ok x") = (s,57)
= (yx,yx* +y*x) = (s,5%)
olup siralt ikililerin esitliginden



yx =8, yx*+y'x =s"
bulunur. Boylece
s ys*+ y's
S
y s
elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.13. DD dual sayilar halkasi, R reel sayilar cimlesine izomorf bir alt climleyi

alt cisim olarak kapsar.

Ispat. f:ID — R fonksiyonunu f: (y, 0) — y olarak tanimlansm. f bir izomorfizmdir.
Gergekten de;
i) f lineerdir: Y = (y,0) ve S = (5,0) € D olmak iizere

fOA@ S =f+s0)=y+s=f10+f(0) =FF)+f(S)
dir. Bununla birlikte

fYOS)=f(ys0) =ys=f(y0f(s0) =f¥f(S)
oldugu goriiliir.
ii) f birebirdir: Y = (y,0) ve S = (5,0)ve Y = S = f(Y) # f(S) dir. Dogrudan dual
sayilarin esitligi tanimiyla birlikte Y # S ise y # s dir. O halde

fQ) #£(S)

dir.
iii) f ortendir: V reel say1 bir tek (x,0) € D dual sayisinin f altindaki goriintiisiidiir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.14. Y = (y,y") € D dual sayisinda y reel sayisina Y nin reel kismi, y*
reel sayisina da Y nin dual kismi denir ve ReY =y, DuY =y* seklinde yazilir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.1.15. (1,0 ) = 1 dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim eleman1 ya da D
deki reel birim denir (Hacisalihoglu, 1983).

(0,1 ) dual sayisina dual birim adi1 verilir ve kisaca ¢ ile gosterilir ve
c.e=¢2=(1,0).(1,00=(00) =0

elde edilir. Sonug olarak



e # 0icin

ve

(Yiice, 2020a).

Tamim 2.1.16. (0,0) € D dual sayisina D nin @ islemine gore birim eleman1 denir ve
f:D->R
izomorfizminde karsilik geldigi O reel sayist ile ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.17. BirY dual sayisinin bir A skaler ile garpimi1
AY = Ay, Ay")
seklinde tanimlanir. Bu ¢arpim
RxD->D
biciminde bir dis islemdir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.18. d = y + ey* € D dualinin eslenigi d ile ve d = y — ey* € D bigiminde
ifade edilir (Yiice, 2020a).

Teorem 2.1.19. Vd = y + €y* € D dual sayis1 i¢gin
1 1 y—¢y* 1 y*

—_= = = ——&—
d y+ey' (+ey)y—ey) vy y?
bi¢iminde tanimlanir. Islemin taniml olabilmesi i¢in y # 0 olmalidir.

Ayrica y # 0 olmak lizere d; =y + ey* ve d, = z + £z" € D dual sayilar1 igin bolme

islemi
4 _ytey OFey)z—ez) y,  yz-yz
d, z+ez* (z+ez*)(z—¢€z*) =z 72
seklindedir. Ayn1 zamanda Vd; d, € D ve d, # (0,z%) igin (%) = % ve d dualinin
2 2

eslenigi d igin;
NVvdeDigin(d)=d,

2)Vvd,,d, € Digind, +d, = d, + d,,
3)vd,,d, € Digind, .d, = d;.d,,



4)VvdeDigindd = (y + ey)(y — ey*) = y?,
5d+ d =2Re(d),d — d = 2eDu(d),d € Ricind = d
esitlikleri gegerlidir (Yiice, 2020a).
Bolme isleminde kolaylik olmasi agisindan 1;= a ve %= o olmak iizere asagidaki
esitlikler gecerlidir:
1
ey*

1
1) =—a,y" #0,
y
1
z'a z.g z* A
= = :—:—a,
y+ey' y+ey ely+ey) ye y

3)y+sy*=y+ey*=s(y+€y*)=lg
z*a oL z* z*
€

2)

4) ma.na = o, me.ne = (mn) €2 = 0,
5) ma = —ma, % = oo,
6) (ma + na) = (mtn)a,
Z'a 5y +eyt oy

7) ————=—a,——="—aq,

y + gy* oy zZ'a z*
8)(y + eyzia = (yz')a,
Ny + ey)+z'a =ma,

(y + ey*) — z"a = —z"a (Yiice, 2020a).

Tanmm 2.1.20. D dual sayilar kiimesi D iizerine bir modiil olmak iizere V d; =y +
ey*,d, =z + ez* € D igin,

():DxD-D,{d,,d,) =d,d,
seklinde tanimlanan fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur denir (Yiice, 2020a).
a) Simetri 6zelligi:

(d1,dy) = (dy, dy)

b) Bilineerlik ozelligi: d; =y + €y*,d, = z+ €z* € D ve Va € R igin
1) (ad4,d;) = al{d,, d>)
2) (dy,ad,) = a{dq,d,)
3)(d, + d,,d3) =(dq,d3) +(d,,d3)
4)(dy,d, + d3) = (dq,d,) +(dq,d3)
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¢) Pozitif tamimlilik 6zelligi:vd = y + ey* € D(d,d) = y?> = 0,

(d,d) =y% =0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart y = 0 olmasidir. O halde y* # 0
oldugunda (d,d) = 0 oldugundan (d,d) = 0 i¢in d = 0 + €y* # 0 elde edilir (Yiice,
2020a).

Tanmm 2.1.21. R reel sayilar cismi iizerinde D dual sayilar kiimesi bir vektdr uzayi

olsun.Vd;, =y+ey*,d, =z+€z" € Digin
1 - _
(, >: DxD- R, <d1, d2> = E(dldz + dle) =Yyz

seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki aksiyomlari sagladiginda bir i¢ carpim
fonksiyonudur:
a) Simetri 6zelligi:
(dy,d3) = (d3, dy)
b) Bilineerlik 6zelligi: d; =y + €y*,d, =z + €z* € D ve Va € R igin
1) {ady, d3) = a(dy, d3)
2) (dy, ady) = a{dy, d;)
3)(dy + dy, d3) = (dy, d3) + (d;, d3)
4)(dy,dy + d3) = (dq, d,) + (dy, d3)
¢) Pozitif tanimlilik 6zelligi:vd = y + ey* € D(d,d) = y?> > 0,
(d,d) =y% =0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart y = 0 olmasidir. O halde y* # 0
oldugunda (d,d) = 0 oldugundan (d,d) = 0 i¢in d = 0 + ey* # 0 elde edilir (Yiice,
2020a).

Tamim 2.1.22. Vd =y + ey* € D dual sayisinin orijin noktasina uzaklhigir (modiilii)

Tanim 2.1.21. geregince

ldll = \/{(d,d) = /y? = Iyl

bi¢iminde tanimlanir (Yiice, 2020a).
Teorem 2.1.23. Vd;,d, € D dual sayisi igin,
1) lldy + dall < lldy ]l + lld: |, (iggen esitsizligi)

2) lldy. da|l = lld4]I. Il

esitlikleri gecerlidir.
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Ispat. 1) d, +d, = (y+ey)+(z+ez’)=(y+2)+ e(y* + 2%
igin,
ld, + dall = |y + z| < Iyl + |z| = lld, ]l + lldll

elde edilir.
2)d, =y+ey',d,=z+¢€z" €Digin

di.dy=(y+ey).(z+ez’)=yz+e(yz" +y'z)
bulunur. Boylece

lds- doll = lyz| < |yl.|z| = lld4|l. ll -l

dir (Yiice, 2020a).

Tanmm 2.1.24. D dual diizlemde M ve N iki nokta ve noktalarin dual sayilardaki
ifadeleri sirastyla d; ve d, i¢in M ve N arasindaki uzaklik

d(M,N) = |ld —dsll = [z =y) + e(z" =yl = llz—yll
bigimindedir (Yiice, 2020a).

Tamim 2.1.25. D dual diizlemde O merkezli r yarigapli ¢gemberin denklemi
|d|| = |y +ey*|=r=|y|lolupy = +r
seklinde verilir. Ozel olarak y = +1 denklemi dual diizlem iizerinde orijin merkezli

birim ¢ember belirtir (Yiice, 2020a).

Tamm 2.1.26. d, merkezli ve r yarigapli gemberin denklemi

(d - do)(a - d_o) =r?
bicimindedir. Bdylece Oklid anlaminda paralel iki dogruya (d, noktasindan esit
uzakliktaki) dual gember denir (Yiice, 2020a).

Tamim 2.1.27. d, ve d; noktalarindan gecen dogrunun parametrik denklemi
d—do =w(d; —do)
oldugundan,
dw) =dy(1—w) +dw,—0o<w< o0
bi¢imindedir (Yiice, 2020a).

Ornek 2.1.28. w € R i¢in,d(w) = ¢(1 — w) + 10w
dual diizlemde bir dogru belirtir.
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Teorem 2.1.29. (E.STUDY). ¥ =§ +ey* ve 7 # 0 olmak iizere D — Modiil’de
denklemi ||17|| = (1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalari, R3 de yonlii dogrulara

birebir karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).
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2.2. Dual Uzayda Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. D" =D XD X .. XD ={¥ = (Y, Y,, .., ¥,):Y; € D,1 < i < n} kiimesi
ifade edilsin. D™ kiimesinin elemanlar1 birer dual say1 olan sirali n-li seklindedir.
Boylece bu sirali n-liler Y; = y; + €y;* i¢in

V= (Y, Y, Y) = O + €917 Y2 + €57 oo, Y + €V07)

= (Y1 y2..90) + €01 2" s Y0

elde edilir. O halde (yl,yzj___,yn), V15 Y250 v") ER® igin Y; = y; + y;” dir. D™
kiimesi iizerinde toplama, dual say1 ile carpma ve esitlik islemleri asagidaki gibi
tanimlanmaistir:
VY = (Y, Y, ..., Y,) = J + €78 = (51,S,, ..., Sp) = § + €5* € D" ve
Va=a+ca* €D ise,
Toplama: Y @ S = (Y, Ya, s V) @ (51,52, 0, Sp) = (Y + S, Yy + Sy, o, Yy 4+ Sp)
veyaY +S =G+ ey") + G+ €5) = (F +3) + (5" +5%).
Dual say1 ile carpma: @ © Y = (aYy, aYs,, ..., aY,) € D™ veya
aQY =(a+ea”) © G+ ey = e(ay* + a*y).

*

Esitlik: ¥ = S olmast i¢in gerek ve yeter sart ¥; = S; ya da 3 = §,9* = §* olmasidir

(Yiice,2020b).

Tamm 2.2.2. VY = (Y,,Y,,..Y,) = + 95,5 = (51,5, ...5,) = § + €§* € D" igin
():D"x D" > D

n
(V.5)= > s
i=1

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyon pozitif tanimli olmayan bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.
Y;,S; € D icin bu fonksiyon lizerinde asagidaki aksiyomlar mevcuttur:
1) Simetri: V¥, S € D" i¢in

n

n
(7.5)= ) visi= ) 5% =(57)
i=1 i=1

L 1=

dir.
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2) Bilineerlik: vY,S,N € D" ve Va, a; € D igin

(Y + a,S,N) = ay(Y,N) + a,(S,N)
ve

(Y, ;S + azN) = a,(Y,S) + ay(Y,N)
ozellikleri saglanir.
3) Pozitif Tanimlilik: VY = (¥;) € D" icin (17, 17) =Y™"Y)? €D bulunur. Y; =y; +
ey;* i¢in (Y))% = y;% + 2ey;y;* oldugundan y;> >0 ve Y™, v;*2 >0 olup (¥})>=0
yada (¥, ¥) > 0 bulunur. v¥ = (0) = 0 ve (¥,¥) = 0 iken (¥, ¥) = X, (¥;)? = 0 olup
(Y)? = y;2 + 2ey;y;* = 0+ €0 bulunur. Bdylece y; = 0 elde edilir fakat y;* =0
olmak zorunda degildir. Buradan Y # 0 olabilir (Yiice, 2020b).

Tamm 2.2.3. ¥ = j + ¢j* € D dual vektdriiniin normu
Y]] = J(¥.7)
bi¢ciminde tanimlanir. Boylece

(V,Y) = (5,7) + 2¢(7,7*)

oldugundan
7]l = V5. 5) + 226, 57)
olup
1
Vm+en=vVm+ en
2Vm
esitligi kullanilirsa, norm
g > - (5;'5;*) - <5}'5}*)
Y]] = V3.9 + e === IJll + e 55—
NGED) I

bi¢iminde tanimlanir (Yiice, 2020b).

Ornek 2.23.Y = (1 + &3 +¢,5+¢) € D icin
Y=(1+¢&3+65+¢) = (135 +e1,11) =7+ ey*

olmak tzere Y dual vektoriiniin normu

((1,3,5),(1,1,1))
J((1,3,5),(1,3,5)

I7]| = V((1,35), (1,35) +¢
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9
=35+ e—
V35

olarak bulunur.

Tamm 2.24. VY = (Y, Yy, ..,Y,) =V + 5%, S = (5,55, ...,5,) =5 + €8 € D dual
vektorlerinin dual vektorel ¢arpimi

A:D3 x D3 - D3

e, € e3
YAS=det|V1 Y2 Y3
S1 85 8

veya
Y AS = (Y,8; — Y3S,, Y38, — Y,55,Y,S, — Y,5;)
bigiminde tanimlanir. Ayni zamanda son ifade de ¥; = y; + €y;*,S; = s5; + €s5;* € D,
1 <i <3 yazilirsa §,y* 5,5 € R3 reel vektorlerinin vektdrel ¢arpimlari yardimiyla
vektorel ¢arpim
YAS=G+ePIAG+e) = GAD +e[GAT)+ G AS)]
seklinde de yazilabilir (Yiice, 2020b).
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2.3. Lorentz Uzayda Temel Kavramlar

Tanmim 2.3.1. (,):V XV — R fonksiyonunda asagidaki aksiyomlar saglanirsa (, )
fonksiyonuna V vektor uzay lizerinde simetrik bilineer form denir.
Vy,s € Rvem,n,l €V igin,
i) Bilineerlik Aksiyomu:
(ym + sn,l) = y(m, 1) + s(n, 1),
ii) Simetri Aksiyomu:
(m,n) = (n,m)

dir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.2. (,):V XV — R fonksiyonu V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer
form olsun. O zaman;

i) vm € V ve m # 0 i¢in (m, m) > 0 ise simetrik bilineer form pozitif tanimli,

i) Vm € V ve m # 0 igin (m, m) < 0 ise simetrik bilineer form negatif tanimli,

iii) vm € V ve m # 0 igin (m, m) > 0 ise simetrik bilineer form yar1 pozitif tanimli,
iv) vm € V ve m # 0 i¢in (m, m) < 0 ise simetrik bilineer yar1 negatif tanimli,

v)Vm eV vem # 0 igin (m,l) =0 = [ = 0 ise simetrik bilineer forma non-dejenere
denir (Giir,2010).

Tamm 2.3.3. (,):V X V - R fonksiyonu simetrik, bilineer ve non-dejenere ise (,) ye V

tizerinde bir skalar ¢arpim fonksiyonu, V' vektor uzayna da skalar carpim uzay denir

(O°Neill, 1983).

Tamm 2.3.4. V vektdr uzay ve (,) V iizerinde bir i¢ ¢carpim olsun. I¢ ¢arpimim negatif
taniml1 oldugu maksimal boyutlu alt uzaymin boyutuna V vektér uzayinin indeksi denir

(O’Neill, 1983).

Tanmm 2.3.5. ( ): R" X R" - R

n
(Y,S) = —yis; + ZYiSi
i=2
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fonksiyonu bir skalar ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona R™ {izerinde Lorentz
metrigi denir (Giir,2010).

Tanmim 2.3.6. R" iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte {R"™,{,)} ikilisine n-

boyutlu Lorentz uzayi veya kisaca Lorentz uzay denir ve L™ ile gosterilir (Giir,2010).

Tanim 2.3.7. Y € L" vektorii icin;

i)(Y,Y) > 0veyaY = 0iseY ye spacelike (uzay benzeri) vektor,

i) (Y,Y) < 0ise Y ye timelike (zaman benzeri) vektor,

iii) (Y,Y) = 0 ise Y ye null (ligthlike veya 151k benzeri) vektor denir (Giir,2010).

Tanmm 2.3.8. Lorentz uzayinda bir Y vektoriiniin normu
IYll = VY, Y)|
seklinde tanimlanir (Giir,2010).

Tamm 2.3.9. Y € L" igin

)Yl >0,

i) ||Y]l = 0,vY € L™ igin Y bir null vektordiir.

iii) Y bir timelike vektor ise ||Y]|2 = —(Y, Y) dir.

iv) Y bir spacelike vektor ise ||Y||? = (Y, Y) dir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.10. L™ , 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor Y ve S olsun.

AL X3 - 3

—€1 € €3
Y, ) > YAS=|Y1 Y2 YV3[=(¥3S; — Y253, Y153 — ¥351, Y152 — ¥251)
St S22 S3

fonksiyonuna vektorel ¢arpim fonksiyonu, Y A S vektoriine de Y ile S nin vektorel

carpimi denir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

Teorem 2.3.11. L™, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor Y ve S olsun.
i) Y ve S spacelike vektor ise Y A S bir timelike vektordiir,

i) Y ve S timelike vektor ise Y A S bir spacelike vektordiir,

iii) Y spacelike ve S timelike vektor ise Y A S bir spacelike vektordiir,

iv) Y ve S null vektor ise Y A S bir spacelike vektordiir,
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v) Y timelike ve S null vektor ise Y A S bir spacelike vektordiir,
vi) Y spacelike ve S null vektor olmak tizere (Y,S) = 0 ise Y A S bir null vektor,

(Y,S) # 0ise Y A S bir spacelike vektordiir (Turgut,1995).

Teorem 2.3.12. Y,S,N € L™ olsun. Bu durumda;
i) (Y AS,N) = —det(Y, S, N),

i) (YAS)AN =—(Y,N)S +(S,N)Y,

) (YAS,Y)=0ve(Y AS,S)=0,

V) (YAS,YAS)=—(Y,Y)S,S) +(V,S)?

dir (Turgut, 1995).
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2.4. Dual Lorentz Uzayda Temel Kavramlar

Tanmm 2.4.1. (,);: D" X D" > D

n-1
(Y,S) = Z Yi S; — Yo Sy
=1

bigiminde tanimlanan fonksiyon pozitif tanimli olmayan bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.
Bunu dual Lorentz i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. Burada D™ uzayma da dual Lorentz

uzay1 denir ve D} ile gosterilir (Yiice, 2020).

Tamm 2.4.2. Herhangi bir ¥ = (Y,, Y, ...,Y,) = 5 + &y* = (,7*) € D? dual vektorii
ise
(V.Y = (5,90 + 27,5
seklinde tanimlanirsa;
1) Y, 17)1 > 0 veya Y = 0 ise Y vektdriine spacelike dual vektor,
2) Y, 17)1 < 0 ise Y vektdriine timelike dual vektdr,

3) (Y,¥), =0,(Y # 0) ise ¥ vektdriine null dual vektdr,
denir (Yiice, 2020).

Tamm 2.4.3. ¥ = (Y,,Y,, ..., Y,) = ¥ + €j* € D3 dual Lorentz vektorii verilsin.

)2 ={Y =3 + &y ||Y| = (1,0),7,7* € R} ve y'spacelike }

kiimesine D3 {izerinde O merkezli dual Lorentz birim kiire veya pseudo dual kiire denir.

i) HZ = {Y = 3 + &5 ||| = (1L,0),7,7* € R} ve y timelike }

kiimesine D3 iizerinde O merkezli dual hiperbolik birim kiire veya pseudo dual

hiperbolik kiire denir (Yiice, 2020).
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Sekil 2.1. S? Lorentz Birim Kiiresi, H3 Hiperbolik Birim Kiiresi ve I'? Isik Konisi
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Tamm 2.44.Y = (Y, Y,, ..,Y,) = ¥ + 9" = (,7*) € D?
ise
<?) ?)l = (5])!}7)[ + 28(5;15;*>l
icin ¥ € D? non-null dual vektdriiniin normu
7] = 1KV, 7)|

seklinde tanimlanir. Ornek olarak

d =y + gy* € D dual sayisinin karakokii ve mutlak degeri sirasiyla

y
yteyr=,yte
TR =yt e

*

ve
o _ y+ey,y>0
y+eyi={_, 2070
biciminde tanimlanirsa
1]l = JI6V, V)] = V16, 9 + 207, 57l

normu y spacelike dual vektor ise (y,y); > 0 oldugundan

> oy

|<5};}_})l + 25(3’:3’ )ll = (}_])1}7)1 + 28(5}15}*»

yazilir. Béylece norm

- - (5])!5}*>
Y| = 19l + e=—
¥l =+ Iyl

seklinde bulunur (Yiice, 2020).

Tamm 2.4.5. Her B;(t) ve B;(t), 1 <i < 3, tiirevlenebilir reel degerli fonksiyonlar
olmak tizere
B :IcR-> ]Di’
t = B() = (B1(O) + B (), B2 (D) + B3 (), Bs () + f5(0))
= B(t) + B~ ()

egrisine dual Lorentz egrisi denir. Burada D3 de tiirevlenebilirdir (Bozkir, 2011).
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Lorentz Uzayinda A¢1

Tanim 3.1.1. Y, S € L™ timelike vektorler olsun. O zaman
(¥, Sy < lIyfisii
olur. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y ve S vektorlerinin lineer
bagimli olmasidir.
(Y, S) = lIYlllSllcoshe,
olacak sekilde bir tek ¢ > 0 reel sayis1 vardir. Buradaki ¢ agisina timelike vektorler

arasindaki Lorentzian timelike ac1 denir.

Ornek 3.1.2.Y = (4,—-2,2) € I}, S = (2,—1,1) € L? i¢in,
(V,S)=—-8+2+2=-4<0
ve
(V,Y)=—-16+4+4=-8<0

oldugundan Y timelike vektordiir.
($,S)=—4+14+1=-2<0
olup S timelike vektordiir. O zaman
(v, Sy < lIyfiisii
esitsizliginde Y ve S vektorleri yerine yazilirsa,

(v, S) = lIYlllISlicosh¢

i¢cin
—4=./|-16 + 4 + 4|\/|-4 + 1 + 1|cosh¢
= —4 = V/8V2cosh¢
ve
hp = —
cosh¢p = ——
VBV2
olup ¢, timelike vektorler arasindaki a¢1 timelike a¢1 oldugundan
b = cosh™' —
= cosh™ ——
VBV2
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icin ¢ > 0 bulunur.

Tamm 3.1.3. Y, S € L"spacelike vektorler olsun. O halde Y ve S vektorlerinin gerdigi
diizlem spacelike ise,
1KY, SH < [IYI[IIS]]
esitsizligi mevcuttur.
(¥,$) = lIYlllISllcos¢
olacak sekilde bir tek 0 < ¢ < m reel sayist vardir. Buradaki ¢ agisina spacelike

vektorler arasindaki Lorentzian spacelike ac1 denir.

Ornek 3.1.4. Y = (1,4,3) € L3, S = (2,8,6) € L igin,
(Y,S§)=—-2+4+324+18=48>0
ve
(Y,Y)=—14+16+9=24>0
oldugundan Y spacelike vektordiir.
($,S)=—44+64+36=96>0
oldugundan S spacelike vektordiir.
1KY, S) < NIYIIIIS]]
esitsizliginde Y ve S vektorleri yerlerine yazilirsa
148] < ||24]l]|96l|
oldugu goriiliir. Burada
(¥,8) = lIYlllISllcos¢

= 48 =1+ 16 + 9V4 + 64 + 36 cos¢p

= 48 = /24/96c0s¢
48
V24+/96

¢, spacelike vektorler arasindaki Lorentzian spacelike ag1 olup

= cos¢p =

1

V24+/96

¢ = cos”

icin ¢ = 0 elde edilir.
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Tamm 3.1.5. Y, S € L" spacelike vektorler olsun. O halde Y ve S vektorlerinin gerdigi
diizlem timelike ise,
1KY, SH > [IYI[IIS]]
dir. Burada
(¥, $) = lIYlllSllcoshe
olacak sekilde ¢ > 0 reel sayis1 vardir. Buradaki ¢ acgisina spacelike vektorler

arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir.

Tamm 3.1.6. Y € L" spacelike ve S € L™ timelike vektorler olsun. O zaman
I<Y, S)| = [IYI[lIS]Isinh¢
olacak sekilde ¢p > 0 reel sayis1 vardir. Buradaki ¢ agisina spacelike vektor ile timelike

vektor arasindaki Lorentzian timelike ac1 denir.

Ornek 3.1.7. Y = (1,—4,-5) € 13,5 = (—4,3,2) € L i¢in,

(Y,)Y)=—-14+16+25=40>0
spacelike vektor,

(5,S)=-16+9+4=-3<0
timelike vektor ve

(Y,5)=4-12-10=-18<0
timelike vektor olup

K<Y, ) = lIYIllIS|Isinh¢

= 18 = /|-1+ 16 + 25|.4/|-16 + 9 + 4|sinh¢

18
= sinh¢ =
*= T3
= ¢ = sinh™! 18
= sin
V40.4/3

olacak sekilde ¢ > 0, spacelike ve timelike iki vektor arasindaki Lorentzian timelike

agidir (Ratcliffe,1994).

Tamim 3.1.8. B:1 c R = L" egrisinin teget vektori w olsun.
i) (w,w) > 0 ise w egrisine spacelike (uzay benzeri) egri,

i) (w,w) < 0 ise w egrisine zamansi timelike (zaman benzeri) egri,
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iii) (w,w) =0 ise w egrisine null (lightlike veya 1s1k benzeri) egri denir (O’Neill,
1983).

Tamm 3.1.9. B:1 c R — L3 diferansiyellenebilir egrisinin (t) noktasindaki
Frenet 3-ayaklis1 {Z, M, G} ve egrikleri k; ve k, olsun.
1) B timelike bir egri ise;
ZANM=—-GMAG=ZGNZ=—-M
olur. O halde Frenet formiilleri

Z, = klM
M, == k]_Z_sz
G' = k,Z

(Woestijine,1990) ve Darboux vektorii
w=kyZ — kG
biciminde bulunur (Ugurlu,1997).
ii) B spacelike binormalli spacelike bir egri ise;
ZANM=—-GMANG=-Z,GNZ=M

olup Frenet formiilleri

Z, = klM
M’ = k7 + k,G
G' = kyZ

(Woestijne,1990) ve Darboux vektorii
w=—k,Z + k.G
seklindedir (Ugurlu,1997).
iii) B timelike binormalli spacelike bir egri ise;
ZANM=GMANG=-Z,GNZ=—-M

olmak lizere buradan Frenet formiilleri

Z, = klM
M, = —klz + sz
G’ = kzZ
(Woestijne,1990) ve Darboux vektorii
w = kzZ - le

olarak bulunur (Ugurlu,1997).
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Tamm 3.1.10. B:1 c R — L3 egrisinin B(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {Z, M, G},
egrikleri k; ve k,, Darboux vektorii w olsun. O zaman;
i) B timelike bir egri ise,
wll = [lk:* = k27|
dir. O halde

a) |ky | > |k, | ise (w,w) > 0 oldugundan w spacelike bir vektor olur. G ile w vektori

arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ i¢in, k; ve k, egrilikleri ve j vektort,
k; = |lwl[coshe, _ 2 2
{kz = Iwlisinhg 1V = Jla" ~ k2

Jj = sinh@Z — coshpG

ve

bigiminde tanimlanir.
b) |k, | < |k, | ise (w,w) < 0 olacagindan w timelike bir vektor olur. G ile w vektori

arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ ile gosterilirse, k, ve k, egrilikleri ve j vektort,
ki = ||wl|sinhe _ 2 2
b = liiloshg W1 = " =

Jj = coshoZ — sinhpG

ve

seklindedir.
ii) S spacelike binormalli spacelike bir egri ise,
lwll = |k12 + kzzl

dir. (w,w) > 0 olacagindan w spacelike bir vektor olur. G ile w vektorii arasindaki

Lorentzian spacelike a¢1 ¢ olmak iizere, k; ve k, egrilikleri ve j vektor,

{kl = ”W”C05<p ”W” _ k22 +k 2
= 1

ko = |[wllsing’

Jj = —singZ + cospG
bi¢imindedir.

iit) f timelike binormalli spacelike bir egri ise,

Iwll = [|k* = k;?|
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dir. O halde
a) |ky | > |kq | ise (w,w) > 0 oldugundan w spacelike bir vektor olur. G ile w vektori

arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ i¢in, k; ve k, egrilikleri ve j vektort,
ki = |lw||sinhe _ 2 2
b = liiloshg W11 = " =

Jj = cosh@Z — sinhpG

olmak lizere

seklinde ifade edilir.
b) |k, | < |kq | ise (w,w) < 0 oldugundan w timelike bir vektor olur. G ile w vektori

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 ¢ acis1 i¢in, k, Ve k, egrilikleri ve j vektort,
ki = |lw||coshe _ 2 2
L = sy 191 = " =

j = sinhopZ — coshpG
biciminde tanimlhidir (Giir,2010).
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4 BULGULAR
4.1. Dual Lorentz Uzayinda Egriler

Tamm 4.1.1. Bir dual Lorentz egrisinin 8 : I € R — D3 icin, k = k + ek* egriligi ve

T = T + £7* burulmasi sirf dual olmasi.

—_

<Z;2) = 80; (M;M> = 81;(6; G) = 82'<21M> = (21 G) = (M;

(M)

~
Il
o

ise dual Frenet formiillerinin matris formu

alZ 0 k  0]|Z
-5 M = _goglk O 'f M
ds |- A <

¢ 0 —&&1T 0 é

bigimindedir. {Z,M },{2, G} ve {1\71, @} vektor alanlari tarafindan gerilen diizlemlere

sirastyla oskiilator diizlem, rektifiyan diizlem ve normal diizlem adi verilir

(Bozkir,2011).

Teorem 4.1.2. Eger (Z,2) = ¢, ise (Z”, Z) = Fk? dir. Burada &, = +1 dir.

ispat. (Z,Z) = ¢,, ¢, = +1 icin her iki tarafin tiirevi alinirsa

(Z,2)+(2,2') = 0
= (ZT’,Z:) =0

elde edilir. Her iki tarafin tekrar tlirevi alinirsa;

)|

(Z7,2)+(2',2') = 0

A~ o~ A~

= (77,2 + (kM, kM) = 0

—_—
— A

= (Z",7) + k2 (M, M) = 0 olup burada (M, M) = , icin
<Z\”,ZA> + I’(\Zgl =0
bulunur. Burada iki durum s6z konusudur:

e, = +1icin, (Z7,2) + k2 = 0 = (Z7,2) = —k? elde edilir.

ii) &, = —1 icin, (77 2)— k2 =0=(Z",Z) = k? bulunur.

—_—
— ~

Teorem 4.1.3. (M, M) = &, olmak iizere & &, £, durumlarina gére (M", M) = k% — 2,

(M, M) = —k? — £2 ve (M"", M) = —k? + £2 dir.
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Ispat. (M', M) + (M, M") = 0

= (—eoe k2 + tG, M) + (M,— goe,:kZ +1G) = 0

—eoe R (2, 1) + £ (G, M) — eoes ke (M, Z) + £ (M, G)

0 olup burada

_
~

(Z, M)y = (Z,6) = (M,C)

0

olarak alinirsa 0 = 0 6zdesligi vardir. Ayrica
(M, M) = 0 esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa

(M7, /1) + (M, /T') = 0

bulunur. Burada

—_

(Z}Z‘) = gOJ <z;

Y}

y=0, (aZ: )y=0, (a 5) = ¢&, esitlikleri yerine yazilirsa,

olarak elde edilir. Boylece;

|) & = _1, & = 1,82 =1 i(;in,

esitligi bulunur.
“) &y = 1, & = _1,82 =1 lgln,

(M", MY+ k*+12=0

NN

= (M",M) = —k? — 12
esitligi mevcuttur.
l)eg =1, =1,& = —1 igin,
(T, M)+ k? —#2 =0
> (M7, M) = —R? + 2

vardir. Boylece istenilenler elde edilmis olur.
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—_— —_

Teorem 4.1.4. (G, G) = &, ise g &4, &, durumlari igin (G”, G) = F£2 dir.

Ispat. (a 5) =g,
esitliginde birinci tiirev alinirsa,
(@,G)+(C,Gy=0
= (—8182‘31\77,@) + (6, —elezfﬁ) =0
—e,6,2(M,C) — £,,2(G, M) =0 olup (M,G)=0,(C,M)=0 esitlikleri yerlerine

yazilirsa,

0zdesligi elde edilir. Ayrica

ifadesinin ikinci tiirevi alinirsa

bulunur. Burada (M, M) = &, icin

(G” G} +£36,2t2 =0

oldugu goriiliir. Simdi &, ve &, degerleri icin bir dnceki ifade irdelenirse:
i)e; =1vee, = —1i¢in

<E\”F é) = _fz
bulunur.
ii)e; = —1vee, =1i¢in

@) =
elde edilir.

_—

Teorem 4.1.5. (Zﬁ) =0ise (Z\”,ﬁ) = —(ZW} dir.

ispat. (Z/, M) + (Z,M') = 0

= (RIM, M) + (2, —ege k7 + 2C) = 0
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olup (ﬁ, ﬁ ) =&, (Z Z: ) =&, (Z, 5 ) = 0 esitlikleri yerlerine yazilirsa,

k (M, M) —elszk(Z 2 +#(Z,C) =0
= —eylek +keg =0

oldugu goriiliir.
i)eg =1veg = —1icink —k = 0 olup

0=0
0zdesligi elde edilir.
i) ey = —1vee; = 1igin —k + k = 0 olur ve

0=0
0zdesligi mevcuttur. Simdi tekrar tiirevi alinirsa

(Z',M) = —(2,IT)
= (27, M) +(Z, M) = —(Z', ) - (Z,/T")
= (27, ) + ki, —eoe, kZ + 2G) = — (kM —ee, k2 + 2G) — (2, 1)

= (77, M) — o6, k2 (M, Z) + k# (M, 5): goe k% (M, 2) — ket (N

—_— —_

,G) = (Z,M")

sonucu elde edilir.

—_

Teorem 4.1.6. (Z, C) = 0 icin (27, G) = — (Z,G") dir.

—_ —_—

ispat. (77, G:) + (Z G)=0
= (121\7, 5) + (f,—slezfﬁ) =0
olur ve burada (ﬁ,G: y=0, (Z Iﬁ ) = 0 esitlikleri yerlerine yazilirsa,
=k (ﬁ, 5) — elezf(fﬁ) = 0 bulunur ve
0=
0zdesligi vardir. Dahasi
(Z,G) = —(2,G")

ifadesinde her iki tarafin tiirevi alinirsa
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bulunur. Boylece

& =+1lvee, =—1icin

elde edilir ve diger taraftan

& =—1vee, =+1i¢in

vardir.

—_

Teorem 4.1.7. (ﬁ, 5) = 0ise (M",

)
~~—

I

I
A~
=
«Q
~
o
=

—_—

Ispat. (Mr’,é) +(M,Gy=0

bulunur. Burada

i¢cin
te, —g%e,£ =0
= fe, = &,%¢,1
=>7T=1

esitligi elde edilir. Ilaveten
(WT',G) = —(M,G)

esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa

_— —_— RN
—

(M7, G) + (M, Gy = — (M, G’y — (M, G"

= (M",G) + goe, 2kt {2, M) — £,6,2% (G, M ) = —goe, 2kt (Z,
(M,G")
oldugu goriiliir ve (Z, M ) = 0,(G,M ) = 0 igin
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elde edilir.

4.1.1. Dual Lorentz Uzayinda Rektifiyan Egriler

Tamm 4.1.1.1. Bir dual Lorentz egrisinin k = k + ek* egriligi ve
£ = T + et* burulmasi sirf dual olmasin. k, k* € R icin
(2,2) = £0,{M, M) = £1,({G,G) = £,,{Z,M) = (Z,G) = (M,G) = 0

ise dual Frenet formillerinin matris formu

JE [0 & 2
5 M = _goglk O 'f M
ds |- A <

¢ 0 —&&1T 0 é

bicimindedir. {2, @} vektor alanmi tarafindan gerilen diizleme rektifiyan diizlem adi

verilir.
Bir  dual egrisinin yer vektorii rektifiyan diizlemde ise egriye rektifiyan dual Lorentz
egrisi denir. £ bir dual Lorentz egrisi ise yer vektorii, 7 ve ¥ dual fonksiyonlar igin
B(s) =7 (Z(s) + 9 ()G(s)
olup bu ifadenin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
B'()=7'()Z(s) + 7 () Z(s) + ' ()G (s) + ()G (s)'

= 2(s) = 7' (D2(s) + 7 ORSH(S) + P ()G () + P (5) (2182 H())

—_—

= 2(5) = 7' (9)Z() + [7 k() €188 (DS][ (s) + P (5)G(5)

=0 =[7'(s) — 112(s) + [7 ©)R(s) 1629 ()E(s)| M (5) + P ()G (5)

olup {2 (s), M(s), 5(5)} dual Frenet gatis1 lineer bagimsiz oldugundan katsayilar sifira

esit olmalidir. Boylece
7'(s) = (1,0) = 1+ &0 = 1,7 ()k(s) = 18,9 (s)(s),9'(s) = 0
sonucuna ulasilir. Tlk esitlikte 7' (s) = 1 oldugundan € bir dual sabit say1 olmak iizere
7(6)=5+7C
dir. Ugiincii esitlikte 1)’ (s) = 0 oldugundan v sabit bir dual fonksiyondur. 7 k = {t
esitligine gore k # 0 oldugundan 1) dual sabiti de sifirdan farklidir (Bozkir,2011).
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4.1.2. Dual Lorentz Uzayinda Normal Egriler

Tamm 4.1.1.2. Bir dual Lorentz egrisinin k = k + ek* egriligi ve
£ = 7 + er* burulmasi sirf dual olmasin. k, k* € R i¢cin

(2,2) = £0,(M, M) = £,(G,G) = &,,(2, M) = (2,G) = (M,G) = 0
ise dual Frenet formillerinin matris formu

alZ 0 k  0]|Z
5 M = _goglk O 'f M
ds |2 . o

¢ 0 —&&1T 0 ¢

bi¢imindedir. {IW G } vektor alan1 tarafindan gerilen diizleme normal diizlem denir.

Bir £ dual egrisinin yer vektorii normal diizlemde ise egriye normal dual Lorentz egrisi
ad verilir. § bir dual Lorentz egrisi ise yer vektorii, 7 ve 1 dual fonksiyonlar olmak

uzere

B(s) =7 (HM(s) + P ()G(s)
dir. Eger her iki tarafin tiirevi alinirsa

'(s) = 7/ (SHM(s) + 7 (s) M(s) + ' (5)G(s) + P ()G (s)

= 2() = 7' (M) +7 () (~e0ek($)2(s) + 1()G(S)) + P ()G (5)

\ =

+9 (5) (—e18:2)M ()

=0= (—1 - 808117(5)@(5))% + (?’(s)—elesz(s)) M(s)

+ (7 ()E(s) + B'(5))G(s)

oldugundan, {Z (s),M (s),@(s)} dual Frenet cgatist lineer bagimsiz oldugundan

katsayilar sifira esit olmalidir. Boylece

—1 —gye;7()k(s) =0

7' ()—ereh (s)E(s) = 0

7 ()t(s) +¢Y'(s) =0
denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemde
g =1, =-1ve g = —1,& = 1 durumlarinin her ikisinde de
P()k(s) =1

elde edilir. Buradan



olup iki ¢6ziimli mevcuttur:
1) k(s) = sbt ise,
7'(s) =0vey(s) = sbt
bulunur.
g=1&=—1veeg =—-1,6 =1ve y'(s) =0 degerleri ikinci denklemde yerine
yazilirsa,
b (s)2(s) = 0

olur. Ayrica

JT(?) = 0 veya 7(s) = 0 alinirsa

[E———

P(s)=0=>9'(s) =0

t(s)=0=>1'(s) =0
Ugiincii denklemde bu elde edilenler yerlerine yazilirsa
0=0
0zdesligi elde edilir. Boylece
k(s) = sbt icin
1

() = e} (k) = 5

L) =0t = 0)

sartlarinda

B(s) =7 ()M(s) + B (5)G(s)

denkleminde buldugumuz degerler yerine yazilirsa,

egrisi bulunur.

2) k(s) = sbt degil ise,

k'(s)
7'(s) = —= Jk%(s) #0
7 =~y FO)
Ikinci denklemde yerine yazilirsa,
k'(s) ~—
—— — 2(s) =0
22 (s) 1€ (5)E(s)

ifadesinde e;, = 1vee, = —1ile &g = —1vee&, =1 igin,
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G ——.
_ 0) + Y (s)T(s) =0,
R 4O
k()P ()
olup,
’\( )— i
ys) = l?(s)’
i(s) = k,(i).\
kz(s)y (s)

bulunan degerler tigiincii denklemde yerine yazilirsa,

7($)E(s) +9'(s) =0,
1 < k' (s) > () =0,

= = . ——
k(s) \k2(s)¥ (s)
= & = _lpAI(S)l
k3 ()Y (s)
OIS
70s) ==Y’ (s)yY ().

Bu son esitlikte her iki tarafin integrali alinirsa,

O P
e R 0O

) = —%(s) + ¢, (c = sht)

bulunur.
k(s) = sbt olmamas1 halinde ve &, &, &, durumlarmin (+1), (-1) olmasi halinde elde

edilen degerler

(76) = 76N ffs) = 5} 90) = 1777 <a),

O
e

B(s) =7 (SHM(s) + P (5)G(s)

dir. O zaman
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denkleminde bulunan degerler yerine yazilirsa,

B(s) = 7()M(s) £ 72 + c16(s)

egrisi elde edilir.

4.1.3. Dual Lorentz Uzayinda Oskiilator Egriler

Tamm 4.1.3.1. Bir dual Lorentz egrisinin k = k + ek* egriligi ve

t = T + e7* burulmasi sirf dual olmasmn. k, k* € R igin

(Z,2) = £0,(M, M) = £,(G,G) = &,,(2, M) = (Z,G) = (M,G) = 0
ise dual Frenet formiillerinin matris formu
alZ 0 k ol|Z
-5 M = _Eoglk 0 T M
dg |72 R -
G O _SOEIT O G

bi¢imindedir. {Z 1\7 } vektor alani tarafindan gerilen diizleme oskiilator diizlem denir.

Bir 8 dual egrisinin yer vektorii oskiilator diizlemde ise egriye oskiilator dual Lorentz
egrisi ad1 verilir. B bir dual Lorentz egrisi ise yer vektorii, 7 ve 1 dual fonksiyonlar

olmak lizere

B(s) =7 ($)Z(s) + P ()M (s)

bi¢iminde ifade edilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

B(s) = 7' (2(s) +7 () Z(s) + B ()M(s) + P () (s

= 2(s) = 7'(Z() + 7 () (RH(S) ) + §' (HH(5)

+9 () (—e0e1k()Z(s) + 1(5)G(5) )
= 0= (-14+7'() ~ b (eerk()) Z2(5) + (7 k() + ()] (s)

+ (P (5)%(s))G(s)

olup {Z (s), M(s), @(s)} dual Frenet gatisi lineer bagimsiz oldugundan katsayilar sifira

esit olmalidir. Boylece

—1+7'(s) =9 ()&oe1k(s) = 0
7 ($)k(s) +9'(s) =0
P ()E(s) =0
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denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemde e, = 1,6, = —1ve gy, = —1,&, =1

igin,

—14+7'(s)+ 9P ()k(s) =0

elde edilir. ¥ (s) # sbt &, &; durumlarinin (+1), (-1) olmasi hallerinde

(P (s) =9 ()}, {t(s) =0},
(C%t/3 (S)>

v |

(Fro)porro)| [
d—sy(5)= ) k() =—
J \

{J; (s) = ijV(S)Z - ZJ?(S)dS + Cl}

B(s) =7 ($)Z(s) + P ()M (s)

esitliginde ¢oziimler yerine yazilirsa,

B(s) =7 ()Z(s) £ T ()2 = 2[ 7 (8)ds + ¢; M(s)

elde edilir.

ilk egri bulunur. ikinci egrimiz i¢in 1 (s) = sbt(# 0) oldugunda

WSPWﬂﬁ®=QHﬂQ=m{H®=¢LJ

seklindedir. Boylece ikinci egrimiz

B(s) = c,M(s)

olur.
Ugiincii denklemde ¥ (s)(s) = 0, 9 (s) = 0 veya £(s) = 0 dur.
P(s)=0olsun. 7'(s) =1=27(s) =s +c3,
olup birinci denklemin ¢oziilmesi halinde elde ettigimiz degerler

{2(s) = 2()}{¥h (s) = 0}, {7 (s) = 5 + 1}, {k(s) = 0}
olmak iizere iiclincii egrimiz de

B =5 +c:2(5)

seklinde elde edilir.
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4.2. Dual Lorentz Uzayinda Yapilan Cahsmalarin icerik Analizi
Dual Lorentz uzaymdaki yapilan bazi ¢alismalarin uzay ve egri cesitlerine gore igerik

analizleri Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2 de verilmistir.
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Cizelge 4.1. Egrilerin uzay ¢esitlerine gore igerik analizi

. Uzay Cesitleri

. . . ayum e

Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabin Adi Y}1]l1 Tiri otid | Lorentz | Dual Dual Mmk.ows

Lorentz ki
1 | A.Z.Pirdal 3-Boyutlu Dual Lorentz Uzayinda ivme Eksenleri | 2006 | YL Tezi X X
A.Ylcesan, N.Ayyildiz, A.

2 | C. Coken On Rectifying Dual Space Curves 2007 | Makale X X
A Study on Rectifying Curves in the Dual

3 | E.Ozbey, M.Oral Lorentzian Space 2009 | Makale X
Dual Lorentz Uzayinda Paralel Regle Yiizeyler ve

4 | O. Bektas Baz1 Karakteristik Ozellikleri 2010 | YL Tezi X X X X
Dual Lorentz Uzayinda Spacelike — Timelike

5 | S. Giir Involiit— Evoliit Egriler Uzerine 2010 | YL Tezi X X X X

6 | M. Bozkir Dual Lorentz Uzayinda Rektifiyan Egriler 2011 | YL Tezi X X X X
On Time-like Ruled Surfaces in Minkowski 3-

7 | C. Ekici,H. Oztiirk Space 2013 | Makale X
Spacelike — Timelike-Involute — Evolute Curve

8 | S. Giir,S. Senyurt Couple on 2013 | Makale X
Diffrerential Geometry of Curves and Surfaces in

9 |R.Lopez Lorentz-Minkowski Space 2014 | Makale X X




A7

Cizelge 4.1. Egrilerin uzay gesitlerine gore icerik analizi (devam)

Uzay Cesitleri
. . . Yayim . .
T ..
Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabin Adi Vil tirii oxlid | Lorentz | Dual Dual | Minkows
Lorentz ki
Y .Unliitiirk, Characteristic properties of the parallel ruled
10 M.Cimdiker,C.Ekici surfaces with Darboux frame in Euclidean 3- space 2016 | Makale X
. Dual Lorentziyen Birim Kiiresel Timelike Egrilerin
11 | B- Sahiner, MRazazH. b ik Teorisi Kullanilarak Robot Ug-isleve 2018 | Makale X
H.Ugurlu s .
Hareketinin Incelenmesi
12 | S.Oztiirk Oklid Uzayinda Sabit Oranli Egri Ciftleri 2018 | YL Tezi X
Dual Uzayda Bir Egri ve Onun Tabi Lift Egrisinin
13 | T.Baysal Darboux Vektorleri Tarafindan Olusturulan Regle | 2019 | YL Tezi X
Yiizey Ciftleri
14 | E.Ovalioglu Yflr}-O}(lldyen Uzayda Null Egriler veNull 2019 | YL Tezi X x X
Egrilerin Siflandirilmasi
15 | S.Yiice Sayilar ve Geometri 2020 Kitap X X X X
An examination on N — D= partner curves with
16 |S. Kiligoglu, S. Senyurt common principal normal and Darboux vector in 2021 | Makale X
EN3
17 | A.Yiicesan, G. O.Tiikel Dual Lorentz Uzayinda Elastik Egriler 2021 | Makale X
18 | UU.Bayrak Torbalr Lorentz Uzayinda Null ve Null Olmayan Egrilerin 2022 | YL Tezi X X
Yapilarinin Incelenmesi




Cizelge 4.1° de Oklid uzaymda 9, Lorentz uzayinda 8, Dual uzayda 6, Dual Lorentz
uzayda 9, Minkowski uzayinda 4 ¢aligmaya rastlanmistir. Bektas (2010), Giir (2010) ve
Bozkir (2011) tezlerinde bir ¢cok uzaya yer vermislerdir. Yiice (2020) kitabinda Oklid

uzay, Lorentz uzay, Dual Lorentz uzay yer almaktadir.

43



4%

Cizelge 4.2. Egrilerin gesitlerine gore icerik analizi

Egri cesitleri

Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabin Adi Yaymm Yili | Tird Spacelike | Timelike Invohft- Rektifiyan | Elastik | Null
Evoliit
A 7 Pirdal 3-Boyutlu Dua} Lorentz Uzayinda 2006 YL Tezi
Ivme Eksenleri
A.Yiicesan,
N.Ayyildiz, A. C. | On Rectifying Dual Space Curves 2007 Makale X
Coken
E.Ozbey, M.Oral |2 Study on Rectifying Curvesin | 559 | praale
the Dual Lorentzian Space
Dual Lorentz Uzayinda Paralel
O. Bektas Regle Yiizeyler ve Bazi 2010 YL Tezi
Karakteristik Ozellikleri
Dual Lorentz Uzayinda Spacelike
S. Giir — Timelike Involiit— Evoliit 2010 YL Tezi X X X
Egriler Uzerine
M. Bozkir ggli‘tlig;;ngggﬁymda 2011 | YL Tezi X
C. Ekici, H. Oztiirk fﬂJ&”ﬁﬁ.ﬁf?ﬁ;iﬂ Surfaces in 2013 | Makale X
Spacelike — Timelike-Involute —
S. Giir,S.Senyurt Evolute Curve Couple on Dual 2013 Makale X X X
Lorentzian Space
Diffrerential Geometry of Curves
and Surfaces in Lorentz-
R.Lopez Minkowski Space 2014 Makale
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Cizelge 4.2. Egrilerin gesitlerine gore igerik analizi (devam)

Egri cesitleri
Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabin Adi | Yaymm Yili | Tiirii . L Involiit- - .
Y Spacelike | Timelike .. | Rektifiyan | Elastik | Null
Evoliit
S Characteristic properties of the
10 Y'Ur.ﬂutl.lrk’ . .| parallel ruled surfaces with Darboux 2016 Makale
M.Cimdiker,C.Ekici . .
frame in Euclidean 3- space
B. Sahiner Dual Lorentziyen Birim Kiiresel
11 | M.Kazaz.H. Timelike Egrilerin Egrll'lk Te9r1s1 2018 Makale
N Kullanilarak Robot Ug-islevci
H.Ugurlu s .
Hareketinin Incelenmesi
12 |S. Oztiirk O.klld Uzaylnda Sabit Oranli Egri 2018 YL Tezi x
Ciftleri
Dual Uzayda Bir Egri ve Onun Tabi
Lift Egrisinin Darboux Vektorleri .
13 | T Baysal Tarafindan Olusturulan Regle Yiizey 2019 YL Tezl
Ciftleri
< Yar1-Oklidyen Uzayda Null Egriler .
14| E.Ovalioglu veNull Egrilerin Siniflandirilmast 2019 YL Tezi X
15 |S.Yiice Sayilar ve Geometri 2020 Kitap
S. Kiligoglu, S An examination on N — D* partner
16 S-en r(’; g, S curves with common principal 2021 Makale
o normal and Darboux vector in E3
A.Yicesan, G. Dual Lorentz Uzayinda Elastik
17 O Tiikel Egriler 2021 Makale X
Lorentz Uzayinda Null ve Null
18 | U.Bayrak Torbali Olmayan Egrilerin Yapilariin 2022 YL Tezi X

Incelenmesi




Cizelge 4.2° de galisilan egri gesitlerini ifade edelim. Spacelike 2, timelike 4, involiit-
evoliit 3, rektifiyan 2, elastik 1 ve null egride 2 ¢alisma bulunmaktadir. Giir (2010)
yiiksek lisans tezinde spacelike egri, timelike egri ve involiit-evoliit egri olmak tizere 3
egri ¢esidi yer almaktadir. Tezimizde rektifiyan egrileri kapsayan tezler bize ¢ok yol

gosterici olmakla birlikte yeni fikirler olusturmustur.
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde Dual sayilar, Dual uzay, Lorentz uzay, Dual Lorentz uzayla
ilgili tanimlar, teoremlere ve Lorentz uzayinda ag¢i tanimlari yapilip, bunlara iliskin
orneklere yer verilmistir. Tezin 4.b6limiinde Dual Lorentz uzayinda Dual Rektifiyan
egri, Dual Normal egri, Dual Oskiilator egri ¢esitleri incelenmistir. Boliimiin sonunda
egrilerin uzaylarina ve gesitlerine gore icerik analizi yer almaktadir. Bundan sonraki bu

alanda yapilacak olan galigmalara katki saglamasi 6ngoriilmektedir.
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