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1. GİRİŞ 

 

Bu çalışma beş bölüm olarak düzenlenmiştir. 

 

Giriş bölümü olan birinci bölümde yapılan tüm çalışmalardan bahsedilmiş ve bölümler 

tanıtılmıştır. 

 

İkinci bölümde Dual sayılarda, Dual uzayda, Lorentz uzayında ve Dual Lorentz uzayda 

temel kavramlar verilmiştir. 

 

Modern Matematik’te, dual sayılar, karakteristiği 𝑝 ≠ 2 olan bir 𝐹 cismi üzerinde rank  

2 olan bütün cebirleri bulmada bir problem olarak ortaya çıkmıştır. Bunun üç çözümü  

bulunmuştur. Bunlardan bir tanesi 𝜀2 = 0 ve  𝑎, 𝑎∗ ∈ 𝐹 olmak üzere 𝐹 üzerinde 𝑎 + 𝜀𝑎∗  

dual elemanlarından oluşan cebirdir. Bu elemanlara dual sayılar denir (Veldkamp,1976). 

 

Dual sayılar ilk olarak William Kingdom Clifford (1845-1879) tarafından geometrik 

araştırmalarda kullanılmıştır. Clifford’dan sonra E.Study (1860-1930) dual sayıları ve 

dual vektörleri doğrular geometrisinde ve kinematikte kullanmıştır. Ayrıca kendi adıyla 

bilinen bir dönüşüm tanımlamıştır. Bu dönüşüm, birim dual kürenin noktaları ile 3 

boyutlu Öklid uzayındaki yönlü doğrular arasında birebir eşleşme olduğunu 

göstermektedir (Study, 1903). 

 

1996 yılında H. H. Uğurlu ve A. Çalışkan tarafından yapılan çalışmalarda ise ℝ3 yerine 

ℝ1
3 3-boyutlu 1-indeksli Lorentz uzayı alınarak E.Study dönüşümü, ‘‘𝔻1

3 de dual 

hiperbolik ve dual Lorentzian birim kürelerinin, dual timelike ve dual spacelike birim 

vektörleri ile ℝ1
3 deki yönlü timelike ve spacelike birim vektörleri birebir eşleşir’’ 

şeklinde ifade edilmiştir (Uğurlu  & Çalışkan, 1996). 

 

Üçüncü bölümde Lorentz uzayında açı tanımları ve örnekleri verilmiştir. Darboux 

vektörü için açı tanımları verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde Dual Lorentz uzayında Rektifiyan, Normal ve Oskülatör eğri tanım 

ve teoremlerine yer verilmiş ve Dual Lorentz uzayında eğrilerin uzay çeşitlerine ve eğri 

çeşitlerine göre durumları çizelgelerle gösterilmiştir. 

 



 

2 

 

Son olarak beşinci bölümde sonuç kısmına yer verilmiştir. 

 

Bu tezde Dual Lorentz uzayda Oskülatör ve Normal eğri ilk defa çalışılmıştır. Dual 

sayılarda, Dual uzayda, Lorentz uzayında ve Dual Lorentz uzayda temel kavramlar 

tanıtılarak ileri seviyede yapılacak çalışmalar için bir temel oluşturma hedeflenmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Bu bölümde ilk olarak tezin ilerleyen kısımlarında kullanılacak Dual sayılar, Dual uzay, 

Lorentz uzay, Dual Lorentz uzayda temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

2.1. Dual Sayılarda Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1.  ∀𝑦, 𝑦∗ ∈ ℝ olmak üzere 𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ikilisine bir sıralı ikili denir. 

Bu sıralı ikilinin oluşturduğu ℝ × ℝ cümlesi 𝔻 ile gösterilirse  

𝔻 = {(𝑦, 𝑦∗) ∶ 𝑦, 𝑦∗ ∈ ℝ} 

cümlesine dual sayılar cümlesi denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.2.  𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ve 𝑆 = (𝑠, 𝑠∗) olmak üzere 

𝑌 ⊕ 𝑆 = (𝑦, 𝑦∗) ⊕ (𝑠, 𝑠∗) = (𝑦 + 𝑠, 𝑦∗ + 𝑠∗) 

biçiminde tanımlı ⊕∶ 𝔻 × 𝔻 → 𝔻 iç işlemine 𝔻 dual sayılar cümlesinde toplama işlemi 

denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.3. 𝑌 = (𝑦, 𝑦∗)  ve 𝑆 = (𝑠, 𝑠∗) için 

𝑌⨀𝑆 = 𝑌𝑆 = (𝑦, 𝑦∗)⨀(𝑠, 𝑠∗) = (𝑦𝑠, 𝑦𝑠∗ + 𝑦∗𝑠) 

şeklinde tanımlı ⨀ ∶ 𝔻 × 𝔻 → 𝔻 iç işlemine 𝔻 dual sayılar cümlesinde çarpma işlemi 

denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.4.   𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ve 𝑆 = (𝑠, 𝑠∗) ∈ 𝔻 için 𝑦 = s, 𝑦∗ = 𝑠∗ ise  𝑌 ile 𝑆 

eşittir denir ve 𝑌 = 𝑆 biçiminde gösterilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.5.  ℝ reel sayılar cümlesi olmak üzere 

𝔻 = ℝ × ℝ 

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri Tanım 2.1.2, Tanım 2.1.3 ve 

Tanım 2.1.4 deki gibi tanımlanıyor ise 𝔻 cümlesine dual sayılar sistemi ve ∀(𝑦, 𝑦∗) ∈

𝔻 elemanına bir dual sayı denir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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Teorem 2.1.6. (𝔻,⊕,⨀) üçlüsü birimli ve değişmeli bir halkadır. 

 

İspat.  ⅈ) 𝐻1 ∶ (𝔻,⊕) ikilisi bir değişmeli bir gruptur. 

𝐺1 ∶⊕ ∶ 𝔻 × 𝔻 → 𝔻 biçiminde tanımlandığından 𝔻 cümlesi ⊕ işlemine göre kapalıdır. 

𝐺2 ∶⊕ işleminde birleşme özelliği bulunmaktadır. ∀ 𝑌, 𝑆, 𝑁 ∈ 𝔻 için 

  (𝑌 ⊕ 𝑆) ⊕ 𝑁 = [(𝑦, 𝑦∗ ) ⊕ (𝑠, 𝑠∗)] ⊕ (𝑛, 𝑛∗) 

                     = (𝑦 + 𝑠, 𝑦∗ + 𝑠∗) ⊕ (𝑛, 𝑛∗) 

                           = ((𝑦 + 𝑠) + 𝑛 , (𝑦∗ + 𝑠∗) + 𝑛∗) 

                           = (𝑦 + (𝑠 + 𝑛), 𝑦∗ + ( 𝑠∗ + 𝑛∗)) 

                    = (𝑦, 𝑦∗) ⊕ (𝑠 + 𝑛, 𝑠∗ + 𝑛∗) 

                         = (𝑦, 𝑦∗) ⊕ [(𝑠, 𝑠∗) ⊕ (𝑛, 𝑛∗)] 

 = 𝑌 ⊕ (𝑆 ⊕ 𝑁) 

olduğu görülür. 

𝐺3 ∶⊕ işlemine göre 𝔻 üzerinde 0 = (0, 0) etkisiz elemanı vardır. ∀ 𝑌 ∈ 𝔻  için 

𝑌 ⊕ 0 = 0 ⊕ 𝑌 = 𝑌 

şeklindedir. 

𝐺4 ∶⊕ işlemine göre ∀ 𝑌 ∈ 𝔻 için 

𝑌 ⊕ 𝑋 = 𝑋 ⊕ 𝑌 = 0 

biçiminde bir tek Χ ∈ 𝔻 ters eleman vardır. Burada 𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ∈  𝔻  için 

 𝑋 = (−𝑎,−𝑎∗ ) ∈ 𝔻 dır. O halde   (𝔻,⊕) ikilisi bir gruptur. 

𝐺5 ∶ ∀ 𝑌, 𝑆 ∈ 𝔻  için  

𝑌 ⊕ 𝑆 = 𝑆 ⊕ 𝑌 

olur. Gerçekten 

𝑌 ⊕ 𝑆 = (𝑦, 𝑦∗) ⊕ (𝑠, 𝑠∗) 

          = (𝑦 + 𝑠, 𝑦∗ + 𝑠∗) 

           = (𝑠 + 𝑦, 𝑠∗ + 𝑦∗ ) 

           = (𝑠, 𝑠∗) ⊕ (𝑦, 𝑦∗) 

                                                             = 𝑆 ⊕  𝑌 

dir. Böylece (𝔻,⊕ ) ikilisi değişmeli bir gruptur. 

ⅈⅈ) 𝐻2 ∶ ⨀ işlemi birleşmelidir. 

⨀ ∶ 𝔻 × 𝔻 → 𝔻 biçiminde tanımlanan ⨀ çarpma işlemi için 𝔻 cümlesi kapalıdır. 
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∀ 𝑌, 𝑆, 𝑁 ∈ 𝔻 için  

(𝑌⨀𝑆)⨀𝑁 = 𝑌⨀(𝑆⨀𝑁) 

dir. 

(𝑌⨀𝑆)⨀𝑁 = ((𝑦, 𝑦∗)⨀(𝑠, 𝑠∗))⨀(𝑛, 𝑛∗) 

                   = ((𝑦𝑠, 𝑦𝑠∗ + 𝑦∗𝑠))⨀(𝑛, 𝑛∗) 

                               = ((𝑦𝑠)𝑛, (𝑦𝑠) 𝑛∗ + (𝑦𝑠∗ + 𝑦∗𝑠)𝑛)) 

                                 = (𝑦(𝑠𝑛), 𝑦(𝑠𝑛∗) + 𝑦(𝑠∗𝑛) + 𝑦∗(𝑠𝑛)) 

                           = (𝑦(𝑠𝑛), y(s𝑛∗ + 𝑠∗𝑛) + 𝑦∗(𝑠𝑛)) 

                 = (𝑦, 𝑦∗)⨀((𝑠𝑛, s𝑛∗ + 𝑠∗𝑛)) 

               = (𝑦, 𝑦∗)⨀(𝑠, 𝑠∗)⨀(𝑛, 𝑛∗)) 

                                                        = (𝑌 ⨀ 𝑆)⨀𝑁 

ⅈⅈⅈ) ∀𝑌, S, 𝑁 ∈ 𝔻 olmak üzere 

 (𝑌 ⊕ 𝑆)⨀𝑁 = (𝑌⨀𝑁) ⊕ (𝑆⨀𝑁) 

ve 

𝑁⨀(𝑌 ⊕ 𝑆) = (𝑁⨀𝑌) ⊕ (𝑁⨀𝑆) 
dir. Gerçekten de; 

 

(𝑌 ⊕ 𝑆 )⨀𝑁 = ((𝑦, 𝑦∗) ⊕ (𝑠, 𝑠∗)⨀(𝑛, 𝑛∗)) 

                 = (𝑦 + 𝑠, 𝑦∗ + 𝑠∗)⨀(𝑛, 𝑛∗) 

                                 = ((𝑦 + 𝑠)𝑛, (𝑦 + 𝑠)𝑛∗ + (𝑦∗ + 𝑠∗)𝑛) 

                                      = ((𝑦𝑛 + 𝑠𝑛), 𝑦𝑛∗ +  𝑠𝑛∗ + 𝑦∗𝑛 + 𝑠∗𝑛) 

                                = (𝑦𝑛, 𝑦𝑛∗ + 𝑦∗𝑛) ⊕ (𝑠𝑛, 𝑠𝑛∗+𝑠∗𝑛) 

                                        = ((𝑦, 𝑦∗)⨀(𝑛, 𝑛∗)) ⊕ ((𝑠, 𝑠∗) + (𝑛, 𝑛∗)) 

     = (𝑌⨀𝑁) ⊕ (𝑆⨀𝑁) 

 olduğu görülür. Benzer şekilde soldan dağılma özelliği de elde edilir. O halde i, ii ve iii 

gereği (𝔻,⊕,⨀) üçlüsü bir halkadır. 

∀𝑌, 𝑆 ∈ 𝔻 için 

𝑌⨀𝑆 = 𝑆⨀𝑌 

 dir. Böylece 

𝑌⨀𝑆 = (𝑦, 𝑦∗)⨀(𝑠, 𝑠∗ ) 

         = (𝑦𝑠, 𝑦𝑠∗ + 𝑦∗𝑠) 

         = (𝑠𝑦, 𝑠∗𝑦 + 𝑠𝑦∗) 
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       = (𝑠𝑦, 𝑠𝑦∗+𝑠∗𝑦) 

            = (𝑠, 𝑠∗)⨀(𝑦, 𝑦∗) 

                                                            = 𝑆⨀𝑌 

Öyleyse (𝔻,⊕,⨀) üçlüsü bir değişimli halkadır. 

İkinci işlem ⨀ için (1,0) bir etkisiz elemandır. ∀ 𝑌 ∈ 𝔻 ise, 

(1,0)⨀𝑌 = 𝑌⨀(1,0) = 𝑌 

dir. Sonuç olarak (𝔻,⊕,⨀) halkası bir birimli halkadır. Artık (𝔻,⊕,⨀ ) halkası 𝔻 ile 

gösterilecektir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 2.1.7.  (𝔻,⊕,⨀ ) üçlüsü bir cisim değildir. 

 

İspat. ∀ 𝑌 ∈  𝔻 için 

𝑌⨀𝑋 = 𝑋⨀𝑌 = (1,0) 

eşitliğinden 

𝑌⨀𝑋 = (1,0)  ⇒ (y, 𝑦∗)⨀(𝑥, 𝑥∗) = (1,0) 

⇒ (𝑦𝑥, 𝑦𝑥∗ + 𝑦∗𝑥) = (1,0) 

ve böylece 

𝑦𝑥 = 1, 𝑦𝑥∗ + 𝑦∗𝑥 = 0 

elde edilir. Buradan ∀ 𝑌 ∈ 𝔻 için 𝑌 nin tersi 𝑋 = (
1

𝑦
, −

𝑦∗

𝑦2 ) şeklindedir. Ancak 𝑦 = 0 

için 𝑌 = (0,  𝑦∗) ∈ 𝔻 dual sayılarının tersi yoktur. Bu durumda (𝔻 − {0},⨀) bir grup 

olamaz. Bu da ispatı tamamlar (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 2.1.8. 𝑌 ⊕ 𝑋 = 𝑆 denkleminin bir tek ∀ 𝑋 ∈ 𝔻 çözümü vardır. 

(𝑦 + 𝑥, 𝑦∗ + 𝑥∗ ) = (𝑠, 𝑠∗) 

olduğundan dual sayıların eşitliğinden 𝑦 + 𝑥 = 𝑠 ve 𝑦∗ + 𝑥∗ = 𝑠∗ yazılabilir. Buradan 

𝑥 = 𝑠 − 𝑦 ve  𝑥∗ = 𝑠∗ − 𝑦∗ olup 

Χ = S − Y = (s − y, 𝑠∗ − 𝑦∗) ∈ 𝔻 

sonucu elde edilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Teorem 2.1.9. ∀ 𝑑 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 dual sayısı 𝑑 = (𝑦 + 𝜀𝑦∗) şeklinde yazılabilir. 

İspat. ∀ 𝑑 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 için 𝑑 = (𝑦, 𝑦∗) = (𝑦, 0) + (0, 𝑦∗) veya  

𝑑 = (𝑦, 𝑦∗) = (𝑦, 0) + [(0,1). (𝑦∗, 0)] 

yazılabilir. Böylece 𝑑 = (𝑦, 𝑦∗) = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ elde edilir. 
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Teorem 2.1.10. 𝔻 dual sayılar kümesi ℝ reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayıdır. 

 

İspat. (𝔻,+) ikilisi bir Abel grubu olduğundan,  bir reel sayı ile bir dual sayının 

çarpımı aşağıdaki şekilde ifade edilebilir: 

𝛼 ∈ ℝ ve ∀𝑑 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 için 𝛼. 𝑑 = 𝛼(𝑦 + 𝜀𝑦∗) = (𝛼𝑦) + 𝜀(𝛼𝑦∗) 

ya da 

∀𝑑 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 için 𝑑 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 için 

𝛼. 𝑑 = (𝛼, 0). (𝑦, 𝑦∗) = (𝛼𝑦, 𝛼𝑦∗ + 0𝑦) 

                         = (𝛼𝑦, 𝛼𝑦∗) 

                                       = (𝛼𝑦, 0) + (0, 𝛼𝑦∗) 

                                                    = (𝛼𝑦, 0) + [(0,1). (𝛼𝑦∗, 0)] 

                              = 𝛼𝑦 + 𝜀(𝛼𝑦∗). 

Bu durumda dış işlem aksiyomlarının sağlandığını görmek kolaydır (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.11. ∀𝑑 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 için 𝑑 = 1 + 𝜀𝑦∗ olarak ifade edilirse 𝔻 vektör 

uzayının bir bazı {1, 𝜀} ya da {(1,0). (0,1)} dir. Böylece 𝑏𝑜𝑦𝔻 = 2 olup 𝔻 vektör 

uzayına dual vektör ya da dual düzlem denir  (Yüce, 2020a). 

 

𝜀 dual birimi (kompleks birimdeki ⅈ ye benzer olarak) kendisi sıfır olmuyorken karesi 

sıfır olmaktadır. Dolayısıyla dual sayılar reel sayıları içerirken kompleks sayıları 

içermez. Kompleks sayılarda 

1

ⅈ
=

1

ⅈ2
= −ⅈ 

eşitliği geçerli iken 

1

𝜀
=

𝜀

𝜀2
=

𝜀

0
 

eşitliği geçerli değildir (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.12. 𝑌 ⊕  𝑋 = 𝑌 denkleminin çözümü olarak tanımlanan dual sayıya 𝔻 nin 

sıfırı denir ve 0 = (0,0)  biçiminde gösterilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

𝑌 ≠ (0, 𝑦∗) için 𝑌 ⨀  Χ = S denkleminin bir tek çözümü vardır. O halde 

(𝑦, 𝑦∗)⨀(𝑥, 𝑥∗ ) = (𝑠, 𝑠∗) 

⇒ (𝑦𝑥, 𝑦𝑥∗ + 𝑦∗𝑥) = (𝑠, 𝑠∗) 

olup sıralı ikililerin eşitliğinden 
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𝑦𝑥 = 𝑠, 𝑦𝑥∗ + 𝑦∗𝑥 = 𝑠∗ 

bulunur. Böylece 

X = (
𝑠

𝑦
 ,
𝑦𝑠∗ + 𝑦∗𝑠

𝑠2
) 

elde edilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 2.1.13.  𝔻 dual sayılar halkası, ℝ reel sayılar cümlesine izomorf bir alt cümleyi 

alt cisim olarak kapsar.   

 

İspat. 𝑓:𝔻 →  ℝ fonksiyonunu 𝑓: (𝑦, 0 ) → 𝑦 olarak tanımlansın. 𝑓 bir izomorfizmdir. 

Gerçekten de; 

ⅈ) 𝑓 lineerdir: 𝑌 = (𝑦, 0) ve  𝑆 = (𝑠, 0) ∈ 𝔻 olmak üzere 

𝑓(𝑌 ⊕  𝑆) = 𝑓(𝑦 + 𝑠, 0) = 𝑦 + 𝑠 = 𝑓(𝑦, 0) + 𝑓(𝑠, 0) = 𝑓(𝑌) + 𝑓(𝑆) 

dir. Bununla birlikte 

              𝑓(𝑌 ⨀𝑆 ) = 𝑓(𝑦𝑠, 0) = 𝑦𝑠 = 𝑓(𝑦, 0)𝑓(𝑠, 0) = 𝑓(𝑌)𝑓(𝑆) 

olduğu görülür. 

ⅈⅈ) 𝑓 birebirdir: 𝑌 = (𝑦, 0) ve 𝑆 = (𝑠, 0) ve 𝑌 ≠ 𝑆 ⇒ 𝑓(𝑌) ≠ 𝑓(𝑆) dir. Doğrudan dual 

sayıların eşitliği tanımıyla birlikte  𝑌 ≠ 𝑆  ise 𝑦 ≠ 𝑠 dir. O halde   

𝑓(𝑌) ≠ 𝑓(𝑆) 

dir. 

ⅈⅈⅈ) 𝑓 örtendir: ∀ reel sayı bir tek (𝑥, 0 ) ∈ 𝔻 dual sayısının 𝑓 altındaki görüntüsüdür 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.14.  𝑌 = (𝑦, 𝑦∗) ∈ 𝔻 dual sayısında 𝑦 reel sayısına 𝑌 nın reel kısmı, 𝑦∗ 

reel sayısına da 𝑌 nin dual kısmı denir ve  𝑅ⅇ𝑌 = 𝑦, 𝐷𝑢𝑌 = 𝑦∗ şeklinde yazılır 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.15. (1,0 ) = 1 dual sayısına 𝔻 deki çarpma işleminin birim elemanı ya da 𝔻 

deki reel birim denir (Hacısalihoğlu, 1983).  

 

(0,1 ) dual sayısına dual birim adı verilir ve kısaca 𝜀 ile gösterilir ve 

𝜀 . 𝜀 = 𝜀2 = (1,0). (1,0) = (0,0) = 0 

elde edilir. Sonuç olarak 
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 𝜀 ≠ 0 için 

 0𝜀 = 𝜀0 = 0, 

1𝜀 = 𝜀1 = 𝜀 
ve 

𝜀2 = 𝜀3 = ⋯ = 𝜀𝑛 = ⋯ = 0 
(Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.16.  (0, 0) ∈ 𝔻 dual sayısına 𝔻 nin  ⊕ işlemine göre birim elemanı denir ve  

𝑓 ∶  𝔻 →  ℝ 

izomorfizminde karşılık geldiği 0 reel sayısı ile ifade edilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.17.  Bir 𝑌 dual sayısının bir 𝜆 skaler ile çarpımı  

𝜆 𝑌 = (𝜆𝑦, 𝜆𝑦∗) 

şeklinde tanımlanır. Bu çarpım 

ℝ × 𝔻 → 𝔻 

biçiminde bir dış işlemdir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 2.1.18.  𝑑 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 dualinin eşleniği 𝑑̅ ile ve 𝑑̅ = 𝑦 − 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 biçiminde 

ifade edilir (Yüce, 2020a). 

 

Teorem 2.1.19. ∀𝑑 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 dual sayısı için 

1

𝑑
=

1

𝑦 + 𝜀𝑦∗
=

𝑦 − 𝜀𝑦∗

(𝑦 +  𝜀𝑦∗)(𝑦 − 𝜀𝑦∗)
=

1

𝑦
− 𝜀

𝑦∗

𝑦2
 

biçiminde tanımlanır. İşlemin tanımlı olabilmesi için 𝑦 ≠ 0 olmalıdır. 

Ayrıca 𝑦 ≠ 0 olmak üzere  𝑑1 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ve  𝑑2 = 𝑧 + 𝜀𝑧∗ ∈ 𝔻 dual sayıları için bölme 

işlemi 

𝑑1 

𝑑2
=

𝑦 +  𝜀𝑦∗

𝑧 + 𝜀𝑧∗
=

(𝑦 +  𝜀𝑦∗)(𝑧 − 𝜀𝑧∗)

(𝑧 + 𝜀𝑧∗)(𝑧 − 𝜀𝑧∗)
=

𝑦

𝑧
+ 𝜀

𝑦∗𝑧 −  𝑦𝑧∗

𝑧2
 

şeklindedir. Aynı zamanda ∀𝑑1,𝑑2 ∈ 𝔻 ve 𝑑2 ≠ (0, 𝑧∗) için (
𝑑1

𝑑2
)

̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑑1̅̅̅̅

𝑑2̅̅̅̅
 ve 𝑑 dualinin 

eşleniği 𝑑̅  için; 

1) ∀ 𝑑 ∈ 𝔻 için (𝑑̅ )̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑, 

2) ∀𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝔻 için 𝑑1 + 𝑑2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑑̅1 + 𝑑̅2, 

3) ∀𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝔻 için 𝑑1 . 𝑑2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑑̅1. 𝑑̅2, 
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4) ∀ 𝑑 ∈ 𝔻 için 𝑑𝑑̅ = (𝑦 +  𝜀𝑦∗)(𝑦 −   𝜀𝑦∗) = 𝑦2, 

5) 𝑑 + 𝑑̅ = 2 𝑅ⅇ(𝑑), 𝑑 − 𝑑̅ =  2𝜀𝐷𝑢(𝑑), 𝑑 ∈ ℝ için d = 𝑑̅ 

eşitlikleri geçerlidir (Yüce, 2020a). 

Bölme işleminde kolaylık olması açısından 
1 

𝜀
= 𝛼 ve 

1 

0
= ∞ olmak üzere aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir: 

1) 
1 

𝜀𝑦∗ 
=

1

𝑦∗
𝛼, 𝑦∗ ≠ 0, 

2) 
𝑧∗𝛼

𝑦 +  𝜀𝑦∗
=

𝑧∗.
1 
𝜀 

𝑦 +  𝜀𝑦∗
=

𝑧∗

𝜀(𝑦 +  𝜀𝑦∗)
=

𝑧∗

𝑦𝜀
=

𝑧∗

y
𝛼, 

3) 
𝑦 +  𝜀𝑦∗

𝑧∗𝛼
=

𝑦 +  𝜀𝑦∗

𝑧∗.
1 
𝜀 

=
𝜀(𝑦 +  𝜀𝑦∗)

𝑧∗
=

𝑦

𝑧∗
𝜀, 

4) 𝑚𝛼. 𝑛𝛼 = ∞,𝑚𝜀. 𝑛𝜀 = (𝑚𝑛) 𝜀2  =  0, 

5) 𝑚𝛼̅̅̅̅̅ = −𝑚𝛼, ∞̅ = ∞, 

6) (𝑚𝛼 ± 𝑛𝛼) = (𝑚 ± 𝑛)𝛼, 

7) 
𝑧∗𝛼

𝑦 +  𝜀𝑦∗
=

𝑧∗

𝑦
𝛼,

𝑦 +  𝜀𝑦∗

𝑧∗𝛼
=

𝑦

𝑧∗
𝛼, 

8) (𝑦 +  𝜀𝑦∗)𝑧∗𝛼 = (𝑦𝑧∗)𝛼, 

9) (𝑦 +  𝜀𝑦∗) + 𝑧∗𝛼 = 𝑚𝛼, 

     (𝑦 +  𝜀𝑦∗) − 𝑧∗𝛼 = −𝑧∗𝛼 (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.20. 𝔻 dual sayılar kümesi 𝔻 üzerine bir modül olmak üzere ∀ 𝑑1 = 𝑦 +

𝜀𝑦∗, 𝑑2 = 𝑧 + 𝜀𝑧∗ ∈ 𝔻 için, 

⟨, ⟩:𝔻 × 𝔻 → 𝔻, ⟨𝑑1, 𝑑2⟩ = 𝑑1𝑑̅2 

şeklinde tanımlanan fonksiyon bir iç çarpım fonksiyonudur denir (Yüce, 2020a). 

a) Simetri özelliği: 

⟨𝑑1, 𝑑2⟩ = ⟨𝑑2, 𝑑1⟩ 

b) Bilineerlik özelliği: 𝑑1 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗, 𝑑2 = 𝑧 + 𝜀𝑧∗ ∈ 𝔻 ve ∀𝛼 ∈ ℝ için 

1) ⟨𝛼𝑑1, 𝑑2⟩ = 𝛼⟨𝑑1, 𝑑2⟩ 

2)  ⟨𝑑1, 𝛼𝑑2⟩ = 𝛼⟨𝑑1, 𝑑2⟩ 

3) ⟨𝑑1 + 𝑑2, 𝑑3⟩ = ⟨𝑑1, 𝑑3⟩ + ⟨𝑑2, 𝑑3⟩ 

4) ⟨𝑑1, 𝑑2 + 𝑑3⟩ = ⟨𝑑1, 𝑑2⟩ + ⟨𝑑1, 𝑑3⟩ 

 



 

11 

 

c) Pozitif tanımlılık özelliği:∀d = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻,⟨𝑑, 𝑑⟩ = 𝑦2 ≥ 0, 

⟨𝑑, 𝑑⟩ = 𝑦2 = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝑦 = 0 olmasıdır. O halde 𝑦∗ ≠ 0 

olduğunda ⟨𝑑, 𝑑⟩ = 0 olduğundan ⟨𝑑, 𝑑⟩ = 0 için d = 0 + 𝜀𝑦∗ ≠ 0 elde edilir (Yüce, 

2020a). 

 

Tanım 2.1.21. ℝ reel sayılar cismi üzerinde 𝔻 dual sayılar kümesi bir vektör uzayı 

olsun. ∀ 𝑑1 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗, 𝑑2 = 𝑧 + 𝜀𝑧∗ ∈ 𝔻 için 

⟨, ⟩:𝔻 × 𝔻 → ℝ, ⟨𝑑1, 𝑑2⟩ =
1

2
(𝑑1𝑑̅2 + 𝑑̅1𝑑2) = 𝑦𝑧 

şeklinde tanımlanan fonksiyon aşağıdaki aksiyomları sağladığında bir iç çarpım 

fonksiyonudur: 

a) Simetri özelliği: 

⟨𝑑1, 𝑑2⟩ = ⟨𝑑2, 𝑑1⟩ 

b) Bilineerlik özelliği: 𝑑1 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗, 𝑑2 = 𝑧 + 𝜀𝑧∗ ∈ 𝔻 ve ∀𝛼 ∈ ℝ için 

1) ⟨𝛼𝑑1, 𝑑2⟩ = 𝛼⟨𝑑1, 𝑑2⟩ 

2)  ⟨𝑑1, 𝛼𝑑2⟩ = 𝛼⟨𝑑1, 𝑑2⟩ 

3) ⟨𝑑1 + 𝑑2, 𝑑3⟩ = ⟨𝑑1, 𝑑3⟩ + ⟨𝑑2, 𝑑3⟩ 

4) ⟨𝑑1, 𝑑2 + 𝑑3⟩ = ⟨𝑑1, 𝑑2⟩ + ⟨𝑑1, 𝑑3⟩ 

c) Pozitif tanımlılık özelliği:∀d = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻,⟨𝑑, 𝑑⟩ = 𝑦2 ≥ 0, 

⟨𝑑, 𝑑⟩ = 𝑦2 = 0 olması için gerek ve yeter şart 𝑦 = 0 olmasıdır. O halde 𝑦∗ ≠ 0 

olduğunda ⟨𝑑, 𝑑⟩ = 0 olduğundan ⟨𝑑, 𝑑⟩ = 0 için d = 0 + 𝜀𝑦∗ ≠ 0 elde edilir (Yüce, 

2020a). 

 

Tanım 2.1.22.  ∀d = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 dual sayısının orijin noktasına uzaklığı (modülü) 

Tanım 2.1.21. gereğince 

‖𝑑‖ = √⟨𝑑, 𝑑⟩ = √𝑦2 = |𝑦| 

biçiminde tanımlanır (Yüce, 2020a). 

Teorem 2.1.23.  ∀𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝔻 dual sayısı için, 

1) ‖𝑑1 + 𝑑2‖ ≤ ‖𝑑1‖ + ‖𝑑2‖, (üçgen eşitsizliği) 

2) ‖𝑑1. 𝑑2‖ = ‖𝑑1‖. ‖𝑑2‖ 

eşitlikleri geçerlidir. 
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İspat. 1) 𝑑1 + 𝑑2 = ( 𝑦 + 𝜀𝑦∗) + (𝑧 + 𝜀𝑧∗) = (𝑦 + 𝑧) +  𝜀(𝑦∗ + 𝑧∗) 

 için, 

‖𝑑1 + 𝑑2‖ = |𝑦 + 𝑧| ≤ |𝑦| + |𝑧| = ‖𝑑1‖ + ‖𝑑2‖ 

elde edilir. 

2) 𝑑1 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗, 𝑑2 = 𝑧 + 𝜀𝑧∗ ∈ 𝔻 için 

𝑑1. 𝑑2 = ( 𝑦 + 𝜀𝑦∗). (𝑧 + 𝜀𝑧∗) = 𝑦𝑧 + 𝜀(𝑦𝑧∗ + 𝑦∗𝑧) 

bulunur. Böylece 

‖𝑑1. 𝑑2‖ = |𝑦𝑧| ≤ |𝑦|. |𝑧| = ‖𝑑1‖. ‖𝑑2‖ 

dir (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.24. 𝔻 dual düzlemde 𝑀 ve 𝑁 iki nokta ve noktaların dual sayılardaki 

ifadeleri sırasıyla 𝑑1 ve 𝑑2 için 𝑀 ve 𝑁 arasındaki uzaklık 

𝑑(𝑀,𝑁) = ‖𝑑2 − 𝑑1‖ = ‖(z − y) + 𝜀(𝑧∗ − 𝑦∗)‖ = ‖z − y‖ 

biçimindedir (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.25. 𝔻 dual düzlemde O merkezli r yarıçaplı çemberin denklemi  

‖𝑑‖ = |𝑦 + 𝜀𝑦∗| = 𝑟 = |𝑦| olup 𝑦 = ±𝑟  

şeklinde verilir. Özel olarak 𝑦 = ±1 denklemi dual düzlem üzerinde orijin merkezli 

birim çember belirtir (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.26.  𝑑0 merkezli ve r yarıçaplı çemberin denklemi 

(𝑑 − 𝑑0)(𝑑̅ − 𝑑0
̅̅ ̅) = 𝑟2 

 biçimindedir. Böylece Öklid anlamında paralel iki doğruya (𝑑0 noktasından eşit 

uzaklıktaki) dual çember denir (Yüce, 2020a). 

 

Tanım 2.1.27.  𝑑0 ve 𝑑1 noktalarından geçen doğrunun parametrik denklemi 

𝑑 − 𝑑0 = 𝑤(𝑑1 − 𝑑0) 

olduğundan, 

𝑑(𝑤) = 𝑑0(1 − 𝑤) + 𝑑1𝑤,−∞ < 𝑤 < ∞ 

biçimindedir (Yüce, 2020a). 

 

Örnek 2.1.28. 𝑤 ∈ ℝ  için, 𝑑(𝑤) = 𝜀(1 − 𝑤) + 10𝑤  

dual düzlemde bir doğru belirtir. 
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Teorem 2.1.29. (E.STUDY). 𝑌⃑ = 𝑦 + 𝜀𝑦∗⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   ve 𝑦 ≠ 0⃑  olmak üzere 𝔻 − Modül’de 

denklemi ‖𝑌⃑ ‖ = (1,0) olan birim dual kürenin dual noktaları, ℝ𝟑 de yönlü doğrulara 

birebir karşılık gelir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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2.2. Dual Uzayda Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.2.1. 𝔻𝑛 = 𝔻 × 𝔻 × …× 𝔻 = {𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛): 𝑌𝑖 ∈ 𝔻, 1 ≤ ⅈ ≤ 𝑛} kümesi 

ifade edilsin. 𝔻𝑛 kümesinin elemanları birer dual sayı olan sıralı n-li şeklindedir. 

Böylece bu sıralı n-liler  𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝜀𝑦𝑖
∗ için 

𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) = (𝑦1 + 𝜀𝑦1
∗, 𝑦2 + 𝜀𝑦2

∗, … , 𝑦𝑛 + 𝜀𝑦𝑛
∗)  

                                                      = (𝑦1, 𝑦2,…,𝑦𝑛) + 𝜀(𝑦1
∗, 𝑦2

∗, … , 𝑦𝑛
∗) 

elde edilir. O halde (𝑦1, 𝑦2,…,𝑦𝑛), (𝑦1
∗, 𝑦2

∗, . . , 𝑦𝑛
∗) ∈ ℝ𝑛 için 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝜀𝑦𝑖

∗ dir.  𝔻𝒏 

kümesi üzerinde toplama, dual sayı ile çarpma ve eşitlik işlemleri aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır: 

∀𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗, 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛) = 𝑠 + 𝜀𝑠 ∗ ∈ 𝔻𝒏 ve  

∀𝛼 = 𝛼 + 𝜀𝛼∗  ∈ 𝔻 ise, 

Toplama: 𝑌⃑ ⊕ 𝑆 = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) ⊕ (𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛) = (𝑌1 + 𝑆1, 𝑌2 + 𝑆2, … , 𝑌𝑛 + 𝑆𝑛)  

veya 𝑌⃑ + 𝑆 = (𝑦 + 𝜀𝑦 ∗) + (𝑠 + 𝜀𝑠 ∗) = (𝑦 + 𝑠 ) + 𝜀(𝑦 ∗ + 𝑠 ∗). 

Dual sayı ile çarpma: 𝛼 ⨀ 𝑌⃑  = (𝛼𝑌1, 𝛼𝑌2, … , 𝛼𝑌𝑛) ∈ 𝔻𝒏 veya 

𝛼 ⊙ 𝑌⃑  = (𝛼 + 𝜀𝛼∗) ⊙ (𝑦 + 𝜀𝑦 ∗) = 𝜀(𝛼𝑦 ∗ + 𝛼∗𝑦 ). 

Eşitlik: 𝑌⃑ = 𝑆  olması için gerek ve yeter şart 𝑌𝑖 = 𝑆𝑖 ya da 𝑦 = 𝑠 , 𝑦 ∗ = 𝑠 ∗ olmasıdır 

(Yüce,2020b). 

 

Tanım 2.2.2.  ∀𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … 𝑌𝑛) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗, 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2, … 𝑆𝑛) = 𝑠 + 𝜀𝑠 ∗ ∈ 𝔻𝒏 için 

⟨, ⟩:𝔻𝒏 × 𝔻𝒏 → 𝔻 

⟨𝑌⃑ , 𝑆 ⟩ = ∑𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑆𝑖 

biçiminde tanımlanan fonksiyon pozitif tanımlı olmayan bir iç çarpım fonksiyonudur. 

𝑌𝑖, 𝑆𝑖 ∈ 𝔻 için bu fonksiyon üzerinde aşağıdaki aksiyomlar mevcuttur: 

1) Simetri: ∀𝑌⃑ , 𝑆 ∈ 𝔻𝒏 için  

⟨𝑌⃑ , 𝑆 ⟩ = ∑𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑆𝑖 = ∑𝑆𝑖𝑌𝑖 =

𝑛

𝑖=1

⟨𝑆 , 𝑌⃑ ⟩ 

dir. 
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2) Bilineerlik: ∀𝑌⃑ , 𝑆 , 𝑁⃑⃑ ∈ 𝔻𝒏 ve ∀𝛼1,𝛼𝟐 ∈ 𝔻 için 

⟨𝛼1𝑌⃑ + 𝛼𝟐𝑆,⃑⃑  𝑁⃑⃑ ⟩ = 𝛼1⟨𝑌⃑ , 𝑁⃑⃑ ⟩ + 𝛼𝟐⟨𝑆 , 𝑁⃑⃑ ⟩ 

ve 

⟨𝑌⃑ , 𝛼1𝑆 + 𝛼𝟐𝑁⃑⃑ ⟩ = 𝛼1⟨𝑌⃑ , 𝑆 ⟩ + 𝛼𝟐⟨𝑌⃑ , 𝑁⃑⃑ ⟩ 

özellikleri sağlanır. 

3) Pozitif Tanımlılık: ∀𝑌⃑ = (𝑌𝑖) ∈ 𝔻𝒏 için ⟨𝑌⃑ , 𝑌⃑ ⟩ = ∑ (𝑌𝑖)
2𝑛

1 ∈ 𝔻 bulunur. 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 +

𝜀𝑦𝑖
∗ için (𝑌𝑖)

2 = 𝑦𝑖
2 + 2𝜀𝑦𝑖𝑦𝑖

∗ olduğundan 𝑦𝑖
2 ≥ 0 ve ∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 ≥ 0 olup (𝑌𝑖)

2 ≥ 0 

yada ⟨𝑌⃑ , 𝑌⃑ ⟩ ≥ 0 bulunur. ∀𝑌⃑ = (0) = 0⃑  ve ⟨𝑌⃑ , 𝑌⃑ ⟩ = 0 iken ⟨𝑌⃑ , 𝑌⃑ ⟩ = ∑ (𝑌𝑖)
2𝑛

𝑖=1 = 0 olup 

(𝑌𝑖)
2 = 𝑦𝑖

2 + 2𝜀𝑦𝑖𝑦𝑖
∗ = 0 + 𝜀0 bulunur. Böylece 𝑦𝑖 = 0 elde edilir fakat 𝑦𝑖

∗ = 0 

olmak zorunda değildir. Buradan 𝑌⃑ ≠ 0 olabilir (Yüce, 2020b). 

 

Tanım 2.2.3.  𝑌⃑ = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗ ∈ 𝔻 dual vektörünün normu 

‖𝑌⃑ ‖ = √⟨𝑌⃑ , 𝑌⃑ ⟩ 

biçiminde tanımlanır. Böylece 

⟨𝑌⃑ , 𝑌⃑ ⟩ = ⟨𝑦 , 𝑦 ⟩ + 2𝜀⟨𝑦 , 𝑦 ∗⟩ 

olduğundan 

‖𝑌⃑ ‖ = √⟨𝑦 , 𝑦 ⟩ + 2𝜀⟨𝑦 , 𝑦 ∗⟩ 

olup  

√𝑚 + 𝜀𝑛 = √𝑚 + 𝜀𝑛
1

2√𝑚
 

eşitliği kullanılırsa, norm  

‖𝑌⃑ ‖ = √⟨𝑦 , 𝑦 ⟩ + 𝜀
⟨𝑦 , 𝑦 ∗⟩

√⟨𝑦 , 𝑦 ⟩
= ‖𝑦 ‖ + 𝜀

⟨𝑦 , 𝑦 ∗⟩

‖𝑦 ‖
 

biçiminde tanımlanır (Yüce, 2020b). 

 

Örnek 2.2.3. 𝑌⃑ = (1 + 𝜀, 3 + 𝜀, 5 + 𝜀) ∈ 𝔻 için 

𝑌⃑ = (1 + 𝜀, 3 + 𝜀, 5 + 𝜀) = (1,3,5) + 𝜀(1,1,1) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗ 

olmak üzere 𝑌⃑  dual vektörünün normu 

‖𝑌⃑ ‖ = √⟨(1,3,5), (1,3,5)⟩ + 𝜀
⟨(1,3,5), (1,1,1)⟩

√⟨(1,3,5), (1,3,5)⟩
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                                           = √35 + 𝜀
9

√35
 

olarak bulunur. 

 

Tanım 2.2.4. ∀𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗, 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛) = 𝑠 + 𝜀𝑠 ∗ ∈ 𝔻 dual 

vektörlerinin dual vektörel çarpımı 

∧:𝔻3 × 𝔻3 → 𝔻3 

𝑌⃑ ∧ 𝑆 = 𝑑ⅇ𝑡 [

ⅇ1 ⅇ2 ⅇ3

𝑌1 𝑌2 𝑌3

𝑆1 𝑆2 𝑆3

] 

veya 

𝑌⃑ ∧ 𝑆 = (𝑌2𝑆3 − 𝑌3𝑆2, 𝑌3𝑆1 − 𝑌1𝑆3, 𝑌1𝑆2 − 𝑌2𝑆1) 

biçiminde tanımlanır. Aynı zamanda son ifade de 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝜀𝑦𝑖
∗, 𝑆𝑖 = 𝑠𝑖 + 𝜀𝑠𝑖

∗ ∈ 𝔻, 

1 ≤ ⅈ ≤ 3 yazılırsa 𝑦 , 𝑦 ∗, 𝑠 , 𝑠 ∗ ∈ ℝ3 reel vektörlerinin vektörel çarpımları yardımıyla 

vektörel çarpım 

𝑌⃑ ∧ 𝑆 = (𝑦 + 𝜀𝑦 ∗) ∧ (𝑠 + 𝜀𝑠 ∗) = (𝑦 ∧ 𝑠 ) + 𝜀[(𝑦 ∧ 𝑠 ∗) + (𝑦 ∗ ∧ 𝑠  )] 

şeklinde de yazılabilir (Yüce, 2020b). 
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2.3. Lorentz Uzayda Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.3.1.  〈, 〉: 𝑉 × 𝑉 →  ℝ  fonksiyonunda aşağıdaki aksiyomlar sağlanırsa 〈, 〉 

fonksiyonuna 𝑉 vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form denir. 

∀𝑦, 𝑠 ∈ ℝ ve 𝑚, 𝑛, 𝑙 ∈ 𝑉 için, 

i) Bilineerlik Aksiyomu: 

〈𝑦𝑚 + 𝑠𝑛, 𝑙〉 = 𝑦〈𝑚, 𝑙〉 + 𝑠〈𝑛, 𝑙〉, 

ii) Simetri Aksiyomu: 

〈𝑚, 𝑛〉 = 〈𝑛,𝑚〉 

dir  (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3.2.  〈, 〉: 𝑉 × 𝑉 →  ℝ fonksiyonu 𝑉 vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer 

form olsun. O zaman; 

i) ∀𝑚 ∈ 𝑉 ve 𝑚 ≠ 0 için 〈𝑚,𝑚〉 > 0 ise simetrik bilineer form pozitif tanımlı, 

ii) ∀𝑚 ∈ 𝑉 ve 𝑚 ≠ 0 için 〈𝑚,𝑚〉 < 0 ise simetrik bilineer form negatif tanımlı, 

iii) ∀𝑚 ∈ 𝑉 ve  𝑚 ≠ 0 için 〈𝑚,𝑚〉 ≥ 0 ise simetrik bilineer form yarı pozitif tanımlı, 

iv) ∀𝑚 ∈ 𝑉 ve 𝑚 ≠ 0 için 〈𝑚,𝑚〉 ≤ 0 ise simetrik bilineer yarı negatif tanımlı, 

v) ∀𝑚 ∈ 𝑉 ve 𝑚 ≠ 0 için 〈𝑚, 𝑙〉 = 0 ⇒ 𝑙 = 0 ise simetrik bilineer forma non-dejenere 

denir (Gür,2010). 

 

Tanım 2.3.3. 〈, 〉: 𝑉 × 𝑉 →  ℝ fonksiyonu simetrik, bilineer ve non-dejenere ise 〈, 〉 ye 𝑉 

üzerinde bir skalar çarpım fonksiyonu, 𝑉 vektör uzayına da skalar çarpım uzay denir 

(O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3.4. 𝑉 vektör uzay ve 〈, 〉 𝑉 üzerinde bir iç çarpım olsun. İç çarpımın negatif 

tanımlı olduğu maksimal boyutlu alt uzayının boyutuna 𝑉 vektör uzayının indeksi denir 

(O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3.5. 〈, 〉: ℝ𝑛 × ℝ𝑛 →  ℝ 

〈𝑌, 𝑆〉 = −𝑦1𝑠1 + ∑𝑦𝑖𝑠𝑖

𝑛

𝑖=2
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fonksiyonu bir skalar çarpım fonksiyonudur. Bu fonksiyona ℝ𝑛 üzerinde Lorentz 

metriği denir (Gür,2010). 

 

Tanım 2.3.6. ℝ𝑛 üzerinde tanımlı Lorentz metriği ile birlikte {ℝ𝑛, 〈, 〉} ikilisine n-

boyutlu Lorentz uzayı veya kısaca Lorentz uzay denir ve 𝐿𝑛 ile gösterilir (Gür,2010). 

 

Tanım 2.3.7.  𝑌 ∈  𝐿𝑛 vektörü için; 

i) 〈𝑌, 𝑌〉 > 0 𝑣ⅇ𝑦𝑎 𝑌 = 0 ise Y ye spacelike (uzay benzeri)  vektör, 

ii) 〈𝑌, 𝑌〉 < 0 ise Y ye timelike (zaman benzeri) vektör, 

iii) 〈𝑌, 𝑌〉 = 0 ise Y ye null (ligthlike veya ışık benzeri) vektör denir (Gür,2010). 

 

Tanım 2.3.8. Lorentz uzayında bir 𝑌 vektörünün normu  

‖𝑌‖ = √|〈𝑌, 𝑌〉| 

şeklinde tanımlanır (Gür,2010). 

 

Tanım 2.3.9.  𝑌 ∈  𝐿𝑛 için  

i) ‖𝑌‖ > 0, 

ii) ‖𝑌‖ = 0, ∀𝑌 ∈  𝐿𝑛 için 𝑌 bir null vektördür. 

iii) 𝑌 bir timelike vektör ise ‖𝑌‖2 = −〈𝑌, 𝑌〉 dir. 

iv) 𝑌 bir spacelike vektör ise ‖𝑌‖2 = 〈𝑌, 𝑌〉 dir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3.10. 𝐿𝑛 , 3-boyutlu Lorentz uzayında iki vektör 𝑌 ve 𝑆 olsun. 

∧: 𝐿3 × 𝐿3 → 𝐿3 

(𝑌, 𝑆) → 𝑌 ∧ 𝑆 = |

−ⅇ1 ⅇ2 ⅇ3

𝑦1 𝑦2 𝑦3

𝑠1 𝑠2 𝑠3

| = (𝑦3𝑠2 − 𝑦2𝑠3, 𝑦1𝑠3 − 𝑦3𝑠1, 𝑦1𝑠2 − 𝑦2𝑠1) 

fonksiyonuna vektörel çarpım fonksiyonu, 𝑌 ∧ 𝑆 vektörüne de 𝑌 ile 𝑆 nin vektörel 

çarpımı denir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990). 

 

Teorem 2.3.11. 𝐿𝑛,  3-boyutlu Lorentz uzayında iki vektör 𝑌 ve 𝑆 olsun. 

i) 𝑌 ve 𝑆 spacelike vektör ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir timelike vektördür, 

ii) 𝑌 ve 𝑆 timelike vektör ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir spacelike vektördür, 

iii) 𝑌 spacelike ve 𝑆 timelike vektör ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir spacelike vektördür, 

iv) 𝑌 ve 𝑆 null vektör ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir spacelike vektördür, 
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v) 𝑌  timelike ve 𝑆 null vektör ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir spacelike vektördür, 

vi) 𝑌 spacelike ve 𝑆 null vektör olmak üzere 〈𝑌, 𝑆〉 = 0 ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir null vektör, 

〈𝑌, 𝑆〉 ≠ 0 ise 𝑌 ∧ 𝑆 bir spacelike vektördür (Turgut,1995). 

 

Teorem 2.3.12.  𝑌, 𝑆, 𝑁 ∈ 𝐿𝑛 olsun. Bu durumda; 

i) 〈𝑌 ∧ 𝑆, 𝑁〉 = −det(𝑌, 𝑆, 𝑁), 

ii) (𝑌 ∧ 𝑆) ∧ 𝑁 = −〈𝑌,𝑁〉𝑆 + 〈𝑆, 𝑁〉𝑌, 

iii) 〈𝑌 ∧ 𝑆, 𝑌〉 = 0 ve 〈𝑌 ∧ 𝑆, 𝑆〉 = 0, 

iv) 〈𝑌 ∧ 𝑆, 𝑌 ∧ 𝑆〉 = −〈𝑌, 𝑌〉〈𝑆, 𝑆〉 + 〈𝑌, 𝑆〉2 

dir (Turgut, 1995). 
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2.4. Dual Lorentz Uzayda Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.4.1.  〈, 〉𝒍 ∶ 𝔻𝒏 × 𝔻𝒏 → 𝔻 

〈Y, S〉l = ∑ Yi

n−1

i=1

Si − YnSn 

biçiminde tanımlanan fonksiyon pozitif tanımlı olmayan bir iç çarpım fonksiyonudur. 

Bunu dual Lorentz iç çarpım fonksiyonu denir. Burada 𝔻𝒏  uzayına da dual Lorentz 

uzayı denir ve 𝔻1
𝑛 ile gösterilir (Yüce, 2020). 

 

Tanım 2.4.2. Herhangi bir 𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗ = (𝑦 , 𝑦 ∗) ∈ 𝔻1
𝑛 dual vektörü 

ise 

〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍 = 〈𝑦 , 𝑦 〉𝒍 + 2𝜀〈𝑦 , 𝑦 ∗〉𝒍 

şeklinde tanımlanırsa; 

1) 〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍 > 0 veya 𝑌⃑ = 0⃑  ise 𝑌⃑  vektörüne spacelike dual vektör, 

2) 〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍 < 0 ise 𝑌⃑  vektörüne timelike dual vektör, 

3) 〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍 = 0, (𝑌⃑ ≠ 0⃑ ) ise 𝑌⃑  vektörüne null dual vektör, 

denir (Yüce, 2020). 

 

Tanım 2.4.3.  𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗ ∈ 𝔻1
3 dual Lorentz vektörü verilsin. 

i) 𝑆1
2 = {𝑌⃑ = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗: ‖𝑌⃑ ‖ = (1,0), 𝑦 , 𝑦 ∗ ∈ ℝ1

3 ve 𝑦 ⃑⃑⃑  spacelike  }  

kümesine 𝔻1
3 üzerinde 𝑂̂ merkezli dual Lorentz birim küre veya pseudo dual küre denir. 

ii) 𝐻0
2 = {𝑌⃑ = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗: ‖𝑌⃑ ‖ = (1,0), 𝑦 , 𝑦 ∗ ∈ ℝ1

3 ve 𝑦  timelike }  

kümesine 𝔻1
3 üzerinde 𝑂̂ merkezli dual hiperbolik birim küre veya pseudo dual 

hiperbolik küre denir (Yüce, 2020). 
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Şekil 2.1.  𝑆1
2 Lorentz Birim Küresi, 𝐻0

2 Hiperbolik Birim Küresi ve 𝛤2 Işık Konisi 
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Tanım 2.4.4. 𝑌⃑ = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) = 𝑦 + 𝜀𝑦 ∗ = (𝑦 , 𝑦 ∗) ∈ 𝔻1
𝑛  

ise 

〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍 = 〈𝑦 , 𝑦 〉𝒍 + 2𝜀〈𝑦 , 𝑦 ∗〉𝒍 

için  𝑌⃑  ∈ 𝔻1
𝑛  non-null dual vektörünün normu 

‖𝑌⃑ ‖ = √|〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍| 

şeklinde tanımlanır. Örnek olarak 

𝑑 = 𝑦 + 𝜀𝑦∗ ∈ 𝔻 dual sayısının karakökü ve mutlak değeri sırasıyla 

√𝑦 + 𝜀𝑦∗ = √y + 𝜀
𝑦∗

2√y
 

ve 

|𝑦 + 𝜀𝑦∗| = {
𝑦 + 𝜀𝑦∗, 𝑦 > 0

−𝑦 − 𝜀𝑦∗ ,    𝑦 < 0            
 

biçiminde tanımlanırsa 

‖𝑌⃑ ‖ = √|〈𝑌⃑ , 𝑌⃑ 〉𝒍| = √|〈𝑦 , 𝑦 〉𝒍 + 2𝜀〈𝑦 , 𝑦 ∗〉𝒍| 

normu 𝑦  spacelike dual vektör ise 〈𝑦 , 𝑦 〉𝒍 > 0 olduğundan 

|〈𝑦 , 𝑦 〉𝒍 + 2𝜀〈𝑦 , 𝑦 ∗〉𝒍| = 〈𝑦 , 𝑦 〉𝒍 + 2𝜀〈𝑦 , 𝑦 ∗〉𝒍 

yazılır. Böylece norm 

‖𝑌⃑ ‖ = ‖𝑦 ‖ + 𝜀
〈𝑦 , 𝑦 ∗〉

‖𝑦 ‖
 

şeklinde bulunur (Yüce, 2020). 

 

Tanım 2.4.5. Her 𝛽𝑖(𝑡) ve 𝛽𝑖
∗(𝑡), 1 ≤ ⅈ ≤ 3, türevlenebilir reel değerli fonksiyonlar 

olmak üzere 

𝛽̂ ∶ 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝔻1
3 

                                    𝑡 → 𝛽̂(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = (𝛽1(𝑡) + 𝜀𝛽1
∗(𝑡), 𝛽2(𝑡) + 𝜀𝛽2

∗(𝑡), 𝛽3(𝑡) + 𝜀𝛽3
∗(𝑡))  

                                                    = 𝛽(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜀𝛽∗(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

eğrisine dual Lorentz eğrisi denir. Burada  𝔻1
3 de türevlenebilirdir (Bozkır, 2011). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Lorentz Uzayında Açı  

 

Tanım 3.1.1.  Y, S ∈ 𝐿𝑛 timelike vektörler olsun. O zaman 

〈𝑌, 𝑆〉 ≤ ‖Y‖‖S‖ 

olur. Bu eşitsizlikte eşitlik olması için gerek ve yeter şart Y ve S vektörlerinin lineer 

bağımlı olmasıdır. 

〈𝑌, 𝑆〉 = ‖Y‖‖S‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜙, 

olacak şekilde bir tek 𝜙 > 0 reel sayısı vardır. Buradaki 𝜙 açısına timelike vektörler 

arasındaki Lorentzian timelike açı denir. 

 

Örnek 3.1.2. 𝑌 = (4,−2,2) ∈ 𝐿3, 𝑆 = (2,−1,1) ∈ 𝐿3 için, 

〈𝑌, 𝑆〉 = −8 + 2 + 2 = −4 < 0 

ve                        

〈𝑌, 𝑌〉 = −16 + 4 + 4 = −8 < 0 

 

olduğundan 𝑌 timelike vektördür. 

〈𝑆, 𝑆〉 = −4 + 1 + 1 = −2 < 0 

olup 𝑆 timelike vektördür. O zaman  

〈𝑌, 𝑆〉 ≤ ‖Y‖‖S‖ 

eşitsizliğinde 𝑌 ve 𝑆 vektörleri yerine yazılırsa, 

〈𝑌, 𝑆〉 = ‖Y‖‖S‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜙 

 için 

−4 = √|−16 + 4 + 4|√|−4 + 1 + 1|𝑐𝑜𝑠ℎ𝜙 

⇒ −4 = √8√2𝑐𝑜𝑠ℎ𝜙 

ve 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜙 =
−4

√8√2
 

 olup 𝜙,  timelike vektörler arasındaki açı timelike açı olduğundan 

𝜙 = 𝑐𝑜𝑠ℎ−1
−4

√8√2
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için  𝜙 > 0 bulunur. 

 

Tanım 3.1.3. Y, S ∈ 𝐿𝑛spacelike vektörler olsun. O halde Y ve S vektörlerinin gerdiği 

düzlem spacelike ise, 

|〈𝑌, 𝑆〉| ≤ ‖Y‖‖S‖ 

eşitsizliği mevcuttur. 

〈𝑌, 𝑆〉 = ‖Y‖‖S‖𝑐𝑜𝑠𝜙 

olacak şekilde bir tek 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋  reel sayısı vardır. Buradaki 𝜙 açısına spacelike 

vektörler arasındaki Lorentzian spacelike açı denir. 

 

Örnek 3.1.4.  𝑌 = (1, 4, 3) ∈ 𝐿3, 𝑆 = (2, 8, 6) ∈ 𝐿3 için, 

〈𝑌, 𝑆〉 = −2 + 32 + 18 = 48 > 0 

ve                          

〈𝑌, 𝑌〉 = −1 + 16 + 9 = 24 > 0 

olduğundan 𝑌 spacelike vektördür. 

〈𝑆, 𝑆〉 = −4 + 64 + 36 = 96 > 0 

olduğundan 𝑆 spacelike vektördür. 

|〈𝑌, 𝑆〉| ≤ ‖Y‖‖S‖ 

eşitsizliğinde 𝑌 ve 𝑆 vektörleri yerlerine yazılırsa  

|48| ≤ ‖24‖‖96‖ 

olduğu görülür. Burada 

〈𝑌, 𝑆〉 = ‖Y‖‖S‖𝑐𝑜𝑠𝜙 

⇒ 48 = √1 + 16 + 9√4 + 64 + 36 𝑐𝑜𝑠𝜙 

         ⇒ 48 = √24√96𝑐𝑜𝑠𝜙 

⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜙 =
48

√24√96
 

𝜙,  spacelike vektörler arasındaki Lorentzian spacelike açı olup 

𝜙 = 𝑐𝑜𝑠−1
48

√24√96
 

 

için  𝜙 = 0 elde edilir. 
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Tanım 3.1.5. Y, S ∈ 𝐿𝑛 spacelike vektörler olsun. O halde Y ve S vektörlerinin gerdiği 

düzlem timelike ise, 

|〈𝑌, 𝑆〉| > ‖Y‖‖S‖ 

dir. Burada 

〈𝑌, 𝑆〉 = ‖Y‖‖S‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜙 

olacak şekilde 𝜙 > 0 reel sayısı vardır. Buradaki 𝜙 açısına spacelike vektörler 

arasındaki Lorentzian timelike açı denir. 

 

Tanım 3.1.6. Y ∈  𝐿𝑛 spacelike ve S ∈  𝐿𝑛 timelike vektörler olsun. O zaman 

|〈𝑌, 𝑆〉| = ‖Y‖‖S‖𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜙 

olacak şekilde 𝜙 > 0  reel sayısı vardır. Buradaki 𝜙 açısına spacelike vektör ile timelike 

vektör arasındaki Lorentzian timelike açı denir. 

 

Örnek 3.1.7.  𝑌 = (1,−4,−5) ∈ 𝐿3, 𝑆 = (−4, 3, 2) ∈ 𝐿3 için, 

〈𝑌, 𝑌〉 = −1 + 16 + 25 = 40 > 0 

spacelike vektör, 

〈𝑆, 𝑆〉 = −16 + 9 + 4 = −3 < 0 

timelike vektör ve 

〈𝑌, 𝑆〉 = 4 − 12 − 10 = −18 < 0 

timelike vektör olup 

|〈𝑌, 𝑆〉| = ‖Y‖‖S‖𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜙 

⇒ 18 = √|−1 + 16 + 25|. √|−16 + 9 + 4|𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜙 

⇒ 𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜙 =
18

√40. √3
 

     ⇒ 𝜙 = 𝑠ⅈ𝑛ℎ−1
18

√40. √3
 

olacak şekilde 𝜙 > 0, spacelike ve timelike iki vektör arasındaki Lorentzian timelike 

açıdır (Ratcliffe,1994). 

 

Tanım 3.1.8.  𝛽: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐿𝑛 eğrisinin teğet vektörü 𝑤 olsun. 

i) 〈𝑤,𝑤〉 > 0 ise 𝑤 eğrisine spacelike (uzay benzeri) eğri, 

ii) 〈𝑤,𝑤〉 < 0 ise 𝑤 eğrisine zamansı timelike (zaman benzeri) eğri, 
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iii) 〈𝑤, 𝑤〉 = 0 ise 𝑤 eğrisine null (lightlike veya ışık benzeri) eğri denir (O’Neill, 

1983). 

 

Tanım 3.1.9.  𝛽: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐿3 diferansiyellenebilir eğrisinin 𝛽(𝑡) noktasındaki 

Frenet 3-ayaklısı {𝑍,𝑀, 𝐺} ve eğrikleri 𝑘1 ve  𝑘2 olsun. 

i) 𝛽 timelike bir eğri ise; 

𝑍 ∧ 𝑀 = −𝐺,𝑀 ∧ 𝐺 = 𝑍, 𝐺 ∧ 𝑍 = −𝑀 

olur. O halde Frenet formülleri 

{

𝑍′ = 𝑘1𝑀

𝑀′ = 𝑘1𝑍 − 𝑘2𝐺
𝐺′ = 𝑘2𝑍

 

(Woestijine,1990) ve Darboux vektörü 

𝑤 = 𝑘2𝑍 − 𝑘1𝐺 

biçiminde bulunur (Uğurlu,1997). 

ii) 𝛽 spacelike binormalli spacelike bir eğri ise; 

  𝑍 ∧ 𝑀 = −𝐺,𝑀 ∧ 𝐺 = −𝑍, 𝐺 ∧ 𝑍 = 𝑀 

olup Frenet formülleri 

{

𝑍′ = 𝑘1𝑀

𝑀′ = 𝑘1𝑍 + 𝑘2𝐺
𝐺′ = 𝑘2𝑍

 

 (Woestijne,1990) ve Darboux vektörü 

𝑤 = −𝑘2𝑍 + 𝑘1𝐺 

şeklindedir (Uğurlu,1997). 

iii) 𝛽 timelike binormalli spacelike bir eğri ise; 

  𝑍 ∧ 𝑀 = 𝐺,𝑀 ∧ 𝐺 = −𝑍, 𝐺 ∧ 𝑍 = −𝑀 

olmak üzere buradan Frenet formülleri 

{

𝑍′ = 𝑘1𝑀

𝑀′ = −𝑘1𝑍 + 𝑘2𝐺
𝐺′ = 𝑘2𝑍

 

(Woestijne,1990) ve Darboux vektörü 

𝑤 = 𝑘2𝑍 − 𝑘1𝐺 

olarak bulunur (Uğurlu,1997). 
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Tanım 3.1.10.  𝛽: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐿3  eğrisinin 𝛽(𝑡) noktasındaki Frenet 3-ayaklısı {𝑍,𝑀, 𝐺}, 

eğrikleri 𝑘1 ve  𝑘2, Darboux vektörü w olsun. O zaman; 

ⅈ) 𝛽 timelike bir eğri ise, 

‖𝑤‖ = √|𝑘1
2 − 𝑘2

2| 

dir. O halde 

𝑎) |𝑘1 | > |𝑘2 | ise 〈𝑤,𝑤〉 > 0 olduğundan  𝑤 spacelike bir vektör olur. 𝐺 ile 𝑤 vektörü 

arasındaki Lorentzian timelike açı 𝜑 için, 𝑘1 ve  𝑘2 eğrilikleri ve 𝑗 vektörü, 

{
𝑘1 = ‖𝑤‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑,
𝑘2 = ‖𝑤‖𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑

 ‖𝑤‖ = √𝑘1
2 − 𝑘2

2
 

ve 

𝑗 = 𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑𝑍 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑𝐺 

biçiminde tanımlanır. 

𝑏) |𝑘1 | < |𝑘2 | ise 〈𝑤,𝑤〉 < 0 olacağından 𝑤 timelike bir vektör olur. 𝐺 ile 𝑤 vektörü 

arasındaki Lorentzian timelike açı 𝜑 ile gösterilirse, 𝑘1 ve  𝑘2 eğrilikleri ve 𝑗 vektörü, 

{
𝑘1 = ‖𝑤‖𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑
𝑘2 = ‖𝑤‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑

, ‖𝑤‖ = √𝑘2
2 − 𝑘1

2
 

ve 

𝑗 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑𝑍 − 𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑𝐺 

şeklindedir. 

ⅈⅈ) 𝛽 spacelike binormalli spacelike bir eğri ise, 

‖𝑤‖ = √|𝑘1
2 + 𝑘2

2| 

dir. 〈𝑤,𝑤〉 > 0 olacağından 𝑤 spacelike bir vektör olur. 𝐺 ile 𝑤 vektörü arasındaki 

Lorentzian spacelike açı 𝜑 olmak üzere, 𝑘1 ve  𝑘2 eğrilikleri ve 𝑗 vektörü, 

{
𝑘1 = ‖𝑤‖𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑘2 = ‖𝑤‖𝑠ⅈ𝑛𝜑

,  ‖𝑤‖ = √𝑘2
2 + 𝑘1

2
, 

 

𝑗 = −𝑠ⅈ𝑛𝜑𝑍 + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝐺 

biçimindedir. 

ⅈⅈⅈ) 𝛽 timelike binormalli spacelike bir eğri ise, 

‖𝑤‖ = √|𝑘2
2 − 𝑘1

2| 
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dir. O halde  

𝑎) |𝑘2 | > |𝑘1 | ise 〈𝑤,𝑤〉 > 0 olduğundan  𝑤 spacelike bir vektör olur. 𝐺 ile 𝑤 vektörü 

arasındaki Lorentzian timelike açı 𝜑 için, 𝑘1 ve  𝑘2 eğrilikleri ve 𝑗 vektörü, 

{
𝑘1 = ‖𝑤‖𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑
𝑘2 = ‖𝑤‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑

, ‖𝑤‖ = √𝑘2
2 − 𝑘1

2
 

olmak üzere 

𝑗 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑𝑍 − 𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑𝐺 

şeklinde ifade edilir. 

𝑏) |𝑘2 | < |𝑘1 | ise 〈𝑤,𝑤〉 < 0 olduğundan  𝑤 timelike bir vektör olur. 𝐺 ile 𝑤 vektörü 

arasındaki Lorentzian timelike açı 𝜑 açısı için, 𝑘1 ve  𝑘2 eğrilikleri ve 𝑗 vektörü, 

{
𝑘1 = ‖𝑤‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑
𝑘2 = ‖𝑤‖𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑

, ‖𝑤‖ = √𝑘1
2 − 𝑘2

2
 

 

𝑗 = 𝑠ⅈ𝑛ℎ𝜑𝑍 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜑𝐺 

biçiminde tanımlıdır (Gür,2010). 
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4.BULGULAR 

 

4.1. Dual Lorentz Uzayında Eğriler 

 

Tanım 4.1.1. Bir dual Lorentz eğrisinin 𝛽̂ ∶ 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝔻1
3 için, 𝑘̂ = 𝑘 + 𝜀𝑘∗ eğriliği ve 

𝜏̂ = 𝜏 + 𝜀𝜏∗ burulması sırf dual olması. 

〈𝑍̂ , 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1, 〈𝐺̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 

 ise dual Frenet formüllerinin matris formu 

𝑑

𝑑𝑠
[
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] = [
0 𝑘̂ 0

−𝜀0𝜀1𝑘̂ 0 𝜏̂
0 −𝜀0𝜀1𝜏̂ 0

] [
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] 

biçimindedir. {𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ } , {𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ } ve {𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ } vektör alanları tarafından gerilen düzlemlere 

sırasıyla oskülatör düzlem, rektifiyan düzlem ve normal düzlem adı verilir 

(Bozkır,2011). 

 

Teorem 4.1.2. Eğer 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0 ise 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍 〉 = ∓𝑘̂2 dir. Burada 𝜀0 = ±1 dir. 

İspat. 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 𝜀0 = ±1 için her iki tarafın türevi alınırsa  

〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝑍̂ 〉 + 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍 ′̂⃑⃑  ⃑〉 = 0 

⇒ 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝑍̂ 〉 = 0 

elde edilir. Her iki tarafın tekrar türevi alınırsa; 

〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 〈𝑍 ′̂⃑⃑  ⃑, 𝑍 ′̂⃑⃑  ⃑〉 = 0 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , 𝑘̂𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝑘̂2 〈𝑀⃑⃑̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 olup burada 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1 için 

〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝑘̂2𝜀1 = 0 

bulunur. Burada iki durum söz konusudur∶ 

i)𝜀1 = +1 için, 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝑘̂2 = 0 ⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 = −𝑘̂2 elde edilir. 

ii) 𝜀1 = −1 için, 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 − 𝑘̂2 = 0 ⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑍 〉 = 𝑘̂2 bulunur. 

 

Teorem 4.1.3. 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1 olmak üzere 𝜀0,𝜀1, 𝜀2 durumlarına göre 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝑘̂2 − 𝜏̂2, 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = −𝑘̂2 − 𝜏̂2 ve 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = −𝑘̂2 + 𝜏̂2 dir. 
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İspat. 〈𝑀′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑〉 = 0 

⇒ 〈−𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ − 𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ 〉 = 0 

−𝜀0𝜀1𝑘̂ 〈Ẑ,⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 𝜏̂ 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 − 𝜀0𝜀1𝑘̂ 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝜏̂ 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 olup burada  

〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 

olarak alınırsa 0 = 0 özdeşliği vardır. Ayrıca 

〈𝑀′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 eşitliğinde her iki tarafın türevi alınırsa 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑, 𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑〉 = 0 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈−𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ , −𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ 〉 = 0 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 𝜀0
2𝜀1

2𝑘̂2 〈Ẑ,⃑⃑ 𝑍̂ 〉 − 𝜀0𝜀1𝑘̂𝜏̂ 〈Ẑ,⃑⃑ 𝐺̂ 〉 − 𝜀0𝜀1𝑘̂𝜏̂ 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝜏̂2 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 

bulunur. Burada  

〈Ẑ,⃑⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 〈Ẑ,
⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0, 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 0, 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2  eşitlikleri yerine yazılırsa, 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 𝜀0
3𝜀1

2𝑘̂2 + 𝜏̂2𝜀2 = 0 

 olarak elde edilir. Böylece; 

i) 𝜀0 = −1, 𝜀1 = 1, 𝜀2 = 1 için, 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 − 𝑘̂2 + 𝜏̂2 = 0 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝑘̂2 − 𝜏̂2 

eşitliği bulunur. 

ii) 𝜀0 = 1, 𝜀1 = −1, 𝜀2 = 1 için, 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 𝑘̂2 + 𝜏̂2 = 0 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = −𝑘̂2 − 𝜏̂2 

eşitliği mevcuttur. 

iii) 𝜀0 = 1, 𝜀1 = 1, 𝜀2 = −1 için, 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 𝑘̂2 − 𝜏̂2 = 0 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = −𝑘̂2 + 𝜏̂2 

 vardır. Böylece istenilenler elde edilmiş olur. 
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Teorem 4.1.4. 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2 ise 𝜀0,𝜀1, 𝜀2 durumları için 〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = ∓𝜏̂2 dir. 

 

 İspat. 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2  

eşitliğinde birinci türev alınırsa, 

〈𝐺 ′̂,⃑⃑⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈𝐺̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 = 0 

⇒ 〈−𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂
 , 𝐺̂ 〉 + 〈𝐺̂ , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂

 〉 = 0 

−𝜀1𝜀2𝜏̂ 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 − 𝜀1𝜀2𝜏̂ 〈Ĝ,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 olup 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0, 〈𝐺̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 eşitlikleri yerlerine 

yazılırsa, 

0 = 0 

özdeşliği elde edilir. Ayrıca 

〈𝐺 ′̂,⃑⃑⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 

ifadesinin ikinci türevi alınırsa 

〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ , 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 = 0 

⇒ 〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈−𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂
 , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂

 〉 = 0 

⇒ 〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 𝜀1
2𝜀2

2𝜏̂2 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 

bulunur. Burada 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1 için 

〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 𝜀1
3𝜀2

2𝜏̂2 = 0 

olduğu görülür. Şimdi 𝜀1 ve  𝜀2 değerleri için bir önceki ifade irdelenirse: 

i) 𝜀1 = 1 ve 𝜀2 = −1 için 

〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = −𝜏̂2 

bulunur. 

ii) 𝜀1 = −1 ve 𝜀2 = 1 için 

〈𝐺′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  𝐺̂ 〉 = 𝜏̂2 

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.5. 〈Ẑ,⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 ise 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′′̂⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 〉 dir. 

 

 İspat. 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑〉 = 0 

⇒ 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑍̂ , −𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ 〉 = 0 
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olup 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 eşitlikleri yerlerine yazılırsa, 

𝑘̂ 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 − 𝜀1𝜀2𝑘̂̂ 〈Ẑ,⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝜏̂ 〈Ẑ,⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 

⇒ −𝜀0
2𝜀1𝑘̂ + 𝑘̂𝜀1 = 0 

olduğu görülür. 

i) 𝜀0 = 1 ve 𝜀1 = −1 için 𝑘̂ − 𝑘̂ = 0 olup 

0 = 0 

özdeşliği elde edilir. 

ii) 𝜀0 = −1 ve 𝜀1 = 1 için −𝑘̂ + 𝑘̂ = 0 olur ve 

0 = 0 

özdeşliği mevcuttur. Şimdi tekrar türevi alınırsa 

〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝑀⃑⃑̂ 〉 = − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑〉 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑〉 = − 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝑀′̂⃑⃑⃑⃑  ⃑〉 − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′′̂⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 〉 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , −𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ 〉 = − 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , −𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ 〉 − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′′̂⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 〉 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 − 𝜀0𝜀1𝑘̂
2 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 + 𝑘̂𝜏̂ 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀0𝜀1𝑘̂

2 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑍̂ 〉 − 𝑘̂𝜏̂ 〈N̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′′̂⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 〉 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀′′̂⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 〉 

sonucu elde edilir. 

 

Teorem 4.1.6. 〈Ẑ,⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 için 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 dir. 
 

İspat. 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝐺̂ 〉 + 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 = 0 

⇒ 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , 𝐺̂ 〉 + 〈𝑍̂ , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂
 〉 = 0 

olur ve burada 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 eşitlikleri yerlerine yazılırsa, 

⇒ 𝑘̂ 〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 − 𝜀1𝜀2𝜏̂ 〈Ẑ,⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 bulunur ve 

0 = 0 

özdeşliği vardır. Dahası  

〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝐺̂ 〉 = − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 

 ifadesinde her iki tarafın türevi alınırsa 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 = − 〈𝑍 ′̂,⃑⃑ ⃑⃑  𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂
 〉 = − 〈𝑘̂𝑀⃑⃑̂ , 𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂

  〉 − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 
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⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑘̂ 〈𝑀⃑⃑̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 = −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑘̂ 〈𝑀⃑⃑̂ , 𝑀⃑⃑̂  〉 − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

olup 〈𝑀⃑⃑̂ , 𝑀⃑⃑̂  〉 = 𝜀1 için 

〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + −𝜀1
2𝜀2𝜏̂𝑘̂ = −𝜀1

2𝜀2𝜏̂𝑘̂ − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

bulunur. Böylece  

 𝜀1 = +1 ve 𝜀2 = −1 için 

〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 𝜏̂𝑘̂ = +𝜏̂𝑘̂ − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

elde edilir ve diğer taraftan 

 𝜀1 = −1 ve 𝜀2 = +1 için 

〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 − 𝜏̂𝑘̂ = −𝜏̂𝑘̂ − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

⇒ 〈𝑍′′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = − 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

vardır. 

 

Teorem 4.1.7.  〈M̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0 ise 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = − 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 dir. 

İspat. 〈𝑀′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 = 0 

⇒ 〈−𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ , 𝐺̂ 〉 + 〈𝑀⃑⃑̂ , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂
 〉 = 0 

⇒ −𝜀0𝜀1𝑘̂ 〈𝑍̂ , 𝐺̂ 〉 + 𝜏̂ 〈𝐺̂ , 𝐺̂ 〉 − 𝜀1𝜀2𝜏̂ 〈𝑀⃑⃑̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 0 

bulunur. Burada  

〈𝑍̂ , 𝐺̂ 〉 = 0, 〈𝐺̂ , 𝐺̂ 〉 = 𝜀2 ve 〈𝑀⃑⃑̂
 , 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1 

için 

 𝜏̂𝜀2 − 𝜀1
2𝜀2𝜏̂ = 0 

 ⇒ 𝜏̂𝜀2 = 𝜀1
2𝜀2𝜏̂ 

⇒ 𝜏̂ = 𝜏̂ 
eşitliği elde edilir. İlaveten  

〈𝑀′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = − 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 

 eşitliğinde her iki tarafın türevi alınırsa 

〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈𝑀′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 = − 〈𝑀′̂,⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐺 ′̂⃑⃑⃑⃑ 〉 − 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 + 〈−𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂
 〉 = − 〈−𝜀0𝜀1𝑘̂𝑍̂ + 𝜏̂𝐺̂ , −𝜀1𝜀2𝜏̂𝑀⃑⃑̂

 〉 − 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

⇒ 〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 + 𝜀0𝜀1
2𝑘̂𝜏̂ 〈𝑍̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 − 𝜀1𝜀2𝜏̂

2 〈𝐺̂ , 𝑀⃑⃑̂  〉 = −𝜀0𝜀1
2𝑘̂𝜏̂ 〈𝑍̂ , 𝑀⃑⃑̂ 〉 + 𝜀1𝜀2𝜏̂

2 〈𝐺̂ , 𝑀⃑⃑̂  〉 −

〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉  

olduğu görülür ve 〈𝑍̂ , 𝑀⃑⃑̂  〉 = 0, 〈𝐺̂ , 𝑀⃑⃑̂  〉 = 0 için 
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〈𝑀′′̂,⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = − 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺′′̂⃑⃑ ⃑⃑  ⃑〉 

elde edilir. 

 

4.1.1. Dual Lorentz Uzayında Rektifiyan Eğriler 

 

Tanım 4.1.1.1. Bir dual Lorentz eğrisinin 𝑘̂ = 𝑘 + 𝜀𝑘∗ eğriliği ve  

𝜏̂ = 𝜏 + 𝜀𝜏∗ burulması sırf dual olmasın. 𝑘̂, 𝑘∗ ∈ ℝ için  

〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1, 〈𝐺̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0  

ise dual Frenet formüllerinin matris formu 

𝑑

𝑑𝑠
[
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] = [
0 𝑘̂ 0

−𝜀0𝜀1𝑘̂ 0 𝜏̂
0 −𝜀0𝜀1𝜏̂ 0

] [
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] 

biçimindedir. {𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ } vektör alanı tarafından gerilen düzleme rektifiyan düzlem adı 

verilir. 

Bir 𝛽̂ dual eğrisinin yer vektörü rektifiyan düzlemde ise eğriye rektifiyan dual Lorentz 

eğrisi denir. 𝛽̂ bir dual Lorentz eğrisi ise yer vektörü, 𝛾 ve 𝜓̂ dual fonksiyonlar için  

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

olup bu ifadenin her iki tarafının türevi alınırsa 

𝛽̂ ′(𝑠) = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝛾 ̂(𝑠) 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ′ + 𝜓̂′(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝜓̂ (𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑′ 

⇒ 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝛾 ̂(𝑠)𝑘̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂′(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝜓̂ (𝑠) (−𝜀1𝜀2𝜏̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) 

⇒ 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + [𝛾 ̂(𝑠)𝑘̂(𝑠)−𝜀1𝜀2𝜓̂ (𝑠)𝜏̂(𝑠)]𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂′(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

⇒ 0 = [𝛾 ̂′(𝑠) − 1]𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + [𝛾 ̂(𝑠)𝑘̂(𝑠)−𝜀1𝜀2𝜓̂ (𝑠)𝜏̂(𝑠)]𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂′(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

olup {𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  , 𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  , 𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑} dual Frenet çatısı lineer bağımsız olduğundan katsayılar sıfıra 

eşit olmalıdır. Böylece 

𝛾 ̂′(𝑠) = (1,0) = 1 + 𝜀0 = 1, 𝛾 ̂(𝑠)𝑘̂(𝑠) = 𝜀1𝜀2𝜓̂ (𝑠)𝜏̂(𝑠), 𝜓̂′(𝑠) = 0 

sonucuna ulaşılır. İlk eşitlikte 𝛾 ̂′(𝑠) = 1 olduğundan 𝑐 ̂bir dual sabit sayı olmak üzere 

𝛾 ̂(𝑠) = 𝑠 ̂ + 𝑐 ̂ 

dir. Üçüncü eşitlikte 𝜓̂′(𝑠) = 0 olduğundan 𝜓̂ sabit bir dual fonksiyondur. 𝛾 ̂𝑘̂ = 𝜓̂𝜏̂ 

eşitliğine göre 𝑘̂ ≠ 0 olduğundan 𝜓̂ dual sabiti de sıfırdan farklıdır (Bozkır,2011). 
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4.1.2. Dual Lorentz Uzayında Normal Eğriler 

 

Tanım 4.1.1.2. Bir dual Lorentz eğrisinin 𝑘̂ = 𝑘 + 𝜀𝑘∗ eğriliği ve 

 𝜏̂ = 𝜏 + 𝜀𝜏∗ burulması sırf dual olmasın. 𝑘̂, 𝑘∗ ∈ ℝ için 

 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1, 〈𝐺̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0  
ise dual Frenet formüllerinin matris formu 

𝑑

𝑑𝑠
[
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] = [
0 𝑘̂ 0

−𝜀0𝜀1𝑘̂ 0 𝜏̂
0 −𝜀0𝜀1𝜏̂ 0

] [
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] 

biçimindedir. {𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ } vektör alanı tarafından gerilen düzleme normal düzlem denir. 

Bir 𝛽̂ dual eğrisinin yer vektörü normal düzlemde ise eğriye normal dual Lorentz eğrisi 

adı verilir. 𝛽̂ bir dual Lorentz eğrisi ise yer vektörü, 𝛾 ve 𝜓̂ dual fonksiyonlar olmak 

üzere  

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

dir. Eğer her iki tarafın türevi alınırsa 

𝛽̂ ′(𝑠) = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝛾 ̂(𝑠) 𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ′ + 𝜓̂′(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝜓̂ (𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑′ 

⇒ 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝛾 ̂(𝑠) (−𝜀0𝜀1𝑘̂(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜏̂(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) + 𝜓̂′(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

+ 𝜓̂ (𝑠) (−𝜀1𝜀2𝜏̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) 

⇒ 0 = (−1 − 𝜀0𝜀1𝛾(𝑠)𝑘̂(𝑠)) 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + (𝛾 ̂′(𝑠)−𝜀1𝜀2𝜓̂ (𝑠)̂𝜏̂(𝑠)) 𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

+ (𝛾 ̂(𝑠)𝜏̂(𝑠) + 𝜓̂′(𝑠))𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

olduğundan, {𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  , 𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  , 𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑} dual Frenet çatısı lineer bağımsız olduğundan 

katsayılar sıfıra eşit olmalıdır. Böylece 

{

−1 − 𝜀0𝜀1𝛾(𝑠)𝑘̂(𝑠) = 0 

 𝛾 ̂′(𝑠)−𝜀1𝜀2𝜓̂ (𝑠)𝜏̂̂ (𝑠) = 0

𝛾 ̂(𝑠)𝜏̂(𝑠) + 𝜓̂′(𝑠) = 0

 

denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemde 

𝜀0 = 1, 𝜀1 = −1 ve 𝜀0 = −1, 𝜀1 = 1 durumlarının her ikisinde de 

𝛾(𝑠)𝑘̂(𝑠) = 1 

elde edilir. Buradan 

𝛾(𝑠) =  
1

𝑘̂(𝑠)
 , 𝑘̂(𝑠) ≠ 0 
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olup iki çözümü mevcuttur∶ 

1) 𝑘̂(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ise, 

𝛾 ̂′(𝑠) = 0 ve 𝛾(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 

bulunur. 

𝜀0 = 1, 𝜀1 = −1 ve 𝜀0 = −1, 𝜀1 = 1 ve  𝛾 ̂′(𝑠) = 0 değerleri ikinci denklemde yerine 

yazılırsa, 

𝜓̂ (𝑠)𝜏̂̂ (𝑠) = 0 

olur. Ayrıca 

𝜓̂ (𝑠)̂ = 0 veya 𝜏̂(𝑠) = 0 alınırsa 

𝜓̂ (𝑠)̂ = 0 ⇒ 𝜓̂′(𝑠) = 0 

ve 

𝜏̂(𝑠) = 0 ⇒ 𝜏′(𝑠) = 0 

Üçüncü denklemde bu elde edilenler yerlerine yazılırsa 

0 = 0 

özdeşliği elde edilir. Böylece 

𝑘̂(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 için 

{𝛾(𝑠) = 𝑐1}, {𝑘̂(𝑠) =  
1

𝛾(𝑠)
} , {𝜓̂(𝑠) = 0, 𝜏̂(𝑠) = 0} 

şartlarında 

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

denkleminde bulduğumuz değerler yerine yazılırsa, 

𝛽̂ (𝑠) = 𝑐1𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑     

eğrisi bulunur. 

2) 𝑘̂(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 değil ise, 

𝛾 ̂′(𝑠) = −
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂2(𝑠)
, 𝑘̂2(𝑠) ≠ 0 

İkinci denklemde yerine yazılırsa, 

−
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂2(𝑠)
− 𝜀1𝜀2𝜓̂ (𝑠)𝜏̂̂ (𝑠) = 0 

ifadesinde 𝜀1 = 1 ve 𝜀2 = −1 ile  𝜀1 = −1 ve 𝜀2 = 1 için, 
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−
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂2(𝑠)
+ 𝜓̂ (𝑠)𝜏̂̂ (𝑠) = 0, 

𝜏̂(𝑠) =  
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂2(𝑠)𝜓̂ (𝑠)̂
, 

olup, 

𝛾(𝑠) =  
1

𝑘̂(𝑠)
, 

𝜏̂(𝑠) =  
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂2(𝑠)𝜓̂ (𝑠)̂
, 

bulunan değerler üçüncü denklemde yerine yazılırsa, 

𝛾 ̂(𝑠)𝜏̂(𝑠) + 𝜓̂′(𝑠) = 0, 

⇒
1

𝑘̂(𝑠)
. (

𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂2(𝑠)𝜓̂ (𝑠)̂
) + 𝜓̂′(𝑠) = 0, 

⇒
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂3(𝑠)𝜓̂ (𝑠)̂
= −𝜓̂′(𝑠), 

⇒
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂3(𝑠)
= −𝜓̂′(𝑠)𝜓̂ (𝑠)̂. 

 

Bu son eşitlikte her iki tarafın integrali alınırsa, 

∫
𝑘̂′(𝑠)

𝑘̂3(𝑠)
= ∫−𝜓̂′(𝑠)𝜓̂(𝑠), 

−1

𝑘̂2(𝑠)
= −𝜓̂2(𝑠) + 𝑐, (𝑐 = 𝑠𝑏𝑡) 

bulunur. 

 𝑘̂(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 olmaması halinde ve 𝜀0, 𝜀1, 𝜀2 durumlarının (+1), (-1) olması halinde elde 

edilen değerler 

{𝛾(𝑠) = 𝛾(𝑠)}, {𝑘̂(𝑠) =  
1

𝛾(𝑠)
} , {𝜓̂(𝑠) = ±√𝛾 ̂2 + 𝑐1}, 

{𝜏̂(𝑠) =

𝑑
𝑑𝑠

𝛾(𝑠)

−𝜓̂(𝑠)
} 

dir. O zaman  

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 



 

38 

 

denkleminde bulunan değerler yerine yazılırsa, 

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ± √𝛾 ̂2 + 𝑐1𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

 eğrisi elde edilir. 

 

4.1.3. Dual Lorentz Uzayında Oskülatör Eğriler 

 

Tanım 4.1.3.1. Bir dual Lorentz eğrisinin 𝑘̂ = 𝑘 + 𝜀𝑘∗ eğriliği ve 

 𝜏̂ = 𝜏 + 𝜀𝜏∗ burulması sırf dual olmasın. 𝑘̂, 𝑘∗ ∈ ℝ için  

〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑍̂ 〉 = 𝜀0, 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 𝜀1, 〈𝐺̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 𝜀2, 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ 〉 = 〈𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝐺̂ 〉 = 〈𝑀̂,⃑⃑⃑⃑ 𝐺̂ 〉 = 0  

ise dual Frenet formüllerinin matris formu 

𝑑

𝑑𝑠
[
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] = [
0 𝑘̂ 0

−𝜀0𝜀1𝑘̂ 0 𝜏̂
0 −𝜀0𝜀1𝜏̂ 0

] [
𝑍̂ 

𝑀⃑⃑̂ 

𝐺̂ 

] 

biçimindedir. {𝑍̂,⃑⃑  ⃑ 𝑀⃑⃑̂ } vektör alanı tarafından gerilen düzleme oskülatör düzlem denir. 

Bir 𝛽̂ dual eğrisinin yer vektörü oskülatör düzlemde ise eğriye oskülatör dual Lorentz 

eğrisi adı verilir. 𝛽̂ bir dual Lorentz eğrisi ise yer vektörü, 𝛾 ve 𝜓̂ dual fonksiyonlar 

olmak üzere  

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

biçiminde ifade edilir. Her iki tarafın türevi alınırsa, 

𝛽̂ ′(𝑠) = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝛾 ̂(𝑠) 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ′ + 𝜓̂′(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ′ 

⇒ 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝛾 ̂′(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝛾 ̂(𝑠) (𝑘̂(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) + 𝜓̂′(𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

+ 𝜓̂ (𝑠) (−𝜀0𝜀1𝑘̂(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜏̂(𝑠)𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) 

⇒ 0 = (−1 + 𝛾 ̂′(𝑠) − 𝜓̂ (𝑠)𝜀0𝜀1𝑘̂(𝑠)) 𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + (𝛾 ̂(𝑠)𝑘̂(𝑠) + 𝜓̂′(𝑠))𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

+ (𝜓̂ (𝑠)𝜏̂(𝑠))𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

olup {𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  , 𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  , 𝐺̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑} dual Frenet çatısı lineer bağımsız olduğundan katsayılar sıfıra 

eşit olmalıdır. Böylece 

{

−1 + 𝛾 ̂′(𝑠) − 𝜓̂ (𝑠)𝜀0𝜀1𝑘̂(𝑠) = 0

𝛾 ̂(𝑠)𝑘̂(𝑠) + 𝜓̂′(𝑠) = 0

𝜓̂ (𝑠)𝜏̂(𝑠) = 0
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denklem sistemi elde edilir. Birinci denklemde 𝜀0 = 1, 𝜀1 = −1 ve 𝜀0 = −1, 𝜀1 = 1 

için, 

−1 + 𝛾 ̂′(𝑠) + 𝜓̂ (𝑠)𝑘̂(𝑠) = 0 

 elde edilir.  𝜓̂ (𝑠) ≠ 𝑠𝑏𝑡 𝜀0, 𝜀1 durumlarının (+1), (-1) olması hallerinde  

{𝜓̂ (𝑠) = 𝜓̂ (𝑠)}, {𝜏̂(𝑠) = 0}, 

{
 
 

 
 

𝑑

𝑑𝑠
𝛾 ̂(𝑠) =

(
𝑑
𝑑𝑠

𝜓̂ (𝑠)) 𝜓̂ (𝑠) + 𝛾 ̂(𝑠)

𝛾 ̂(𝑠)

}
 
 

 
 

,

{
 
 

 
 

𝑘̂(𝑠) = −

(
𝑑
𝑑𝑠

𝜓̂ (𝑠))

𝛾 ̂(𝑠)

}
 
 

 
 

,  

 {𝜓̂ (𝑠) = ±√𝛾 ̂(𝑠)2 − 2∫𝛾 ̂(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑐1} 

elde edilir. 

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝜓̂ (𝑠)𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

eşitliğinde çözümler yerine yazılırsa, 

𝛽̂ (𝑠) = 𝛾 ̂(𝑠)𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ± √𝛾 ̂(𝑠)2 − 2∫𝛾 ̂(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑐1  𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    

 

ilk eğri bulunur. İkinci eğrimiz için 𝜓̂ (𝑠) = 𝑠𝑏𝑡(≠ 0) olduğunda 

{𝜓̂ (𝑠) = 𝑐2}, {𝜏̂(𝑠) = 0}, {𝛾 ̂(𝑠) = 0}, {𝑘̂(𝑠) =
1

𝜓̂ (𝑠)
} 

şeklindedir. Böylece ikinci eğrimiz 

𝛽̂ (𝑠) = 𝑐2𝑀̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

 

olur. 

Üçüncü denklemde 𝜓̂ (𝑠)𝜏̂(𝑠) = 0, 𝜓̂ (𝑠) = 0 veya 𝜏̂(𝑠) = 0 dır. 

𝜓̂ (𝑠) = 0 olsun.  𝛾 ̂′(𝑠) = 1 ⇒ 𝛾 ̂(𝑠) = 𝑠 + 𝑐3, 

olup birinci denklemin çözülmesi halinde elde ettiğimiz değerler 

{𝜏̂(𝑠) = 𝜏̂(𝑠)}, {𝜓̂ (𝑠) = 0}, {𝛾 ̂(𝑠) = 𝑠 + 𝑐1}, {𝑘̂(𝑠) = 0} 

olmak üzere üçüncü eğrimiz de 

𝛽̂ (𝑠) = 𝑠 + 𝑐3𝑍̂(𝑠)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

 şeklinde elde edilir. 
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4.2. Dual Lorentz Uzayında Yapılan Çalışmaların İçerik Analizi 

Dual Lorentz uzayındaki yapılan bazı çalışmaların uzay ve eğri çeşitlerine göre içerik 

analizleri Çizelge 4.1 ve Çizelge 4.2 de verilmiştir. 
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Çizelge 4.1. Eğrilerin uzay çeşitlerine göre içerik analizi  

 

  

Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabın  Adı 
Yayım 

Yılı 
Türü 

Uzay Çeşitleri 

 

Öklid Lorentz Dual 
Dual 

Lorentz 

Minkows

ki 

1 A.Z.Pirdal 3-Boyutlu Dual Lorentz Uzayında İvme Eksenleri 2006 YL Tezi   x   x   

2 

A.Yücesan, N.Ayyıldız, A. 

C. Çöken On Rectifying Dual Space Curves 2007 Makale 

 

x x 

  

3 E.Özbey, M.Oral 

A Study on Rectifying Curves in the Dual 

Lorentzian Space 2009 Makale 

   

x 

 

4 Ö. Bektaş 

Dual Lorentz Uzayında Paralel Regle Yüzeyler ve 

Bazı Karakteristik Özellikleri 2010 YL Tezi x x x x 

 

5 S. Gür 

Dual Lorentz Uzayında Spacelike – Timelike 

İnvolüt– Evolüt Eğriler Üzerine 2010 YL Tezi x x x x 

 6 M. Bozkır Dual Lorentz Uzayında Rektifiyan Eğriler 2011 YL Tezi x 

 

x x x 

7 C. Ekici,H. Öztürk 

On Time-like Ruled Surfaces in Minkowski 3-

Space 2013 Makale 

    

x 

8 S. Gür,S. Şenyurt 

Spacelike – Timelike-Involute – Evolute Curve 

Couple on 2013 Makale  

   

x 

 

9 R.Lopez 

Diffrerential Geometry of Curves and Surfaces in 

Lorentz-Minkowski Space 2014 Makale 

 

x 

  

x 

 

 

 

 

 

4
1
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Çizelge 4.1. Eğrilerin uzay çeşitlerine göre içerik analizi (devam) 

 

  

Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabın  Adı 
Yayım 

Yılı 
Türü 

Uzay Çeşitleri 

 

Öklid Lorentz Dual 
Dual 

Lorentz 

Minkows

ki 

10 
Y.Ünlütürk, 

M.Çimdiker,C.Ekici 

Characteristic properties of the parallel ruled 

surfaces with Darboux frame in Euclidean 3- space 
2016 Makale x     

11 
B. Şahiner, M.Kazaz,H. 

H.Uğurlu 

Dual Lorentziyen Birim Küresel Timelike Eğrilerin 

Eğrilik Teorisi Kullanılarak Robot Uç-işlevci 

Hareketinin İncelenmesi 

2018 Makale    x  

12 S.Öztürk Öklid Uzayında Sabit Oranlı Eğri Çiftleri 2018 YL Tezi x     

13 T.Baysal 

Dual Uzayda Bir Eğri ve Onun Tabi Lift Eğrisinin 

Darboux Vektörleri Tarafından Oluşturulan Regle 

Yüzey Çiftleri 

2019 YL Tezi   x   

14 E.Ovalıoğlu 
Yarı-Öklidyen Uzayda Null Eğriler veNull 

Eğrilerin Sınıflandırılması 
2019 YL Tezi x x   x 

15 S.Yüce  Sayılar ve Geometri 2020 Kitap x x x x  

16 Ş. Kılıçoğlu, S. Şenyurt 
An examination on N − D∗ partner curves with 

common principal normal and Darboux vector in 

E^3   

2021 Makale x     

17 A.Yücesan, G. Ö.Tükel Dual Lorentz Uzayında Elastik Eğriler 2021 Makale    x  

18 Ü.Bayrak Torbalı 
Lorentz Uzayında Null ve Null Olmayan Eğrilerin 

Yapılarının İncelenmesi 
2022 YL Tezi x x       

 

 

 

4
2
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Çizelge 4.1’ de Öklid uzayında 9, Lorentz uzayında 8, Dual uzayda 6, Dual Lorentz 

uzayda 9, Minkowski uzayında 4 çalışmaya rastlanmıştır. Bektaş (2010), Gür (2010) ve 

Bozkır (2011) tezlerinde bir çok uzaya yer vermişlerdir. Yüce (2020) kitabında Öklid 

uzay, Lorentz uzay, Dual Lorentz uzay yer almaktadır. 
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Çizelge 4.2. Eğrilerin çeşitlerine göre içerik analizi  
 

  

Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabın  Adı Yayım Yılı Türü 

Eğri çeşitleri 

 

 
Spacelike Timelike 

Involüt-

Evolüt 
Rektifiyan Elastik Null  

1 A.Z.Pirdal 
3-Boyutlu Dual Lorentz Uzayında 

İvme Eksenleri 
2006 YL Tezi 

     

 

2 

A.Yücesan, 

N.Ayyıldız, A. C. 

Çöken 

On Rectifying Dual Space Curves 2007 Makale 
   

x 
 

 
3 E.Özbey, M.Oral 

A Study on Rectifying Curves in 

the Dual Lorentzian Space 
2009 Makale 

     

 

4 Ö. Bektaş 

Dual Lorentz Uzayında Paralel 

Regle Yüzeyler ve Bazı 

Karakteristik Özellikleri 

2010 YL Tezi 
     

 

5 S. Gür 

Dual Lorentz Uzayında Spacelike 

– Timelike İnvolüt– Evolüt 

Eğriler Üzerine 

2010 YL Tezi x x x 
  

 
6 M. Bozkır 

Dual Lorentz Uzayında 

Rektifiyan Eğriler 
2011 YL Tezi 

   
x 

 

 
7 C. Ekici, H. Öztürk 

On Time-like Ruled Surfaces in 

Minkowski 3-Space 
2013 Makale 

 
x 

   

 

8 S. Gür,S.Şenyurt 

Spacelike – Timelike-Involute – 

Evolute Curve Couple on Dual 

Lorentzian Space 

2013 Makale  x x x 
  

 

9 R.Lopez 

Diffrerential Geometry of Curves 

and Surfaces in Lorentz-

Minkowski Space 2014 Makale 

       

4
4
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Çizelge 4.2. Eğrilerin çeşitlerine göre içerik analizi (devam)  
 

  

Yazarlar Tezin/Makalenin/Kitabın  Adı Yayım Yılı Türü 

Eğri çeşitleri 

 

 
Spacelike Timelike 

Involüt-

Evolüt 
Rektifiyan Elastik Null  

10 
Y.Ünlütürk, 

M.Çimdiker,C.Ekici 

Characteristic properties of the 

parallel ruled surfaces with Darboux 

frame in Euclidean 3- space 

2016 Makale       

11 

B. Şahiner, 

M.Kazaz,H. 

H.Uğurlu 

Dual Lorentziyen Birim Küresel 

Timelike Eğrilerin Eğrilik Teorisi 

Kullanılarak Robot Uç-işlevci 

Hareketinin İncelenmesi 

2018 Makale  x     

12 S. Öztürk 
Öklid Uzayında Sabit Oranlı Eğri 

Çiftleri 
2018 YL Tezi   x    

13 T.Baysal 

Dual Uzayda Bir Eğri ve Onun Tabi 

Lift Eğrisinin Darboux Vektörleri 

Tarafından Oluşturulan Regle Yüzey 

Çiftleri 

2019 YL Tezi       

14 E.Ovalıoğlu 
Yarı-Öklidyen Uzayda Null Eğriler 

veNull Eğrilerin Sınıflandırılması 
2019 YL Tezi      x 

15 S.Yüce  Sayılar ve Geometri 2020 Kitap       

16 
Ş. Kılıçoğlu, S. 

Şenyurt 

An examination on N − D∗ partner 

curves with common principal 

normal and Darboux vector in  E3 

2021 Makale       

17 
A.Yücesan, G. 

Ö.Tükel 

Dual Lorentz Uzayında Elastik 

Eğriler 
2021 Makale     x  

18 Ü.Bayrak Torbalı 

Lorentz Uzayında Null ve Null 

Olmayan Eğrilerin Yapılarının 

İncelenmesi 

2022 YL Tezi      x 

 

 

 

4
5
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Çizelge 4.2’ de çalışılan eğri çeşitlerini ifade edelim. Spacelike 2, timelike 4, involüt-

evolüt 3, rektifiyan 2, elastik 1 ve null eğride 2 çalışma bulunmaktadır. Gür (2010) 

yüksek lisans tezinde spacelike eğri, timelike eğri ve involüt-evolüt eğri olmak üzere 3 

eğri çeşidi yer almaktadır. Tezimizde rektifiyan eğrileri kapsayan tezler bize çok yol 

gösterici olmakla birlikte yeni fikirler oluşturmuştur. 
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5. SONUÇ 

 

Bu yüksek lisans tezinde Dual sayılar, Dual uzay, Lorentz uzay, Dual Lorentz uzayla 

ilgili tanımlar, teoremlere ve Lorentz uzayında açı tanımları yapılıp, bunlara ilişkin 

örneklere yer verilmiştir. Tezin 4.bölümünde Dual Lorentz uzayında Dual Rektifiyan 

eğri,  Dual Normal eğri,  Dual Oskülatör eğri çeşitleri incelenmiştir. Bölümün sonunda 

eğrilerin uzaylarına ve çeşitlerine göre içerik analizi yer almaktadır. Bundan sonraki bu 

alanda yapılacak olan çalışmalara katkı sağlaması öngörülmektedir. 
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