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ÖZET

Bu doktora tezinde A := A (") = A+A" dual say�lar halkas� ile koordinatlananM(A)
Moufang-Klingenberg (MK) düzlem s�n�f� incelenmiştir.M(A) n�n kolinasyonlar grubunun
dörtgenler üzerinde geçişken oldu�gu önemli sonucu elde edilmiştir. Ayr�ca, çifte oran�n baz�

özellikleri incelenerek �Bir do�gru üzerinde ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan dört nok-

tan�n harmonik pozisyonda olmas� için gerek ve yeter şart bu noktalar�n harmonik olmas�d�r.�

önermesi ispat edilmiştir.

2000 Matematik Konu S�n��amas�: 51C05, 51A35, 51A10, 17D05

Anahtar Kelimeler: Moufang-Klingenberg düzlemleri, lokal alterne halka, dual say�lar

halkas�, Cayley cebirleri, 4-geçişkenlik, projektif kolinasyon, çifte oran
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ABSTRACT

In this doctoral thesis a certain class of Moufang-Klingenberg (MK) planesM(A) coor-
dinatized by the ring of dual numbers A := A (") = A+A" is investigated. The important
result that the group of collineations ofM(A) is transitive on quadrangles is obtained. Be-
sides, by being investigated some properties of cross-ratio it is proven that this lemma: �Any

pairwise non-neighbour four points on a line are in harmonic position if and only if they are

harmonic.�

2000 Mathematical Subject Classi�cation: 51C05, 51A35, 51A10, 17D05

Key Words: Moufang-Klingenberg planes, local alternative ring, ring of dual numbers,

Cayley algebras, 4-transitivity, projective collineation, cross-ratio
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G�IR�IŞ

Matematikte, geometri ile cebir aras�nda çok yak�n ilişkiler mevcuttur. Bu ilişkiler

sayesinde konular hem daha netleşmekte, hem de problem çözümleri kolaylaşmaktad�r.

Projektif geometride her düzleme karş�l�k koordinatlama halkas� dedi�gimiz bir cebir sis-

temi bulunmaktad�r ki düzlemin geometrik özellikleri ile halkan�n cebir özellikleri aras�ndaki

ilişkileri belirlemek büyük öneme haizdir.

Bu tezin amaçlar�ndan biri (Blunck, 1992) de ele al�nan A := A (") = A +A" (A bir

alterne halka, " =2 A ve "2 = 0) lokal alterne halkas� yard�m�yla koordinatlanan veM(A) ile
gösterilen özel bir MK-düzlem s�n�f� için yukar�da bahsedilen ilişkileri araşt�rmakt�r. Bu se-

bepleM(A) n�n kolinasyon grubunun dörtgenler üzerinde geçişken oldu�gunun gösterilmesi
esas hedef olarak belirlenmiştir. Bunu göstermek için (Çiftçi, 1988) deki yol, baz� zorunlu

de�gişiklikler ve ilavelerle birlikte, takip edilmiştir. Bu tezin bir başka amac� da Dezarg ve

Moufang düzlemlerinde çifte oran�n baz� iyi bilinen özelliklerininM(A) da araşt�r�lmas� ve
bu sayedeA n�n cebirsel özellikleri ileM(A) n�n geometrik özellikleri aras�nda baz� ilişkiler
elde etmektir.

Bu tez üç bölümden oluşmaktad�r.

1. bölümde projektif düzlemler ve PK-düzlemleri ile ilgili temel tan�m ve teoremlere yer

verilmiştir.

2. bölümde ise bu çal�şman�n temel ald��g�M(A) özel MK-düzlem s�n�f� hakk�nda ayr�n-
t�l� bilgiler verilmiştir. Ayr�caM(A) da literatürde bulunmayan baz� dönüşümler tan�mlan-
m�ş ve bunlar�n M(A) n�n kolinasyonlar� oldu�gu yedi ayr� önerme halinde ispatlanm�şt�r.
Sonra bu kolinasyonlar kullan�larak M(A) n�n kolinasyon grubunun dörtgenler üzerinde
geçişken oldu�gu temel teoremine ulaş�lm�şt�r.

Son bölümde ise projektif de�gişmez olarak büyük öneme sahip olan çifte oran kavram�n-

dan bahsedilmiştir. Çifte oran�n M(A) da incelenmesi sonucu A n�n cebirsel ve M(A)
n�n geometrik özellikleri aras�nda baz� ilişkiler elde edilmiştir. Öncelikle, (Blunck, 1991c)

de g = [1; 0; 0] do�grusunun noktalar� için verilen çifte oran tan�m� M(A) n�n tamam�na
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genişletilmiştir. Sonra, M(A) daki do�gru tiplerine göre bu do�grular üzerindeki noktalar�n
çifte oran�n�n hesaplanmas� için basit bir yol verilmiştir. Son olarak, geometrik bir özellik

olarak harmonik pozisyonda olma ile cebirsel bir özelllik olan harmoniklik aras�nda ilişki

kurulmuş ve g = [1; 0; 0] do�grusu üzerinde ikişer ikişer komşu olmayan dört noktan�n har-

monik pozisyonda olmas� için gerek ve yeter şart�n bu noktalar�n harmonik olmas� oldu�gu

önemli sonucu bulunmuştur.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde projektif düzlemlerle ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmektedir. Ko-

nunun daha iyi anlaş�lmas� aç�s�ndan iki alt başl�k alt�nda inceleme yap�lacakt�r. Bu-

rada verilen bilgiler için (Kaya, 1992), (Stevenson, 1972), (Hughes, 1973), (Keppens, 1988),

(Çiftçi, 1984) ve (Çelik, 1995) çal�şmalar� esas al�nm�şt�r.

1.1. Projektif Düzlemle �Ilgili Temel Kavramlar ve Teoremler

Tan�m 1.1.1: Aşa�g�daki aksiyomlar� gerçekleyen bir U = (N ;D) lineer uzay�na projektif
düzlem denir.

PD1: Herhangi iki do�gru kesişir.

PD2: Herhangi üçü do�grudaş olmayan dört nokta vard�r.

Genellikle; N noktalar kümesinin elemanlar� büyük har�erle, D do�grular kümesinin

elemanlar� küçük har�erle gösterilir. A ve B noktalar�ndan geçen do�gru A[B ile veya k�saca
AB ile gösterilir. Benzer şekilde a ve b do�grular�n�n arakesiti a \ b ile veya k�saca ab ile
gösterilir.

P4 (Dezarg Aksiyomu): �Iki üçgenin karş�l�kl� köşelerini birleştiren do�grular noktadaş

ise bunlar�n karş�l�kl� kenarlar�n�n arakesit noktalar� do�grudaşt�r. Bu aksiyomu gerçekleyen

bir projektif düzleme Dezarg düzlemi, aksiyomu gerçeklemeyen bir projektif düzleme de

Dezargsel olmayan projektif düzlem denir.

Tan�m 1.1.2: A, B, C, D bir projektif düzlemin herhangi üçü do�grudaş olmayan farkl�

dört noktas� olsun. Bu noktalar� ikişer ikişer birleştiren do�grular�n çizilmesi ve bulunan

do�grular�n ikişer ikişer kesiştirilmesiyle elde edilen alt� do�gru ve yedi noktadan oluşan bir

kon�gürasyona tamdörtgen denir. Ayr�ca,A,B,C,D noktalar�na tamdörtgenin köşeleri;AB

ve CD, AC ve BD, BC ve AD do�gru ikililerine tamdörtgenin karş�l�kl� kenarlar�; karş�l�kl�

kenarlar�n kesişme noktalar�na, yani U = AB \ CD, V = AC \ BD, W = BC \ AD
noktalar�na, tamdörtgenin köşegen noktalar� denir.

Tan�m 1.1.3: �Içindeki bütün tamdörtgenlerin köşegen noktalar� do�grudaş olan bir projek-
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tif düzleme Fano düzlemi denir.

P6 (Fano Aksiyomu): Kapsanan her bir tamdörtgenin köşegen noktalar� do�grudaş de�gildir.

Tan�m 1.1.4: A,B,C,D Fano Aksiyomunu gerçekleyen bir projektif düzlemde do�grudaş

dört nokta olsun. E�ger A ve B herhangi bir tamdörtgenin iki köşegen noktas� ise ve C ile

D de tamdörtgenin geri kalan karş�l�kl� iki kenar� üzerinde bulunuyorsa A, B, C, D s�ral�

nokta dörtlüsüne harmonik pozisyondaki noktalar (harmonik nokta dörtlüsü ya da harmonik

noktalar) denir ve genel olarak bu durum H(AB;CD) ile gösterilir.

Bu tan�m; A, B, C ve D noktalar�n�n farkl� olmas�n� gerektirir. Çünkü, örne�gin C = D

olsa C noktas� da tamdörtgenin bir köşegen noktas� olurdu. Bu ise Fano aksiyomunun

sa�glanmamas� demektir. Di�ger noktalardan herhangi ikisinin eşit olmas� da tamdörtgen

tan�m� gere�gince mümkün de�gildir. Karş�t olarak A, B, C, D noktalar� farkl� al�nd��g�nda

tan�mlay�c� tamdörtgenin köşegen noktalar� do�grudaş olamazlar, yani Fano aksiyomu geçerli

olur. Böylece Fano aksiyomu sa�glanmad�kça harmonik nokta tan�m�n�n anlaml� olamayaca�g�

sonucu ç�kar. Bu harmoniklik tan�m�na Fano aksiyomunun dahil edilmesinin nedenidir.

Tan�m 1.1.5: c ve d projektif düzlemde herhangi iki do�gru ve M de M =2 c ve M =2
d olacak biçimde harhangi bir nokta olsun. Her X 2 c noktas� için  (X) = MX \ d

olacak biçimde belirlenen  dönüşümüne c do�grusunu d do�grusuna dönüştürenM merkezli

bir perspekti�ik denir. Bu perspekti�ik  : d
M

[ c ya da  M (c; d) ile gösterilir.
Tan�m 1.1.6: Bir projektif düzlemde sonlu say�da ayn� tip perspekti�iklerin bileşkesine

izdüşel dönüşüm ya da k�saca izdüşellik (projectivity) denir.

Tan�m 1.1.7: IP bir pojektif düzlem, M ve e de bu düzlemin s�ras�yla belli bir nokta

ve belli bir do�grusu olsun. Bu durumda aşa�g�daki önermeye (M; e)�Dezarg Teoremi ve bu

teoremi gerçekleyen IP projektif düzlemine (M; e)�Dezargsel düzlem denir: IP düzleminde

M noktas�ndan perspektif herhangi fA;B;Cg ve fA0; B0; C 0g üçgenleri için e�ger P = AB\
A0B0 ve Q = AC \ A0C 0 noktalar� e do�grusu üzerinde ise R = BC \ B0C 0noktas� da e

üzerindedir.

Tan�m 1.1.8: IP ve IP0 herhangi iki projektif düzlem olsun. IP den IP0 ye IP nin nok-

talar�n� IP0 nün noktalar�na, IP nin do�grular�n� IP0 nün do�grular�na dönüştüren ve üzerinde
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bulunma ba�g�nt�s�n� koruyan birebir ve örten bir fonksiyon varsa bu projektif düzlemler

izomorftur denir, bu fonksiyona da bir izomor�zm denir. Bir projektif düzlemi kendisine

dönüştüren izomor�zme kolinasyon veya otomor�zm denir.

Teorem 1.1.9:

i) Bir projektif düzlemin bütün kolinasyonlar�n�n kümesi fonksiyon bileşke işlemine göre

bir grup oluşturur (Bu grup G(IP ) ile gösterilir).
ii) d bir projektif düzlemde herhangi bir do�gru olsun. d yi kendisine dönüştüren izdüşel

dönüşümlerin kümesi fonksiyon bileşke işlemi alt�nda bir grup oluşturur (bu grup Gi(d) ile
gösterilir).

Tan�m 1.1.10: IP projektif düzleminin G(IP ) kolinasyonlar grubunun peryodu 2 olan
birimden farkl� her eleman�na bir involusyonlu kolinasyon ya da k�saca involusyon denir.

Tan�m 1.1.11: f , bir IP projektif düzleminin bir kolinasyonu olsun. IP nin bir M nok-

tas�ndan geçen her x do�grusu için f(x) = x iseM ye f nin bir merkezi denir. Benzer olarak

IP nin bir e do�grusu üzerindeki her X noktas� için f(X) = X ise e ye f nin bir ekseni denir.

E�ger f nin bir M merkezi ve bir e ekseni varsa f ye IP nin bir (M, e)-merkezsel koli-

nasyonu ya da (M, e)�perspekti�i�gi denir. Ayr�ca e�gerM 2 e ise f ye öteleme (translation

ya da elation),M =2 e ise f ye homoloji denir.
Gösterim: IP nin (M; e)-merkezsel kolinasyonlar grubu G(M; e) ile gösterilir.

Tan�m 1.1.12: IP bir projektif düzlem, M ve e de bu düzlemin s�ras�yla belli bir nokta

ve belli bir do�grusu olsun. IP de aşa�g�daki özelliklerde verilen herhangi X ve Y nokta çifti

için f(X) = Y olacak biçimde bir f 2 G(M; e)-merkezsel kolinasyonu varsa IP düzlemi

(M; e)�geçişkendir denir:

i) X 6=M ve Y 6=M ,

ii) X =2 e ve Y =2 e,
iii)M , X , Y do�grudaş

Küçük Dezarg Teoremi: IP bir projektif düzlem olsun. X 2 x özelli�gindeki herX nok-

tas� ile her x do�grusu veX den perspektif olan herhangi fA;B;Cg ve fA0; B0; C 0g üçgenleri
için AB \ A0B0 ve AC \ A0C 0 noktalar� x do�grusu üzerinde ise BC \ B0C 0noktas� da x

üzerindedir.
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Tan�m 1.1.13: Küçük Dezarg Teoremini gerçekleyen bir projektif düzleme küçük dezargsel

düzlem ya da Moufang düzlemi denir.

Teorem 1.1.14: Herhangi bir IP projektif düzlemi için aşa�g�daki önermeler eş anlaml�d�r:

i) IP düzlemi bir Moufang düzlemidir.

ii)M 2 e olmak üzere herM noktas� ve her e do�grusu için IP düzlemi (M; e)�geçişkendir.

Tan�m 1.1.15: IP bir projektif düzlem, e de bu düzlemin bir do�grusu olsun. E�ger IP her

X 2 e noktas� için (X; e)-geçişken ise IP ye (e; e)-geçişken denir.
Teorem 1.1.16: Herhangi bir IP projektif düzleminin Moufang düzlemi olmas� için gerek

ve yeter şart d ve e gibi farkl� iki do�gru için (d; d)�geçişken ve (e; e)�geçişken olmas�d�r.

1.2. Düzlemsel Sexternary Halkalar ve Projektif Klingenberg Düzlemleri

Bu bölümde düzlemsel sexternary halka olarak isimlendirilen bir cebirsel yap� yard�m�yla

genel bir projektif Klingenberg düzleminin nas�l koordinatland��g� (Keppens, 1988) den

özetlenecektir. Bu koordinatlama projektif düzlemler için verilen koordinatlaman�n bir

genellemesidir. Daha fazla bilgi için ayr�ca (Bacon, 1976) ya bak�labilir.

Tan�m 1.2.1: N noktalar kümesini, D do�grular kümesini, 2 üzerinde olma ba�g�nt�s�n�
ve �N ve D üzerinde bir denklik (komşuluk) ba�g�nt�s�n� göstermek üzere aşa�g�daki şartlar�
sa�glayan birM = (N;D;2;�) yap�s�na bir projektif Klingenberg düzlemi denir ve k�saca
PK ile gösterilir.

(PK1) Komşu olmayan herhangi iki A;B 2 N noktas�n� birleştiren tam olarak bir d 2 D
do�grusu vard�r,

(PK2) Komşu olmayan herhangi iki c; d 2 D do�grusunun tam olarak bir N 2 N arakesit
noktas� vard�r,

(PK3)M den birM� = (N�;D�;2) projektif düzlemi üzerine herA;B 2 N ve c; d 2 D
için

	(A) = 	(B), A � B ve 	(c) = 	(d) () c � d

şartlar�n� sa�glayacak biçimde bir 	 epimor�zmi vard�r.

Tan�m 1.2.1 gere�gi bir PK-düzleminin ayn� komşulukta olan herhangi iki noktas�ndan hiç

do�gru geçmeyebilir veya bir tek do�gru geçebilir veyahut da pek çok do�gru geçebilir.
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Tan�m 1.2.2: E�ger A � B ve B 2 d olacak şekilde bir B 2 N noktas� varsa A 2 N
noktas� d 2 D do�grusunun yak�n�ndad�r denir ve bu durum A � d ile gösterilir.

Teorem 1.2.3: PK-düzleminde birA noktas�n�n bir d do�grusuna yak�n yaniA � d olmas�

için gerek ve yeter şart baz� c � d do�grular� için A 2 c olmas�d�r (Çelik, 1995).
Şimdi projektif düzlemlerde bilinen baz� kavramlar�n PK-düzlemlerindeki karş�l�klar�

özet olarak verilecektir:

Tan�m 1.2.4: h; k 2 D, C 2 N, C � h; k olsun. Bu takdirde h üzerindeki noktalardan k

üzerindeki noktalara tan�ml�, 1.1 ve örten bir � :
�
h! k
X ! XC \ k dönüşümüne h dan k ya

C merkezli bir perspekti�ik denir ve �C (k; h) ile gösterilir.

Tan�m 1.2.5:M nin kendisi üzerine 1-1, örten, komşuluk ba�g�nt�s�n� ve üzerinde olmay�

koruyan bir dönüşümüneM nin bir kolinasyonu denir.

Bir kolinasyonun merkez ve ekseni projektif düzlemlerdeki gibi tan�mlan�r.

Tan�m 1.2.6: "Her A, B 2 N için A � M; B � M , A � e, B � e özelli�gindeki M

noktas� için A; B; M do�grudaş ise A y� B ye dönüştüren bir (M; e)-merkezsel kolinasyonu

vard�r." şart� sa�glan�yorsaM (M; e)-geçişkendir denir.

Bir M PK-düzlemi için aşa�g�da verilen koordinatlama baz� küçük düzenlemelerle

(Keppens, 1988) den al�nm�şt�r.

Tan�m 1.2.7: M = (N;D;2;�) bir PK-düzlem olsun ve (O;X; Y;E)M nin bir baz�

(yani (	(O);	(X);	(Y );	(E) kanonik görüntüsüM� projektif düzleminde bir tamdört-

gen) olsun. OY := d1, OX := d2, XY := d1, XE \ d1 := E1, Y E \ d2 := E2,

E1E2 \ d1 := E1 biçiminde gösterilsin (Bkz. Şekil 1.2.1).

H1 : = fN 2 N j N 2 d1; N � Y g

I1 : = fN 2 H1 j N � Og

veH1 kümesinin kardinalitesi k olsun (burada k sonsuz olabilir). Özel olarak 0 ve 1 i bulun-

duran ama1 sembolünü herhangi bir eleman olarak kapsamayan kardinalitesi k olan bir R

kümesi al�ns�n. 1:1 ve örten bir � : H1 ! R fonksiyonu tan�mlans�n ve özel olarak � (O) = 0

ve � (E1) = 1 olsun. Ayr�ca � (I1) = R0 denilsin (Burada R0 � R oldu�gu aç�kt�r.). Böylece

H1 kümesinin elemanlar� ile R kümesi aras�nda � yard�m�yla bir eşleme kurulmuşt�r. Bu

eşleme yard�m�ylaM nin nokta ve do�grular� koordinatlacakt�r.
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M nin noktalar�n�n koordinatlanmas�:

1d

∞d

1E

X

Y

2EO

∞E

2d

E

Şekil 1.2.1

i) A 2 d1 � [Y ] (Burada [Y ] ile Y nin komşu�gundaki noktalar�n kümesini gösterilmekte-
dir.) ve � (A) = x ise A = (0; x) al�ns�n.

ii) B 2 d2 � [X] olsun. E1 � B oldu�gundan E1B do�grusu ve dolay�s�yla B0 =

E1B \ d1 noktas� iyi tan�ml�d�r. B � X oldu�gundan B0 � Y dir. B0 = (0; x) koordinat�na

sahip ise B = (x; 0) al�ns�n.

iii) C � d1 ise bu takdirde XC ve Y C do�grular� ile C 0 = XC \ d1, C 00 = Y C \ d2
noktalar� iyi tan�ml�d�r. C � d1 oldu�gundan C 0 � Y ve C 00 � X dir. C 0 = (0; y),

C 00 = (x; 0) ise C = (x; y) al�ns�n.

iv) S 2 d1 \ [Y ] için S � E1 oldu�gundan SE1 do�grusu ve dolay�s�yla S 0 = SE1 \ d2
noktas� iyi tan�ml�d�r. S � Y oldu�gundan SE1 � d1 ve S 0 � O dur. S 0 = (w; 0) iken

S = (1w)0 olarak al�ns�n. Burada w 2 R0 d�r.
v) T 2 d1 \ [Y ] için TE2 do�grusu ve T 0 = TE2 \ d1 noktas� iyi tan�ml�d�r. T � Y

oldu�gundan T 0 � Y dir. T 0 = (1z)0 iken T = (10)z al�ns�n. Burada z 2 R0 d�r.
vi) U 2 [Y ] iken OU ve XU do�grular� ile U 0 = OU \ d1 ve U 00 = XU \ d1 noktalar�

iyi tan�ml�d�r. U � Y oldu�gundan U 0 � Y ve U 00 � Y dir. U 0 = (1w)0 ve U 00 = (10)z ise

U = (1w)z al�ns�n. Burada w; z 2 R0 d�r.
vii) F 2 d1 � [Y ] olsun. Bu takdirde FE2 do�grusu ve F 0 = FE2 \ d1 noktas� iyi

tan�ml�d�r. F � Y oldu�gundan F 0 � Y dir. F 0 = (0; y) ise F = (y)0 al�ns�n.
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viii) G 2 d2 \ [X] iken GE1 do�grusu ve G0 = GE1 \ d1 noktas� iyi tan�ml�d�r. G � X

oldu�gundan G0 � Y dir. G0 = (10)z ise G = (0)z al�ns�n.

ix) H � d1 ve H � Y olsun. Bu takdirde OH ve Y H do�grular� ile H 0 = OH \ d1
ve H 00 = Y H \ d2 noktalar� iyi tan�ml�d�r. H � d1 oldu�gundan H 00 � X dir ve H � Y

oldu�gundan H 0 � Y dir. H 0 = (y)0 ve H 00 = (0)z ise H = (y)z al�ns�n. Burada z 2 R0 d�r.
Bu koordinatlamaya göre; O = (0; 0), X = (0)0, Y = (10)0, E1 = (0; 1), E2 = (1; 0),

E1 = (1)0 ve E = (1; 1) dir.

M nin do�grular�n�n koordinatlanmas�:

i) Y � d özelli�gindeki bir d do�grusu iseA = d\d1 veB = d\d1 noktalar� iyi tan�ml�d�r.
Y � d oldu�gundan A, B � Y dir. A = (m)0 ve B = (0; k) ise d = [m; k] al�ns�n.

ii) Y � d ve d � d1 özelli�ginde bir d do�grusu ise A = d \ d1 ve B = d \ d2 noktalar�
iyi tan�ml�d�r. Y � d ve d � d1 oldu�gundan s�ras�yla A � Y ve B � X dir. A = (1n)0 ve

B = (p; 0) ise d = [p]n al�ns�n. Burada n 2 R0 d�r.
iii) d � d1 özelli�gindeki bir d do�grusu ise A = d \ d1 ve B = d \ d2 noktalar� iyi

tan�ml�d�r. A = (10)n ve B = (0)q ise d = [1q]n al�ns�n. Burada q; n 2 R0 d�r.
Bu koordinatlamaya göre d1 = [0]0, d2 = [0; 0], d1 = [10]0, XE = [0; 1], Y E = [1]0,

E1E2 = [1; 1], E1O = [1; 0] d�r.

Tan�m 1.2.8: Boş olmayan bir R kümesi üzerinde tan�ml� üçlü işlemler T1, T2, ... , Tn
olmak üzere (R, T1, T2, ::: , Tn) (n+ 1)-lisine n-üçlü yap� denir.

Tan�m 1.2.9: 0, 1 2 R ve 0 6= 1 olmak üzere bir (R, T1, T2, ::: , Tn) n-üçlü yap�s�nda

aşa�g�daki şartlar sa�glan�yorsa yap�ya n-üçlü halka denir:

TR1) T1, R�R�R üzerinde iyi tan�ml�d�r,

TR2) Her a, b, c 2 R için T1(a; 0; c) = T1(0; b; c) = c dir,

TR3) Her a 2 R için T1(a; 1; 0) = T1(1; a; 0) = a d�r,

TR4) Verilen her a; b; c 2 R için T1(a; b; x) = c olacak biçimde bir tek x 2 R vard�r.
n-üçlü halkas�nda 0 ve 1 elemanlar� tek türlü bellidir.

M Tan�m 1.2.7 deki gibi birR kümesi yard�m�yla koordinatlanm�ş bir PK-düzlemi olsun.

M deki üzerinde olma ba�g�nt�s� kullan�larak R üzerinde alt� üçlü işlem aşa�g�daki biçimde



10

tan�mlans�n:

T1 (x; y; z) = k , 8 (x; y; z) 2 R�R�R için (y; z) 2 [x; k]

T2 (x; y; z) = k , 8 (x; y; z) 2 R0 �R�R için (z; y) 2 [k]x
T3 (x; y; z) = k , 8 (x; y; z) 2 R�R0 �R için (z)y 2 [k; x]

T4 (x; y; z) = k , 8 (x; y; z) 2 R0 �R�R0 için (y)z 2 [1k]x

T5 (x; y; z) = k , 8 (x; y; z) 2 R�R0 �R0 için (1z)y 2 [x]k
T6 (x; y; z) = k , 8 (x; y; z) 2 R0 �R0 �R0 için (1y)z 2 [1x]k

T1 iyi tan�ml�d�r. Çünkü x; y; z 2 R için (y; z) ile (x)0 noktalar�ndan geçen do�gru d1 e

komşu de�gildir ve dolay�s�yla d1 ile arakesit noktas� bir tektir. Bu arakesit noktas�, (10)0 a

komşu olmad��g�ndan (0; k) koordinat�na sahiptir, yani k tek türlü belirlidir. Ayn� zamanda

T1 (R�R�R) � R dir.

T2 iyi tan�ml�d�r. Çünkü x 2 R0, y; z 2 R için (z; y) ile (1x)0 noktalar�ndan geçen

do�gru d2 ye komşu de�gildir ve dolay�s�yla d2 ile arakesit noktas� bir tektir. Bu arakesit nok-

tas� (0)0 a komşu olmad��g�ndan (k; 0) koordinata sahiptir. O halde k tek türlü belirlidir ve

T2 (R0 �R�R) � R dir.

T3 iyi tan�ml�d�r. Çünkü y 2 R0, x; z 2 R için (z)y ile (0; x) noktalar�ndan geçen do�gru
ile d1 un arakesit noktas� bir tek olarak belirlidir. Bu arakesit noktas� (10)0 a komşu ol-

mad��g�ndan (k)0 koordinat�na sahiptir. Bundan dolay� k tek türlü belirlidir ve T3 (R�R0 �R)

� R dir.

T4 iyi tan�ml�d�r. Çünkü x; z 2 R0, y 2 R için (y)z ile (10)x noktalar�ndan geçen do�gru

ile d2 nin arakesit noktas� tek olarak belirli olup (0)0 ile komşu oldu�gundan (0)k koordinat�na

sahiptir. Bu yüzden k bir tek belirli olup T4 (R0 �R�R0) � R0 d�r.

T5 iyi tan�ml�d�r. Çünkü y; z 2 R0, x 2 R için (1z)y ile (x; 0) noktalar�ndan geçen do�gru

d1 a komşu de�gildir. Bu yüzden d1 ile bu do�grunun arakesit noktas� bir tek olarak belirlidir.

Bu arakesit noktas� (10)0 ile komşu oldu�gundan (1k)0 koordinata sahiptir. Bundan dolay�

k tek türlü belirlir ve T5 (R�R0 �R0) � R0 d�r.

T6 iyi tan�ml�d�r. x; y; z 2 R0 için (1y)z ile (0)x noktalar�ndan geçen do�gru ile d1 in

arakesit noktas� bir tektir ve bu arakesit noktas� Y ile komşu oldu�gundan (10)k koordinata
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sahiptir. Bu yüzden k bir tek olarak belirlidir ve T6 (R0 �R0 �R0) � R0 d�r.

Sonuç olarak (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6) 6-üçlü yap�s�d�r. Bundan sonra bu yap� için özel

olarak sexternary yap� ismi kullan�lacakt�r. Aşa�g�daki teorem, bir PK-düzlemi verildi�ginde

ona karş�l�k gelen (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6) sexternary yap�s�n�n hangi özelliklere sahip

oldu�gunu ifade eder.

Teorem 1.2.10:M bir PK-düzlem veM ye karş�l�k gelen sexternary yap�

(R; T1; T2; T3; T4; T5; T6)

olsun. Bu takdirde aşa�g�daki özellikler sa�glan�r:

(PSR0) T1, R�R�R üzerinde iyi tan�ml�d�r.

(PSR 1) R de aşa�g�daki özelliklere sahip bir �= denklik ba�g�nt�s� vard�r:
(i) 0 � 1;

(ii) �=, T1 ile uyumludur; yani a �= a0, b �= b0 ve c �= c0 ise bu takdirde T1 (a; b; c) �=
T1 (a

0; b0; c0) dür,

(iii) Şayet T1 (a; b; x) �= T1 (a; b; y) ise bu takdirde x �= y dir,

(iv) Şayet a � c iken T1 (x; a; b) �= T1 (x; c; d) ve T1 (y; a; b) �= T1 (y; c; d) ise bu

takdirde x �= y dir,

(v) Şayet a � c iken T1 (a; x; y) �= T1 (a; x
0; y0) ve T1 (c; x; y) �= T1 (c; x

0; y0) ise bu

takdirde x �= x0 ve y �= y0 dür,

R0 = fx j x 2 R ve x �= 0g olsun.
(PSR 2) T2; T3; T4; T5 ve T6 işlemlerinin tan�m kümeleri s�ras�ylaR0�R�R,R�R0�R,

R0�R�R0,R�R0�R0 veR0�R0�R0 olup T4 (R0 �R�R0) � R0, T5 (R�R0 �R0) �
R0 ve T6 (R0 �R0 �R0) � R0 d�r.

(PSR 3) 8a; b; c 2 R için T1 (a; 0; c) = T1 (0; b; c) = c dir.

(PSR 4) 8b; c 2 R için T2 (0; b; c) = c dir.

(PSR5) 8a 2 R için T1 (1; a; 0) = T1 (a; 1; 0) = a dir.

(PSR 6) Şayet T2 (a; b; c) = k ya da T3 (a; b; c) = k ise bu takdirde k �= c dir.

(PSR7) a � c olmak üzere 8a; b; c; d 2 R için T1 (x; a; b) = T1 (x; c; d) denkleminin R

de bir tek çözümü vard�r.

(PSR 8) a � c ve b �= d olmak üzere 8a; b; c; d 2 R için T2 (x; a; b) = T2 (x; c; d)
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denkleminin R0 da bir tek çözümü vard�r.

(PSR 9) a � c olmak üzere 8a; c 2 R ve 8b; d 2 R0 için T4 (x; a; b) = T4 (x; c; d)

denkleminin R0 da bir tek çözümü vard�r.

(PSR 10) 8a; b; d 2 R ve 8c 2 R0 için
T1 (x; a; b) = y
T3 (y; c; d) = x

�
sisteminin bir tek çözümü

vard�r ve R�R dedir.

(PSR 11) 8a; b 2 R ve 8c; d 2 R0 için
T2 (x; a; b) = y
T5 (y; c; d) = x

�
sisteminin bir tek çözümü

vard�r ve R0 �R dedir.

(PSR 12) 8a 2 R ve 8b; c; d 2 R0 için
T4 (x; a; b) = y
T6 (y; c; d) = x

�
sisteminin bir tek çözümü

vard�r ve R0 �R0 dad�r.

(PSR 13) a � c olmak üzere 8a; b; c; d 2 R için T1 (a; x; y) = b
T1 (c; x; y) = d

�
sisteminin bir tek

çözümü vard�r ve R�R dedir.

(PSR 14) a � c ve b �= d olmak üzere 8a; b; c; d 2 R için T3 (a; x; y) = b
T3 (c; x; y) = d

�
sisteminin

bir tek çözümü vard�r ve R0 �R dedir.

(PSR 15) a � c olmak üzere 8a; c 2 R ve 8b; d 2 R0 için
T5 (a; x; y) = b
T5 (c; x; y) = d

�
sisteminin

bir tek çözümü vard�r ve R0 �R0 dad�r.

(PSR 16) 8a; b; d 2 R ve 8c 2 R0 için
T1 (a; x; y) = b
T2 (c; y; x) = d

�
sisteminin bir tek çözümü

vard�r ve R�R dedir.

(PSR 17) 8a; b 2 R ve 8c; d 2 R0 için
T3 (a; x; y) = b
T4 (c; y; x) = d

�
sisteminin bir tek çözümü

vard�r ve R0 �R dedir.

(PSR 18) 8a 2 R ve 8b; c; d 2 R0 için
T5 (a; x; y) = b
T6 (c; y; x) = d

�
sisteminin bir tek çözümü

vard�r ve R0 �R0 dad�r.

Tan�m 1.2.11: 0; 1 2 R olmak üzere yukar�daki teoremde ifade edilen (PSR 0)-(PSR 18)
özelliklerine sahip bir (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6) sexternary yap�s�na bir düzlemsel sexternary

halka (PSR) denir.

Aşa�g�daki teorem, bir PSR nin bir PK-düzlemin temsilinde kullan�labilece�gini göster-

mektedir.

Teorem 1.2.12: (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6) bir PSR olsun. Komşuluk ba�g�nt�s�na sahip bir

M = (N;D;2;�) üzerinde olma yap�s� aşa�g�daki gibi tan�mlans�n:
N (noktalar) kümesi; x; y 2 R olmak üzere (x; y) ikililerinden, x 2 R ve y 2 R0



13

olmak üzere (x)y biçimindeki elemanlardan ve x; y 2 R0 olmak üzere (1x)y biçimindeki

elemanlardan oluşmaktad�r. D (do�grular) kümesi;m; k 2 R olmak üzere [m; k] biçimindeki
elemanlar, m 2 R0 ve k 2 R olmak üzere [k]m biçimindeki elemanlar ve m; k 2 R0 olmak

üzere [1k]m biçimindeki elemanlardan meydana gelmektedir.

2� N�D üzerinde olma ba�g�nt�s�

(x; y) 2 [m; k], T1 (m;x; y) = k

(x; y) 2 [k]m , T2 (m; y; x) = k

(x; y) =2 [1k]m

(x)y 2 [m; k], T3 (k; y; x) = m

(x)y =2 [k]m

(x)y 2 [1k]m , T4 (m;x; y) = k

(1x)y =2 [m; k]

(1x)y 2 [k]m , T5 (k; y; x) = m

(1x)y 2 [1k]m , T6 (k; x; y) = m

biçiminde, � komşuluk ba�g�nt�s� noktalar için;

(x; y) � (x0; y0), x �= x0 ve y �= y0

(x; y) � (x0)y0

(x; y) � (1x0)y0

(x)y � (x0)y0 , x �= x0

(x)y � (1x0)y0

(1x)y � (1x0)y0

ve do�grular için;

[m; k] � [m0; k0], m �= m0 ve k �= k0

[m; k] � [k0]m0

[m; k] � [1k0 ]m0

[k]m � [k0]m0 , k �= k0
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[k]m � [1k0 ]m0

[1k]m � [1k0 ]m0

biçiminde tan�mlans�n. Bu takdirdeM bir projektif Klingenberg düzlemidir.

Teorem 1.2.12 de inşaa edilen PK-düzleminde; O = (0; 0), X = (0)0, Y = (10)0,

E = (1; 1) olarak ve OY do�grusu üzerinde olan fakat Y ye komşu olmayan noktalar� b 2 R
olmak üzere (0; b) koordinatl� olarak al�n�r ve de OY nin Y ye komşu olmayan noktalar�n�n

kümesi ile R aras�nda (0; b) ! b şeklinde bir dönüşüm tan�mlan�rsa bu koordinatlamadan

ortaya ç�kan PSR orijinal PSR olur.

Tan�m 1.2.13: (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6) ve (R0; T 01; T 02; T 03; T 04; T 05; T 06) biçiminde iki PSR

verilsin. Şayet � (0) = 00, � (1) = 10, 8x; y 2 R için � (x) �= � (x0) , x �= x0 ve

i 2 f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6g olmak üzere Ti nin tan�m bölgesindeki 8 (a; b; c) için � (Ti (a; b; c)) =
T 0i (� (a) ; � (b) ; � (c)) özelliklerine sahip 1:1 ve örten � : R ! R0 dönüşümü bulunabilirse

bu iki PSR izomorftur denir.

Teorem 1.2.14: K ve K 0 iki PK-düzlem olsun. K n�n (O;X; Y;E) dörtgenine göre

koordinatlama PSR si (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6) ve K 0 nün (O0; X 0; Y 0; E 0) dörtgenine göre

koordinatlama PSR si (R0; T 01; T 02; T 03; T 04; T 05; T 06) olsun. Bu takdirde (R; T1; T2; T3; T4; T5; T6)

ve (R0; T 01; T 02; T 03; T 04; T 05; T 06) nin izomorf olmas� için gerek ve yeter şart � (O) = O0, � (X) =

X 0, � (Y ) = Y 0 ve � (E) = E 0 olacak biçimde bir � : K ! K 0 izomor�zminin var

olmas�d�r.



2. LOKALALTERNEHALKALARVEMOUFANG-KLINGENBERGDÜZLEMLER�I

Bu bölümdeki amac�m�z, çal�şmam�z�n temel ald��g� ve daha sonra M(A) ile gösterile-
cek olan özel MK-düzlem s�n�f� hakk�nda ayr�nt�l� bilgiler vererekM(A) n�n G ile gösterilen
kolinasyon grubunun dörtgenler üzerinde geçişken oldu�gunu göstermektir. MK-düzlemleri

bir lokal alterne halka yard�m�yla koordinatland�klar� için 2.1 de lokal alterne halkalara genel

olarak de�ginilecek ve çal�şaca�g�m�z cebirsel yap�n�n baz� özellikleri belirlenecektir. 2.2 de

ise bu çal�şman�n temelini oluşturan geometrik yap� olanM(A) MK-düzlem s�n�f� tan�t�la-
cakt�r. Son olarak, k�s�m 2.3 deM(A)MK-düzleminde yedi tane özel kolinasyon kurulacak
ve bunlar kullan�larak G nin dörtgenler kümesi üzerinde geçişken oldu�gu orijinal sonucu is-
patlanacakt�r.

Bu k�s�mda kaynak belirtmeden verece�gimiz tan�m ve teoremler birçok cebir kitab�nda

rahatl�kla bulunabilir. Örnek olarak (Fraleigh, 1989), (Jacobson, 1985), (Schafer, 1995),

(Zhevlakov, 1982) ve (Stevenson, 1972) yi verebilece�gimiz gibi (Çelik, 1995) i de önerebili-

riz.

2.1. Lokal Alterne Halkalar

Biz bu çal�şma boyunca verece�gimiz cebirsel yap�lar�n hiçbirinde assosyati�ik özelli�gini

aramad��g�m�z� vurgulamak istiyoruz.

Tan�m 2.1.1: (H;+) bir abel grubu ve �.�H üzerinde tan�ml� bir iç işlem olsun. E�ger her
x; y; z 2 H için,

(x+ y) :z = x:z + y:z ve z: (x+ y) = z:x+ z:y

şartlar� gerçekleniyorsa (H;+; :) üçlüsüne bir halka denir. E�ger (H; :) sisteminin birim
eleman� varsa (H;+; :) ya birimli halka, �.� işlemi de�gişimli ise bu halkaya de�gişimli halka
denir.

Tan�m 2.1.2: Bir (H;+; :) halkas�n�n kendisi üzerine 1-1, örten ve her a; b 2 H için,
i) � (a+ b) = � (a) + � (b)

ii) � (a:b) = � (b) :� (a)
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şartlar�n� sa�glayan bir � dönüşümüneH üzerinde bir anti-otomor�zm denir.

Tan�m 2.1.3: E�ger (H;+; :) bir birimli halka ve Hnf0g �n her eleman�n�n çarpmaya
göre tersi varsa (H;+; :) üçlüsüne bölümlü halka veya ayk�r� cisim denir. Çarpma işlemi
de�gişmeli olan assosyatif bir bölümlü halkaya cisim denir.

Tan�m 2.1.4: B bir bölümlü halka olsun.
n tanez }| {

1 + 1 + :::+ 1 = 0 eşitli�gine uyan en küçük

n � 2 tamsay�s�na B halkas�n�n karakteristi�gi denir. E�ger böyle (sonlu) bir n tamsay�s� yoksa
B nin karakteristi�gi s�f�rd�r denir.
Tan�m 2.1.5: (B;+; :) bir bölümlü halka olsun.

Z (B) = fx 2 B j x:y = y:x, her y 2 B içing

kümesine B nin merkezi denir.
Herhangi bir halkan�n merkezi bir cisimdir (Fraleigh, 1989).

Tan�m 2.1.6: B bir bölümlü halka olsun. Her x; y 2 B için a (ab) = (aa) b ve (ab) b =
a (bb) sol ve sa�g alterne şartlar� sa�glan�yorsa B ye alterne bölümlü halka (ya da alterne cisim)
denir.

Tan�m 2.1.7: V , F cismi üzerinde bir vektör uzay� olup V üzerinde bir çarpma iç işlemi
tan�mlans�n. E�ger V bu işleme göre 8� 2 F , x; y 2 V için

� (xy) = (�x) y = x (�y)

şart�n� sa�glayan bir halka ise V ye F üzerinde bir cebir denir.
Şimdi alterne halkalar ile ilgili dört temel teoremi peşpeşe verebiliriz.

Teorem 2.1.8: Bir alterne halkan�n herhangi iki eleman� taraf�ndan üretilen altcebir

assosyatif cebirdir (Artin, 1957).

Teorem 2.1.9: A bir alterne halka olsun. Bu takdirde her x; y; w 2 A için aşa�g�daki

eşitlikler geçerlidir (Pickert, 1955).

i) y ((xw)x) = ((yx)w)x (Skornyakov, 1953)

ii) (x (wx)) y = x (w (xy)) (Hall, 1954)

iii) (xy) (wx) = x (yw)x

Bu eşitliklere Moufang özdeşlikleri de denilmektedir.
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Teorem 2.1.10: Sonlu bir alterne halka bir cisimdir (Artin, 1957).

Teorem 2.1.11: (Bruck-Kleinfeld) Bir alterne halka ya assosyatiftir ya da kendi merkezi

üzerinde Cayley-Dickson cebiridir (Pickert, 1955) ya da (Stevenson, 1972).

Tan�m 2.1.12: F herhangi bir cisim ve

C� = fa0 + a1i1 + a2i2 + a3i3 + a4i4 + a5i5 + a6i6 + a7i7 j ai 2 F , i = 0; 1; 2; :::; 7g

olsun. C� daki iki eleman�n eşitli�gi a0 + a1i1 + ::: + a7i7 = b0 + b1i1 + ::: + b7i7 ,
ai = bi, i = 0; 1; 2; :::; 7 biçiminde, C� daki � işlemi (toplama), (a0 + a1i1 + :::+ a7i7) �
(b0 + a1i1 + :::+ b7i7) = a0+b0+(a1 + b1) i1+ :::+(a7 + b7) i7 olarak ve� çarpma işlemi
Çizelge 2.1.1 yard�m�yla ve aşa�g�daki dört özellikle birlikte tan�mlans�n:

i) j 6= k için ij � ik = �ik � ij dir,

ii) Da�g�lma kurallar� geçerlidir.

iii) � 2 F için �ik = �� ik = ik � � d�r,

iv) �; � 2 F için � � (�ik) = (��) � ik d�r. C� n�n karakteristi�ginin 6=2 olmas� duru-
munda ise (Jacobson, 1985, p. 448) de verilen çarp�m tablosu ile birlikte C� n�n

(i0 = 1; i1; i2; i3 = i1i2; i4; i5 = i1i4; i6 = i2i4; i7 = (i1i2) i4)

biçiminde bir baz� vard�r. c1; c2; c3 2 F s�f�rdan farkl� skalarlar olmak üzere bu çarp�m

tablosu aşa�g�daki gibidir:

� i1 i2 i3 i4 i5 i6 i7
i1 c1i0 i3 c1i2 i5 c1i4 -i7 -c1i6
i2 c2i0 -c2i1 i6 i7 c2i4 c2i5
i3 -c1c2i0 i7 c1i6 -c2i5 -c1c2i4
i4 c3i0 -c3i1 -c3i2 -c3i3
i5 -c1c3i0 c3i3 c1c3i2
i6 -c2c3i0 -c2c3i1
i7 c1c2c3i0

Çizelge 2.1.1

C� kümesinin elemanlar�na Cayley say�lar� denir.

Teorem 2.1.13: (C�;�;�) bir alterne halkad�r (Schafer, 1995).
Tan�m 2.1.14: (C�;�;�) alterne halkas�na (F üzerinde) birCayley-Dickson cebiri denir.
Bu çal�şma boyunca assosyati�ik şart� aranmayan bir cebirsel yap� ile çal�şaca�g�m�z�
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belirtti�gimizden Cayley-Dickson cebiri üzerinde ayr�nt�l� durmaya devam edece�giz. Bu

sebeple C� üzerinde tan�ml� baz� dönüşümlerden bahsedilecektir. Bu dönüşümler bu çal�ş-

man�n amac�na ulaşmas�nda temel taşlar� olacak önemde bir rol üstleneceklerdir.

Tan�m 2.1.15: x = x0 + x1i1 + ::: + x7i7 2 C� olmak üzere : C� ! C� için

x ! x = x0 � x1i1 � ::: � x7i7 biçiminde tan�mlanan dönüşüme eşlenik alma dönüşümü

denir.

Teorem 2.1.16: x 2 C� için x = x ve x; y 2 C� için xy = y x dir. Bu nedenle eşlenik

alma dönüşümü bir involusyonlu anti otomor�zmdir (Ferrar, 1981) ve (Jacobson, 1958).

Tan�m 2.1.17: n : C� ! F için x! n (x) = xx biçiminde tan�mlanan dönüşüme norm

form, n (x) e de x in normu veya norm formu denir.

Teorem 2.1.18: x 2 C�, x = x0 + x1i1 + ::: + x7i7 ise n (x) = xx = xx = n (x) dir

(Çelik, 1995).

Tan�m 2.1.19: t : C� ! F için x! t (x) = 1
2
(x+ x) biçiminde tan�mlanan dönüşüme

iz form, t (x) e de x in izi veya iz formu denir.

Teorem 2.1.20: x; y 2 C� için,
i) n (xy) = n (x)n (y) dir (Norm form çarp�labilirdir.).

ii) t (x) = t (x) d�r (Ferrar, 1981), (Jacobson, 1958), (Schafer, 1995).

Teorem 2.1.21: t iz formu lineerdir (Çelik, 1995).

Tan�m 2.1.22: C��C� ! F ye her x; y 2 C� için n (x; y) = 1
2
(n (x+ y)� n (x)� n (y))

biçiminde tan�mlanan dönüşüme birleştirilmiş form denir.

Teorem 2.1.23: Birleştirilmiş form için aşa�g�daki ifadeler geçerlidir:

i) n (x; y) = 1
2
t (xy) dir.

ii) Birleştirilmiş form simetrik ve bilineerdir (Çelik, 1995).

Teorem 2.1.24: t iz formu simetriktir ve assosyatiftir. Yani, her x; y 2 C� için t (xy) =
t (yx) ve her x; y; z 2 C� için t (x (yz)) = t ((xy) z) dir (Blunck, 1991a), (Ferrar, 1981),

(Jacobson, 1958), (Schafer, 1995).

Tan�m 2.1.25: H bir halka ve a; b 2 H olsun. E�ger a = xbx�1 olacak biçimde bir x 2 H
eleman� varsa a ve b elemanlar�na eşleniktirler denir.

a � b , 9x 2 H 3a = xbx�1 biçiminde tan�ml� � ba�g�nt�s�na da eşleniklik ba�g�nt�s�
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denir.

Teorem 2.1.26: A bir alterne bölümlü halka, x; y 2 A olsun. Bu takdirde xy ile yx

eşleniktirler (Çelik, 1995).

Aşa�g�daki teorem iz ve norm form tan�mlar�n�n direkt bir sonucudur:

Teorem 2.1.27: x 2 F ise t (x) = x, n (x) = x2 dir (Çelik, 1995).

Teorem 2.1.28: x; y 2 C� olsun. Bu takdirde, x ve y nin eşlenik olmas� için gerek ve
yeter şart t (x) = t (y) ve n (x) = n (y) olmas�d�r (Çelik, 1995).

Teorem 2.1.29: x; y; z; u 2 C� iken,
i) (xy) (zu) � x (y (zu)) dir.

ii) (xy) (zx�1) � yz � zy � (yx) (x�1z) dir (Çelik, 1995).
Teorem 2.1.30: Her x; y; y�1; z 2 C� için,

t
�
(xy)

�
y�1z

��
= t (xz) = t (zx) = t

��
y�1z

�
(xy)

�
dir (Çelik, 1995).

Teorem 2.1.31: Eşlenik olma C� üzerinde bir denklik ba�g�nt�s�d�r (Çelik, 1995).

Gösterim: Eşlenik olma ba�g�nt�s�na göre bir x 2 C� eleman�n�n denklik s�n�f� < x > ile

gösterilir.

< x >= fyxy�1 j y 2 C�g = fy�1xy j y 2 C�g d�r.
Teorem 2.1.32: x 2 C� olsun. Bu takdirde,
i) (x�1) = (x)�1 dir.

ii) < x >=< x > dir (Çelik, 1995).

Teorem 2.1.33: A Cayley bölümlü cebiri olsun. Bu takdirde iz formun aşa�g�daki özellik-

leri geçerlidir:

i) Her x; y; z 2 A için t (x (yz)) = t ((xy) z) = t (z (xy)) = t ((zx) y)

ii) Her x; y; z 2 A ve x 6= 0 için t (x�1 ((xy) z)) = t (yz) dir.

iii) Her x; y; z; b 2 A ve b 6= 0 için t ((x (y (xb�1))) (bz)) = t ((xyx) z) dir.

iv) Her x; y; z 2 A için t (((xy)x) z) = t ((yx) (zx)) dir (Çelik, 1995).

2.2. M(A)MK-düzlem S�n�f�
Bu bölümde (Blunck, 1991c), (Blunck, 1991b) ve (Çelik, 1995) deki bilgiler derlenerek
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çal�şmam�za temel oluşturacak bir MK-düzlem s�n�f� belirlenecektir.

Tan�m 2.2.1:M bir PK-düzlem olsun. E�ger her (M; e),M 2 e içinM, (M; e)-geçişken

iseM ye Moufang-Klingenberg düzlemi veya k�saca MK-düzlemi denir.

Teorem 2.2.2: M bir MK-düzlem ikenM� kanonik görüntüsü bir Moufang düzlemidir

(Blunck, 1991c).

MK-düzlemleri lokal alterne halkalar yard�m�yla koordinatlan�rlar. Aşa�g�da bir özeti

verilecek bu koordinatlama, projektif düzlemler için verilen koordinatlaman�n

genelleştirilmişi olan Dugas' �n verdi�gi metodun (Dugas, 1978) bir benzeridir. Bu koor-

dinatlamada, literatürdeki tan�m� ile ayn� sonucu veren ancak çok daha sade olan, do�grular�n

koordinatlanmas� (iv ve v) için küçük bir düzenleme yap�lm�şt�r.

Tan�m 2.2.3: Özdeşlikli bir alterne halkan�n birim olmayan elemanlar�n I kümesi bir

ideal ise halkaya lokal alterne halka denir.

Tan�m 2.2.4: M = (N;D;2;�) bir MK-düzlem ve (O;U; V;E) M nin bir baz�,

yani (	(O);	(U);	(V );	(E) kanonik görüntüsüM� da bir tamdörtgen olsun. OE := d,

d \ UV := W ve UV := d1biçiminde gösterilsin.

H : = fN 2 N j N 2 d;N � Wg

I : = fN 2 H j N � Og

veH kümesinin kardinalitesi k olsun (burada k s�n�rs�z olabilir). Özel olarak 0 ve 1 i bulun-

duran ama1 sembolünü herhangi bir eleman olarak kapsamayan kardinalitesi k olan bir R

kümesi al�ns�n. 1:1 ve örten bir � : H! R fonksiyonu tan�mlans�n ve özel olarak � (O) = 0

ve � (E) = 1 olsun. Ayr�ca � (I) = R0 denilsin (Burada R0 � R oldu�gu aç�kt�r.). BöyleceH

kümesinin elemanlar� ile R kümesi aras�nda � yard�m�yla bir eşleme kurulmuşt�r. Bu eşleme

yard�m�ylaM nin N 2 N noktalar� ve c 2 D do�grular�, aşa�g�daki gibi koordinatlan�r:
N 2 d ve N � W ise � (N) = x ise N = (x; x; 1) biçiminde; w; z; q; n 2 I olmak üzere
i) N � d1 ise NV \ d = (x; x; 1), NU \ d = (y; y; 1) iken N = (x; y; 1) (bkz. Şekil

2.2.1),

ii) N � d1 , N � V ise ON \ EV = (1; y; 1), (NV \ UE)O \ EV = (1; z; 1) iken

N = (1; y; z) (bkz. Şekil 2.2.2),

iii) N � V ise ON \EU = (w; 1; 1), NU \ d = (1; 1; z) iken N = (w; 1; z) (bkz. Şekil
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2.2.3),

iv) c � V ise c \ d1 = (1;m; 0) =, c \ OV = (0; k; 1) iken c = [m; 1; k] (bkz. Şekil

2.2.4),

v) c � V , c � d1 ise c\ d1 = (n; 1; 0), c\OU = (p; 0; 1) iken c = [1; n; p] (bkz. Şekil
2.2.5),

vi) c � d1 ise c\OU = (1; 0; q), c\OV = (0; 1; n) iken c = [q; n; 1] (bkz. Şekil 2.2.6)
biçiminde koordinatlan�r.

Koordinatlaman�n bir sonucu olarak, koordinatlama baz�ndaki elemanlar�n�n koordinat-

lar� O = (0; 0; 1), U = (1; 0; 0), V = (0; 1; 0), E = (1; 1; 1) olur.

(x,x,1)

O

V

U

E

d∞

lW

(y,y,1)

N=(x,y,1)

Şekil 2.2.1

O

V

U

E

d∞

N=(1,y,z)

(1,y,1)

(1,z,1)

Şekil 2.2.2
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O

V

U

E

d∞

l

(1,1,z)

N=(w,1,z)

(w,1,1)

Şekil 2.2.3

d=[m,1,k]

(0,k,1)

O U

V

d∞

(1,m,0)

Şekil 2.2.4

(p,0,1)

d=[1,n,p]

O U

V

d∞

(n,1,0)

Şekil 2.2.5
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(0,1,n)

O U

V

d∞
d=[q,n,1]

(1,0,q)

Şekil 2.2.6

(Baker, 1991) de yukar�daki gibi koordinatlanan bir MK-düzlem verildi�gindeH n�n �+�

ve ��� ya göre etkisiz elemanlar� s�ras�yla 0 ve 1 olan bir lokal alterne halka oldu�gu alt�
üçlü işlem yard�m�yla gösterilmiştir. Bu üçlü işlemler yard�m�yla, düzlemin üzerinde olma

ba�g�nt�s� aşa�g�daki biçimde belirlenmiştir:

(x; y; 1) 2 [m; 1; k] () y = xm+ k

(x; y; 1) 2 [1; n; p] () x = yn+ p

(x; y; 1) =2 [q; n; 1]

(1; y; z) 2 [m; 1; k] () y = m+ zk

(1; y; z) =2 [1; n; p]

(1; y; z) 2 [q; n; 1] () z = q + yn

(w; 1; z) =2 [m; 1; k]

(w; 1; z) 2 [1; n; p] () w = n+ zp

(w; 1; z) 2 [q; n; 1] () z = wq + n

Buna göre do�grular, üzerindeki nokta tiplerine göre, noktalar kümesi olarak aşa�g�daki gibi

yaz�labilir:

[m; 1; k] = f(x; xm+ k; 1)jx 2 Hg [ f(1; zk +m; z)j z 2 Ig ;

[1; n; p] = f(yn+ p; y; 1)j y 2 Hg [ f(zp+ n; 1; z)j z 2 Ig ;

[q; n; 1] = f(1; y; yn+ q)j y 2 Hg [ f(w; 1; wq + n)jw 2 Ig

(Baker, 1991) de koordinatlama ile ilgili olarak elde edilen genel sonuç aşa�g�daki teorem ile

verilmiştir.
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Teroem 2.2.5: M yukar�daki gibi koordinatlanm�ş bir MK-düzlem olsun. Bu takdirde

(H;+; �) lokal alterne halkad�r ve I birimden farkl� elemanlar�n oluşturdu�gu idealdir. M de

komşuluk ba�g�nt�s� aşa�g�daki gibi karakterize edilebilir:

(x1; x2; x3) � (y1; y2; y3), xi � yi 2 I, i = 1, 2, 3

[x1; x2; x3] � [y1; y2; y3], xi � yi 2 I, i = 1, 2, 3

Teorem 2.2.6: Her lokal alterne halkaya karş�l�k bununla koordinatlanabilen bir MK-

düzlemi vard�r ve tersine herMK-düzlemine karş�l�k bir lokal alterne halka bulunabilir (Baker,

1991).

MK-düzlem için Tan�m 2.2.4 de verilen koordinatlama, Tan�m 1.2.7 de PK-düzlemler

için verilen koordinatlamaya izomorftur.

MK-düzlem ve PK-düzlem için verilen koordinatlamalar�n ayn� oldu�gu, noktalar için

(x; y) ! (x; y; 1)

(y)z ! (1; y; z)

(1w)z ! (w; 1; z)

ve do�grular için de

[m; k] ! [m; 1; k]

[p]n ! [1; n; p]

[1q]n ! [q; n; 1]

biçiminde tan�mlanan f izomor�zminden hemen ç�kar�labilir.

A özdeşlikli bir alterne bölümlü halka olsun. A := A (") = A +A" (" 62 A, "2 = 0)
üzerinde toplama ve çarpma

(a1 + a2") + (b1 + b2") = (a1 + b1) + (a2 + b2) "

(a1 + a2") (b1 + b2") = a1b1 + (a1b2 + a2b1) "; (ai; bi 2 A; i = 1; 2)

şeklinde tan�mlans�n.

Teorem 2.2.7: (A;+; :) bir lokal alterne halkad�r ve birim olmayan elemanlar�n oluştur-
du�gu küme I = A" bir idealdir (Blunck, 1991b).

A n�n birim olmayan elemanlar�n�n formal terslerinin kümesi I�1 ile gösterilir.
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Tan�m 2.2.8: (a")�1 2 I�1; t 2 A, q 2 AnI olsun. Bu takdirde

(a")�1 + t : = (a")�1 := t+ (a")�1

q (a")�1 : =
�
aq�1"

��1
(a")�1 q : =

�
q�1a"

��1�
(a")�1

��1
: = a"

biçiminde tan�ml� olup I�1 üzerinde di�ger işlemler tan�ml� de�gildir.

Bu çal�şmada A, reel say�lar üzerinde bilinen D dual say�lar halkas�n�n (Benz, 1973)

bir genellemesi oldu�gundan, alterne dual say�lar halkas� olarak da isimlendirilebilir. A
hakk�nda daha fazla bilgi için (Blunck, 1992) e bak�labilir. Biz çal�şmam�zda kullaca�g�m�z

baz� önermeleri vermekle yetinece�giz.

Teorem 2.2.9: A n�n birleşmeli olmas� için gerek ve yeter şartA n�n birleşmeli olmas�d�r.
A n�n merkezi Z ile gösterilsin. Bu durumda,

Z (A) := Z (") = Z+ Z"

kümesi A n�n merkezi olup A n�n de�gişmeli ve birleşmeli bir alt halkas�d�r (Blunck, 1992).
A daki k : x 7�! �x eşlenik alma dönüşümü A ya K : x1 + x2" 7�! �x1 + �x2" biçiminde

genişletilir. A üzerinde t ile gösterilen x ! 1
2
(x+ �x) iz form ve n ile gösterilen x ! x�x

norm form dönüşümlerinin A da karş�l�klar� için s�ras�yla T ve N sembolleri kullan�lacakt�r.

t ve n dönüşümlerinin s�ras�yla T veN ninA ya k�s�tlanm�şlar� oldu�gu aç�kt�r. Bundan sonra

A ile Z üzerinde karakteristi�gi 6=2 olan bir Cayley bölümlü cebiri kastedilecektir.
Aşa�g�daki teorem A da iz ile norm formun baz� özelliklerini belirtir.
Teorem 2.2.10: a; b; c 2 A, a = a1 + a2" olsun. Bu takdirde (i)-(vii) aşa�g�daki ifadeler

sa�glan�r:

(i) A daki K eşlenik alma dönüşümü bir involusyonlu Z (")-lineer antiotomor�zmidir.

(ii) N(a) = N(a1) + f(a1; a2)" olacak biçimde f simetrik bilineer form vard�r.

(iii) T (a) = T (a1) + T (a2)" ve T iz formu Z (")-lineerdir.

(iv) N(ab) = N(a)N(b) (Bu özelli�ge N norm formun çarp�labilirli�gi denir.).

(v) T (ab) = T (ba) (yani T iz form simetriktir.), T (a(bc) = T ((ab)c) (yani T iz form
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birleşmelidir.).

(vi) a2 � T (a)a+N(a) = 0 d�r.

(vii) N(a) = 0, a 2 I d�r. E�ger a 2 AnA" ise a�1 = N(a)�1a dir (Çelik, 1995).

Teorem 2.2.11: Her a = a1 + a2" için,

i) f(a1; a2) = T (a1a2),

ii) T (a) = T (a), N (a) = N (a) d�r (Çelik, 1995).

Tan�m 2.1.25 de verilen "�" eşleniklik ba�g�nt�s�n�nA daki karakterizasyonunu ifade eden
aşa�g�daki teroemi verebiliriz:

Teorem 2.2.12: a; b 2 A, a = a1 + a2" ve b = b1 + b2" olsun.

(i) a1 2 Z ise a � b, a1 = b1 ve a2 � b2.

(ii) a1 =2 Z ise a � b, N(a) = N(b) ve T (a) = T (b) (Çelik, 1995).

Teorem 2.2.13: "�" ba�g�nt�s� A üzerinde bir denklik ba�g�nt�s�d�r (Çelik, 1995).
Teorem 2.2.14: Her a; b; c 2 A için ab � ba ve a (bc) � (ab) c dir (Çelik, 1995).
Tan�m 2.2.15: x 2 A eleman�n�n denklik s�n�f� < x > ile ve e�ger x 2 A ise < x >A ile

gösterilir.

Teorem 2.2.16: < x >A=< x > \A d�r (Çelik, 1995).
Tan�m 2.2.17: n � 3 olmak üzere, ikişer ikişer farkl� komşuluklarda olan ve herhangi

üçü komşu do�grular üzerinde olmayan s�ral� n-nokta kümesine bir (s�ral�) n�gen denir. Özel
olarak 3-gen ve 4-gen s�ras�yla üçgen ve dörtgen olarak adland�r�l�r.

Gösterim: A lokal alterne halkas� ile koordinatlanan MK-düzlem s�n�f�M(A) ile gös-
terilecektir.

2.3. M(A)MK-düzleminde Baz� Özel Dönüşümler ve 4-geçişkenlik
Bu bölümde, Moufang düzlemleri için benzerleri literatürde verilen baz� kolinasyon-

lar�nM(A) daki karş�l�klar� verilecektir. MK-düzleminde dörtgenler üzerinde geçişkenli�gin
mümkün olup olmad��g� bu güne kadar tespit edilememiştir. Biz esas olarak bu geçişkenli�gi

göstermeye çal�şt�k. Aşa�g�da verece�gimiz dönüşümlere bu amaçla ihtiyaç duyulmuştur.

Moufang düzlemlerinde dörtgenler üzerinde geçişkenli�gin varl��g� (Çiftçi, 1988) gös-

terilmiştir ki orada kullan�lan dönüşümler ile burada kulland��g�m�z dönüşümler ayn� sem-
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boller ile verilmesine ra�gmen dönüşümlerin elde ediliş mant�klar�nda ve kapsamlar�nda fark-

l�l�klar bulunmaktad�r. Ancak, I yaln�zca s�f�rdan ibaret iken H bir alterne bölümlü halka

ve dolay�s�yla M(H) bir Moufang düzlemi olur ki bu durumda verece�gimiz kolinasyonlar

oradakiler ile çak�ş�r. w, z, q, n 2 A olmak üzere;
a; b 2 A için Ta;b :

(x; y; 1)! (x+ a; y + b; 1) ; (1; y; z")! (1; y + z(b� ay)"; z") ;

(w"; 1; z")! ((w + za)"; 1; z")

[m; 1; k]! [m; 1; k + b� am] ; [1; n"; p]! [1; n"; p+ a� bn"] ;

[q"; n"; 1]! [q"; n"; 1]

a =2 I için La:

(x; y; 1)! (ax; aya; 1) ; (1; y; z")!
�
1; ya; (za�1)"

�
;

(w"; 1; z")!
�
(a�1w)"; 1; (a�1za�1)"

�
[m; 1; k]! [ma; 1; aka] ; [1; n"; p]!

�
1; (a�1n)"; ap

�
;

[q"; n"; 1]!
�
(qa�1)"; (a�1na�1)"; 1

�
a =2 I için Fa:

(x; y; 1)! (axa; ay; 1) ; (1; y; z")!
�
1; a�1y; (a�1za�1)"

�
;

(w"; 1; z")!
�
(wa)"; 1; (za�1)"

�
[m; 1; k]!

�
a�1m; 1; ak

�
; [1; n"; p]! [1; (na)"; apa] ;

[q"; n"; 1]!
�
(a�1qa�1)"; (na�1)"; 1

�
I1:

x =2 I ise (x; y; 1)!
�
x�1; x�1y; 1

�
; x 2 I ise (x; y; 1)! (1; y; x) ;

(1; y; z")! (z"; y; 1) ; (w"; 1; z")! (z"; 1; w")

[m; 1; k]! [k; 1;m] ; p 2 I ise [1; n"; p]! [p; n"; 1] ;

p =2 I ise [1; n"; p]!
�
1;�(np�1)"; p�1

�
; [q"; n"; 1]! [1; n"; q"]
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�,�2 Z(A), �,� =2 I için S�;� :

(x; y; 1)! (x�; y�; 1) ; (1; y; z")!
�
1; ��1y�; (��1z)"

�
;

(w"; 1; z")!
�
(��1w�)"; 1; (��1z)"

�
[m; 1; k]!

�
��1m�; 1; k�

�
; [1; n"; p]!

�
1; (��1n�)"; p�

�
;

[q"; n"; 1]!
�
(��1q)"; (��1n)"; 1

�
F:

(x; y; 1)! (y; x; 1) ; y 2 I ise (1; y; z")! (y; 1; z") ;

y =2 I ise (1; y; z")!
�
1; y�1; (y�1z)"

�
; (w"; 1; z")! (1; w"; z")

m 2 I ise [m; 1; k]! [1;m; k] ; m =2 I ise [m; 1; k]!
�
m�1; 1;�km�1� ;

[1; n"; p]! [n"; 1; p] ; [q"; n"; 1]! [n"; q"; 1]

s 2 A için Gs :

(x; y; 1)! (x; y � xs; 1) ; (1; y; z")! (1; y � s; z") ; (w"; 1; z")! (w"; 1; z")

[m; 1; k]! [m� s; 1; k] ; [1; n"; p]! [1; n"; p+ ((ps)n)"] ;

[q"; n"; 1]! [(q + sn)"; n"; 1]

dönüşümlerini tan�ml�yoruz. Bu dönüşümlerin her birininM(A) n�n bir kolinasyonu oldu�gu,
aşa�g�da peşpeşe verece�gimiz yard�mc� teoremler yard�m�yla ispat edilecektir. Her bir

dönüşümün kolinasyon oldu�gu gösterilirken bu dönüşümlerin 1-1 ve örten oldu�gunu görmek

kolay oldu�gundan biz sadece dönüşümlerin üzerinde olma ba�g�nt�s�n� ve komşuluk ba�g�n-

t�s�n� korudu�gunu (yani, örnek olarak I1 dönüşümü için, s�ras�ylaN 2 d () I1 (N) 2I1 (d)
ve M � N () I1 (M) �I1 (N) (c � d () I1 (c) �I1 (d)) önermelerinin geçerli
oldu�gunu) göstermekle yetinece�giz.

Yard�mc� Teorem 2.3.1: Ta;b dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. Ta;b dönüşümünün üzerinde olmay� korudu�gunun ispat�n� noktan�n konumuna göre

üç duruma ay�rarak veriyoruz. Ayr�ca bu durumlar�n her birini de do�grunun konumuna göre

üç alt k�sma ay�raca�g�z.

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda Ta;b (x; y; 1) =

(x+ a; y + b; 1) dir.
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1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda Ta;b ([m; 1; k]) = [m; 1; k + b� am] olup,

verilenlerden

y = xm+ k () y + b = (x+ a)m+ k + b� am

() Ta;b (x; y; 1) 2 Ta;b ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda Ta;b ([1; n"; p]) = [1; n"; p+ a� bn"] olup,

verilenlerden

x = y (n") + p () x+ a = (y + b)n"+ p+ a� bn"

() Ta;b (x; y; 1) 2 Ta;b ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Bu durumda Ta;b ([q"; n"; 1]) =
[q"; n"; 1] olup

Ta;b (x; y; 1) =2 Ta;b ([q"; n"; 1])
oldu�gu da koordinatlamadan aç�kt�r.

II. DURUM:Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda Ta;b (1; y; z") =

(1; y + z(b� ay)"; z") dir.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda

Ta;b ([m; 1; k]) = [m; 1; k + b� am]

olup, verilenlerden

y = m+ (z") k () y + z"(b� ay) = m+ (z") k + z(b� ay)"

() y + z(b� ay)" = m+ z" (k + b� am)

() Ta;b (1; y; z") 2 Ta;b ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda

Ta;b ([1; n"; p]) = [1; n"; p+ a� bn"]

olup

Ta;b (1; y; z") =2 Ta;b ([1; n"; p])
oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.
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3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Bu durumda Ta;b ([q"; n"; 1]) = [q"; n"; 1] olup, verilen-
lerden

z" = q"+ y (n") () Ta;b (1; y; z") 2 Ta;b ([q"; n"; 1])
sonucu bulunur.

III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

Ta;b (w"; 1; z") = ((w + za)"; 1; z")

dir.

1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Burada

Ta;b ([m; 1; k]) = [m; 1; k + b� am]

olup koordinatlamadan dolay�

Ta;b (w"; 1; z") =2 Ta;b ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda

Ta;b ([1; n"; p]) = [1; n"; p+ a� bn"]

olur ve

w" = n"+ (z") p () w"+ (z") a = n"+ (z") p+ (z") a

() (w + za)" = n"+ z" (p+ a� bn")

() Ta;b (w"; 1; z") 2 Ta;b ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olmas� için gerek ve yeter şart z" = n" olmas�d�r. Di�ger

taraftan Ta;b ([q"; n"; 1]) = [q"; n"; 1] olup

Ta;b (w"; 1; z") 2 Ta;b ([q"; n"; 1])

olmas� için gerek ve yeter şart�n yine z" = n" olmas� oldu�gu aşikard�r.

Böylece Ta;b dönüşümünün mümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu

göstermiş olduk.

Ta;b dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum(i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.
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i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda Ta;b (x; y; 1) =

(x+ a; y + b; 1) dir.

1. Ta;b (u; v; 1) = (u+ a; v + b; 1) olup

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I

() (x+ a; y + b; 1) � (u+ a; v + b; 1)

sonucu bulunur.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

Ta;b (1; u; v") = (1; u+ v(b� au)"; v")

olup (x+ a; y + b; 1) � (1; u+ v(b� au)"; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir. Ta;b (u"; 1; v") =

((u+ va)"; 1; v") olup yine koordinatlamadan dolay� (x+ a; y + b; 1) � ((u+ va)"; 1; v")

dir.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda Ta;b (1; y; z") =

(1; y + z(b� ay)"; z") dir.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () Ta;b (1; y; z") �Ta;b (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. Ta;b (1; u; v") = (1; u+ v(b� au)"; v") olup

(1; y; z") � (1; u; v") () y � u 2 I

() (1; y + z(b� ay)"; z") � (1; u+ v(b� au)"; v")

sonucu bulunur.

3. (1; y; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

Ta;b (u"; 1; v") = ((u+ va)"; 1; v")

olup (1; y + z(b� ay)"; z") � ((u+ va)"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

Ta;b (w"; 1; z") = ((w + za)"; 1; z")

dir.

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () Ta;b (w"; 1; z") �Ta;b (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.
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2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () Ta;b (w"; 1; z") �Ta;b (1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. Ta;b (u"; 1; v") = ((u+ va)"; 1; v") oldu�gundan bu durum için komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu aşikard�r.

Ta;b dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde Ta;b dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
Yard�mc� Teorem 2.3.2: La dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. Önce Moufang özdeşliklerini kullanarak La dönüşümünün üzerinde olma ba�g�n-

t�s�n� korudu�gunu gösterece�giz. Bunu al�nan noktan�n koordinatlar�na göre üç durumda ya-

paca�g�z.

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda La (x; y; 1) =

(ax; aya; 1) dir.

1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda La ([m; 1; k]) = [ma; 1; aka] olup, verilen-
lerden

y = xm+ k () aya = a (xm) a+ aka

() aya = (ax) (ma) + aka () La (x; y; 1) 2 La ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda La ([1; n"; p]) = [1; (a�1n)"; ap] olup,

verilenlerden

x = y (n") + p () ax = a (y (n")) + ap

() ax = a
�
y
�
aa�1n

��
"+ ap () ax = (aya) (a�1n)"+ ap

() La (x; y; 1) 2 La ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Bu durumda La ([q"; n"; 1]) =
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[(qa�1)"; (a�1na�1)"; 1] olup

La (x; y; 1) =2 La ([q"; n"; 1])

oldu�gu da koordinatlamadan bilinmektedir.

II. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda La (1; y; z") =

(1; ya; (za�1)") dir.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda La ([m; 1; k]) = [ma; 1; aka] olup, verilenler-
den

y = m+ (z") k () y = m+ (zk) "

() ya = ma+ ((zk) a) " () ya = ma+
���

za�1a
�
k
�
a
�
"

() ya = ma+ (za�1) (aka) " () La (1; y; z") 2 La ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda La ([1; n"; p]) =
[1; (a�1n)"; ap] olup

La (1; y; z") =2 La ([1; n"; p])
oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Bu durumda

La ([q"; n"; 1]) =
�
(qa�1)"; (a�1na�1)"; 1

�
olup, verilenlerden

z" = q"+ y (n")

() (z") a�1 = (q") a�1 + (y (n")) a�1 = (q") a�1 +
�
yaa�1 (n")

�
a�1

() (za�1)" = (qa�1)"+ (ya) (a�1na�1)"

() La (1; y; z") 2 La ([q"; n"; 1])

sonucu bulunur.

III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

La (w"; 1; z") =
�
(a�1w)"; 1; (a�1za�1)"

�
dir.
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1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Burada,

La ([m; 1; k]) = [ma; 1; aka]

olup koordinatlamadan dolay�

La (w"; 1; z") =2 La ([m; 1; k])

oldu�gu aç�kt�r.

2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda La ([1; n"; p]) = [1; (a�1n)"; ap] olur ve

w" = n"+ (z") p

() a�1w" = a�1n"+ a�1 (zp) " = a�1n"+ a�1
�
za�1ap

�
"

() (a�1w)" = (a�1n)"+ (a�1za�1) (ap) "

() La (w"; 1; z") 2 La ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Di�ger taraftan

La ([q"; n"; 1]) =
�
(qa�1)"; (a�1na�1)"; 1

�
olup

(w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] () z" = n"

() (a�1za�1)" = (a�1na�1)"

() La (w"; 1; z") 2 La ([q"; n"; 1])

oldu�gu aşikard�r.

Böylece La dönüşümününmümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu göster-

miş olduk.

La dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum(i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.

i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda La (x; y; 1) =

(ax; aya; 1) dir.
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1.La (u; v; 1) = (au; ava; 1) olup a =2 I olmak üzere

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I

() a (x� u) 2 I ^ a (y � v) a 2 I

() ax� au 2 I ^ aya� ava 2 I

() (ax; aya; 1) � (au; ava; 1)

sonucu elde edilir.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. La (1; u; v") = (1; ua; (va�1)")

olup (ax; aya; 1) � (1; ua; (va�1)") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir.

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir. La (u"; 1; v") =

((a�1u)"; 1; (a�1va�1)") olup yine koordinatlamadan dolay�

(ax; aya; 1) �
�
(a�1u)"; 1; (a�1va�1)"

�
dir.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda La (1; y; z") =

(1; ya; (za�1)") dir.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () La (1; y; z") �La (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. La (1; u; v") = (1; ua; (va�1)") olup a =2 I olmak üzere

(1; y; z") � (1; u; v") () y � u 2 I

() (y � u) a 2 I

() ya� ua 2 I

()
�
1; ya; (za�1)"

�
�
�
1; ua; (va�1)"

�
sonucu bulunur.

3. (1; y; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir. La (u"; 1; v") =

((a�1u)"; 1; (a�1va�1)") olup (1; ya; (za�1)") � ((a�1u)"; 1; (a�1va�1)") oldu�gu yine ko-

ordinatlamadan bilinmektedir.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

La (w"; 1; z") =
�
(a�1w)"; 1; (a�1za�1)"

�
dir.



36

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () La (w"; 1; z") �La (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () La (w"; 1; z") �La (1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. La (u"; 1; v") = ((a�1u)"; 1; (a�1va�1)") olup bu durum için komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu aşikard�r.

La dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde La dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
Yard�mc� Teorem 2.3.3: Fa dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. Moufang özdeşliklerini kullanarak Fa dönüşümünün üzerinde olma ba�g�nt�s�n�

korudu�gunu gösterece�giz. Bunu al�nan noktan�n koordinatlar�na göre üç durumda yapaca�g�z.

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda Fa (x; y; 1) =

(axa; ay; 1) dir.

1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda Fa ([m; 1; k]) = [a�1m; 1; ak] olup

y = xm+ k () ay = a (xm) + ak = a
�
x
�
aa�1m

��
+ ak

() ay = (axa)
�
a�1m

�
+ ak () Fa (x; y; 1) 2 Fa ([m; 1; k])

sonucuna ulaş�l�r.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda Fa ([1; n"; p]) = [1; (na)"; apa] olup

x = y (n") + p () axa = a (y (n")) a+ apa

() axa = (ay) (na) "+ apa () Fa (x; y; 1) 2 Fa ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Bu durumda Fa ([q"; n"; 1]) =
[(a�1qa�1)"; (na�1)"; 1] olup

Fa (x; y; 1) =2 Fa ([q"; n"; 1])

oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.



37

II. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda Fa (1; y; z") =

(1; a�1y; (a�1za�1)") dir.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda Fa ([m; 1; k]) = [a�1m; 1; ak] olup

y = m+ (z") k

() a�1y = a�1m+ a�1 (zk) " = a�1m+ a�1
�
z
�
a�1ak

��
"

() a�1y = a�1m+ (a�1za�1) (ak) " () Fa (1; y; z") 2 Fa ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda Fa ([1; n"; p]) =
[1; (na)"; apa] olup

Fa (1; y; z") =2 Fa ([1; n"; p])
oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Bu durumda

Fa ([q"; n"; 1]) =
�
(a�1qa�1)"; (na�1)"; 1

�
olup

z" = q"+ y (n") () a�1 (z") a�1 = a�1 (q") a�1 + a�1 (y (n")) a�1

() (a�1za�1)" = (a�1qa�1)"+
�
a�1y

�
(na�1)"

() Fa (1; y; z") 2 Fa ([q"; n"; 1])

sonucu bulunur.

III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

Fa (w"; 1; z") =
�
(wa)"; 1; (za�1)"

�
dir.

1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Burada,

Fa ([m; 1; k]) =
�
a�1m; 1; ak

�
olup koordinatlamadan dolay�

Fa (w"; 1; z") =2 Fa ([m; 1; k])

dir.
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2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda Fa ([1; n"; p]) = [1; (na)"; apa] olur ve

w" = n"+ (z") p

() (w") a = (n") a+ ((z") p) a = (n") a+
��
za�1a

�
p
�
a

() (wa)" = (na)"+ (za�1) (apa) " () Fa (w"; 1; z") 2 Fa ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Di�ger taraftan

Fa ([q"; n"; 1]) =
�
(a�1qa�1)"; (na�1)"; 1

�
olup

Fa (w"; 1; z") 2 Fa ([q"; n"; 1])
olmas� için gerek ve yeter şart�n (za�1)" = (na�1)" () z" = n" olmas� oldu�gu aşikard�r.

Böylece Fa dönüşümününmümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu göster-

miş olduk.

Fa dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum(i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.

i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda Fa (x; y; 1) =

(axa; ay; 1) dir.

1. Fa (u; v; 1) = (aua; av; 1) olup a =2 I olmak üzere

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I

() a (x� u) a 2 I ^ a (y � v) 2 I

() axa� aua 2 I ^ ay � av 2 I

() (axa; ay; 1) � (aua; av; 1)

elde edilir.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

Fa (1; u; v") =
�
1; a�1u; (a�1va�1)"

�
olup (axa; ay; 1) � (1; a�1u; (a�1va�1)") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir.

Fa (u"; 1; v") =
�
(ua)"; 1; (va�1)"

�
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olup yine koordinatlamadan dolay� (axa; ay; 1) � ((ua)"; 1; (va�1)") dir.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda Fa (1; y; z") =

(1; a�1y; (a�1za�1)") dur.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () Fa (1; y; z") �Fa (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. Fa (1; u; v") = (1; a�1u; (a�1va�1)") olup a =2 I olmak üzere�
1; a�1y; (a�1za�1)"

�
�

�
1; a�1u; (a�1va�1)"

�
() a�1y � a�1u 2 I

() a�1 (y � u) 2 I

() y � u 2 I

() (1; y; z") � (1; u; v")

sonucu bulunur.

3. (1; y; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

Fa (u"; 1; v") =
�
(ua)"; 1; (va�1)"

�
olup (1; a�1y; (a�1za�1)") � ((ua)"; 1; (va�1)") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

Fa (w"; 1; z") =
�
(wa)"; 1; (za�1)"

�
dur.

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () Fa (w"; 1; z") �Fa (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () Fa (w"; 1; z") �Fa (1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. Fa (u"; 1; v") = ((ua)"; 1; (va�1)") olup bu durum için komşuluk ba�g�nt�s�n�n korun-

du�gu aşikard�r.

Fa dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde Fa dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
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Yard�mc� Teorem 2.3.4: S�;� dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. S�;� dönüşümünün üzerinde olma ba�g�nt�s�n� korudu�gunu görmek için x; y 2 A;

c 2 Z(A) olmak üzere (cx) y = (xc) y = x (cy) = x (yc) = c (xy) = (xy) c eşitliklerini

kullanmak yeterli olacakt�r.

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda S�;� (x; y; 1) =

(x�; y�; 1) dir.

1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda S�;� ([m; 1; k]) =
�
��1m�; 1; k�

�
olup

y = xm+ k () y� = (xm)�+ k� () y� =
�
x���1m

�
�+ k�

() y� = (x�)
�
��1m�

�
+ k� () S�;� (x; y; 1) 2 S�;� ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda S�;� ([1; n"; p]) = [1; (��1n�)"; p�] olup

x = y (n") + p

() x� = (y (n")) � + p� () x� =
�
y���1 (n")

�
� + p�

() x� = (y�) (��1n�)"+ p� () S�;� (x; y; 1) 2 S�;� ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Bu durumda S�;� ([q"; n"; 1]) =�
(��1q)"; (��1n)"; 1

�
olup

S�;� (x; y; 1) =2 S�;� ([q"; n"; 1])

oldu�gu yine koordinatlamadan aç�kt�r.

II. DURUM:Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda S�;� (1; y; z") =�
1; ��1y�; (��1z)"

�
dir.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda S�;� ([m; 1; k]) =
�
��1m�; 1; k�

�
olup

y = m+ (z") k () ��1y = ��1m+ ��1 ((z") k)

() ��1y� = ��1m� +
�
��1 ((z") k)

�
�

() ��1y� = ��1m� + (��1z) (k�) "

() S�;� (1; y; z") 2 S�;� ([m; 1; k])

sonucuna var�l�r.

2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda S�;� ([1; n"; p]) =
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[1; (��1n�)"; p�] olup

S�;� (1; y; z") =2 S�;� ([1; n"; p])
oldu�gu yine koordinatlamadan aç�kt�r.

3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Bu durumda

S�;� ([q"; n"; 1]) =
�
(��1q)"; (��1n)"; 1

�
olup

z" = q"+ y (n") () ��1 (z") = ��1 (q") + ��1 (y (n"))

() ��1 (z") = ��1 (q") + ��1
�
y���1 (n")

�
() (��1z)" = (��1q)"+

�
��1y�

�
(��1n)"

() S�;� (1; y; z") 2 S�;� ([q"; n"; 1])

sonucu bulunur.

III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

S�;� (w"; 1; z") =
�
(��1w�)"; 1; (��1z)"

�
dir.

1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Burada,

S�;� ([m; 1; k]) =
�
��1m�; 1; k�

�
olup koordinatlamadan dolay�

S�;� (w"; 1; z") =2 S�;� ([m; 1; k])

dir.

2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda

S�;� ([1; n"; p]) =
�
1; (��1n�)"; p�

�
olur ve

w" = n"+ (z") p () ��1 (w") = ��1 (n") + ��1 ((z") p)

() ��1 (w") � = ��1 (n") � + ��1 ((z") p) �

() (��1w�)" = (��1n�)"+ (��1z) (p�) "

() S�;� (w"; 1; z") 2 S�;� ([1; n"; p])

sonucu bulunur.
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3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Di�ger taraftan

S�;� ([q"; n"; 1]) =
�
(��1q)"; (��1n)"; 1

�
olup

z" = n" () (��1z)" = (��1n)" () S�;� (w"; 1; z") 2 S�;� ([q"; n"; 1])

oldu�gu aşikard�r.

Böylece S�;� dönüşümünün mümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu

göstermiş olduk.

S�;� dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum(i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.

i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda S�;� (x; y; 1) =

(x�; y�; 1) dir.

1. S�;� (u; v; 1) = (u�; v�; 1) olup �; � =2 I olmak üzere

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I

() (x� u) � 2 I ^ (y � v)� 2 I

() x� � u� 2 I ^ y�� v� 2 I

() (x�; y�; 1) � (u�; v�; 1)

elde edilir.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

S�;� (1; u; v") =
�
1; ��1u�; (��1v)"

�
olup (x�; y�; 1) �

�
1; ��1u�; (��1v)"

�
oldu�gu koordinatlamadan bellidir..

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir. S�;� (u"; 1; v") =

((��1u�)"; 1; (��1v)") olup yine koordinatlamadan dolay�

(x�; y�; 1) �
�
(��1u�)"; 1; (��1v)"

�
dir.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda S�;� (1; y; z") =�
1; ��1y�; (��1z)"

�
dur.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () S�;� (1; y; z") �S�;� (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2.
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ş�kk�nda gösterilmiştir.

2. S�;� (1; u; v") =
�
1; ��1u�; (��1v)"

�
olup �; � =2 I olmak üzere

(1; y; z") � (1; u; v") () y � u 2 I

() ��1 (y � u)� 2 I

() ��1y�� ��1u� 2 I

()
�
1; ��1y�; (��1z)"

�
�
�
1; ��1u�; (��1v)"

�
sonucu bulunur.

3. (1; y; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

S�;� (u"; 1; v") =
�
(��1u�)"; 1; (��1v)"

�
olup

�
1; ��1y�; (��1z)"

�
� ((��1u�)"; 1; (��1v)") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

S�;� (w"; 1; z") =
�
(��1w�)"; 1; (��1z)"

�
dur.

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () S�;� (w"; 1; z") �S�;� (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () S�;� (w"; 1; z") �S�;� (1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. S�;� (u"; 1; v") = ((��1u�)"; 1; (��1v)") olup bu durum için komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu aşikard�r.

S�;� dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tip-

lerine göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her

biri yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�n-

t�s�n�n korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde S�;� dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
Yard�mc� Teorem 2.3.5: I1 dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. I1 in üzerinde olma ba�g�nt�s�n� korudu�gunu göstermek için ispat� 3 duruma ay�ra-

biliriz:

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun.
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1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. O zaman y = xm + k olur ve (x; y; 1) in I1 alt�ndaki

görüntüsü x in I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden iki alt durum söz konusudur.

1.1. x 2 I ise:

I1 (x; y; 1) = (1; y; x) ve I1 ([m; 1; k]) = [k; 1;m]

olup

(x; y; 1) 2 [m; 1; k] () y = xm+ k () I1 (x; y; 1) 2 I1 ([m; 1; k])
sonucu bulunur.

1.2. x =2 I ise:

I1 (x; y; 1) =
�
x�1; x�1y; 1

�
ve I1 ([m; 1; k]) = [k; 1;m]

olur ve

y = xm+ k () x�1y = x�1k +m () I1 (x; y; 1) 2 I1 ([m; 1; k])

elde edilir.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. O zaman x = y (n") + p olur. (x; y; 1) ve [1; n"; p] nin I1
alt�ndaki görüntüsü x ve p nin I da olup olmad��g�na ba�gl� de�gişti�ginden dört alt durum söz

konusudur.

2.1. x 2 I ve p 2 I ise:

I1 (x; y; 1) = (1; y; x) ve I1 ([1; n"; p]) = [p; n"; 1]

oldu�gundan

x = y (n") + p () I1 (x; y; 1) 2 I1 ([1; n"; p])
sonucu bulunur.

2.2. x 2 I ve p =2 I ise: (x; y; 1) =2 [1; n"; p] dir. Çünkü (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsayd�
x = (yn) "+p olurdu ki, p =2 I oldu�gundan, bu x =2 I anlam�na gelip kabul ile çelişki verirdi.
Ayn� zamanda

I1 (x; y; 1) = (1; y; x) ve I1 ([1; n"; p]) =
�
1;�

�
np�1

�
"; p�1

�
olup I1 (x; y; 1) =2I1 ([1; n"; p]) oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

2.3. x =2 I ve p 2 I ise: (x; y; 1) =2 [1; n"; p] dir. Çünkü (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsayd�
x = y (n") + p olurdu ki, p 2 I oldu�gundan, bu x =2 I kabulü ile bir çelişki verirdi. Ayn�
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zamanda

I1 (x; y; 1) =
�
x�1; x�1y; 1

�
ve I1 ([1; n"; p]) = [p; n"; 1]

olup I1 (x; y; 1) =2I1 ([1; n"; p]) oldu�gu koordinatlamadan bellidir.
2.4. x =2 I ve p =2 I ise:

I1 (x; y; 1) =
�
x�1; x�1y; 1

�
ve I1 ([1; n"; p]) =

�
1;�

�
np�1

�
"; p�1

�
olur. x =2 I ve p =2 I oldu�gundan x = x1 + x2"; p = p1 + p2" olacak biçimde A da x1 6= 0,
p1 6= 0 özelli�ginde x1; x2; p1; p2 elemanlar� vard�r. Bu durumda x�1 = x�11 � x�11 x2x

�1
1 ";

p�1 = p�11 � p�11 p2p
�1
1 " olur. Hesaplamalar yaparak,�

x�1; x�1y; 1
�
2
�
1;�

�
np�1

�
"; p�1

�
olmas� için gerek ve yeter şart�n (n = n1 + n2" 2 I oldu�gundan n ara işlemlerde n2" olarak
belirtilecektir.)

x�11 � x�11 x2x
�1
1 " = �

��
x�11 y1

� �
n2p

�1
1

��
"+ p�11 � p�11 p2p

�1
1 "

oldu�gu kolayca bulunur. Eşitli�gin sa�g taraf�ndaki " bulunduran ifadeler " parantezinde

toplan�rsa x�11 = p�11 ve

x�11 x2x
�1
1 =

�
x�11 y1

� �
n2p

�1
1

�
+ p�11 p2p

�1
1 (2.1)

eşitlikleri bulunur. x�11 = p�11 eşitli�ginden elde edilen x1 = p1 sonucu (2.1) eşitli�ginde

kullan�ld��g�nda,

x�11 x2x
�1
1 =

�
x�11 y1

� �
n2x

�1
1

�
+ x�11 p2x

�1
1

eşitli�gi elde edilir. Bu eşitlikte yer alan tüm de�gişkenlerA Cayley bölümlü cebirinin eleman-

lar� oldu�gundan Moufang özdeşlikleri geçerlidir. Bu durumda,

x�11 x2x
�1
1 = x�11 (y1n2)x

�1
1 + x�11 p2x

�1
1

= x�11 ((y1n2)x
�1
1 + p2x

�1
1 )

= x�11 ((y1n2 + p2)x
�1
1 )

eşitli�gi bulunur. Son eşitli�gin sa�g taraf�nda yer alan y1n2 + p2 ifadesi bir tek eleman olarak

gözönüne al�nd��g�nda, iki eleman taraf�ndan üretilen cebirin birleşmeli oldu�gu kullan�larak,

x�11 x2x
�1
1 = x�11 (y1n2 + p2)x

�1
1

eşitli�gi elde edilir. Buradan, önce soldan x1 ile sonra sa�gdan x1 ile çarpma yap�ld��g�nda, yine



46

iki eleman taraf�ndan üretilen cebirin birleşmeli oldu�gu kullan�larak

x2 = y1n2 + p2

oldu�gu bulunur. Böylece

(x; y; 1) 2 [1; n"; p]) x1 = p1 ve x2 = y1n2 + p2

elde edilmiş olur. Buradan x2" = (y1n2) " + p2" ve x1 + x2" = x1 + (y1n2) " + p2" olup

x1 = p1 eşitli�gi kullan�larak x = (y1n2) " + p1 + p2" yaz�labilir. (y1 + y2")n = (y1n2) "

oldu�gundan x = y (n") + p () (x; y; 1) 2 [1; n"; p] dir. Sonuç olarak

(x; y; 1) 2 [1; n"; p] () x1 = p1 ve x2 = y1n2 + p2

oldu�gundan I1 incelenen durumda üzerinde olmay� korur.

3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. (x; y; 1) in I1 alt�ndaki görün-
tüsü x in I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden iki alt durumsöz konusudur.

3.1. x 2 I ise: I1 (x; y; 1) = (1; y; x) ve I1 ([q"; n"; 1]) = [1; n"; q"] olup

I1 (x; y; 1) =2 I1 ([m; 1; k])

oldu�gu yine koordinatlamadan bellidir.

3.2. x =2 I ise:

I1 (x; y; 1) =
�
x�1; x�1y; 1

�
ve I1 ([q"; n"; 1]) = [1; n"; q"]

olup I1 (x; y; 1) 2I1 ([q"; n"; 1]) olsayd� x�1 = ((x�1y)n+ q) " bulunurdu ki bu x 2 I

çelişkisini verirdi. O halde I1 (x; y; 1) =2I1 ([1; n"; q"]) dur.
II. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda I1 (1; y; z") =

(z"; y; 1) dir.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda I1 ([m; 1; k]) = [k; 1;m] olup

(1; y; z") 2 [m; 1; k] () y = m+ (z") k () I1 (1; y; z") 2 I1 ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. [1; n"; p] nin I1 alt�ndaki

görüntüsü p nin I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden iki alt durum söz konusudur.

2.1. p 2 I ise: I1 ([1; n"; p]) = [p; n"; 1] oldu�gundan koordinatlaman�n direkt bir
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sonucu olarak

I1 (1; y; z") =2 I1 ([1; n"; p])
dir.

2.2. p =2 I ise:

I1 ([1; n"; p]) =
�
1;�

�
np�1

�
"; p�1

�
ve I1 (1; y; z") = (z"; y; 1)

olup (z"; y; 1) 2 [1;� (np�1) "; p�1] olsayd� p�1 = z" + y (np�1) " 2 I olurdu ki bu p 2 I
çelişkisine yol açard�. O halde I1 (1; y; z") =2I1 ([1; n"; q"]) dur.
3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Bu durumda I1 ([q"; n"; 1]) = [1; n"; q"] olup

(1; y; z") 2 [q"; n"; 1] () z" = y (n") + q" () I1 (1; y; z") 2 I1 ([q"; n"; 1])

sonucu bulunur.

III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

I1 (w"; 1; z") = (z"; 1; w")

dir.

1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Burada,

I1 ([m; 1; k]) = [k; 1;m]

olup yine koordinatlamadan dolay� I1 (w"; 1; z") =2I1 ([m; 1; k]) sonucu bulunur.
2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] () w" = n"+(z") p dir. [1; n"; p] nin I1 alt�ndaki görüntüsü

p nin I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden iki alt durumda inceleme yap�l�r.

2.1. p 2 I ise: I1 ([1; n"; p]) = [p; n"; 1] oldu�gundan w" = n" + (z") p ()
I1 (w"; 1; z") 2I1 ([1; n"; p]) sonucu elde edilir.

2.2. p =2 I ise: I1 ([1; n"; p]) = [1;� (np�1) "; p�1] olur ve

w" = n"+ (z") p () z" = � (n") p�1 + (w") p�1 () I1 (w"; 1; z") 2 I1 ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olmas� için gerek ve yeter şart z" = n" olmas�d�r. Di�ger

taraftan I1 ([q"; n"; 1]) = [1; n"; q"] olup

I1 (w"; 1; z") 2 I1 ([q"; n"; 1])

olmas� için gerek ve yeter şart�n yine z" = n" oldu�gu aşikard�r.

Böylelikle I1 dönüşümünün mümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu
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göstermiş olduk.

I1 dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum(i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.

i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun.

1. (x; y; 1) � (u; v; 1) () x�u 2 I^y�v 2 I d�r. (x; y; 1) ve (u; v; 1) noktalar�n�n I1
alt�ndaki görüntüsü x ve u nun I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden üç alt durum

söz konusudur.

1.1. x =2 I ve u =2 I iken I1 (x; y; 1) = (x�1; x�1y; 1) ; I1 (u; v; 1) = (u�1; u�1v; 1)
olur. x = x1 + x2" ve y = y1 + y2" olmak üzere

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I

() x1 � u1 = 0 ^ y1 � v1 = 0

() x1 = u1 ^ y1 = v1

() x�11 � u�11 = 0 ^ x�11 y1 � u�11 v1 = 0

() x�1 � u�1 2 I ^ x�1y � u�1v 2 I

()
�
x�1; x�1y; 1

�
�
�
u�1; u�1v; 1

�
sonucu elde edilir.

1.2. x 2 I ve u =2 I iken I1 (x; y; 1) = (1; y; x) ; I1 (u; v; 1) = (u�1; u�1v; 1) olur.

Bu durumda (1; y; x) � (u�1; u�1v; 1) oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. (x; y; 1) � (u; v; 1)

dir. Çünkü (x; y; 1) � (u; v; 1) olsayd�, x 2 I ^ u =2 I oldu�gundan, x � u =2 I olur ki bu
mümkün de�gildir.

1.3. x 2 I ve u 2 I iken I1 (x; y; 1) = (1; y; x), I1 (u; v; 1) = (1; v; u) olur ve

(x; y; 1) � (u; v; 1) () y � v 2 I ^ x� u 2 I () (1; y; x) � (1; v; u)

elde edilir.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. I1 (1; u; v") = (v"; u; 1) dir ve

(x; y; 1) noktas�n�n I1 alt�ndaki görüntüsü x in I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�gin-

den iki alt durum söz konusudur.

2.1. x =2 I ise I1 (x; y; 1) = (x�1; x�1y; 1) dir. Bu durumda (x�1; x�1y; 1) �
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(v"; u; 1) dir. Çünkü (x�1; x�1y; 1) � (v"; u; 1) olsayd� x�1 � v" 2 I olmas�n� gerektirirdi
ki, x =2 I oldu�gundan, bu mümkün de�gildir.

2.2. x 2 I ise I1 (x; y; 1) = (1; y; x) dir. Bu durumda (1; y; x) � (v"; u; 1) oldu�gu

koordinatlamadan bellidir.

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. (x; y; 1) noktas�n�n I1 al-

t�ndaki görüntüsü x in I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden iki alt durum söz

konusudur.

3.1. x =2 I ise I1 (x; y; 1) = (x�1; x�1y; 1) dir. Bu durumda (x�1; x�1y; 1) �

(v"; 1; u") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

3.2. x 2 I ise I1 (x; y; 1) = (1; y; x) dir. Bu durumda (1; y; x) � (v"; 1; u") oldu�gu
yine koordinatlamadan aç�kt�r.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda I1 (1; y; z") =

(z"; y; 1) dir.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () I1 (1; y; z") �I1 (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. I1 (1; u; v") = (v"; u; 1) olup

(1; y; z") � (1; u; v") () y � u 2 I () (z"; y; 1) � (v"; u; 1)

sonucu bulunur.

3. I1 (u"; 1; v") = (v"; 1; u") olup (z"; y; 1) � (v"; 1; u") ve (1; y; z") � (u"; 1; v")

oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

I1 (w"; 1; z") = (z"; 1; w")

dur.

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () I1 (w"; 1; z") �I1 (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () I1 (w"; 1; z") �I1 (1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. I1 (u"; 1; v") = (v"; 1; u") olup

(w"; 1; z") � (u"; 1; v") () (z"; 1; w") � (v"; 1; u")
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elde edilir.

I1 dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde I1 dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
Yard�mc� Teorem 2.3.6: F dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. F dönüşümünün üzerinde olma ba�g�nt�s�n� korudu�gunu görmek kolayd�r.

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda F(x; y; 1) =

(y; x; 1) dir.

1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. O zaman y = xm + k olur. Bu durumda m nin I da olup

olmad��g�na ba�gl� olarak iki alt durum söz konusudur.

1.1. m 2 I ise: F([m; 1; k]) = [1;m; k] olup

y = xm+ k () F (x; y; 1) 2 F ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

1.2. m =2 I ise: F([m; 1; k]) = [m�1; 1;�km�1] olup

y = xm+ k () xm = y � k () x = ym�1 � km�1

() F (x; y; 1) 2 F ([m; 1; k])

d�r.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda F([1; n"; p]) = [n"; 1; p] olup

x = y (n") + p () F (x; y; 1) 2 F ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Bu durumda F([q"; n"; 1]) =
[(n"; q"; 1] olup

F (x; y; 1) =2 F ([q"; n"; 1])
oldu�gu yine koordinatlamadan aç�kt�r.

II. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. O zaman y = m + (z") k olur. Bu durumda y ve m nin I
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da olup olmad��g�na ba�gl� olarak dört alt durum söz konusudur.

1.1. y 2 I vem 2 I ise:

F (1; y; z") = (y; 1; z") ve F ([m; 1; k]) = [1;m; k]

olup

y = m+ (z") k () F (1; y; z") 2 F ([m; 1; k])
sonucu bulunur.

1.2. y 2 I ve m =2 I ise: (1; y; z") =2 [m; 1; k] dir. Çünkü (1; y; z") 2 [m; 1; k]
olsayd� y = m+ (z") k olurdu ki,m =2 I oldu�gundan, bu y 2 I kabulü ile bir çelişki verirdi.
Ayn� zamanda

F (1; y; z") = (y; 1; z") ve F ([m; 1; k]) =
�
m�1; 1;�km�1�

olup F(1; y; z") =2F([m; 1; k]) oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir.
1.3. y =2 I ve m 2 I ise: (1; y; z") =2 [m; 1; k] dir. Çünkü (1; y; z") 2 [m; 1; k]

olsayd� y = m+ (z") k olurdu ki,m 2 I oldu�gundan, bu y =2 I kabulü ile bir çelişki verirdi.
Ayn� zamanda

F (1; y; z") =
�
1; y�1; (y�1z)"

�
ve F ([m; 1; k]) = [1;m; k]

olup F(1; y; z") =2F([m; 1; k]) oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.
1.4. y =2 I vem =2 I ise:

F (1; y; z") =
�
1; y�1; (y�1z)"

�
ve F ([m; 1; k]) =

�
m�1; 1;�km�1�

olup

y = m+ (z") k () y�1 = m�1 �m�1 (zk)m�1"

() y�1 = m�1 �
�
m�1z

� �
km�1� "

elde edilir ki

y�1 = m�1 �
�
m�1z

� �
km�1� " () y�1z" = m�1z"

oldu�gu dikkate al�narak

y�1 = m�1 �
�
m�1z

� �
km�1� " () y�1 = m�1 � (y�1z)

�
km�1� "

bulunur. Bu durumda

F (1; y; z") 2 F ([m; 1; k])
sonucu elde edilir.
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2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda y nin I da olup
olmad��g�na ba�gl� olarak iki alt durum söz konusudur.

2.1. y 2 I ise:

F (1; y; z") = (y; 1; z") ve F ([1; n"; p]) = [n"; 1; p]

olup F(1; y; z") =2F([1; n"; p]) oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.
2.2. y =2 I ise:

F (1; y; z") =
�
1; y�1; (y�1z)"

�
ve F ([1; n"; p]) = [n"; 1; p]

olup F(1; y; z") =2F([1; n"; p]) dir. Çünkü F(1; y; z") 2F([1; n"; p]) olsayd� y�1 = n" +

(y�1z)p" olurdu ki bu y =2 I ile bir çelişki verirdi.
3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. O zaman z" = q" + yn" olur. Bu durumda y nin I da

olup olmad��g�na ba�gl� olarak iki alt durum söz konusudur.

3.1. y 2 I ise:

F (1; y; z") = (y; 1; z") ve F ([q"; n"; 1]) = [(n"; q"; 1]

olup z" = q"+ yn" eşitli�gi hem

(1; y; z") 2 [q"; n"; 1]

in hem de

F (1; y; z") 2 F ([q"; n"; 1])
in gerek ve yeter şart�d�r.

3.2. y =2 I ise:

F (1; y; z") =
�
1; y�1; (y�1z)"

�
ve F ([q"; n"; 1]) = [(n"; q"; 1]

olup

z" = q"+ yn" () y�1z" = y�1q"+ n" () F (1; y; z") 2 F ([q"; n"; 1])

sonucu elde edilir.

III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

F (w"; 1; z") = (1; w"; z")

dir.

1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumdam nin I da olup
olmad��g�na ba�gl� olarak iki alt durum söz konusudur.
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1.1. m 2 I ise: F([m; 1; k]) = [1;m; k] olup F(w"; 1; z") =2F([m; 1; k]) oldu�gu yine
koordinatlamadan aç�kt�r.

1.2. m =2 I ise: F([m; 1; k]) = [m�1; 1;�km�1] olup

F (w"; 1; z") =2 F ([m; 1; k])

d�r. Çünkü F(w"; 1; z") 2F([m; 1; k]) olsayd� w" = m�1 � (z") (km�1) olurdu ki bu m =2 I
ile bir çelişki verirdi.

2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda F([1; n"; p]) = [n"; 1; p] olur ve

w" = n"+ (z") p () F (w"; 1; z") 2 F ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olmas� için gerek ve yeter şart z" = n" olmas�d�r. Di�ger

taraftan

F ([q"; n"; 1]) = [n"; q"; 1]

olup

F (w"; 1; z") 2 F ([q"; n"; 1])
olmas� için gerek ve yeter şart�n z" = n" olmas� oldu�gu da aşikard�r.

Böylece F dönüşümününmümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu göster-

miş olduk.

F dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum(i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.

i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda F(x; y; 1) =

(y; x; 1) dir.

1. F(u; v; 1) = (v; u; 1) olup bu durumda

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I () (y; x; 1) � (v; u; 1)

elde edilir.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. (1; u; v") noktas�n�n I1 al-

t�ndaki görüntüsü u nun I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden iki alt durum söz

konusudur.

2.1. u =2 I ise (x; y; 1) � (1; u; v") ve F(1; u; v") = (1; u�1; (u�1v)") dur. Bu
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durumda

(y; x; 1) �
�
1; u�1; (u�1v)"

�
oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

2.2. u 2 I ise (x; y; 1) � (1; u; v") ve F(1; u; v") = (u; 1; v") dur. Bu durumda

(y; x; 1) � (u; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. F(u"; 1; v") = (1; u"; v") olup

(y; x; 1) � (1; u"; v") oldu�gu yine koordinatlamadan bellidir.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () F(1; y; z") �F(u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. (1; y; z") ve (1; u; v") noktalar�n�n F alt�ndaki görüntüsü y ve u nun I da olup ol-

mad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden üç alt durum söz konusudur.

2.1. y =2 I ve u =2 I ise F(1; y; z") = (1; y�1; (y�1z)") ve

F (1; u; v") =
�
1; u�1; (u�1v)"

�
dur. Bu durumda

(1; y; z") � (1; u; v") ()
�
1; y�1; (y�1z)"

�
�
�
1; u�1; (u�1v)"

�
oldu�gu I1 in I. durumunun 1.1. ş�kk�ndaki işlemlerden aç�kt�r.

2.2. y 2 I ve u =2 I ise F(1; y; z") = (y; 1; z") ve F(1; u; v") = (1; u�1; (u�1v)")

dur. Bu durumda (y; 1; z") � (1; u�1; (u�1v)") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. y 2 I ve
u =2 I oldu�gundan, y � u =2 I d�r, dolay�s�yla (1; y; z") � (1; u; v") dir.

2.3. y 2 I ve u 2 I ise F(1; y; z") = (y; 1; z") ve F(1; u; v") = (u; 1; v") dur. Bu

durumda

(1; y; z") � (1; u; v") () (y; 1; z") � (u; 1; v")
oldu�gu aç�kt�r.

3. (1; y; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir. F(u"; 1; v") = (1; u"; v") dir

ve (1; y; z") nin F alt�ndaki görüntüsü y nin I da olup olmad��g�na ba�gl� olarak de�gişti�ginden

iki alt durum söz konusudur.

3.1. y =2 I ise F(1; y; z") = (1; y�1; (y�1z)") dur. Bu durumda y�1 � u" =2 I

oldu�gundan (1; y�1; (y�1z)") � (1; u"; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.
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3.2. y 2 I ise F(1; y; z") = (y; 1; z") dur. Bu durumda (y; 1; z") � (1; u"; v")

oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda F(w"; 1; z") =

(1; w"; z") dur.

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () F(w"; 1; z") �F(u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () F(w"; 1; z") �F(1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. F(u"; 1; v") = (1; u"; v") dir ve bu durumda

(w"; 1; z") � (u"; 1; v") () (1; w"; z") � (1; u"; v")

elde edilir.

F dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde F dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
Yard�mc� Teorem 2.3.7: Gs dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.
�Ispat. Gs dönüşümünün üzerinde olma ba�g�nt�s�n� sa�glad��g�n� yine durumlara ay�rarak

direkt hesaplama yöntemi ile kolayca gösterebiliriz:

I. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda Gs (x; y; 1) =

(x; y � xs; 1) dir.

1. (x; y; 1) 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda

Gs ([m; 1; k]) = [m� s; 1; k]

olup

y = xm+ k () y � xs = x (m� s) + k () Gs (x; y; 1) 2 Gs ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (x; y; 1) 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda

Gs ([1; n"; p]) = [1; n"; p+ ((ps)n)"]
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olup

x = y (n") + p () x = y (n") + p� (xs)n"+ (xs)n"
elde edilir ki x = y (n") + p oldu�gunu dikkate alarak

x = y (n") + p� (xs)n"+ (xs)n" () x = (y � xs)n"+ p+ ((ps)n)"

bulunur. Bu durumda Gs (x; y; 1) 2Gs ([1; n"; p]) sonucu elde edilir.
3. (x; y; 1) =2 [q"; n"; 1] oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Bu durumda

Gs ([q"; n"; 1]) = [(q + sn)"; n"; 1]

olup

Gs (x; y; 1) =2 Gs ([q"; n"; 1])
oldu�gu yine koordinatlamadan aç�kt�r.

II. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda Gs (1; y; z") =

(1; y � s; z") dir.

1. (1; y; z") 2 [m; 1; k] olsun. Bu durumda

Gs ([m; 1; k]) = [m� s; 1; k]

olup

y = m+ (z") k () y � s = m� s+ (z") k () Gs (1; y; z") 2 Gs ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (1; y; z") =2 [1; n"; p] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Bu durumda

Gs ([1; n"; p]) = [1; n"; p+ ((ps)n)"]

olup

Gs (1; y; z") =2 Gs ([1; n"; p])
oldu�gu yine koordinatlamadan aç�kt�r.

3. (1; y; z") 2 [q"; n"; 1] olsun. Bu durumda

Gs ([q"; n"; 1]) = [(q + sn)"; n"; 1]

olup

z" = q"+ y (n") () z" = (q + sn)"+ (y � s)n"

() Gs (1; y; z") 2 Gs ([q"; n"; 1])

sonucu bulunur.
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III. DURUM: Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

Gs (w"; 1; z") = (w"; 1; z")

dir.

1. (w"; 1; z") =2 [m; 1; k] oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Burada,

Gs ([m; 1; k]) = [m� s; 1; k]

olup koordinatlamadan dolay�

Gs (w"; 1; z") =2 Gs ([m; 1; k])

sonucu bulunur.

2. (w"; 1; z") 2 [1; n"; p] olsun. Bu durumda

Gs ([1; n"; p]) = [1; n"; p+ ((ps)n)"]

olur ve

w" = n"+ (z") p () w" = n"+ (z") (p+ ((ps)n)")

() Gs (w"; 1; z") 2 Gs ([1; n"; p])

sonucu bulunur.

3. (w"; 1; z") 2 [q"; n"; 1] olmas� için gerek ve yeter şart z" = n" olmas�d�r. Di�ger

taraftan

Gs ([q"; n"; 1]) = [(q + sn)"; n"; 1]

olup ayn� eşitlik

Gs (w"; 1; z") 2 Gs ([q"; n"; 1])
olmas�n�n da gerek ve yeter şart�d�r.

Böylece Gs dönüşümününmümkün bütün durumlarda üzerinde olmay� korudu�gunu göster-

miş olduk.

Gs dönüşümünün noktalar için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, nokta tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum (i-iii) söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her

biri yine nokta tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r.

i. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (x; y; 1) olsun. Bu durumda Gs (x; y; 1) =

(x; y � xs; 1) dir.
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1. Gs (u; v; 1) = (u; v � us; 1) olur ve bu durumda

(x; y; 1) � (u; v; 1) () x� u 2 I ^ y � v 2 I

() x� u 2 I ^ y � v � (x� u) s 2 I

() x� u 2 I ^ y � xs� (v � us) 2 I

() (x; y � xs; 1) � (u; v � us; 1)

elde edilir.

2. (x; y; 1) � (1; u; v") oldu�gu koordinatlamadan aç�kt�r. Gs (1; u; v") = (1; u� s; v")

olup (x; y � xs; 1) � (1; u� s; v") oldu�gu koordinatlamadan aşikard�r.

3. (x; y; 1) � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bilinmektedir. Gs (u"; 1; v") =

(u"; 1; v") olup yine koordinatlamadan dolay� (x; y � xs; 1) � (u"; 1; v") dir.

ii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (1; y; z") olsun. Bu durumda Gs (1; y; z") =

(1; y � s; z") dur.

1. (1; y; z") � (u; v; 1) () Gs (1; y; z") �Gs (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 2. ş�kk�nda

gösterilmiştir.

2. Gs (1; u; v") = (1; u� s; v") olup

(1; y; z") � (1; u; v") () y � u 2 I () (1; y � s; z") � (1; u� s; v")

sonucu bulunur.

3. (1; y; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir. Gs (u"; 1; v") = (u"; 1; v")

olup (1; y � s; z") � (u"; 1; v") oldu�gu koordinatlamadan bellidir.

iii. DURUM. Al�nan noktan�n koordinatlar� (w"; 1; z") olsun. Bu durumda

Gs (w"; 1; z") = (w"; 1; z")

dur.

1. (w"; 1; z") � (u; v; 1) () Gs (w"; 1; z") �Gs (u; v; 1) oldu�gu i. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

2. (w"; 1; z") � (1; u; v") () Gs (w"; 1; z") �Gs (1; u; v") oldu�gu ii. durumun 3.

ş�kk�nda gösterilmiştir.

3. Gs (u"; 1; v") = (u"; 1; v") olup bu durum için komşuluk ba�g�nt�s�n�n korundu�gu

aşikard�r.
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Gs dönüşümünün do�grular için komşuluk ba�g�nt�s�n� korudu�gunun ispat�, do�gru tiplerine

göre de�gişiklik arz edece�ginden üç durum söz konusudur. Ayr�ca bu durumlar�n her biri

yine do�gru tiplerine göre üç alt k�sma ayr�lacakt�r. Tüm durumlarda komşuluk ba�g�nt�s�n�n

korundu�gu noktalar için yap�lan işlemlere çok benzeyen işlemlerle görülebilmektedir.

O halde Gs dönüşümüM(A) n�n bir kolinasyonudur.�
Şimdi bu kolinasyonlar� kullanarak M(A) daki aşa�g�daki önemli önermeleri ispatlaya-

biliriz. �Ilk önermede kolinasyonlar grubunun 3-genler üzerinde geçişken oldu�gu gösterilecek

sonra da koordinatlama baz�n�n key� seçimine imkan tan�yacak olan G nin 4-genler üzerinde
geçişkenli�gini ispatlayaca�g�z.

Teorem 2.3.8: M(A) n�n G kolinasyonlar grubu 3-genler üzerinde geçişkendir.
�Ispat. (P;Q;R), M(A) da bir 3-gen olsun. P;Q;R yi koordinatlama baz�n�n s�ras�yla

O = (0; 0; 1) ; U = (1; 0; 0) ; V = (0; 1; 0) elemanlar�na dönüştüren bir kolinasyonun var

oldu�gunu gösterece�giz. �IşeQR do�grusunu UV do�grusuna dönüştüren bir dönüşüm bulmakla

başlayaca�g�z. J1 ile gösterece�gimiz bu dönüşüm QR do�grusuna ba�gl� olarak aşa�g�daki üç

şekilde bulunur:

E�ger QR = [a; 1; b] biçiminde bir do�gru ise, bu takdirde J1 :=I1�T�b;0�F�Ga olarak
al�nabilir.

[a; 1; b]
Ga�! [0; 1; b]

F�! [1; 0; b]
T�b;0�! [1; 0; 0]

I1�! [0; 0; 1] = UV ;

E�ger QR = [1; n"; p] ise bu takdirde J1 :=I1�T�p;0�F�Gn"�F ve e�ger QR = [m"; n"; 1] ise
bu takdirde J1 :=I1�T�m";0�F�Gn"�F�I1 kolinasyonu istenilen özellikteki dönüşüm oldu�gu
kolayca görülebilir. Bu durumda J1 (R) 2 UV oldu�gundan J1 (R) ya (1; x; 0) ya da (x; 1; 0)
formunda olmak zorundad�r. E�ger J1 (R) = (1; x; 0) ise bu takdirde J2 :=F�Gx olarak
al�n�rsa J2 (J1 (R)) = V olur.

(1; x; 0)
Gx�! (1; 0; 0)

F�! (0; 1; 0) = V

E�ger J1(R) = (x; 1; 0) ise bu takdirde J2 :=F�Gx�F olarak al�n�rsa J2 (J1 (R)) = V olur.

Kolinasyonlar komşulu�gu korudu�gu için ayn� komşulukta olmayan Q ve R noktalar�n�n

J2�J1 kolinasyonu alt�ndaki resimleri de ayn� komşulukta olamaz. Bu halde (J2 � J1) (R) =
V oldu�gu dikkate al�n�rsa (J2 � J1) (Q) noktas� (1; y; 0) formunda olmak zorundad�r. Bu
takdirde J3 :=Gy olarak seçilirse (1; y; 0) noktas� J3 yard�m�yla U ya resmedilmiş olur.
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(J3 � J2 � J1) (R) = V ve (J3 � J2 � J1) (Q) = U oldu�gundan (J3 � J2 � J1) (P ) noktas�
UV = [0; 0; 1] do�grusuna yak�n de�gildir ve bu yüzden de (J3 � J2 � J1) (P ) noktas� (x; y; 1)
formunda bir nokta olmak zorundad�r. Bu takdirde J4 :=T�x;�y olarak al�n�rsa

(J4 � J3 � J2 � J1) (P ) = J4 (x; y; 1) = (0; 0; 1) = O:

elde edilir.

Sonuç olarak � = J4�J3�J2�J1 kolinasyonu istenildi�gi gibi (P;Q;R) üçgenini (O;U; V )
ye dönüştürür:�

T ve N nin tan�mlar�n� kullanarak ispatlanabilen aşa�g�daki yard�mc� teoremi (Blunck,

1991b) den veriyoruz.

Yard�mc� Teorem 2.3.9: E�ger x 2 A ve T (x) = 0 ise bu takdirde x2 = �N(x) dir.
Bu bölümün ana sonucu olan Teorem 2.3.12 nin ispat�ndaki baz� hesaplamalar için kul-

lan�lacak bir yard�mc� teorem veriyoruz.

Yard�mc� Teorem 2.3.10: s 2 A, s =2 Z, c 2 Z olsun. Bu takdirde t(su) = t(us) = c ve

t(u) = 0 özelli�ginde s�f�rdan farkl� bir u 2 A vard�r.
�Ispat. A n�n bir baz� (e0 = 1; e1; e2; :::; e7), A n�n merkezi Z ve c1; c2; c3 2 Z ise

(Jacobson, 1985, s. 448) da bu baz için verilen çarp�m tablosundaki (bak. Çizelge 2.1.1)

s�f�rdan farkl� parametreler olsun. s =
P7

i=0 siei =2 Z oldu�gundan en az bir k 2 f1; 2; 3; ::; 7g
için sk 6= 0 d�r.

v0 = s0; v1 = c1s1; v2 = c2s2; v3 = �c1c2s3; v4 = c3s4; v5 = �c1c3s5; v6 =
�c2c3s6; v7 = c1c2c3s7 olarak al�n�rsa bu takdirde c1; c2; c3 ve sk skalerleri Z nin s�f�rdan

farkl� elemanlar� oldu�gundan vk 6= 0 d�r. i = 1; 2; :::; 7 ve i 6= k için ui 2 Z lerin en az birini
s�f�rdan farkl� olacak biçimde key� seçerek (böylece u 6= 0 olur)

u0 = 0; uk = v�1k

0BBBBB@c�
7X

i = 1
i 6= k

viui

1CCCCCA ;

alal�m. u =
P7

i=0 uiei için u0 = 0 oldu�gundan t(u) = 0 ve
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t(su) = t(us) =

7X
i=0

viui =

7X
i=1

viui =

0BBBBB@
7X

i = 1
i 6= k

viui + vkuk

1CCCCCA

=

0BBBBB@
7X

i = 1
i 6= k

viui +

0BBBBB@c�
7X

i = 1
i 6= k

viui

1CCCCCA

1CCCCCA = c

elde edilir ki bu istenilen özellikte bir u nun varl��g�n� ifade eder�
A n�n elemanlar�n�n T iz formu, A daki t iz formu cinsinden 8x = x1 + x2" 2 A için

T (x) =t(x1)+t(x2)" biçiminde tan�mlanm�şt�. Yard�mc� Teorem 2.3.10 unA ya genişletilmişi
olan aşa�g�daki önerme bu tan�m kullan�larak kolayca ispatlanabilir.

Yard�mc� Teorem 2.3.11: s 2 A, s =2 Z(A), c 2 Z(A) olsun. Bu takdirde T (su) =
T (us) = c ve T (u) = 0 özelli�ginde bir u 2 Ar I vard�r.
Moufang düzlemleri için (Çiftçi, 1988) de verilen teoremin benzerini bu bölümün ana

sonucu olarak ifade edebiliriz.

Teorem 2.3.12: G 4-genler üzerinde geçişkendir (Çelik, 2007).
�Ispat. (P;Q;R; S)M(A) da bir 4-gen olsun. G nin P;Q;R; S yi s�ras�ylaU; V; (1; 1; 1) ; O

ya dönüştüren bir eleman�n var oldu�gunu göstermek ispat için yeterlidir. Teorem 2.3.8 den

P; Q; R yi s�ras�yla U; V; (0; 1; 1) e dönüştüren bir � dönüşümün var oldu�gunu

biliyoruz. QR ve PS do�grular�n�n arakesit noktas�n� Y ile gösterelim. Bu takdirde � (Y )

noktas� � (P ) ; � (Q) ; � (R) noktalar�na komşu olamayaca�g� için bu nokta b � 1 =2 I ol-
mak üzere (0; b; 1) formundad�r ve bu yüzdende � (S) noktas� a =2 I olmak üzere (a; b; 1)
formundad�r. Bu nedenle � dönüşümü P;Q;R; S yi s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (0; 1; 1) ; (a; b; 1)

noktalar�na dönüştürür. Bu noktalara T�a;�b uygulan�rsa s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (�a; 1� b; 1) ; (0; 0; 1)
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noktalar� elde edilir. c = �a(1� b)�a olmak üzere bu noktalara La uygulan�rsa s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (�N(a); c; 1) ; (0; 0; 1)

noktalar� bulunur.

Dikkat edilirse a =2 I, 1 � b =2 I oldu�gundan c =2 I d�r. Bu elde edilen son dört noktaya
S1;�N(a)�1 uygulan�rsa s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; c; 1) ; (0; 0; 1)

elde edilir.

c = c1 + c2" için iki durum söz konusudur:

1. E�ger T (c) = t(c1) + t(c2)" 2 I ise bu takdirde t(c1) = 0 d�r. Burada da iki alt durum
vard�r.

1.1. E�ger t(c2) = 0 ise bu takdirde T (c) = 0 d�r ve Yard�mc� Teorem 2.3.9 den

dolay� da c2 = �N(c) dir. Fc dönüşümü

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; c; 1) ; (0; 0; 1)

noktalar�n� s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (�N(c);�N(c); 1) ; (0; 0; 1)

noktalar�na dönüştürür.

Bu son noktalara S�N(c)�1;�N(c)�1 uygulan�rsa s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; 1; 1) ; (0; 0; 1)

noktalar� elde edilir ki bunlar istenilen özellikteki noktalard�r.

1.2. E�ger t(c2) 6= 0 ise bu takdirde Yard�mc� Teorem 2.3.10 gere�gi s1 6= 0 6=
s2; t(s1) = t(s2) = 0; t(s1c1) = 0; t(c1s2) = �t(s1c2) özelli�ginde s1; s2 2 A vard�r.

s = s1 + s2" al�rsak T (s) = t(s1) + t(s2)" = 0 olur.

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; c; 1) ; (0; 0; 1)

noktalar�na Fs uygulan�rsa bu noktalar s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ;
�
s2; sc; 1

�
; (0; 0; 1)

noktalar�na dönüşür. Yard�mc� Teorem 2.3.9 den dolay� da s2 = �N(s) dir. Son olarak elde
edilen noktalara S1;�N(s)�1 uygulan�rsa s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; sc; 1) ; (0; 0; 1)
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elde edilir ki burada T (sc) = 0 d�r. Bu durumda ispat�n geri kalan k�sm� için 1.1 i takip

ederiz.

2. E�ger T (c) = t(c1) + t(c2)" =2 I ise bu takdirde t(c1) 6= 0 d�r. Yard�mc� Teorem 2.3.10
den dolay� d1 6= 0; t(c1d1) = 0; t(d1) = t(d2) = 0 özelli�ginde bir d = d1 + d2" 2 A vard�r
ve Yard�mc� Teorem 2.3.9 den dolay� da d2 = �N(d) dir. Bu durumda Fd dönüşümü

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; c; 1) ; (0; 0; 1)

noktalar�n� s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (�N(d); dc; 1) ; (0; 0; 1)

noktalar�na dönüştürür. Bu noktalara son olarak S1;�N(d)�1 uygulan�rsa T (dc) 2 I olmak

üzere s�ras�yla

(1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (1; dc; 1) ; (0; 0; 1)

elde edilir ki ispat�n geri kalan k�sm� için 1 deki yol takip edilir:�
Son teoremin aç�k bir sonucu olarak aşa�g�daki sonucu belirtebiliriz.

Sonuç 2.3.13: M(A) n�n koordinatlanmas�, koordinatlama baz�n�n seçiminden ba�g�m-
s�zd�r.



3. M(A)MOUFANG-KLINGENBERG DÜZLEMLER�INDE Ç�IFTE ORAN

Çifte oran projektif geometrinin belli dönüşümler alt�nda de�gişmez kalan tek say�sal

kavram� oldu�gundan büyük öneme haizdir. �Iki alt başl�k alt�nda verilecek olan bu bölümün

ilk k�sm�nda, ele al�nan projektif düzlemin cebirsel yap�s�na ba�gl� olarak çifte oran tan�m�n�

ve özelliklerini Pappus, Dezarg ve Moufang düzlemlerinde ele alaca�g�z. �Ikinci k�s�mda ise

M(A) Moufang-Klingenberg düzlem s�n�f�nda çifte oran tan�m�n� tüm düzleme genişletip,
do�gru tiplerine göre verilen do�grudaş dört noktan�n çifte oran� için kolay bir hesaplama

metodu vermeye çal�şaca�g�z. Ayr�ca, bu son k�s�mda Moufang düzlemlerinde iyi bilinen

baz� sonuçlar�nM(A) daki karş�l�klar�n� inceleyece�giz.

3.1. Projektif Düzlemlerde Çifte Oran

Bu k�s�mda kaynak belirtilmeden verilen bilgiler için (Stevenson, 1972) ve (Kaya, 1992)

den faydalan�lm�şt�r.

Çifte oran tan�m� Öklid geometrisinde metrik kavramlar kullan�larak verilir. Öklid düzle-

minde do�grudaşA;B;C;D noktalar�n�n çifte oran� AC
AD

: BC
BD
olarak tan�mlan�r ve (A;B;C;D)

ile gösterilir.

Biz çifte oran�n Öklid düzlemindeki bilinen sonuçlar� ile de�gil, çifte oran�n projektif

düzlemlerdeki konumu ile ilgilenece�giz. Çifte oran projektif düzlemlerde ifade edilebilen

tek say�sal özelliktir, yani projektif dönüşümler alt�nda de�gişmez kalan tek say�sal ifadedir.

Bu onun projektif düzlemlerdeki büyük önemini aç�kca göstermektedir.

Burada noktadaş do�grular için çifte oran tan�m�, harmoniklik ve bunlarla ilgili bilinen

özelliklere de�ginmeden do�grudaş noktalar�n çifte oran�n�n baz� özelliklerinden k�saca bahsede-

ce�giz.

Bir Pappus düzlemi, cebirsel yap�s� bir F cismi olan ve reel düzleme çok benzer özel-
liklere sahip en iyi bilinen projektif düzlemdir. Çifte oran kavram� Pappus düzlemlerinde

A = (a1; a2) ; B = (b1; b2) ; C = (c1; c2) ; D = (d1; d2) olmak üzere

(A;B;C;D) =
(a1c2 � a2c1) (b1d2 � b2d1)

(a1d2 � a2d1) (b1c2 � b2c1)
(3.1)
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biçiminde verilmiştir (Fishback, 1962). Şayet A = (a1; a2) ; B = (b1; b2) ; C = (c1; c2) ;

D = (d1; d2) yerine s�ras�yla a = a1
a2
, b = b1

b2
, c = c1

c2
, d = d1

d2
al�n�rsa (3.1) deki çifte oran

tan�m�

(A;B;C;D) =
(a� c) (b� d)

(a� d) (b� c)
= (a; b; c; d)

olarak da ifade edilebilir (Horadam, 1970).

Çifte oran�n Öklid düzlemindeki özellikleri hemen hemen tamam�yla Pappus düzlem-

lerinde geçerlidir.

Dezarg düzlemlerinde durum biraz farkl�d�r. Çünkü bir Dezarg düzlemine karş�l�k ge-

len cebir yap�s� bir bölümlü halkad�r. Dolay�s�yla de�gişme özelli�gi var kabul edilemez. Bu

yüzden de baz� k�s�tlamalar söz konusudur.

Biz bir Dezarg düzleminde çifte oran kavram�n�n tan�m�n� ve baz� özelliklerini (Steven-

son, 1972) den al�p homogen koordinatlar� kullanarak veriyoruz. Bunun için verece�gimiz

tüm özellikler, her cisim bir bölümlü halka oldu�gundan, Pappus düzlemlerinde de geçerlidir.

B bir bölümlü halka, IP2B onun üzerine kurulan projektif düzlem ve A;B;C de IP2B
nin koordinatlar� ai; bi; ci; i = 1; 2; 3 olan farkl� ve do�grudaş üç noktas� olsun. Bu durumda

ci = ai + bi iken di = ai s + bi t, r = st�1 şart�yla tan�mlanan D noktas�na C için A ve B

ye göre [r] oran�nda nokta denir. [r], fk�1rk j k 2 Bg ile belirlenir ve [r] ye D nin C için
A ve B ye göre çifte oran� denir, (A;B;C;D) ile gösterilir. Bu tan�ma göre [r], B üzerinde
"r � r0 , r0 = k�1rk olacak şekilde 9k 2 B vard�r." tan�m� ile verilen denklik ba�g�nt�s�
ile üretilmiş bir denklik s�n�f� olur. Dolay�s�yla her r0 2 [r] için [r0] = [r] dir. Böyle bir

denklik s�n�f�n�n tek elemandan ibaret olmas� için gerek ve yeter şart r nin B nin merkezinde
olmas�d�r. Şayet B bir cisim ise [r] çifte oran� tek elemanl� frg kümesidir. Buradan bir
Pappus düzleminde [r] nin tek elemanl� küme oldu�gu ç�kar. Çifte oran kümesi için r temsilci

olarak al�n�r.

Yukar�da verilen çifte oran kavram�n�n iyi tan�ml� oldu�gunu kolayca gösterebiliriz:

Farzedelim ki a0i; b0i; c0i; d0i de s�ras�yla A;B;C;D nin c0i = a0i + b
0
i şart�n� sa�glayan koordinat-

lar� olsun. c0i = a0i+ b
0
i oldu�gundan aik = a0i; bik = b0i; cik = c0i olacak biçimde k 2 B vard�r.

d0i = din = (ai s+ bi t)n = (a0ik
�1 s+ b0ik

�1 t)n ve buradan oran� [k�1snn�1t�1k] =
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[k�1 (st�1) k] = [k�1rk] = [r] olarak hesaplan�r. Dolay�s�yla çifte oran koordinat seçimin-

den ba�g�ms�zd�r.

D noktas� ve A noktas� ayn� olabilir. Bu durumda t = 0 olup usulen r = 1 yaz�l�r. Bu

sembolün aşa�g�daki özellikleri kabul edilir:

1�1 = 0; 0�1 =1; �1 =1; 1:1 =1

1+ c = c+1 =1; c 6= 0 için1:c = c:1 =1

dur ve

1�1; 1:0; 0:1;
1
1

sembollerine hiçbir anlam verilmez.

Buradan r = 1 ise [r] s�n�f� bir tek elemandan ibaret say�labilece�gi görülür. A;B;C

ve r verildi�ginde (A;B;C;D) = [r] denklemini sa�glayan D noktas� di = ai c
�1rc + bi ile

verilir ki c 6= 0 B de key� bir sabittir. Bu yüzden D nin bir tek olarak belirtilmesi için gerek
ve yeter şart r nin B nin merkezinde olmas�d�r.
Sonuç 3.1.1: D noktas� ve r aras�ndaki eşlemenin birebir olmas� için gerek ve yeter şart

B nin komütatif olmas�d�r.
Teorem 3.1.2: E�ger (A;B;C;D) = [r] ve f de f : A;B;C;D ! A0; B0; C 0; D0 özel-

li�ginde bir izdüşellik ise (A0; B0; C 0; D0) = [r] dir (Stevenson, 1972).

Teorem 3.1.3: (A;B;C;D) = [r] iken

(A;B;C;D) = (B;A;D;C) = (C;D;A;B) = (D;C;B;A) = [r]

(B;A;C;D) = (A;B;D;C) = (D;C;A;B) = (C;D;B;A) = [r]�1 :=
�
r�1
�

(A;C;B;D) = (B;D;A;C) = (C;A;D;B) = (D;B;C;A) = 1� [r] := [1� r]

(B;C;A;D) = (A;D;B;C) = (D;A;C;B) = (C;B;D;A) =
�
1� (1� r)�1

��1
=

�
1� r�1

�
(C;A;B;D) = (D;B;A;C) = (A;C;D;B) = (B;D;C;A) = [1� r]�1 =

�
(1� r)�1

�
(C;B;A;D) = (D;A;B;C) = (A;D;C;B) = (B;C;D;A) =

�
�r (1� r)�1

�
=

�
1� (1� r)�1

�
dir (Stevenson, 1972).

Teorem 3.1.4: A;B;C;D; IP2B nin koordinatlar� ai; bi; ci; di; i = 1; 2; 3 olan farkl� ve
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do�grudaş dört noktas� olup ci = ai + bi ve H(AB;CD) olsun. Bu durumda (A;B;C;D) =

[�1] dir (Stevenson, 1972).
D noktas�n�nA;B veyaC ile çak�şmas� için gerek ve yeter şart (A;B;C;D) çifte oran�n�n

s�ras�yla 1; 0 veya 1 olmas�d�r. �1 say�s�n�n 1 ve 0 a eşit olmad��g� aç�kt�r. �1 = 1 ol-

mas� için gerek ve yeter şart B nin karakteristi�ginin 2 olmas�d�r. Bu sebeple karB 6=2 ve
H(AB;CD) iken D noktas� A;B;C den farkl� dördüncü bir noktad�r. Dolay�s�yla IP2B de
Fano aksiyomu geçerlidir. Aşa�g�daki teorem bunun çift yönlü işledi�gini ifade eder.

Teorem 3.1.5: IP2B projektif düzleminin P6 Fano aksiyomunu sa�glamas� için gerek ve
yeter şart B bölümlü halkas�n�n karakteristi�ginin 2 den farkl� olmas�d�r (Kaya, 1992).
Her cisim bir bölümlü halka oldu�gundan F nin karakteristi�gi 2 den farkl� olma koşulu

alt�nda her IP2F cisim düzlemi Fano aksiyomunu gerçekler. Özel olarak F =R, Q ve C için
F nin karakteristi�gi s�f�r oldu�gundan Fano aksiyomu sa�glan�r.
Moufang düzleminin cebirsel yap�s� bir alterne halka oldu�gundan asosyatif özelli�gi geçerli

kabul edilemez. Dolay�s�yla işlemlerde s�k�nt�lar ve k�s�tlamalar Dezarg düzlemlerinden

fazlad�r. Bu yüzden de çifte oran�n Dezarg düzlemlerinde bilinen baz� özellikleri Moufang

düzlemlerinde geçerli olmamaktad�r.

(Ferrar, 1981) de, Moufang düzleminde [0; 0] do�grusu üzerindekiA = (a; 0) ; B = (b; 0) ;

C = (c; 0), D = (d; 0) noktalar� için çifte oran�n aşa�g�daki cebirsel tan�m� verilmiştir:

(A;B;C;D) = (a; b; c; d) :=<
�
(a� d)�1 (b� d)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

Burada < x > ile çal�ş�lan Moufang düzleminin H koordinatlama halkas�nda x in < x >=

fy�1xy j y 2 Hg eşlenik s�n�f� gösterilmektedir. Çifte oran�n bu tan�m�nda A, B, C, D
noktalar�ndan herhangi biri1 ise1 u bulunduran çarpanlar silinir.

Teorem 3.1.6: Fano aksiyomunu sa�glayan bir Moufang düzleminde H(AB;CD) ve

H(AB;CD0) ise bu takdirde D = D0 dür (Stevenson, 1972).

Teorem 3.1.7: Moufang düzleminde [0; 0] do�grusu üzerinde farkl� dört nokta A, B, C,

D olsun. Bu takdirde H(AB;CD) olmas� için gerek ve yeter şart (A;B;C;D) =< �1 >
olmas�d�r (Ferrar, 1981).

Biz bundan sonraki k�s�mda MK-düzlemlerinin özel bir s�n�f� olanM(A) MK- düzlem-
lerinde çifte oran�n özelliklerini incelemeye çal�şaca�g�z. Bunu Moufang düzlemlerinde



68

geçerli özelliklerin hangilerininM(A)MK-düzlemlerinde geçerli oldu�gunu bulmaya çal�şarak
yapaca�g�z. Dolay�s�yla çifte oran�n Moufang düzlemlerindeki baz� özellikleriniM(A)MK-
düzlemleri ile paralel ele alaca�g�z.

3.2. M(A)Moufang-Klingenberg Düzlemlerinde Çifte Oran
Moufang-Klingenberg düzlemlerinde çifte oran kavram�n� tan�mlay�p temel özelliklerini

belirlemeye çal�şt��g�m�z bu k�s�mda (Blunck, 1991c), (Blunck, 1991b), (Ferrar, 1981) ve

(Çelik, 1995) faydalan�lan başl�ca kaynaklard�r.

M(A) düzleminde çifte oran tan�m�n� vermeden önce bu k�s�mda kullanaca�g�m�z baz�
kavramlar� tan�mlay�p aralar�ndaki ilişkileri belirleyen iki yard�mc� teorem veriyoruz.

Tan�m 3.2.1: A üzerinde tan�ml�,

tu (x) = x+ u; u 2 A (3.2)

ru (x) = xu; u 2 A n I (3.3)

i (x) = x�1 (3.4)

lu (x) = ux = (iru�1i) (x) ; u 2 A n I (3.5)

dönüşümlerine s�ras�yla u ile öteleme (veya k�saca öteleme), u ile sa�g çarpma (veya k�saca

sa�g çarpma), invers alma ve u ile sol çarpma (veya k�saca sol çarpma) dönüşümleri denir.

Yard�mc� Teorem 3.2.2: (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) tipinden tüm permütasyonlar bir grup

üretir.

Gösterim: Yard�mc� Teorem 3.2.2 de ifade edilen grup � ile gösterilir.

Yard�mc� Teorem 3.2.3: g := OV = [1; 0; 0] olmak üzere Gi(g) yani g nin izdüşellikler
grubu � ya eşittir (Blunck, 1991c).

ŞimdiM(A)MK-düzleminde çifte oran kavram�n� ele alal�m.
M(A) düzleminde g do�grusunun ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan A = (0; a; 1),

B = (0; b; 1), C = (0; c; 1), D = (0; d; 1), ve z 2 I olmak üzere Z = (0; 1; z) noktalar� için
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çifte oran aşa�g�daki gibi tan�mlanm�şt�r (Blunck, 1992):

(A;B;C;D) : = (a; b; c; d) =<
�
(a� d)�1 (b� d)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

(Z;B;C;D) : =
�
z�1; b; c; d

�
=<

�
(1� dz)�1 (b� d)

� �
(b� c)�1 (1� cz)

�
>

(A;Z;C;D) : =
�
a; z�1; c; d

�
=<

�
(a� d)�1 (1� dz)

� �
(1� cz)�1 (a� c)

�
>

(A;B;Z;D) : =
�
a; b; z�1; d

�
=<

�
(a� d)�1 (b� d)

� �
(1� zb)�1 (1� za)

�
>

(A;B;C;Z) : =
�
a; b; c; z�1

�
=<

�
(1� za)�1 (1� zb)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

I�1 kümesinin elemanlar�yla ilgili işlemler Tan�m 2.2.8 de verilmiştir.

Aşa�g�daki yard�mc� teorem çifte oran tan�m�n�n bir başka ifadesini verir.

Yard�mc� Teorem 3.2.4: A = (0; a; 1), B = (0; b; 1), C = (0; c; 1), D = (0; d; 1) 2 g

ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan do�grudaş dört nokta olsun. Bu takdirde

(A;B;C;D) =<
�
(a� b)�1 � (a� d)�1

� �
(a� b)�1 � (a� c)�1

��1
> (Blunck, 1991b).

Tan�m 3.2.5: g nin komşulu�gu ve çifte oran� koruyan bir permütasyonuna çifte oran�

koruyan dönüşüm denir.

Gösterim: g nin çifte oran� koruyan tüm dönüşümlerinin kümesi � ile gösterilir.

Yard�mc� Teorem 3.2.6: �, � nun bir alt grubudur (Blunck, 1991b).

Sonuç 3.2.7: Gi(g) grubu çifte oran� korur.
Moufang düzlemleri için (Ferrar, 1981) deki Teorem 2 nin benzeri olan aşa�g�daki teorem

M(A) daki çifte oran hakk�nda önemli bir sonucu belirtir.
Yard�mc� Teorem 3.2.8: M(A) da bir l do�grusu üzerinde ikişer ikişer ayn� komşulukta

olmayanA;B;C noktalar� ve r 2 An(f0; 1g+ I) için< r >= (A;B;C;D) olacak biçimde

bir D � A, B, C noktas� vard�r ve e�ger r 2 Z (") ise D tektir (Blunck, 1991b).
Yard�mc� Teorem 3.2.9: M(A) düzleminde A, B, C, D 2 g ikişer ikişer ayn� komşu-

lukta olmayan noktalar olmak üzere (A;B;C;D) = (B;A;D;C) dir (Blunck, 1991b).

Yard�mc� Teorem 3.2.10: M(A) düzleminde A, B, C, D 2 g ikişer ikişer ayn� komşu-
lukta olmayan noktalar olsun ve herhangi bir x 2 A için < x >�1:=< x�1 > ve

1� < x >:=< 1� x > olarak tan�mlans�n. Bu takdirde aşa�g�daki ifadeler geçerlidir:

i) (A;B;C;D)�1 = (B;A;C;D) dir.

ii) 1� (A;B;C;D) = (A;C;B;D) dir.
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iii) (A;B;C;D) = (B;A;D;C) = (C;D;A;B) = (D;C;B;A) d�r (Blunck, 1991b).

M(A) düzleminde; Yard�mc� Teorem 3.2.9 ve 3.2.10 daki sonuçlardan daha genel olarak,
(Çelik, 1995) den aşa�g�daki sonuçlar� ifade edebiliriz (Bu sonuçlar ilk olarak Möbius taraf�n-

dan reel projektif düzlemler için bulunmuştur (Horadam, 1970, p. 152).):

w 2 (A;B;C;D) olmak üzere;

(A;B;C;D) = (B;A;D;C) = (C;D;A;B) = (D;C;B;A) =< w > (3.6)

(B;A;C;D) = (A;B;D;C) = (D;C;A;B) = (C;D;B;A) =< w >�1

(A;C;B;D) = (B;D;A;C) = (C;A;D;B) = (D;B;C;A) = 1� < w >

(B;C;A;D) = (A;D;B;C) = (D;A;C;B) = (C;B;D;A) = 1� < w >�1

(C;A;B;D) = (D;B;A;C) = (A;C;D;B) = (B;D;C;A) =< 1� w >�1

(C;B;A;D) = (D;A;B;C) = (A;D;C;B) = (B;C;D;A) =< 1� w�1 >�1

dir. Dolay�s�yla bir çifte oran, noktalar�n s�ras�na ba�gl� olarak, en çok 6 farkl� de�ger alabilir.

Şimdi g do�grusunun noktalar� için verilen çifte oran tan�m�n� M(A) MK-düzlemin
tamam�na genişletebiliriz. Bu genişletme,M(A) verilen herhangi bir l do�grusu üzerindeki
noktalar�n çifte oran�n� uygun perspekti�ikler yard�m�yla g do�grusu üzerindeki eşlendikleri

noktalar�n çifte oran� olarak tan�mlamaktan ibarettir. Bu genişletmeyi (Çelik, 1995) den

küçük bir düzenleme ile aşa�g�daki biçimde veriyoruz.

Genişletme 3.2.11: (O;U; V;E),M(A) n�n bir baz� olsun.
1. l = [m; 1; p] ve A, B, C, D 2 l ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan noktalar olsun.

�Iki durum söz konusudur:

1.1. l � U olsun. m 2 I iken [m; 1; p] do�grusu U ya komşu oldu�gundan l �

U için m =2 I d�r. Bu durumda � = �U (g; l) perspekti�i�gi yard�m�yla (A;B;C;D) :=

(� (A) ; � (B) ; � (C) ; � (D)) dir.

1.2. l � U olsun. l nin U ya komşu tüm noktalar� (1; zp+m; z) tipinde oldu�gundan

l � U için (1; zp+m; z) � U olur. O halde zp + m 2 I olup m 2 I d�r. Bu durumda
� = �(1;1;0) (g; l) perspekti�i�gi yard�m�yla (A;B;C;D) := (� (A) ; � (B) ; � (C) ; � (D))

dir.

2. l = [1; n; p] ise, bu takdirde �U (g; l) perspekti�i�gi yard�m�yla (A;B;C;D) :=
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(� (A) ; � (B) ; � (C) ; � (D)) dir.

3. l = [q; n; 1] ise, bu takdirde �(1;0;1) (g; l) perspekti�i�gi yard�m�yla (A;B;C;D) :=

(� (A) ; � (B) ; � (C) ; � (D)) dir.

Yukar�daki tan�mdan aşa�g�daki teoremi elde ederiz. Bu teoremin sonuçlar� bir sonraki

teoremin ispat�ndaki baz� hesaplamalar� kolaylaşt�racakt�r.

Teorem 3.2.12: Yukar�daki genişletmede kullan�lan � dönüşümü alt�nda l do�grusunun

noktalar�n�n görüntüleri aşa�g�daki gibi olur.

1. l = [m; 1; p] ve l do�grusunun A = (a; am+ p; 1) � UV , K = (1;m+ kp; k) � UV

özelli�gindeki noktalar� için,

1.1. E�ger m =2 I ise bu takdirde � (A) = (0; am+ p; 1) ve � (K) = (0; 1;m�1k)

dir.

1.2. E�germ 2 I ise bu takdirde

� (A) = (0; a (m� 1) + p; 1) ve � (K) =
�
0; 1; (m� 1)�1 z

�
dir.

2. l = [1; n; p] ve l do�grusunun A = (an+ p; a; 1) � V ve K = (zp+ n; 1; z) � V

özelli�gindeki noktalar� için � (A) = (0; a; 1) ve � (K) = (0; 1; z) dir.

3. l = [q; n; 1] ve l do�grusununA = (1; a; q + an) � V veK = (k; 1; kq + n) � V özel-

li�gindeki noktalar� için � (A) =
�
0;� [1� (q + an)]�1 a; 1

�
ve � (K) = (0; 1; k (q � 1) + n)

dir.
�Ispat. Teoremin do�grulu�gu her durumda kolay ancak biraz s�k�c� hesaplamalarla gös-

terilebilir ki biz örnek olarak 1.1 ş�kk�n�n ispat�n� veriyoruz. Aç�k olarak,

� (A) = AU \ g

= (a; am+ p; 1) (1; 0; 0) \ [1; 0; 0]

= [0; 1; am+ p] \ [1; 0; 0]

= (0; am+ p; 1)



72

ve

� (K) = KU \ g

= (1;m+ kp; k) (1; 0; 0) \ [1; 0; 0]

=
�
0;m�1k; 1

�
\ [1; 0; 0]

=
�
0; 1;m�1k

�
dir:�
Aşa�g�da ispatlayaca�g�m�z teorem,M(A) da verilen herhangi bir do�gru üzerindeki nokta-

lar�n çifte oran�n�n hesaplanmas� için basit bir yöntem verir.

Teorem 3.2.13: M(A) da bir do�gru üzerindeki noktalar�n çifte oran�, do�gru tiplerine
göre, aşa�g�daki biçimde hesaplanabilir:

E�ger A, B, C, D ve S

1. l = [m; 1; p] do�grusunun A = (a; am+ p; 1), B = (b; bm+ p; 1), C = (c; cm+ p; 1),

D = (d; dm+ p; 1) � UV ve S = (1;m+ sp; s) � UV özelli�ginde,

2. l = [1; n; p] do�grusunun A = (an+ p; a; 1), B = (bn+ p; b; 1), C = (cn+ p; c; 1),

D = (dn+ p; d; 1) � V ve S = (n+ sp; 1; s) � V özelli�ginde,

3. l = [q; n; 1] do�grusunun A = (1; a; q + an), B = (1; b; q + bn), C = (1; c; q + cn),

D = (1; d; q + dn) � V ve S = (s; 1; sq + n) � V özelli�ginde ikişer ikişer komşu olmayan

noktalar� ise bu takdirde

(A;B;C;D) = (a; b; c; d)

(S;B;C;D) =
�
s�1; b; c; d

�
(A; S;C;D) =

�
a; s�1; c; d

�
(A;B;S;D) =

�
a; b; s�1; d

�
(A;B;C; S) =

�
a; b; c; s�1

�
dir.
�Ispat. �Ispat�, teoremin ifadesinde verildi�gi gibi, 3 duruma ay�rararak veriyoruz.

1. Durum. m 2 I vem =2 I olmak üzere 2 durum söz konusudur:
1.1. E�ger m =2 I ise, bu durumda �U (g; l) perspekti�i�gi alt�nda A;B;C;D; S

noktalar� s�ras�yla A0 = (0; am+ p; 1), B0 = (0; bm + p; 1), C 0 = (0; cm+ p; 1), D0 =
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(0; dm+ p; 1), S 0 = (0; 1;m�1s) noktalar�na resmedilir.  := rm�1 � t�p 2 � olarak al�n�rsa

(A;B;C;D) = (A0; B0;C 0; D0) = (am+ p; bm+ p; cm+ p; dm+ p)

= ( (am+ p) ;  (bm+ p) ;  (cm+ p) ;  (dm+ p))

= (a; b; c; d)

ve

(S;B;C;D) = (S 0; B0;C 0; D0) =
�
s�1m; bm+ p; cm+ p; dm+ p

�
=
�

�
s�1m

�
;  (bm+ p) ;  (cm+ p) ;  (dm+ p)

�
= (s�1; b; c; d)

elde edilir. Benzer biçimde basit hesaplamalarla

(A; S;C;D) = (a; s�1; c; d)

(A;B;S;D) = (a; b; s�1; d)

(A;B;C; S) = (a; b; c; s�1)

oldu�gu görülür.

1.2. E�ger m 2 I ise, bu durumda �(1;1;0) (g; l) perspekti�i�gi alt�nda A;B;C;D; S
noktalar� s�ras�yla

A0 = (0; a (m� 1) + p; 1) ; B0 = (o; b (m� 1) + p; 1); C 0 = (0; c (m� 1) + p; 1) ;

D0 = (0; d (m� 1) + p; 1) ; S 0 =
�
0; 1; (m� 1)�1 s

�
noktalar�na resmedilir.  := r(m�1)�1 � t�p 2 � olarak al�n�rsa

(A;B;C;D) = (A0; B0;C 0; D0)

= (a (m� 1) + p; b (m� 1) + p; c (m� 1) + p; d (m� 1) + p)
= ( (a (m� 1) + p) ;  (b (m� 1) + p) ;  (c (m� 1) + p) ;  (d (m� 1) + p))

= (a; b; c; d)

ve

(S;B;C;D) = (S 0; B0;C 0; D0)

= (s�1 (m� 1) ; b (m� 1) + p; c (m� 1) + p; d (m� 1) + p)
= (

�
s�1 (m� 1)

�
;  (b (m� 1) + p) ;  (c (m� 1) + p) ;  (d (m� 1) + p))

= (s�1; b; c; d)
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elde edilir. Benzer biçimde basit hesaplamalarla

(A; S;C;D) = (a; s�1; c; d)

(A;B;S;D) = (a; b; s�1; d)

(A;B;C; S) = (a; b; c; s�1)

oldu�gu görülür.

2) A;B;C;D; S noktalar� �U (g; l) perspekti�i�gi alt�nda s�ras�yla

A0 = (0; a; 1) ; B0 = (0; b; 1) ; C 0 = (0; c; 1) ; D0 = (0; d; 1) ; S 0 = (1; 0; s)

noktalar�na resmedilir.  2 � özdeşlik dönüşümü olarak al�n�rsa

(A;B;C;D) = (A0; B0;C 0; D0) = (a; b; c; d)

(S;B;C;D) = (S 0; B0;C 0; D0) = (s�1; b; c; d)

ve benzer biçimde

(A; S;C;D) = (a; s�1; c; d)

(A;B;S;D) = (a; b; s�1; d)

(A;B;C; S) = (a; b; c; s�1)

bulunur.

3) A;B;C;D; S noktalar� �(1;0;1) (g; l) perspekti�i�gi alt�nda s�ras�yla

A0 =
�
0;� (1� (q + an))�1 a; 1

�
; B0 =

�
0;� (1� (q + bn))�1 b; 1

�
;

C 0 =
�
0;� (1� (q + cn))�1 c; 1

�
; D0 =

�
0;� (1� (q + dn))�1 d; 1

�
;

S 0 = (0; 1; s (q � 1) + n)

noktalar�na resmedilir.  := i � r(1�q)�1 � tn � i � l�1 2 � olarak al�n�rsa

(A;B;C;D) = (A0; B0;C 0; D0)

= (� (1� (q + an))�1 a;� (1� (q + bn))�1 b;

� (1� (q + cn))�1 c;� (1� (q + dn))�1 d)

= ((� (1� (q + an))�1 a); (� (1� (q + bn))�1 b);

(� (1� (q + cn))�1 c); (� (1� (q + dn))�1 d))

= (a; b; c; d)
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ve

(S;B;C;D) = (S 0; B0;C 0; D0)

= ((s (q � 1) + n)�1 ;� (1� (q + bn))�1 b;

� (1� (q + cn))�1 c;� (1� (q + dn))�1 d)

= (((s (q � 1) + n)�1); (� (1� (q + bn))�1 b);

(� (1� (q + cn))�1 c); (� (1� (q + dn))�1 d))

= (s�1; b; c; d)

sonuçlar�na var�l�r. Yine basit hesaplamalarla

(A; S;C;D)) = (a; s�1; c; d)

(A;B;S;D) = (a; b; s�1; d)

(A;B;C; S) = (a; b; c; s�1)

elde edilir:�
Yukar�daki teoremin bir sonucu olarak, ikişer ikişer komşu olmayan do�grudaş herhangi

dört noktan�n çifte oran�n�n nas�l hesaplanabilece�gini kolayca belirtebiliriz:

1.1 ve 1.2 nin ortak bir sonucu olarak; [m; 1; p] üzerindeki noktalar�n çifte oran�n�n

hesaplanmas�nda, UV do�grusuna yak�n olmayan noktalar�n ilk koordinat� ve UV do�grusuna

yak�n noktan�n son koordinat�n�n tersi kullan�l�r.

2 nin bir sonucu olarak; [1; n; p] do�grusu üzerindeki noktalar�n çifte oran�n�n hesaplan-

mas�nda, V ye yak�n olmayan noktalar�n ikinci koordinat� ve V ye yak�n noktan�n son koor-

dinat�n�n tersi kullan�l�r.

3 ün bir sonucu olarak; [q; n; 1] do�grusu üzerindeki noktalar�n çifte oran�n�n hesaplan-

mas�nda, V ye yak�n olmayan noktalar�n ikinci koordinat� ve V ye yak�n noktalar�n ilk koor-

dinat�n�n tersi kullan�l�r.

Teorem 3.2.14:M(A) da, perspekti�ikler çifte oranlar� korur.
�Ispat. A; B; C; D;M(A) da bir l do�grusunun ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan nok-

talar� olsun. �M (g; l) ile Genişletme 3.2.11 deki perspekti�i�gi gösterelim, yani (A;B;C;D) =

(�M (A) ; �M (B) ; �M (C) ; �M (D)) olsun. N � M , N � l, N � g özelli�ginde �N (g; l)

perspekti�i�gini alal�m. �N (g; l) nin çifte oran� korudu�gunu göstermek ispat� tamamlar.
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� = �M�
�1
N , g nin bir izdüşelli�gidir. g nin izdüşellikleri de çifte oran� korudu�gu için aç�k

olarak

(�N (A) ; �N (B) ; �N (C) ; �N (D)) = (�M (A) ; �M (B) ; �M (C) ; �M (D))

dir. Dolay�s�yla da (�N (A) ; �N (B) ; �N (C) ; �N (D)) = (A;B;C;D) oldu�gu elde edilir.�
Yukar�daki teoremin bir sonucu olarak, izdüşellikler alt�nda da çifte oran�n korundu�gunu

belirtebiliriz. Çünkü, bir izdüşellik sonlu say�da ayn� tip perspekti�i�gin bileşkesidir.

Bir l do�grusunun ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan noktalar� A; B; C; D olmak

üzere e�ger (A;B;C;D) =< �1 > ise bu noktalara harmoniktir denir. A; B; C; D harmonik
ise bu durum h (A;B;C;D) ile gösterilir.

A BC D

E
F

1P

2P

Şekil 3.2.1

(Ferrar, 1981) de Moufang düzlemleri için iyi bilinen bir tan�m�M(A) da veriyoruz:
Tan�m 3.2.15: A; B; C; D; bir l do�grusunun ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan

noktalar� olsun. E�gerA = P1P2\EF ,B = P2E\P1F , C 2 EP1,D 2 P2F olacak biçimde
köşeleri l ye yak�n olmayan bir (P1; P2; E; F ) 4-geni bulunabiliyorsa A; B; C; D 2 l

noktalar�na harmonik pozisyondad�r denir. Bu durumda C ile D, A ve B ye göre harmonik

eşleniktir denir ve bu durum H(A;B;C;D) ile gösterilir.

Yard�mc� Teorem 3.2.16. A; B; C; g do�grusunun ikişer ikişer ayn� komşulukta olmayan

noktalar� olsun. Bu takdirde C nin A ve B ye göre harmonik eşlene�gi bir tektir. Yani D

noktas� P1 ve P2 noktalar�n�n seçiminden ba�g�ms�zd�r (Akp1nar, 2007).

Bu gerçe�gi aşa�g�daki teoremin ispat�nda kullanaca�g�z. Bu teorem Moufang düzlemleri

için (Ferrar, 1981) de verilen Teorem 6 n�n bir benzeridir.

Teorem 3.2.17: g do�grusu üzerinde ikişer ikişer komşu olmayan dört noktan�n harmonik

pozisyonda olmas� için gerek ve yeter şart bu noktalar�n harmonik olmas�d�r.
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�Ispat. A;B;C;D 2 g noktalar� harmonik pozisyonda olsun. �Ilk olarak da bu noktalar�n
hiçbirinin V ye yak�n olmad��g�n� kabul edelim. Bu noktalar� A = (0; a; 1), B = (0; b; 1),

C = (0; c; 1), D = (0; d; 1) koordinatlar�na sahip kabul edebiliriz. Genelli�gi bozmadan,

Yard�mc� Teorem 3.2.16 yard�m�yla, P1 = U = (1; 0; 0) ve P2 = (1; a; 1) oldu�gunu varsaya-

biliriz. Bu takdirde

BP2 = [a� b; 1; b], BP2 \ CP1 = E =
�
(c� b) (a� b)�1 ; c; 1

�
ve

BP1 \ AE = F =
�
(b� a)

�
(c� a)�1

�
(c� b) (a� b)�1

��
; b; 1

�
=

�
(b� a)

�
(c� a)�1

�
(c� a+ a� b) (a� b)�1

��
; b; 1

�
=

�
�1 + (b� a) (c� a)�1 ; b; 1

�
olur. P2D = [a� d; 1; d] ve F 2 P2D oldu�gundan

b =
�
�1 + (b� a) (c� a)�1

�
(a� d) + d

dir. Buradan

b� d =
�
�1 + (b� a) (c� a)�1

�
(a� d)

(b� d) (a� d)�1 = �1 + (b� a) (c� a)�1

(b�a+ a� d) (a� d)�1 = �1 + (b� a) (c� a)�1

(b� a) (a� d)�1 + 1 = �1 + (b� a) (c� a)�1

elde edilir. Son eşitli�gin her iki taraf�n� (b� a)�1 ile çarparsak

(a� d)�1 + (b� a)�1 = � (b� a)�1 + (c� a)�1

buluruz. Buradan da

(a� d)�1 + (b� a)�1 = (a� b)�1 + (c� a)�1

ve dolay�s�yla �
(a� b)�1 � (a� d)�1

� �
(a� b)�1 � (a� c)�1

��1
= �1

elde edilir ki son eşitlik Yard�mc� Teorem 3.2.4 gere�gi (A;B;C;D) =< �1 > oldu�gunu
ifade eder.

A, B, C; l üzerinde V ye yak�n olmayan noktalar olarak verildi�ginde 4. harmonik nok-

tan�n V ye yak�n olmas� için D := (0; 1; z) = P2F \ OV ve dolay�s�yla P2F do�grusunun
[1; u; v] tipinde bir do�gru olmas� gerekir. Buradan z =

�
�2 (a� b)�1 � (c� a)�1

�
2 I
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olmak üzere

P2F = [1;�z; 1 + az]
bulunur. Bu durumda (A;B;C;D) çifte oran�n�

(A;B;C;D) = (a; b; c; z�1)

= <
�
(1� za)�1 (1� zb)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

= < ((1 + za) (1� zb))
�
(b� c)�1 (a� c)

�
>

= < (1 + z(a� b))
�
(b� c)�1 (a� c)

�
>

=< (1 + z(a� b))
�
(b� c)�1 (a� c)

�
>

olarak buluruz. Son eşitlikte z yi yerine yazarsak

=<
�
1 +

�
�2 (a� b)�1 � (c� a)�1

�
(a� b)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

=< �
�
1 + (c� a)�1 (a� b)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

=< �
�
1 + (c� a)�1 ((a� c) + (c� b))

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

=< �
�
(c� a)�1 (c� b)

� �
(b� c)�1 (a� c)

�
>

=< �
�
(c� a)�1 (b� c)

� �
(b� c)�1 (c� a)

�
>

=< �1 >

elde ederiz ki bu D � V iken bile h (A;B;C;D) oldu�gu anlam�na gelir.

Şimdi A;B;C noktalar�n�n herhangi birinin V ye yak�n olmas� durumunu gözönüne

alal�m. Bu üç durum içinde h (A;B;C;D) oldu�gunu göstermeliyiz. Şayet D � V iken

h (A;B;C;D) oldu�gunu ve (3.6) deki sonuçlar� birarada düşünecek olursak

(A;B;C;D) = (B;A;D;C) = (C;D;A;B) = (D;C;B;A) =< �1 >

(B;A;C;D) = (A;B;D;C) = (D;C;A;B) = (C;D;B;A) =< �1 >�1=< �1 >

bulunur. Şimdi bu üç durumu aşa�g�daki gibi ele alabiliriz:

Şayet A � V ise bu takdirde z 2 I olmak üzere A = (0; 1; z) dir. B = (0; b; 1),

C = (0; c; 1) D = (0; d; 1) olsun. Bu durumda (A;B;C;D) çifte oran�; D, C, A ve B nin

yerine s�ras�yla A, B, C ve D alarak, (D;C;A;B) çifte oran� yard�m�yla hesaplanabilir. Bu

yüzden A � V için (A;B;C;D) =< �1 > oldu�gu aç�kt�r.
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Şayet B � V ise bu takdirde z 2 I olmak üzere B = (0; 1; z) dir. A = (0; a; 1),

C = (0; c; 1) ve D = (0; d; 1) olsun. Bu durumda (A;B;C;D) çifte oran�; C, D, A ve B

nin yerine s�ras�yla A, B, C ve D alarak, (C;D;A;B) çifte oran� yard�m�yla hesaplanabilir.

Bu yüzden B � V için (A;B;C;D) =< �1 > olaca�g� aşikard�r.
Son olarak şayet C � V ise bu takdirde z 2 I olmak üzere C = (0; 1; z) dir. A =

(0; a; 1), B = (0; b; 1) ve D = (0; d; 1) olsun. Bu durumda (A;B;C;D) çifte oran�; B,

A, D ve C nin yerine s�ras�yla A, B, C ve D alarak, (B;A;D;C) çifte oran� yard�m�yla

hesaplanabilir. Bu yüzden de C � V için (A;B;C;D) =< �1 > olacakt�r.
Böylece tüm durumlarda g nin harmonik pozisyondaki A, B, C, D noktalar� için

h(A;B;C;D) oldu�gunu göstermiş olduk.

Tersine ispat için, direkt hesaplaman�n hat�r�na ispat� tüm mümkün durumlar için Şekil

3.2.1 in bir kon�gürasyonuna dönüştürebilen özel dörtgenler vererek yapaca�g�z. Dört durum

söz konusudur:

h(A;B;C;D) kabulümüzden dolay� A, B, C, D 2 g noktalar�ndan herhangi üçü

verildi�ginde dördüncü noktan�n bir tek olarak belli oldu�gunu Yard�mc� Teorem 3.2.8 den

biliyoruz. Şimdi ilgili durumlara geçebiliriz.

1. Durum: A = (0; a; 1), B = (0; b; 1), C = (0; c; 1) noktalar�n�n hiçbiri V ye yak�n

olmas�n. Bu durumda D � V ise h(A;B;C;D) olacak özellikteki D noktas� D = (0; a +�
�2 (a� b)�1 � (c� a)�1

��1
; 1) ve D � V ise D = (0; 1;

�
�2 (a� b)�1 � (c� a)�1

�
)

biçiminde oldu�gu gerekli işlemler yap�larak kolayca görülebilir. Bu durumda

P1 = U = (1; 0; 0) ; P2 = (1; a; 1) ; E =
�
(c� b) (a� b)�1 ; c; 1

�
ve

F =
�
�1 + (b� a) (c� a)�1 ; b; 1

�
olarak seçilirse H(A;B;C;D) oldu�gu görülür.

2. Durum: A = (0; 1; z) � V , B = (0; b; 1) ve C = (0; c; 1) � V olsun. Bu durumda

h(A;B;C;D) olacak özellikteki D noktas� D = (0; 2b � c � 2 (c� b) z (c� b) ; 1) olarak

bulunur. Bu durumda

P1 = U; P2 = (1; 1; z); E = ((c� b) (1 + zb) ; c; 1) ve

F = ((c� b) (1 + zc) ; b; 1)

olarak seçilirse H(A;B;C;D) oldu�gu görülür.
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3. Durum: B = (0; 1; z) � V , A = (0; a; 1) ve C = (0; c; 1) � V olsun. Bu durumda

h(A;B;C;D) olacak özellikteki D noktas� D = (0; 2a � c � 2 (c� a) z (c� a) ; 1) olarak

bulunur. Bu durumda

P1 = U; P2 = (1; a; 1); E = ((a� c) z + 1; c; 1) ve

F = (1; (1 + (c� a) z) (c� a) + ((c� a) z) a; (c� a) z)

olarak seçilirse H(A;B;C;D) oldu�gu görülür.

4. Durum: C = (0; 1; z) � V , A = (0; a; 1) ve B = (0; b; 1) � V olsun. Bu durumda

h(A;B;C;D) olacak özelliktekiD noktas�D = (0; a+
�
1
2
� 1

4
(a� b) z

�
(b� a) ; 1) olarak

bulunur. Bu durumda

P1 = U; P2 = (1; a; 1); E = (1; (a� b) + ((a� b) z) b; (a� b) z) ve

F = (�1� (a� b) z; b; 1)

olarak seçilirse H(A;B;C;D) oldu�gu görülür.

Bu yüzden g nin harmonik dört noktas� harmonik pozisyondad�r:�
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Komisyonu'na teşekkür ederim.
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22.04.1976 y�l�nda �Istanbul - Paşabahçe de do�gdum. �Ilkokul ve Ortaokulu Gebze Çay�rova
�Ilkö�gretim Okulunda, liseyi Gebze Sarkuysan Lisesinde tamamlad�m. 1993 y�l�nda Uluda�g

Üniversitesi Fen-Edebiyat Fakültesi Matematik bölümünde lisans e�gitimime başlad�m ve bu-
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