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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

E* DE ASIMPTOTIK VE ESLENIK DOGRULTUYA SAHIP YUZEYLERIN BIiR
KARAKTERIZASYONU

Cigdem TOPTAS

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danmisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu calismada R* deki asimptotik ve eslenik dogrultulara sahip yiizeylerin bir
karakterizasyonu verilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimiidiir.

ikinci boliimde ¢alismanin ilerideki boliimlerinde kullanilan M < R* yiizeyinin birinci
ve ikinci temel formu, Gauss egriligi temel tanimi1 ve kavramlari verilmistir.

Ugiincii boliimde R* deki yiizeyler iizerindeki noktalarm tiplerinin bir simflandirilmasi
verilmistir. Aslinda 1. normal uzayin boyutu (nokta es boyutu) ve ikinci temel form
matrisinin diskriminant1 bu noktalarin tipini tayin etmektedir. Ornek olarak, Vranceanu
yiizeyinin nokta es boyutunun 2 oldugu gdosterilmistir. Ayrica bu yiizeyin parabolik
noktalara sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir.

Doérdiincii boliimde R*  deki lineer kongriianslar ele alinmistir. Bu boliimde Aminov

yiizeyleri ile ilgili bazi sonuclar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Eslenik yon, Asimptotik yon, Gauss egriligi, Ortalama Egrilik

2017, v+29 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
A CHARACTERIZATION OF SURFACES IN E* WHICH HAS ASYMPTOTIC
AND CONJUGATE DIRECTIONS

Cigdem TOPTAS

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

In this thesis, a characterization of surfaces in * which has asymptotic and conjugate
directions is given.

This thesis consist of four chapters.

First chapter is introduction.

In the second chapter, some basic definitions and theorems of first and second
fundamental forms and curvatures of the surfaces M —R* are given. These basic
concepts will be use in the other chapters.

In the third chapter, the types of points on the surfaces M cR* are considered. The
dimension of first normal space and discriminant of the second fundamental matrix
characterizes the type of the points which are parabolic, hyperbolic or elliptic type. It
has been shown that the dimension of first normal space of Vranceanu surface is 2.
Furthermore the necessary and sufficient condition for Vranceanu surface to has
parabolic points is given.

In the fourth chapter linear congruences of the surfaces are considered. Some of the

original results related with the Aminov surfaces are obtained.

Key Words: Conjugate direction, Asymptotic direction, Gaussian curvature, Mean

curvature 2017, v+29 pages.
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1. GIRIS

Bu calismada R* deki asimptotik ve eslenik dogrultulara sahip vyiizeylerin bir
karakterizasyonu verilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimiidiir.

ikinci boliimde calismanin ilerideki boliimlerinde kullanilan M © R* yiizeyinin birinci
temel formu, ikinci temel formu ve Gauss egriligi ile ilgili temel tanim ve kavramlar
verilmistir.

Ugiincii béliimde 1. normal uzaym boyutu (nokta es boyutu) ve ikinci temel form
matrisinin diskriminanti yardimiyla B* deki yiizeyler iizerindeki noktalarin tiplerinin
bir smiflandirilmast  verilmistir. Ornek olarak, M CR* Vranceanu yiizeyinin
her p € M noktast M nin bir parabolik noktasi olmasi igin gerek ve yeter sart M nin
dongii egrisinin diiz bir dogru olmasidir. Ayrica M — B* Ganchev-Milousheva rotasyon
yiizeyinin her bir p € M noktasinin M nin bir hiperbolik noktasi olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul verilmistir.

Dérdiincii bolimde, M ve M 4-boyutlu Oklit uzayr B* deki yiizeyler olmak iizere
w:M — M’ doniisiimii lokal difeomorfizminin bir lineer kongriians olmas ile ilgili
sonuglar verilmistir. R* deki Aminov yiizeyi ve genellestirilmis Aminov yiizeyinin
regliler eslenik yiizey agina sahip olmadig1 gosterilmistir. Ayrica, Aminov yiizeyinin bir

asimptotik ylizey agina sahip (P-yiizeyi) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boélimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar,
teorem ve tamimlar verilmistir. Ozellikle, R*’deki yiizeylerin ikinci temel formu, Gauss
ve Weingarten esitlikleri, Gauss egriligi ve ortalama egriligi ile ilgili temel kavramlar

verilmistir.

M yiizeyi X:U € E* = R* yamas ile verilsin. M nin p e X(u,v) noktasindaki teget
uzayt T (M), X,ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Bdylece M nin birinci temel

formu

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv? (2.1)

esitligi ile hesaplanir. Burada

E=(X,,Xy)

F=(X,,X,), (2.2)
G=(X,,X,)

1. temel form katsayilart olup < : > bir Oklit i¢ carpimidir. Bununla birlikte (2.2)
yardimiyla

[X, % X,|* = EG - F? (2.3)
elde edilir. Eger X, x X, =0 ise X(U,V) yamasi regiilerdir denir (Gray 1993).

Su andan itibaren aksi sdylenmedik¢e X (U,V) yamasi regiiler kabul edilecektir ve
EG-F° =W’ (2.4)

ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.: M R* yiizeyi X(U,V) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. B* de

Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda Vv X;, X; € (M) lokal vektor

alanlar i¢in M yiizeyi iizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak iizere

M nin ikinci temel form doniisiimii

h: 2(M)x (M) = 2" (M) ;h(X,, X)) =V X, =V, X, (25)



bi¢ciminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.5) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 2.2.: M CR* yiizeyi X (U,V) regiiler yamasi ile verilsin. Bu taktirde N, N, , M

nin normal vektorleri ve VX, € (M) olmak tizere M nin sekil operatorii doniigiimii
A: - (M)x z(M) = z(M); Ay X; ==V N, +V% N, , 1<i@<2 (2.6)
bi¢iminde tanimlanir. Burada A X;, N, ya karsilik gelen sekil operatdrii ve V™' oise

2 (M) normal demete ait normal koneksiyondur. Literatiirde (2.6) esitligi Weingarten

denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 2.3.: MCR* yiizeyi X(U,V) regiiler yamast ile verilsin. X (U,V) yamasmimn 2.

mertebeden kismi tiirevleri X, X,,, X,, ve normal vektor alanlart N;, N, olmak

uu? uv?

tizere M nin ikinci temel form katsayilar

L) = (Xu N, )

LY, = (X N, ) 1<a<2 (2.7)
L2 = <Xw’ Na>

seklinde tanimlanir (Aminov 2001), (Mello 2003).

Herhangi X;, X; €T (M) igin

(A X X ) =(n(X;, XN, ) = L5, 1<, j<2,1<a <2, (2.8)
esitligi elde edilir. Burada

h(xi,xj)=§lL;Na, 1<i,j<2 (2.9)
dir.

Tamm 2.4.: MCR* yiizeyi X(U,V) regiiler yamasi ile verilsin. Bu durumda M nin

Christoffel sembolleri Ty (1<i, j,k <2)



11 _GE, —2FF, +FE,
11 2
2(EG - F?)
1 _ GE,~FG,
12 2
2(EG — F2)
11 _2GF, -GG, - FG,

22 2EG-F?)

bigiminde tanimlanir. Burada T, =T, ve I}, =T, dir (Gray 1993).

2 _ 2EF, —EE, —FE,

11~

2(EG -F?)
, EG,-FE
T= — %
2(EG - F?)

2 _EG, —2FF, +FG,

22 )(EG -F?)

(2.10)

Sonu¢ 2.5.: McC R*yiizeyi X(U,V) regiller yamasi ile verilsin. F =0 i¢in M nin

Christoffel sembolleri

E, 1
n= 2E E<qu'x>

E, 1
1—‘1
127 oF E<

—Gu 1<XUV,X
2E E

Ispat: (Bulca 2012)

X Xy)

uv?

l_
=7

2
1—‘11

2 _ ~u
l—‘12

> r222

-E, 1
X X,
26 G< . >

G, 1 <

Xovr X))

uv?

2G G
G, 1

2G G<X X>

(2.11)

Onerme 2.6.: McCR® yiizeyi X(U,V) regiler yamasi ile verilsin. Bu takdirde

Vv X,, X, €x(M) ve {N,,N,}e x*(M) igin

l

qu = v><uXu :Flllxu +r11Xv + LllNl + L11 2

Xu =V X, =T,X,+[},

X, +L,N, + L%,N,

X, —V X, =T, X, +I X, +L,N, + L,N,

dir (Gray 1993).

22" 71

(2.12)

Boylece (2.12), (2.5) ve (2.6) denklemleri yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonuc 2.7.: MC R yiizeyi X(U,V) regiiler yamasi ile verilsin.Bu takdirde

h(xu’ Xu) = LilNl + LilNz
h(xw Xv) = LllZNl + szN

h(xv' Xv) = L122N1 + LizNz

dir.

Sonuc 2.8.: MCR* yiizeyi X(U,V) regiiler yamas ile verilsin. Bu takdirde

(2.13)



h(xu’ Xu) = qu _Flllxu —F121XV

h(Xu’Xv): Xuv_r112xu —F122XV (2-14)
h(xv’ xv) = va _F:ZLZXU _FZZZXV
dir.

Sonug 2.9.: M R* yiizeyi X (u,V) regiiler yamasi ile verilsin. F =0 ise bu takdirde

1 1
h(X,, X,) = X == (X0 X )0X, +=(X,,, X, )X
( u? u) uu E< uu? u> u+G< uv? u> 2
h(xu,xv):xuv—é<xuv,xu>xu—é<xuv,xv>xv (2.15)

1

h(xv,xv)=xW+E<x 1

X)X, ——(X,,, X)X
DX = XXX,

uv?

Ispat: (Bulca 2012).
Tamm 2.10.: Mc R* yiizeyi X(U,V) regiiler yamasi ile verilsin. Bu durumda M nin

Gauss egrilik fonksiyonu
1 2 a a a
K =VFZ(L11L22_(L12)2) (2.16)
a=1
dir (Aminov 1994), ( Mello 2009).
Tamm 2.11.: MCR* yiizeyi X(u,v):(u,v) € D < R? regiiler yamasi ile verilsin. Bu

takdirde her {Xl,Xz}e;((M) ve {N,N,}e y*(M) ortonormal bazlari igin M nin

ortalama egrilik vektor alant

H=3H,N, (2.17)
a=1
dir. Burada
1 2 a o o
H, = Z(GLll —2FL;, + ELzz) (2.18)

2 i=1
M nin i.nci ortalama egrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik

fonksiyonu H :Hﬁu dir (Mello 2003).

Boylece asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 2.12.: M R* yiizeyi X(U,V) regiiler yamast ile verilsin.Bu takdirde T,(M) nin

bir {X,, X, } baziigin M nin Gauss egriligi



K = o (06, X106, X,0) (X, X)X, X)) .19

dir (Bulca 2012).

Sonug 2.13.: MC E* yiizeyi X(u,v):(u,v) € D c R? regiiler yamasi ile verilsin. Bu
takdirde (M) nin bir {X,, X, } baz1 igin M nin ortalama egrilik vektorii

g1

(En(X,, X,)—2Fh(X,, X,) +Gh(X,, X,)) (2.20)

dir (Bulca 2012).



3.R* UZAYINDAKI YUZEYLER UZERINDEKI NOKTALARIN
SINIFLANDIRILMASI

Bu béliimde 4-boyutlu Oklit uzayr R*’deki yiizeyler iizerindeki noktalarin bir
smiflandirilmas: verilmistir. Bu boliim ii¢ kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda R*
deki eslenik ve asimptotik dogrultular ile ilgili temel kavramlar tamtilmistir. Ikinci
kisim da ise R* deki baz1 yiizeyler iizerindeki noktalarm smiflandiriimasi verilmistir.

Ucgiincii kisimda ise R* deki yiizeylerin eslenik yiizey aglari ele alimustir.

3.1. Asimptotik ve Eslenik Dogrultular
MCR* regiiler bir yiizey olsun. N_ normal vektériine karsilik gelen ikinci temel form
katsayilar1 Ljj olmak iizere M yiizeyinin p noktasindaki nokta-esboyutu
L]ZI:l 12 LlZZ)

2

coo (3.1.1)

eshoy, = rank(
biciminde tamimlanir. Bazi kaynaklarda p noktasindaki nokta-esboyutu p noktasinda
1.normal uzayin boyutu olarak da ifade edilir.

Tamm 3.1.1.: MCR* p(u,v)pozisyon vektorii ile verilen bir regiiler yiizey olsun.

Boylece, pe M noktasindaki teget diizlemi T,M deki yon vektorleri
X =Xp, + X0 Y =Y.10, + Yo, 3.1.2)

olmak tzere

2 2
DLXY, =0 ve D LEXY, =0 (3.1.3)

i j1 i j1
esitlikleri saglanirsa X ve Y ye eslenik dogrultular adi verilir. Bununla birlikte,

T,M teget diizleminde kendisine eslenik olan X vektdriine asimptotik dogrultu denir

(Gorkavy 2005).

Bu durumda, X teget vektdriiniin bir asimptotik dogrultu olabilmesi i¢in



2 2

DX X =0ve Y LEXX; =0 (3.1.4)
i1 I
esitlikleri saglanmalidir. Ac¢ik olarak X ve Y vektorlerine eslenik dogrultularin varlig
(3.1.3) denklem sisteminin ¢oziilebilir olmasina baghdir. Bu nedenle, eslenik
dogrultulara sahip olma kosulu (3.1.3) denkleminin Y, ve Y, ye bagh lineer denklem

sistemi olarak;

Lo Xy + L, X, X+ 5, X, (Y _ 0 (3.1.5)
LI X, + L5 X, LLX +L5,X, \Y; 0

biciminde ifade edilir. Boylece, (3.1.5) denklem sisteminin dejenere olmayan bir

Y,,Y, ¢6ziimii olabilmesi i¢in

1 1 1 1
det(L;le #LX, LX, I—;zsz 0 (3.1.6)
L11Xl + L12X2 L12Xl + L22X2

olmalidir. Yani;

1 2 1 2 1 2
XA Bexo o Bexd e o (317)
2 2 22 22 22 22

olmasidir. Benzer sekilde, ayni denklem Y,,Y,i¢in de saglanir. Bdylece T /M
diizleminin X =(X;X,)ve Y =(Y,;Y,)eslenik dogrultular1 (3.1.7) denkleminin
¢oziimiinden elde edilir. Agik olarak, (3.1.7) denkleminin c¢oziilebilir olmasi Lﬁ

fonksiyonlarma baghdir. Bu nedenle asagidaki durumlar s6z konusudur;

I. Durum: eshoy, =2 olsun.

Bu durumda, (3.1.7) denkleminin dejenere olmamasi icin gerek ve yeter kosul

esboy, =2 olmasidir. Bu nedenle, (3.1.7) denkleminin ¢dziimleri

D= (Lill-iz - I-lzzl-il)z - 4('—11'—52 - Lizl-ilxl-izl-gz - I-lzzl-iz) (3.1.8)



diskriminantinin isaretine baglidir. Bu durumda, asagidaki alt durumlar s6z konusudur;
i) D>0hali:

Bu halde X =(X,;X,)ve Y =(Y,;Y,)vektdrleri (3.1.7) denkleminin farkh iki

¢oziimidiir. Bu vektorler T /M diizleminde eslenik dogrultulari olusturur. Bu

durumdaki  p e M noktasina M yiizeyinin bir hiperbolik noktast adi verilir. Tim

noktalari eliptik olan yiizeye Cartan yiizeyi denir.
ii) D=0hali:

Bu halde X =(X;X,) vektdrii (3.1.7) denkleminin bir tek ¢dziimiidiir. Bu

vektor T M diizleminde asimptotik dogrultu olusturur. Bu durumdaki p € M noktasina

M ylizeyinin bir parabolik noktast adi verilir. Tiim noktalar1 eliptik olan yiizeye P-

yiizeyi denir.
iii) D <0 hali:

Bu halde (3.1.7) denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii yoktur. Bu nedenle

T,M diizlemi ne asimptotik ne de eslenik dogrultular1 sahiptir. Bu durumdaki peM

noktasina M yiizeyinin bir eliptik noktas: ad1 verilir. Tim noktalar eliptik olan yiizeye

E-yiizeyi denir.

1. Durum: eshoy, =1 olsun.

Bu halde (3.1.7) denklemi dejenere olacaktir. Bu nedenle T, M diizleminde her bir

X dogrultusu iyi-tanimli bir Y eslenik dogrultuya sahip olacaktir. Bu durumda 1.

normal uzaymn boyutu 1’e esit oldugundan M = R* yiizeyi R* de yatan bir yiizeydir.

[11. Durum: esboy, =0 olsun.

Bu halde T M diizlemindeki tim dogrultular esli esleniktir (pairwise conjugate).



3.2. Ornekler
Bu kisimda 4-boyutlu Oklit uzayr R* de bazi yiizeyler iizerindeki noktalarin

siiflandirilmasi verilmistir.

Ornek 3.2.1.: (Vranceanu yiizeyi)

4-boyutlu Oklit uzayr B* de

p(u,v) = (f(v)coscu, f(v)sincu, g(v)cosdu, g(v)sindu) (3.2.1)
pozisyon vektori ile verilen yiizey genellestirilmis rotasyon yiizeyi olarak bilinir
(Moore 1919). Burada f(v)ve g(v) tiirevlenebilir fonksiyonlar ve a(v)=(f(v),g(v))
dongii egrisi olup

c?f(v)2+d?g(v)® >0 ve (f'(v)) +(g'(v))’ >0

regiiler olma sartlar1 saglanir (Ganchev ve Milousheva 2008), (Arslan ve ark. 2012).
Bununla birlikte, (3.2.1) parametrelendirilmesi ile verilen genellestirilmis rotasyon
yiizeyinde c=d =1 ve

f(v) =r(v)cosv, g(v) =r(v)sinv (3.2.2)
alindiginda elde edilen rotasyon yiizeyi Vranceanu yiizeyi adin1 alir (Vranceanu 1977),

(Arslan ve ark. 2011) .

Vranceanu yiizeyinin 1. ve 2. temel form katsayilar1 sirasiyla

E =(p,(Uu,v), p, (u,v))=(r(v))*,

F =<,0u (U,V),,OV(U,V)> =0, (323)
G =(p,(U,v), p,(U,v)) = (r(v))* +(r'(v))*
Ly = (o @) Ny ) = —
Jr@)? +(r'(v)
Ly, = (0w (U, V), N, (U,V)) = K, (3.2.4)
L2, = (P, (U, V), N, (U, V)) = —r(v),
Lllz = ng = Lil =0
dir. Burada
o =TT ) £ 2T W) + (1)’ (3.25)
Jr@)? +(r'(v))?

a(v) = (r(v) cosv, r(v)sin V) dongii egrisinin egriligidir (Arslan ve ark. 2012).
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Boylece, r(v)=0oldugundan Vranceanu yiizeyinin p e M noktasindaki nokta-

esboyutu (3.2.4) yardimiyla

1 O Ll
eshoy, = rank(;“ E OZZJ =2 (3.2.6)
2

dir. Buradan, (3.2.4) deki esitlikler (3.1.8) de yerine yazilirsa D diskriminanti

STPTENER (B} S LAk (32.7)
Jr(v)? +(r'(v))?

bicimine doniisiir. Boylece asagidaki sonuglar elde edilir.
Onerme 3.2.2.: M R*yiizeyi (3.2.2) parametrelendirilmesi ile verilen bir Vranceanu

yiizeyi olsun. Bu takdirde, p € M noktasi M nin bir parabolik noktasi olmasi igin gerek

ve yeter kosul a(v) dongii egrisinin diiz bir dogru olmasidir.

Ispat. (=): peMnoktass Mnin bir parabolik noktasi ise D=0dir. Ayrica,
r(v) # Ooldugunda (3.2.7) denklemindenx, =0 bulunur. Boylece, a(v)dongii egrisi

bir diiz dogrudur.

(<) : Asikardir. []

Sonuc 3.2.3.: McCR*yiizeyi (3.2.2) parametrelendirilmesi ile verilen bir Vranceanu

yiizeyi olsun. Bu taktirde, p € M noktast M nin bir parabolik noktast olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

r(\v)=— ! ;a,beR (3.2.8)
asinv—-bcosv

olmasidir.

Ispat. x, =0 oldugundan (3.2.5) denkleminden

rVr')+2r'(v)* +r(v)* =0 (3.2.9)

diferansiyel denklemi elde edilir. Boylece (3.2.9) diferansiyel denkleminin ¢oziimiinden

(3.2.8) elde edilir (bkz. Ek1). [
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a(v) dongii egrisi birim hizli bir egri ise asagidaki sonug elde edilir;
Onerme 3.2.4.: MCR* yiizeyi (3.2.2) parametrelendirilmesi ile verilen bir Vranceanu

yiizeyi olsun. Bu takdirde, p € M noktast1 M nin bir hiperbolik noktas: ise agagidaki

durumlardan biri s6z konusudur;

1) «a(v)dongii egrisi bir birim ¢emberdir,
ii) a(v) =%sin(c +v)(cosv,sinv) dir,
iii) a(v) =% cos(c+v)(cosv,sinv) dir, veya

iv) a(v) =asin(v)+bcos(v)(cosv,sinv), a® +b? =1 dir.

Ispat. o(v) dongii egrisi birim hizli bir egri oldugundan [’ (v)| =+/r(v)® +r'(v)* =1
ve K, = ||a"(v)|| dir. Boylece

r(v)+r'(v)=1 (3.2.10)
diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinden

r(v) =+1 r(v) = £sin(c £ v), r(v) ==xcos(c V), veya r(v) =asin(v) £bcos(v),

a® +b? =1elde edilir (Ek 2). [

Ornek 3.2.5.: 4-boyutlu Oklit uzayr B* de

pU,v) =(f,(u), f, (), f,(u)cosv, f,(u)sinv) (3.2.11)
pozisyon vektorii ile verilen yiizey Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyi olarak bilinir
(Arslan ve ark. 2017). Burada f,(u), f,(u) ve f,;(u)>0 tiirevlenebilir fonksiyonlardir.
Bu yiizeyin 1. ve 2. temel form katsayilar1 sirasiyla

E=(p,. ) =1,

F=(p,p)=0, (3.2.12)
G=(p, p)= 1 ()
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Loy = (o U,V), N, (u,v)) =« ; k =
L, = (o (U, V), Ny (u,v)) =0,
L2, = (P (U V), Ny (U, 1)) = 1218
(3.2.13)
L2, =Py (U, V), N, (u,v)) =0,
L2, = (P (u,v), N, (u,v)) =0,
152 = (P (U, V), N, (U, v)) = —
dir. Burada
K, = 1) 5 (3.2.14)

tiirevlenebilir fonksiyondur (Bulca ve ark. 2012). Bdylece, (3.2.4) yardimiyla Ganchev-

Milousheva rotasyon ylizeyinin p € M noktasindaki nokta-esboyutu

1 O Ll

eshoy, = rank by Z1=2 (3.2.15)
0 0 L,

dir.  Buradan, (3.2.13) deki esitlikler (3.1.8) de yerine yazilirsa

D diskriminant1 D = (LilLiz)z bi¢imine doniislir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Onerme 3.2.6.: McC R%yiizeyi (3.2.11) parametrelendirilmesi ile verilen Ganchev-

Milousheva rotasyon yiizeyinin olsun. Bu takdirde, «; # 0 i¢in her bir p e M noktasi

M nin bir hiperbolik noktasidir.
Sonuc 3.2.7.: x, =0 icin (3.2.11) parametrelendirilmesi ile verilen M C R* yiizeyi R*

de yatan bir yiizeydir. Bu durumdaki her bir p € M noktast M yiizeyinin bir parabolik

noktasidir.
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3.3. Yiizeylerin Eslenik Aglar:

Tamm 3.3.1.: MCR"? yiizeyi p(u,v) yamas: ile verilen bir regiiler yiizey ve
{N,,N,,...,N,} normal uzaymin bir bazi olsun. Bu taktirde, p(u,v)nin ikinci

mertebeden kismi tiirevi p,, (U, V) olmak iizere

(pu(u,v),N,)=0 (33.1)
sartt saglanirsa (u,v) ye p(u,v)nin eslenik koordinatlart adi verilir. Bu eslenik
koordinat egrileri ile olusan yiizey agina eslenik yiizey agi denir. Basitligin hatirina
eslenik yiizey ag1 (u,v) ile ifade edilir.

(3.3.1) denkleminden p,, vektor degerli fonksiyonu p,ve p, teget vektorleri tarafindan

gerilen T M teget uzayda yatar; yani,

Pu =T02Py + TP, (332)
olup buna p,, nin Laplas esitligi ve

h=(r}), -Tirs k= (), LA (33.3)
fonksiyonlarina da Laplas invaryantlart ad1 verilir.

Eger, T}, #0 ise eslenik (yiizey) ag1 v-yén normallidir, T}, # 0ise U-yén normallidir
denir.

Varis uzayindaki (3.3.1) ile olusturulacak bir eslenik (ylizey) agini1 asagidaki sonug en
iyi sekilde aciklamaktadir.

Onerme 3.3.2.: (u,v) e Dkoordinatlar M C R* regiiler yiizeyinin eslenik koordinatlari
olsun. Bu taktirde (u,v) koordinatlari v-yon normallidir <& p(u,V) regiiler yamasi ile
verilen bir M C R* ylizeyi vardir yleki herhangi (u,v) € D i¢in p(u,v) ve p(u,v)
noktalarin1 birlestiren E dogrusu p,(u,v) ve p,(u,v) vektorlerinin ikisine birden
paraleldir.

Ispat. (<): p(u,v)yamasiyla onermedeki sartlari saglasin. Bu taktirde p_,B
dogrusunun p(U,v) — p(u,v) pozisyon vektéri p,(u,v) ve p,(u,v) vektorlerine

paraleldir. Yani,
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p.(uv) =a(p(u,v) - p(u,v)) (33.4)
7,(uv) =b((u,v) - p(u,v))
dir. Burada a, b tilirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece (3.3.4) deki vektor degerli

fonksiyonlarin kismi tiirevleri yardimiyla
Pu=8,(p—-p)+alp, —p,) (3.3.5)
elde edilir. Boylece, (3.3.4)’ten

L

Poe(p-p) p=Lrep

a a

dir. Bu ifadeler (3.3.5) de yerine yazilirsa

] b
Puv :au((p_+pj_p)+a(_pv _puj
a a

(3.3.6)
——ap, +| 2 4b Yo,
pu a \

bulunur. Buradan (3.3.2) ve (3.3.6) yardimiyla
r,=-a
aU

Flzz = ; +b

dir. Bu da bize (u,v) koordinatlar eslenik yilizey agi olusturdugunu gosterir.

(=) Tersine; (u,v) koordinatlari v-yon normalli eslenik agini olustursun.Yani;

I, # 0°dir. Bu taktirde p(u,v) yamasi (3.3.2) denklemini saglar. Ayrica

AUV = p(UY) - = (V) (337)

12
yamasini tanimlayalim. Buradan (3.3.7) nin kismu tiirevi (3.3.2) ve (3.3.3) denklemleri

yardimiyla

~ h
Pu=7 P (338)

2
(1)
bicimine doniisiir. Boylece (3.3.7) ve (3.3.8) denklemlerinden

AUV~ pU) === 2, uY)

12
ve
1 2
12

PN~ () == 22 5, (u)
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elde edilir. Bu da bize pp dogrusunun o,u,v) ve p,(u,v) vektorlerinin ikisine

birden paralel oldugunu gosterir. O

Tamm 3.3.3.: M — E™** yiizeyinin normal eslenik yiizey agina sahip olmasi durumunda

asagidaki iki dontlisiim tanimlanabilir;

1

P (U,v) = p(u,v) == p, (3.3.9)
1_‘12
1

p.(u,v)=p(u,v) “r P (I}, 2 #0) (3.3.10)
12

Bu dontisiimlere M nin Laplas doniigiimleri ad1 verilir.
Onerme 3.3.4.: MCR* yiizeyi eslenik u-yon normalli koordinatlara sahip olsun. Bu

taktirde (3.3.10) Laplas doniisiimii ile verilen M, yiizeyinin regiiler olmasi igin gerek

ve yeter kosul

1 1 1
- [[F] + F rllzJ 3 (FZ )2 ((Flzz )v . Flzzrllz ) #0

olmasidir.

Ispat. Ik olarak, (3.3.10) un kismi tiirevlerinden, M , in teget vektorleri
1 1 1 ., 1 2
po) =1 S |~ ST T o~ S LN,
( 1) [ (Flzz ]u Flzz 1 (1_,122 )2 11} (1_,122 )2 o} L11

1) 1
=| = | +=T8
(p—l )v [( Flzz jv Flzz 12 jpu

dir. Dolayisiyla M , ylizeyinin regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

—[(F—{J +F—12F112J #0
12/, 12

olmasidir. J
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4. LINEER KONGRUANSLAR

Bu boliimde 4-boyutlu Oklit uzayr R* deki yiizeyleri iizerindeki lineer

kongriianslar ele alinmistir.

4.1. Lineer Kongriianslar

Mve M 4-boyutlu Oklit uzayr R* deki yiizeyler olmak iizere w:M —>M”
doniistimii bir lokal difeomorfizm olsun. Bu taktirde her pe M ig¢in p noktasini
w(p)=p €M’ noktasma baglayan dogru M ve M’ yiizeylerinin her ikisine birden
teget ise y donlsimii “cift teget ézeligi” ni sagliyor denir. Bu sekilde cift teget

Ozeligini saglayan y lokal difeomorfizmine bir lineer kongriians ad1 verilir.

M ve M regiiler yiizeyleri sirasiyla p(u,v) Ve p (U,v) konum vektorleri ile verilsin.
Ayrica w:M — M’ doniisiimii ¢ift teget 6zeligini saglayan bir lokal difeomorfizm
olsun. O halde, p e M noktasin1 w(p)=p €M’ noktasina baglayan teget dogrunun

dogrultu vektori

X=Xp,+X,p, (4.1.1)
dir. Bu durumda M~ yiizeyinin konum vektorii
P (U,v) = p(u,v) + U, V)(X,0, + X,p,) (4.1.2)

parametrizasyonu ile tanimlanir. Burada, ¢(u,v) tlirevlenebilir bir fonksiyondur.
Boylece w doniisiimii cift teget 6zeligini sagladiginda X vektdrii M’ yiizeyine de
teget olacaktir. Boylece, X vektorii p, ve p, teget vektorlerinin bir lineer birlesimi

olacaktir. Buradan, (4.1.2) nin kismi tiirevleri ve Gauss esitligi kullanilarak
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P = {14 (p(UV)X,), + o(U V)X, + (U, V) X, T,
+{pv)X, ), + oUVX.IE +o(u,v)X,IE p, (4.1.3)

+ (U)X L UMY LN,

p; = @) X,), + U, V) XI5 + (U, V)X, o,
L+ (U v)X,), + (U V)X, + (U, v) X, T2 b, (4.1.4)

2
+ (U DXL +UVXLN,,
elde edilir. Boylece,

A =1+(p(u,v) X,), + U, V) X,Th +ou,v) X, I},
A, = (@ V) X,), + (U V) X I, + (U)X, T,
B, = (p(u,v) X, ), +@(u,v)X,T2 +(u,v) X,
B, =1+(p(u,v) X, ), + @(u,v) X, +o(u,v) X,I7,

(4.1.5)
C, = p(u,V) X, L5, + (U, V) X, L,
C,= @(U’V)X1L12 "‘("(UaV)Xlezz
D, = p(u,v) X, L, +0(u,v) X, L7,
D, = p(u,V) X, L5, + p(u,v) X, L3,
fonksiyonlar1 yardimiyla
p.=Ap,+Bp,+CN,+DN, (4.1.6)
p\j = AZPLI + szv +C2Nl + D2N2
bulunur. Buradan, ¢ift-teget 6zelligi
Al Bl Cl Dl
rank=| A, B,C,D, |=2 (4.1.7)
X, X,00

esitligine denktir. Burada (4.1.7) deki matrisin birinci ve ikinci satirlarinin lineer
bagimsiz olmasi M~ yiizeyinin regiiler olmasmi gerektirir. Bununla birlikte, (4.1.7)

esitligi bilinmeyen ¢(u,v) fonksiyonuna gore bir cebirsel denklem sistemi olusturur.

Agik olarak, asikir olmayan bir ¢(u,v) ¢oziimii elde edildiginde w:M — M~ lineer
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kongriians1 da asikar degildir; yani ¢(u,v) = O0dir. Ayrica, X , X, fonksiyonlar1 ayni
anda sifira esit olmadiklarindan (4.1.7) denklemindenC D, —C,D, =0 olmalidur.

Boylece, (4.1.7) denklemi agikar olmayan bir ¢(u, V) ¢éziime sahip oldugundan

1 2 1 2 1 2
X2 X el s 4.18)
2 2 22 22 22 22

esitligi saglanir.(Gorkavy 2005).

Boylece asagidaki sonuclar elde edilir.
Onerme 4.1.1.: MCR* her p e M noktasinda nokta-esboyutu esboy, =2 olan regiiler
bir yiizey olsun. Bu takdirde y:M — M~ doniisiimii asikdr olmayan bir lineer
kongriians1 ise M nin her bir p e M noktasi hiperbolik ya da paraboliktir. Bununla
birlikte p e M noktasini yw(p)=p €M’ noktasina baglayan teget dogrunun dogrultu
vektorii X e T M asagidaki 6zelikleri saglar;

i) her bir peM hiperbolik noktasindaki X dogrultusu iki eslenik yonlerden birine

karsilik gelir.
ii) her bir pe M parabolik noktasinda X dogrultusu bir asimptotik yonii temsil

eder.

Herhangi bir w:M — M lineer kongriiansin analitik temsilcisini bulmak igin
X =X,p, + X,p,dogrultusu X =p, yada X =p,olarak segilebilir. Farz edelim ki
X = p, olsun. Bu taktirde (4.1.7) cift-teget 6zelliginden

o+l oy ob, ol

rank ¢v+¢r112 1+¢F122 (”Liz ¢Lf2 =2 (4.1.9)
1 0 00

1

dir. Ayrica, esboy =2 oldugundan L, ve L2, fonksiyonlari ayni anda sifira esit

olamaz. Bu nedenle (4.1.9) un saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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1+ ¢l =00lmasidir. O halde, T}, #0olmasi durumundag(u,v)= —iz asikar

12

olmayan bir ¢oziimdiir. Boylece M~ yiizeyinin (4.1.2) konum vektorii

PN = plU) - p, (4.1.10)

12

bi¢imine doniisiir.

Benzer sekilde X = p, secilirse ¢(u,V) :—il asikar olmayan bir ¢oziim elde edilir.
12

Boylece M yiizeyinin (4.1.2) yarigap vektorii

L (4.1.11)

/0*(U,V)=/O(U,V)—r—l

parametrizasyonuna sahip olur (Gorkavy 2005).

4.2. Monge Yamasi ile Verilen Yiizeylerin Yiizey Aglar
McCR* yiizeyi

pu,v)=(u,v, f(u,v),g(u,v))
(4.2.1)

koordinat yamast ile verilsin. Burada f (u,v)ve g(u, V) tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

M nin 1. temel form katsayilar

E=(p,(u,v),p,u,v)=1+ {7+ g7,
F=(p,uV),p,Wuv)=ff +9,9, (4.2.2)
G=(p,u,v),p,U,Vv)=1+f7+g'.

dir. M nin normal uzay1

N, (u,V) :_J1K (- f,,—f,1,0)

1
N (u,v)=——(Bf —Ag ,Bf —Ag ,—B, A
Z(U V) W /A( u gu \ gv )
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vektorleri tarafindan gerilir. Burada
A=1+f?+f?,
B=f0,+f0,

dir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilari

L, = (P (U, N, (U, V) = fW,

L = (o (00 Ny (0) = 2

Ly = (P (0, N, (u,V)) = fﬁ

2, = (V). N, (U 1)) = AgW\—/_I;fuu, (4.2.3)
L2, = (P (U V), N, (u,V)) = %

L2, = (2 ), N (U V)) = AgW;KBfW

dir (Arslan ve ark. 2016). Boylece, M nin eslenik ylizey agina sahip olabilmesi i¢in
Tamm 3.3.1 den L, =L, =0o0lmahdir. Buradan (4.2.3) esitliklerinden
f, =9, =0olmaldir.

Tanim 4.2.1.: (4.2.1) koordinat yamasinda
f (u,v) =r(u)cosv

g(u,v) =r(u)sinv (4.2.4)

alimirsa M C R* yiizeyi Aminov yiizeyi olarak adlandirilir (Bulca ve Arslan 2013a).

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.2.2.: (4.2.4) koordinat yamasi ile verilen Aminov yiizeyi eslenik yiizey
agina sahip degildir.

Ispat. (4.2.4) den

f, =-r'sinv,

4.2.5
g, =-—r'cosv, (4.2.9)

bulunur. Buradan Aminov yiizeyinin 1. temel form katsayilari
E=1+f +g’=1+(r")’,
F=f1f +9,0, =0,
G=1+f’+9g’=1+r%
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ve Christoffel sembolleri

E
I, = 2é =0,
. G, rr’

be =56 "1
dir. Boylece Aminov yiizeyinin eslenik ylizey agmna sahip olmas: i¢in f, =g, =0
olmalidir. O halde (4.2.5) esitliklerinden r'(u) =0 elde edilir. Béylece I, =0, =0
dir. Bu nedenle Aminov yiizeyi eslenik ylizey agina sahip degildir. [
Tamm 4.2.3.: (4.2.1) koordinat yamasinda

f(u,v)=r(u)cose, g(u,v)=r(u)sinax
a(u,v)=g(u)+v

alimirsa M C R* yiizeyi genellestirilmis Aminov yiizeyi olarak adlandirilir. Burada

(4.2.6)

(u) tiirevienebilir fonksiyondur (Bulca ve Arslan 2013b).

Onerme 4.2.4.: (4.2.6) koordinat yamasiyla verilen genellestirilmis Aminov yiizeyi
regiiler eslenik ylizey agina sahip degildir.
Ispat.(4.2.5) ve (4.2.6) esitliklerinden

f, =r'cosa —rsinag’

g, =r'sina+rcosag’

f, =—r'sina—rcosag’

g, =r'cosa—rsinag’

f,= (r” —r(p') )cos a—(2r'g +re")sina (4.2.7)
Ou = (r” —r(p') )sin a—(2r'g' +re")cosa

f, =—-rcosa
g, =-rsina

w

dir. Bdylece M yiizeyinin eslenik yilizey agina sahip olabilmesi i¢in f, =g, =0 esitligi

saglanmalidir. Buradan
r'sina+¢'rcosa =0
rrcose—¢'rsina =0
olmalidir. Bu denklem sistemin ortak ¢6ziimiinden

sin a(r’ +(p') r2)= 0
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dir. Buradan r'=0ve ¢’ =0oldugu goriilir. Bu da bize M nin Aminov yiizeyi

oldugunu gosterir. Bir dnceki dnermede Aminov yiizeyinin eslenik yiizey agina sahip
olmadig1 gosterilmistir. []
Y. Teorem 4.2.5.: McR* lokal yiizeyi (4.2.1) Monge yamas: ile verilsin. M nin

p = p(u,Vv) noktasinda 2. temel form katsayilar1 Lj; olmak tizere

L, L, L, L, L, L,

1 = ' 2 = ' 3 = (428)
L, L L, L, L, L,
tanimlansin. Bu taktirde M nin diskriminant1 D
D= A22 —4A A, (4.2.9)

dir.
Ispat. (3.1.8) ve (4.2.8) esitliklerinden (4.2.9) elde edilir. [J
Onerme 4.2.6.: M C * yiizeyi (4.2.4) parametrizasyonu ile verilen bir Aminov yiizeyi
olsun. M nin asimptotik yiizey agina sahip (P-ylizeyi) olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul
f(u,v)=rcosv, g(u,v)=rsinv
ya da
f(u,v)=(au+b)cosv, g(u,v)=(au+b)sinv
parametrizasyonuna sahip olmasidir.
Ispat. (4.2.3) ve (4.2.8) esitliklerinden
A=rr" ,  A,=0 : Ay =r'r"
elde edilir. Boylece M nin asimptotik yiizey agina sahip (P-yiizeyi) olabilmesi igin
(4.2.9) denkleminden
A, —4AA=—r(r'fr" =0
dir. Buradan r # Ooldugundan r'=0 ya da r” =0 dir. Buradan istenilen sonug
elde edilir. [J
Sonu¢ 4.2.7.: ' =0 durumunda M yiizeyi diizdiir.
Genellestirilmis Aminov yiizeyi i¢in asagidaki sonug elde edilir.
Onerme 4.2.8.: MCR* yiizeyi (4.2.6) yamasi ile verilen genellestirilmis Aminov
yiizeyi olsun. Bu taktirde M nin asimptotik yiizey agina sahip (P-yiizeyi) olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul
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r(¢"): —4(r)r" =0 (4.2.10)
olmasidr.
Ispat.

f f

uv w

gUV gW
=rr'sin®v+r?cosasinag’ +rr'cos’v—r?cosasinag’ (4211

1 =

=rr’,

f, f

uu w

ngU gW
= r(r” —r(p) )cowsin a+r(2r'g' +rp")sin’

A, =

+ r(r" —r(p) )cowsin a+r(2r'p' +ro")cos’ a
=r(2r'g' +rg")

(4.2.12)

f f

gUU gUV
r r’(r” —r(e’ )cos2 a+r'(2r'g +re")cosasina
—t(r" = r(p) o' cosarsina + rg/(2r'g’ + rgp")sin’ & (4.2.13)
(= r(p/f )sin® e+ r'(2r'g’ + ro")cos arsin

A, =

3

y
¥

+ r(r” —r(¢') )<p’ cosasina +re'(2r'g’ +re”)cos’ a
= r’(r” —~ r(go’)2)+ ro'(2rg +ro")
dir. Boylece M asimptotik yiizey agina sahip (P-yiizeyi) ise (4.2.9) denklemi
saglandigindan (4.2.11)- (4.2.13) esitlikleri yardimiyla
r(2rg’ +ro") — 4r'[r’(r” —r(p'y )+ ro'(2r'g’ + I’(p")]: 0
elde edilir. Bu denklem sadelestirildiginde (4.2.10) elde edilir. [
Ornek 4.2.9.:

f(u,v)=(au+b)cos(cu +d +v),
g(u,v)=(au+b)sin(cu +d +v)

fonksiyonlart ile verilen genellestirilmis Aminov yiizeyi bir P-yiizeyidir.
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EKLER
EK1 (3.2.9) diferansiyel denkleminin ¢éziimii
EK?2 (3.2.10) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
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EK1: (3.2.9) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢éziimiinden
> odel:=-r(v)*diff(r(v),v,v)+r(v)2+2*diff(r(v),v)"2=0;

_(a ) e ry? -
odel = (dvz r(v)]r(v)+2(dv r(v)] +r(v) =0

> dsolve (odel);

1
B asin(v) —bcos(v)

r(v)

elde edilir.
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EK2: (3.2.10) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢éztimiinden
> odel:=diff(r(v),v)"2+r(v)"2=1,

2

odel:= —( d

e r(v)j +rv)? =1

> dsolve(ode);
r(v) ==1 r(v) =+sin(-v+c)

elde edilir.
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