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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

 DE ASİMPTOTİK VE EŞLENİK DOĞRULTUYA SAHİP YÜZEYLERİN BİR 

KARAKTERİZASYONU 

 

                                                       Çiğdem TOPTAŞ 

 

Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 

Bu çalışmada  deki asimptotik ve eşlenik doğrultulara sahip yüzeylerin bir 

karakterizasyonu verilmiştir. 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm giriş bölümüdür.  

İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan  yüzeyinin birinci 

ve ikinci temel formu, Gauss eğriliği temel tanımı ve kavramları verilmiştir.  

Üçüncü bölümde   deki yüzeyler üzerindeki noktaların tiplerinin bir sınıflandırılması 

verilmiştir. Aslında 1. normal uzayın boyutu (nokta eş boyutu) ve ikinci temel form 

matrisinin diskriminantı bu noktaların tipini tayin etmektedir. Örnek olarak, Vranceanu 

yüzeyinin nokta eş boyutunun 2 olduğu gösterilmiştir. Ayrıca bu yüzeyin parabolik 

noktalara sahip olması için gerek ve yeter koşul verilmiştir.  

Dördüncü bölümde   deki lineer kongrüanslar ele alınmıştır. Bu bölümde Aminov 

yüzeyleri ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiştir.  

 

 

 

 

 

  

Anahtar Kelimeler: Eşlenik yön, Asimptotik yön, Gauss eğriliği, Ortalama Eğrilik 

2017, v+29 sayfa. 
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ABSTRACT 

MSc Thesis 

A CHARACTERIZATION OF SURFACES IN  WHICH HAS ASYMPTOTIC 

AND CONJUGATE DIRECTIONS  

 

Çiğdem TOPTAŞ 

 

Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 

In this thesis, a characterization of surfaces in  which has asymptotic and conjugate 

directions is given. 

This thesis consist of four chapters.  

First chapter is introduction. 

In the second chapter, some basic definitions and theorems of first and second 

fundamental forms and curvatures of the surfaces  are given.  These basic 

concepts will be use in the other chapters.  

In the third chapter, the types of points on the surfaces  are considered. The 

dimension of first normal space and discriminant of the second fundamental matrix 

characterizes the type of the points which are parabolic, hyperbolic or elliptic type. It 

has been shown that the dimension of first normal space of Vranceanu surface is 2. 

Furthermore the necessary and sufficient condition for Vranceanu surface to has 

parabolic points is given.  

In the fourth chapter linear congruences of the surfaces are considered. Some of the 

original results related with the Aminov surfaces are obtained. 

 

Key Words: Conjugate direction, Asymptotic direction, Gaussian curvature, Mean 

curvature 2017, v+29 pages. 
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1. GİRİŞ 

Bu çalışmada  deki asimptotik ve eşlenik doğrultulara sahip yüzeylerin bir 

karakterizasyonu verilmiştir. 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm giriş bölümüdür.  

İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan  yüzeyinin birinci 

temel formu, ikinci temel formu ve Gauss eğriliği ile ilgili temel tanım ve kavramlar 

verilmiştir.  

Üçüncü bölümde 1. normal uzayın boyutu (nokta eş boyutu) ve ikinci temel form 

matrisinin diskriminantı yardımıyla   deki yüzeyler üzerindeki noktaların tiplerinin 

bir sınıflandırılması verilmiştir. Örnek olarak, Vranceanu yüzeyinin 

her Mp noktası M nin bir parabolik noktası olması için gerek ve yeter şart M nin 

döngü eğrisinin düz bir doğru olmasıdır. Ayrıca  Ganchev-Milousheva rotasyon 

yüzeyinin her bir Mp noktasının M nin bir hiperbolik noktası olması için gerek ve 

yeter koşul verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, M ve *M 4-boyutlu Öklit uzayı  deki yüzeyler olmak üzere 

*: MM   dönüşümü lokal difeomorfizminin bir lineer kongrüans olması ile ilgili 

sonuçlar verilmiştir.  deki Aminov yüzeyi ve genelleştirilmiş Aminov yüzeyinin 

regüler eşlenik yüzey ağına sahip olmadığı gösterilmiştir. Ayrıca, Aminov yüzeyinin bir 

asimptotik yüzey ağına sahip (P-yüzeyi) olabilmesi için gerek ve yeter koşul verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, 

teorem ve tanımlar verilmiştir. Özellikle,  ’deki yüzeylerin ikinci temel formu, Gauss 

ve Weingarten eşitlikleri, Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği ile ilgili temel kavramlar 

verilmiştir.  

 

M yüzeyi  yaması ile verilsin. M nin ),( vuXp  noktasındaki teğet 

uzayı )(MT
p

,
u

X ve 
v

X  ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece M nin birinci temel 

formu 

22 2 GdvFdudvEduI                                                       (2.1) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,,

,,







                                              (2.2) 

1. temel form katsayıları olup ,  bir Öklit iç çarpımıdır. Bununla birlikte (2.2) 

yardımıyla 

22
FEGXX vu                                   (2.3) 

elde edilir. Eğer 0 vu XX  ise ),( vuX  yaması regülerdir denir (Gray 1993). 

Şu andan itibaren aksi söylenmedikçe ),( vuX  yaması regüler kabul edilecektir ve 

22 WFEG                           (2.4) 

ile gösterilecektir.  

Tanım 2.1.:  yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun.   de 

Riemann koneksiyonu 
~

 ile gösterilsin. Bu durumda )(, MXX ji   lokal vektör 

alanları için M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu   olmak üzere 

M nin ikinci temel form dönüşümü 

,
~

),(;)()()(: jXjXji XXXXhMMMh
ii

                               (2.5) 
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biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.5) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.2 yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu taktirde
21

, NN , M  

nin normal vektörleri ve )(MX i   olmak üzere M nin şekil operatörü dönüşümü  

2,1,
~

;)()()(:    
iNNXAMMMA

iXiXiN              (2.6)                     

biçiminde tanımlanır. Burada 
iN XA


, N  ya karşılık gelen şekil operatörü ve 

  ise 

)(M  normal demete ait normal koneksiyondur. Literatürde (2.6) eşitliği Weingarten 

denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.3.:  yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  yamasının 2. 

mertebeden kısmi türevleri vvuvuu XXX ,,  ve normal vektör alanları 21 , NN  olmak 

üzere M  nin ikinci temel form katsayıları  















NXL

NXL

NXL

vv

uv

uu

,

21,,

,,

22

12

11







                                            (2.7) 

şeklinde tanımlanır  (Aminov 2001),  (Mello  2003). 

Herhangi )(, MTXX pji   için 


 ijjijiN LNXXhXXA  ),,(,  , ,21,2,1  ji                   (2.8) 

eşitliği elde edilir. Burada  

2,1,),(
2

1




jiNLXXh
ijji 



                                  (2.9) 

dir. 

Tanım 2.4.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu durumda M nin 

Christoffel sembolleri 
k

ij ( 2,,1  kji ) 



 

4 

 

 

)(2

2

)(2

2

)(2)(2

)(2

2

)(2

2

2

2
222

1
22

2

2
122

1
12

2

2
112

1
11

FEG

FGFFEG

FEG

FGGGGF

FEG

FEEG

FEG

FGGE

FEG

FEEEEF

FEG

FEFFGE

uvvvuv

vuuv

uvuvuu































                           (2.10) 

biçiminde tanımlanır. Burada 1

12

1

21   ve 2

12

2

21   dir (Gray 1993). 

Sonuç 2.5.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. 0F  için M nin 

Christoffel sembolleri 

vvv
v

vuv
u

vuv
u

uuv
v

uuv
v

uuu
u

XX
GG

G
XX

EE

G

XX
GG

G
XX

EE

E

XX
GG

E
XX

EE

E

,
1

2
,

1

2

,
1

2
,

1

2

,
1

2
,

1

2

2

22

1

22

2

12

1

12

2

11

1

11













                                          (2.11) 

İspat: (Bulca 2012) 

Önerme 2.6.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu takdirde 

)(, MXX vu   ve   )(, 21 MNN   için  

2

2

221

1

22

2

22

1

22

2

2

121

1

12

2

12

1

12

2

2

111

1

11

2

11

1

11

~

~

~

NLNLXXXX

NLNLXXXX

NLNLXXXX

vuvXvv

vuvXuv

vuuXuu

v

u

u







                                                  (2.12) 

dir (Gray 1993). 

Böylece (2.12), (2.5) ve (2.6) denklemleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 2.7.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin.Bu takdirde 

2

2

221

1

22

2

2

121

1

12

2

2

111

1

11

),(

),(

),(

NLNLXXh

NLNLXXh

NLNLXXh

vv

vu

uu







                                                                                     (2.13) 

dir. 

Sonuç 2.8.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu takdirde  
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vuvvvv

vuuvvu

vuuuuu

XXXXXh

XXXXXh

XXXXXh

2
22

1
22

2
12

1
12

2
11

1
11

),(

),(

),(







                              (2.14) 

dir. 

Sonuç 2.9.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. 0F  ise bu takdirde 

vvvvuvuvvvvv

vvuvuuuvuvvu

vuuvuuuuuuuu

XXX
G

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

,
1

,
1

),(

,
1

,
1

),(

,
1

,
1

),(







                                                 

(2.15) 

İspat: (Bulca 2012). 

Tanım 2.10.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu durumda M nin 

Gauss eğrilik fonksiyonu  

 


2

1

2

1222112
))((

1



 LLL
W

K                                                                             (2.16) 

dir (Aminov 1994), ( Mello 2009). 

Tanım 2.11.:  yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde her   )(, 21 MXX   ve   )(,
21

MNN   ortonormal bazları için M nin 

ortalama eğrilik vektör alanı 




2

1


NHH                                                                 (2.17) 

dir. Burada  

  


2

1
2212112

2
2

1

i

ELFLGL
W

H 


                                                                            (2.18) 

M  nin i.nci ortalama eğrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M  nin ortalama eğrilik 

fonksiyonu HH   dir (Mello 2003). 

Böylece aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

Sonuç 2.12.: yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin.Bu takdirde )(MTp
 nin 

bir  vu XX ,  bazı için M nin Gauss eğriliği 
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 ),(),,(),(),,(
1

2 vuvuvvuu XXhXXhXXhXXh
W

K                                         (2.19) 

dir (Bulca 2012). 

Sonuç 2.13.:  yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde )(M  nin bir  vu XX ,  bazı için M nin ortalama eğrilik vektörü 

 ),(),(2),(
2

1
2 uuvuvv XXGhXXFhXXEh

W
H 


                 (2.20) 

dir (Bulca 2012). 
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3.  UZAYINDAKİ YÜZEYLER ÜZERİNDEKİ NOKTALARIN 

SINIFLANDIRILMASI 

 

Bu bölümde 4-boyutlu Öklit uzayı ’deki yüzeyler üzerindeki noktaların bir 

sınıflandırılması verilmiştir. Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda  

deki eşlenik ve asimptotik doğrultular ile ilgili temel kavramlar tanıtılmıştır. İkinci 

kısım da ise   deki bazı yüzeyler üzerindeki noktaların sınıflandırılması verilmiştir. 

Üçüncü kısımda ise  deki yüzeylerin eşlenik yüzey ağları ele alınmıştır. 

3.1. Asimptotik ve Eşlenik Doğrultular 

 regüler bir yüzey olsun. N  normal vektörüne karşılık gelen ikinci temel form 

katsayıları 


ijL  olmak üzere M yüzeyinin p noktasındaki nokta-eşboyutu  
















2

22

2

12

2

11

1

22

1

12

1

11

LLL

LLL
rankesboy p                                                                                 (3.1.1) 

biçiminde tanımlanır. Bazı kaynaklarda p noktasındaki nokta-eşboyutu p noktasında 

1.normal uzayın boyutu olarak da ifade edilir. 

Tanım 3.1.1.: , ),( vu pozisyon vektörü ile verilen bir regüler yüzey olsun. 

Böylece, Mp  noktasındaki teğet düzlemi MTp  deki yön vektörleri 

vuvu YYYXXX  2121 ;                                                                            (3.1.2) 

olmak üzere 

0
2

1,

1 


ji

ji

ij YXL   ve  0
2

1,

2 


ji

ji

ij YXL                                                                           (3.1.3)                                                           

eşitlikleri sağlanırsa X ve Y ye eşlenik doğrultular adı verilir. Bununla birlikte, 

MTp teğet düzleminde kendisine eşlenik olan X vektörüne asimptotik doğrultu denir 

(Gorkavy 2005).  

Bu durumda, X teğet vektörünün bir asimptotik doğrultu olabilmesi için  
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0
2

1,

1 


ji

ji

ij XXL  ve 0
2

1,

2 


ji

ji

ij XXL                                                                         (3.1.4) 

eşitlikleri sağlanmalıdır. Açık olarak X ve Y vektörlerine eşlenik doğrultuların varlığı 

(3.1.3) denklem sisteminin çözülebilir olmasına bağlıdır. Bu nedenle, eşlenik 

doğrultulara sahip olma koşulu (3.1.3) denkleminin 
1Y  ve 

2Y  ye bağlı lineer denklem 

sistemi olarak; 




































0

0

2

1

2

2

221

2

122

2

121

2

11

2

1

221

1

122

1

121

1

11

Y

Y

XLXLXLXL

XLXLXLXL
                 (3.1.5) 

biçiminde ifade edilir. Böylece, (3.1.5) denklem sisteminin dejenere olmayan bir 

1Y ,
2Y çözümü olabilmesi için 

0det
2

2

221

2

122

2

121

2

11

2

1

221

1

122

1

121

1

11 

















XLXLXLXL

XLXLXLXL
                  (3.1.6) 

olmalıdır. Yani; 

0
2

22

1

22

2

12

1

122

22

22

1

22

2

11

1

11

212

12

1

12

2

11

1

112

1 
LL

LL
X

LL

LL
XX

LL

LL
X       (3.1.7) 

olmasıdır. Benzer şekilde, aynı denklem 
1Y ,

2Y için de sağlanır. Böylece MTp   

düzleminin  21; XXX  ve  21;YYY  eşlenik doğrultuları (3.1.7) denkleminin 

çözümünden elde edilir. Açık olarak, (3.1.7) denkleminin çözülebilir olması


ijL    

fonksiyonlarına bağlıdır. Bu nedenle aşağıdaki durumlar söz konusudur; 

I. Durum: pesboy 2 olsun. 

Bu durumda, (3.1.7) denkleminin dejenere olmaması için gerek ve yeter koşul 

2pesboy  olmasıdır. Bu nedenle, (3.1.7) denkleminin çözümleri  

    2

12

1

22

2

22

1

12

2

11

1

12

2

12

1

11

22

11

1

22

2

22

1

11 4 LLLLLLLLLLLLD         (3.1.8) 
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diskriminantının işaretine bağlıdır. Bu durumda, aşağıdaki alt durumlar söz konusudur; 

i) 0D hali:  

Bu halde  21; XXX  ve  21;YYY  vektörleri (3.1.7) denkleminin farklı iki 

çözümüdür. Bu vektörler MTp  düzleminde eşlenik doğrultuları oluşturur. Bu 

durumdaki  Mp noktasına M yüzeyinin bir hiperbolik noktası adı verilir. Tüm 

noktaları eliptik olan yüzeye Cartan yüzeyi denir. 

ii) 0D hali: 

Bu halde  21; XXX   vektörü (3.1.7) denkleminin bir tek çözümüdür. Bu 

vektör MTp düzleminde asimptotik doğrultu oluşturur. Bu durumdaki Mp noktasına 

M yüzeyinin bir parabolik noktası adı verilir. Tüm noktaları eliptik olan yüzeye P-

yüzeyi denir. 

iii) 0D hali: 

Bu halde (3.1.7) denkleminin aşikar olmayan bir çözümü yoktur. Bu nedenle  

MTp düzlemi ne asimptotik ne de eşlenik doğrultuları sahiptir. Bu durumdaki Mp  

noktasına M yüzeyinin bir eliptik noktası adı verilir. Tüm noktaları eliptik olan yüzeye 

E-yüzeyi denir. 

II. Durum: pesboy 1 olsun. 

Bu halde (3.1.7) denklemi dejenere olacaktır.  Bu nedenle MTp düzleminde her bir 

X doğrultusu iyi-tanımlı bir Y eşlenik doğrultuya sahip olacaktır.  Bu durumda 1. 

normal uzayın boyutu 1’e eşit olduğundan yüzeyi  de yatan bir yüzeydir.   

III. Durum: pesboy 0 olsun. 

Bu halde MTp düzlemindeki tüm doğrultular eşli eşleniktir (pairwise conjugate). 
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3.2. Örnekler  

Bu kısımda 4-boyutlu Öklit uzayı  de bazı yüzeyler üzerindeki noktaların 

sınıflandırılması verilmiştir. 

Örnek  3.2.1.: (Vranceanu yüzeyi) 

4-boyutlu Öklit uzayı  de 

 duvgduvgcuvfcuvfvu sin)(,cos)(,sin)(,cos)(),(                                        (3.2.1) 

pozisyon vektörü ile verilen yüzey genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi olarak bilinir 

(Moore 1919). Burada )(vf ve )(vg  türevlenebilir fonksiyonlar ve  )(),()( vgvfv    

döngü eğrisi olup  

    0)()(0)()(
222222  vgvfvevgdvfc  

regüler olma şartları sağlanır (Ganchev ve Milousheva 2008), (Arslan ve ark. 2012). 

Bununla birlikte, (3.2.1) parametrelendirilmesi ile verilen genelleştirilmiş rotasyon 

yüzeyinde 1 dc  ve 

vvrvf cos)()(  , vvrvg sin)()(                                  (3.2.2) 

alındığında elde edilen rotasyon yüzeyi Vranceanu yüzeyi adını alır (Vranceanu 1977), 

(Arslan ve ark. 2011) .  

Vranceanu yüzeyinin 1. ve 2. temel form katsayıları sırasıyla 

22

2

))(())((),(),,(

,0),(),,(

,))((),(),,(

vrvrvuvuG

vuvuF

vrvuvuE

vv

vu

uu













                                                                (3.2.3)  

0

),(),(),,(

,),(),,(

,
))(())((

))((
),(),,(

2

11

2

22

1

12

2

2

22

1

1

22

22

2

1

1

11










LLL

vrvuNvuL

vuNvuL

vrvr

vr
vuNvuL

vv

vv

uu








                                                      (3.2.4) 

dir. Burada 

22

22

))(())((

))(())((2)()(

vrvr

vrvrvrvr




                                                                       (3.2.5) 

 vvrvvrv sin)(,cos)()(   döngü eğrisinin eğriliğidir (Arslan ve ark. 2012). 
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Böylece, 0)( vr olduğundan Vranceanu yüzeyinin Mp noktasındaki nokta-

eşboyutu (3.2.4) yardımıyla 

2
00

0

2

12

1

22

1

11

















L

LL
rankesboyp                                                                              (3.2.6) 

dir. Buradan,  (3.2.4) deki eşitlikler (3.1.8) de yerine yazılırsa D diskriminantı 

 
22

4
22

12

1

22

1

11

))(())((

)(4
4

vrvr

vr
LLLD


                                                     (3.2.7) 

biçimine dönüşür.  Böylece aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Önerme 3.2.2.:  yüzeyi (3.2.2) parametrelendirilmesi ile verilen bir Vranceanu 

yüzeyi olsun. Bu takdirde, Mp noktası M nin bir parabolik noktası olması için gerek 

ve yeter koşul )(v  döngü eğrisinin düz bir doğru olmasıdır. 

İspat. :)(  Mp noktası M nin bir parabolik noktası ise 0D dır. Ayrıca, 

0)( vr olduğunda (3.2.7)  denkleminden 0  bulunur. Böylece, )(v döngü eğrisi 

bir düz doğrudur.    

:)(   

Sonuç 3.2.3.:  yüzeyi (3.2.2) parametrelendirilmesi ile verilen bir Vranceanu 

yüzeyi olsun. Bu taktirde, Mp noktası M  nin bir parabolik noktası olması için gerek 

ve yeter koşul 

Rba
vbva

vr 


 ,;
cossin

1
)(                                                                                (3.2.8) 

olmasıdır. 

İspat. 0  olduğundan (3.2.5) denkleminden  

0)()(2)()( 22  vrvrvrvr                                                                                   (3.2.9) 

diferansiyel denklemi elde edilir. Böylece (3.2.9) diferansiyel denkleminin çözümünden 
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)(v  döngü eğrisi birim hızlı bir eğri ise aşağıdaki sonuç elde edilir; 

Önerme 3.2.4.:   yüzeyi (3.2.2) parametrelendirilmesi ile verilen bir Vranceanu 

yüzeyi olsun. Bu takdirde, Mp noktası M nin bir hiperbolik noktası ise aşağıdaki 

durumlardan biri söz konusudur; 

i) )(v döngü eğrisi bir birim çemberdir, 

ii)  vvvcv sin,cos)sin()(   dir, 

iii)  vvvcv sin,cos)cos()(   dir, veya 

iv)  vvvbvav sin,cos)cos()sin()(  , 122 ba  dir. 

İspat. )(v  döngü eğrisi birim hızlı bir eğri olduğundan 1)(')()(' 22  vrvrv  

ve )(v
 dır. Böylece  

1)()(  vrvr                                                                                                         (3.2.10) 

diferansiyel denkleminin çözümünden 

,1)( vr ),sin()( vcvr  ),cos()( vcvr  veya ),cos()sin()( vbvavr   

122 ba  

Örnek 3.2.5.:  4-boyutlu Öklit uzayı  de 

 vufvufufufvu sin)(,cos)(),(),(),( 3321                                                          (3.2.11) 

pozisyon vektörü ile verilen yüzey Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyi olarak bilinir 

(Arslan ve ark. 2017). Burada )(1 uf , )(2 uf  ve 0)(3 uf  türevlenebilir fonksiyonlardır. 

Bu yüzeyin 1. ve 2. temel form katsayıları sırasıyla 

)(,

,0,

,1,

2

3 ufG

F

E

vv

vu

uu













                                  (3.2.12)                                                                                 
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















13
2

2

22

2

2

12

2

2

11

33
1

1

22

1

1

12

1

1

11

),(),,(

,0),(),,(

,0),(),,(

,),(),,(

,0),(),,(

,0;),(),,(

f
vuNvuL

vuNvuL

vuNvuL

ff
vuNvuL

vuNvuL

vuNvuL

vv

uv

uu

vv

uv

uu














                                                                    (3.2.13) 

dir. Burada  

12211 ffff                                                                                                        (3.2.14) 

türevlenebilir fonksiyondur (Bulca ve ark. 2012). Böylece, (3.2.4) yardımıyla Ganchev-

Milousheva rotasyon yüzeyinin Mp noktasındaki nokta-eşboyutu  

2
00

0
2

22

1

22

1

11
















L

LL
rankesboy

p
                                                                           (3.2.15) 

dir. Buradan,  (3.2.13) deki eşitlikler (3.1.8) de yerine yazılırsa 

D diskriminantı  22

22

1

11LLD   biçimine dönüşür.  Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 3.2.6.: yüzeyi (3.2.11) parametrelendirilmesi ile verilen Ganchev-

Milousheva rotasyon yüzeyinin olsun. Bu takdirde, 01   için her bir Mp  noktası 

M nin bir hiperbolik noktasıdır. 

Sonuç 3.2.7.: 0
1
  için (3.2.11) parametrelendirilmesi ile verilen yüzeyi  

de yatan bir yüzeydir. Bu durumdaki her bir Mp noktası M yüzeyinin bir parabolik 

noktasıdır. 
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3.3.  Yüzeylerin Eşlenik Ağları  

Tanım 3.3.1.:  yüzeyi ),( vu  yaması ile verilen bir regüler yüzey ve 

 nNNN ,...,, 21
 normal uzayının bir bazı olsun. Bu taktirde, ),( vu nin ikinci 

mertebeden kısmi türevi ),( vuuv olmak üzere  

0),,(  Nvuuv                                                                                                      (3.3.1) 

şartı sağlanırsa ),( vu  ye ),( vu nin eşlenik koordinatları adı verilir. Bu eşlenik 

koordinat eğrileri ile oluşan yüzey ağına eşlenik yüzey ağı denir.  Basitliğin hatırına 

eşlenik yüzey ağı ),( vu ile ifade edilir. 

(3.3.1) denkleminden uv  vektör değerli fonksiyonu u ve v teğet vektörleri tarafından 

gerilen MTp teğet uzayda yatar; yani, 

vuuv  2

12

1

12                                                                                                      (3.3.2) 

olup buna uv  nın Laplas eşitliği ve 

    2

12

1

12

2

12

2

12

1

12

1

12
, 

vu
kh                                                                          (3.3.3) 

fonksiyonlarına da Laplas invaryantları adı verilir. 

Eğer, 01

12   ise eşlenik (yüzey) ağı v-yön normallidir, 02

12  ise u-yön normallidir 

denir.  

Varış uzayındaki (3.3.1) ile oluşturulacak bir eşlenik (yüzey) ağını aşağıdaki sonuç en 

iyi şekilde açıklamaktadır. 

Önerme 3.3.2.: Dvu ),( koordinatları regüler yüzeyinin eşlenik koordinatları 

olsun. Bu taktirde ),( vu  koordinatları v-yön normallidir   ),(~ vu regüler yaması ile 

verilen bir M
~

 yüzeyi vardır öyleki herhangi Dvu ),(  için ),( vu  ve ),(~ vu  

noktalarını birleştiren ~  doğrusu ),( vuv   ve ),(~ vuu  vektörlerinin ikisine birden 

paraleldir.  

İspat. :)(  ),(~ vu yamasıyla önermedeki şartları sağlasın. Bu taktirde ~  

doğrusunun ),(),(~ vuvu    pozisyon vektörü ),( vuv   ve ),(~ vuu  vektörlerine 

paraleldir. Yani, 
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 

 ),(),(~),(~
),(),(~),(

vuvubvu

vuvuavu

u

v








                                                                                  (3.3.4) 

dir. Burada a, b türevlenebilir fonksiyonlardır. Böylece (3.3.4) deki vektör değerli 

fonksiyonların kısmi türevleri yardımıyla  

   uuuuv aa   ~~                                                                                    (3.3.5) 

elde edilir. Böylece, (3.3.4)’ten 

 ,~ 



a

v  


 
a

v~  

dır.  Bu ifadeler (3.3.5) de yerine yazılırsa 

v

u

u

uv

v

uuv

b
a

a
a

a

b
a

a
a














































                                                                 (3.3.6) 

bulunur. Buradan (3.3.2) ve (3.3.6) yardımıyla  

b
a

a

a

u 



2

12

1

12

 

dir. Bu da bize ),( vu  koordinatları eşlenik yüzey ağı oluşturduğunu gösterir. 

)( Tersine; ),( vu  koordinatları v-yön normalli eşlenik ağını oluştursun.Yani; 

01

12  ’dır. Bu taktirde ),( vu  yaması (3.3.2) denklemini sağlar. Ayrıca  

),(
1

),(),(~
1

12

vuvuvu v


                                                                                  (3.3.7) 

yamasını tanımlayalım. Buradan (3.3.7) nin kısmı türevi (3.3.2) ve (3.3.3) denklemleri 

yardımıyla  

  vu

h


21

12

~


                          (3.3.8)   

biçimine dönüşür.  Böylece (3.3.7) ve (3.3.8) denklemlerinden 

),(
1

),(),(~
1

12

vuvuvu v


  

ve 

 
),(~),(),(~

1

12

21

12 vu
h

vuvu u



  
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elde edilir. Bu da bize  ~  doğrusunun ),( vuv   ve ),(~ vuu  vektörlerinin ikisine 

birden paralel olduğunu gösterir. □  

Tanım 3.3.3.:  yüzeyinin normal eşlenik yüzey ağına sahip olması durumunda 

aşağıdaki iki dönüşüm tanımlanabilir; 

vvuvu 
1

12

1

1
),(),(


          (3.3.9) 

u
vuvu 

2

12

1

1
),(),(




 . )0,( 2

12

1

12                                       (3.3.10) 

Bu dönüşümlere M nin Laplas dönüşümleri adı verilir. 

Önerme 3.3.4.:  yüzeyi eşlenik u-yön normalli koordinatlara sahip olsun. Bu 

taktirde (3.3.10) Laplas dönüşümü ile verilen 
1

M  yüzeyinin regüler olması için gerek 

ve yeter koşul  

 
   0

111 1

12

2

12

2

1222

12

1

122

12

2

12


































v

v

 

olmasıdır.  

İspat. İlk olarak, (3.3.10) un kısmi türevlerinden, 
1

M in teğet vektörleri 

 
   








































2

1
1122

12

2

1122

12

1

112

12

2

12

1

1111
1




 NL
u

u

u  

 
u

v

v
































1

122

12

2

12

1

11
 

dir. Dolayısıyla 
1

M  yüzeyinin regüler olması için gerek ve yeter şart   

0
11 1

122

12

2

12































v

 

olmasıdır.  
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4. LİNEER KONGRÜANSLAR 

 

Bu bölümde 4-boyutlu Öklit uzayı  deki yüzeyleri üzerindeki lineer 

kongrüanslar ele alınmıştır.  

 

4.1. Lineer Kongrüanslar 

M ve *M 4-boyutlu Öklit uzayı  deki yüzeyler olmak üzere 
*: MM   

dönüşümü bir lokal difeomorfizm olsun. Bu taktirde her Mp  için p noktasını 

**)( Mpp   noktasına bağlayan doğru M ve 
*M  yüzeylerinin her ikisine birden 

teğet ise   dönüşümü “çift teğet özeliği” ni sağlıyor denir. Bu şekilde çift teğet 

özeliğini sağlayan    lokal difeomorfizmine bir lineer kongrüans adı verilir. 

M ve *M regüler yüzeyleri sırasıyla ),( vu ve ),(* vu konum vektörleri ile verilsin. 

Ayrıca  
*: MM   dönüşümü çift teğet özeliğini sağlayan bir lokal difeomorfizm 

olsun. O halde, Mp noktasını 
**)( Mpp   noktasına bağlayan teğet doğrunun 

doğrultu vektörü  

vu
XXX 

21
           (4.1.1) 

dır. Bu durumda 
*M  yüzeyinin konum vektörü  

 
vu

XXvuvuvu 
21

* ),(),(),(         (4.1.2) 

parametrizasyonu ile tanımlanır.  Burada, ),( vu  türevlenebilir bir fonksiyondur. 

Böylece   dönüşümü çift teğet özeliğini sağladığında X vektörü  
*M  yüzeyine de 

teğet olacaktır. Böylece, X  vektörü *

u
  ve *

v
  teğet vektörlerinin bir lineer birleşimi 

olacaktır. Buradan,  (4.1.2)  nin kısmi türevleri ve Gauss eşitliği kullanılarak 
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  
  

,)),(),((

),(),(),(

),(),(),(1

2

1
122111

2

122

2

1112

1

122

1

1111

*




 





NLXvuLXvu

XvuXvuXvu

XvuXvuXvu

vu

uuu

 







    (4.1.3) 

  
  

,)),(),((

),(),(),(1

),(),(),(

2

1
222121

2

222

2

1212

1

222

1

1211

*




 





NLXvuLXvu

XvuXvuXvu

XvuXvuXvu

vv

uvv

 







    (4.1.4) 

elde edilir. Böylece, 

 

 

 

 

2

222

2

1212

2

122

2

1111

1

222

1

1212

1

122

1

1111

2

222

2

12122

2

122

2

11121

1

222

1

12112

1

122

1

11111

),(),(

),(),(

),(),(

),(),(

),(),(),(1

),(),(),(

),(),(),(

),(),(),(1

LXvuLXvuD

LXvuLXvuD

LXvuLXvuC

LXvuLXvuC

XvuXvuXvuB

XvuXvuXvuB

XvuXvuXvuA

XvuXvuXvuA

v

u

v

u

































               (4.1.5) 

fonksiyonları yardımıyla  

221222

*

211111

*

NDNCBA

NDNCBA

vuv

vuu








        (4.1.6) 

bulunur. Buradan, çift-teğet özelliği 

2

00

2

1

2

1

2

2

1

1

2

1


















 D

D

C

C

X

B

B

X

A

A

rank                    (4.1.7) 

eşitliğine denktir. Burada (4.1.7) deki matrisin birinci ve ikinci satırlarının lineer 

bağımsız olması 
*M  yüzeyinin regüler olmasını gerektirir. Bununla birlikte, (4.1.7) 

eşitliği bilinmeyen ),( vu  fonksiyonuna göre bir cebirsel denklem sistemi oluşturur. 

Açık olarak, aşikâr olmayan bir ),( vu  çözümü elde edildiğinde 
*: MM   lineer 
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kongrüansı da aşikar değildir; yani 0),( vu dır. Ayrıca, 
21

, XX  fonksiyonları aynı 

anda sıfıra eşit olmadıklarından (4.1.7) denkleminden 0
1221
 DCDC olmalıdır. 

Böylece, (4.1.7) denklemi aşikâr olmayan bir ),( vu çözüme sahip olduğundan  

0
2

22

1

22

2

12

1

122

22

22

1

22

2

11

1

11

212

12

1

12

2

11

1

112

1 
LL

LL
X

LL

LL
XX

LL

LL
X      (4.1.8) 

eşitliği sağlanır.(Gorkavy 2005).  

Böylece aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Önerme 4.1.1.:   her Mp noktasında nokta-eşboyutu 
p

esboy 2 olan regüler 

bir yüzey olsun. Bu takdirde 
*: MM   dönüşümü aşikâr olmayan bir lineer 

kongrüansı ise M  nin her bir Mp noktası hiperbolik ya da paraboliktir. Bununla 

birlikte Mp noktasını 
**)( Mpp   noktasına bağlayan teğet doğrunun doğrultu 

vektörü MTX
p

 aşağıdaki özelikleri sağlar; 

i) her bir Mp hiperbolik noktasındaki X doğrultusu iki eşlenik yönlerden birine 

karşılık gelir. 

ii) her bir Mp parabolik noktasında  X doğrultusu bir asimptotik yönü temsil 

eder.  

Herhangi bir 
*: MM  lineer kongrüansın analitik temsilcisini bulmak için 

vu
XXX 

21
 doğrultusu 

u
X   yada 

v
X  olarak seçilebilir. Farz edelim ki 

u
X  olsun. Bu taktirde (4.1.7) çift-teğet özelliğinden  

2

0001

1

1

2

12

1

12

2

12

1

12

2

11

1

11

2

11

1

11

























LL

LL

rank v

u





                  (4.1.9) 

dir. Ayrıca, 
p

esboy 2 olduğundan 
1

11
L  ve 

2

11
L  fonksiyonları aynı anda sıfıra eşit 

olamaz. Bu nedenle (4.1.9) un sağlanması için gerek ve yeter koşul 
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01 2

12
 olmasıdır.  O halde, 02

12
 olması durumunda

2

12

1
),(


vu  aşikar 

olmayan bir çözümdür. Böylece *M  yüzeyinin (4.1.2) konum vektörü  

u
vuvu 

2

12

* 1
),(),(


                              (4.1.10) 

biçimine dönüşür. 

Benzer şekilde 
v

X  seçilirse 
1

12

1
),(


vu  aşikar olmayan bir çözüm elde edilir. 

Böylece *M  yüzeyinin (4.1.2) yarıçap vektörü  

v
vuvu 

1

12

* 1
),(),(


                               (4.1.11) 

parametrizasyonuna sahip olur (Gorkavy 2005). 

 

4.2. Monge Yaması ile Verilen Yüzeylerin Yüzey Ağları 

 yüzeyi  

 ),(),,(,,),( vugvufvuvu                      

(4.2.1) 

koordinat yaması ile verilsin. Burada ),( vuf ve ),( vug türevlenebilir fonksiyonlardır.  

M nin 1. temel form katsayıları  

.1),(),,(

,),(),,(

,1),(),,(

22

22

vvvv

vuvuvu

uuuu

gfvuvuG

ggffvuvuF

gfvuvuE













                                                                       (4.2.2) 

dir. M nin normal uzayı 

 

 ABAgBfAgBf
AW

vuN

ff
A

vuN

vvuu

vu

,,,
1

),(

0,1,,
1

),(

2

1




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vektörleri tarafından gerilir. Burada 

vvuu

vu

gfgfB

ffA



 ,1 22

 

dir. Böylece M nin ikinci temel form katsayıları 

AW

BfAg
vuNvuL

AW

BfAg
vuNvuL

AW

BfAg
vuNvuL

W

f
vuNvuL

W

f
vuNvuL

W

f
vuNvuL

vvvv

vv

uvuv

uv

uuuu

uu

vv

vv

uv

uv

uu

uu
















),(),,(

,),(),,(

,),(),,(

,),(),,(

),(),,(

,),(),,(

2

2

22

2

2

12

2

2

11

1

1

22

1

1

12

1

1

11













                                                                (4.2.3) 

dir (Arslan ve ark. 2016). Böylece, M  nin eşlenik yüzey ağına sahip olabilmesi için 

Tanım 3.3.1 den 02

12

1

12
 LL olmalıdır. Buradan (4.2.3) eşitliklerinden 

0
uvuv

gf olmalıdır.  

Tanım  4.2.1.: (4.2.1) koordinat yamasında   

vurvug

vurvuf

sin)(),(

cos)(),(




          (4.2.4) 

alınırsa  yüzeyi Aminov yüzeyi olarak adlandırılır (Bulca ve Arslan 2013a). 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme  4.2.2.: (4.2.4) koordinat yaması ile verilen Aminov yüzeyi eşlenik yüzey 

ağına sahip değildir. 

İspat. (4.2.4) den 

,cos

,sin

vrg

vrf

uv

uv




                                                                                                      (4.2.5) 

bulunur. Buradan Aminov yüzeyinin 1. temel form katsayıları 

.11

,0

,)'(11

222

222

rgfG

ggffF

rgfE

vv

vuvu

uu






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ve Christoffel sembolleri 

2

2

12

1

12

12

,0
2

r

rr

G

G

E

E

u

v








 

dir. Böylece Aminov yüzeyinin eşlenik yüzey ağına sahip olması için 0
uvuv

gf  

olmalıdır. O halde (4.2.5) eşitliklerinden 0)(' ur  elde edilir. Böylece 0,0 2

12

1

12
  

dir. Bu nedenle Aminov yüzeyi eşl  

Tanım  4.2.3.: (4.2.1) koordinat yamasında   

    vuvu

urvugurvuf









,

sin)(),(,cos)(),(
       (4.2.6) 

alınırsa  yüzeyi genelleştirilmiş Aminov yüzeyi olarak adlandırılır. Burada  

 u  türevlenebilir fonksiyondur (Bulca ve Arslan 2013b). 

Önerme 4.2.4.: (4.2.6) koordinat yamasıyla verilen genelleştirilmiş Aminov yüzeyi 

regüler eşlenik yüzey ağına sahip değildir. 

İspat.(4.2.5) ve (4.2.6) eşitliklerinden 

    

    

















sin

cos

cos2sin

sin2cos

sincos

cossin

cossin

sincos

2

2

rg

rf

rrrrg

rrrrf

rrg

rrf

rrg

rrf

vv

vv

uu

uu

uv

uv

u

u

















                                                    (4.2.7)                                    

dir. Böylece M yüzeyinin eşlenik yüzey ağına sahip olabilmesi için 0
uvuv

gf  eşitliği 

sağlanmalıdır. Buradan 

0sincos

0cossin









rr

rr
 

olmalıdır. Bu denklem sistemin ortak çözümünden   

   0sin 22
 rr   
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dır. Buradan 0r ve 0 olduğu görülür. Bu da bize M  nin Aminov yüzeyi 

olduğunu gösterir. Bir önceki önermede Aminov yüzeyinin eşlenik yüzey ağına sahip 

olmadığı  

Y. Teorem 4.2.5.:  lokal yüzeyi (4.2.1) Monge yaması ile verilsin. M  nin 

),( vup  noktasında 2. temel form katsayıları 

ij
L  olmak üzere  

2

22

2

12

1

22

1

12

32

22

2

11

1

22

1

11

22

12

2

11

1

12

1

11

1
,,

LL

LL

LL

LL

LL

LL
    (4.2.8) 

tanımlansın. Bu taktirde M  nin diskriminantı D  

31

2

2 4 D                   (4.2.9)                                                               

dır. 

İspat. (3.1.8) ve (4.2.8) eşitliklerinden (4.2.9) elde  

Önerme 4.2.6.: yüzeyi (4.2.4) parametrizasyonu ile verilen bir Aminov yüzeyi 

olsun. M  nin asimptotik yüzey ağına sahip (P-yüzeyi) olabilmesi için gerek ve yeter 

koşul  

    vrvugvrvuf sin,,cos,   

ya da 

        vbauvugvbauvuf sin,,cos,   

parametrizasyonuna sahip olmasıdır. 

İspat.  (4.2.3) ve (4.2.8) eşitliklerinden  

rrrr  321 ,0,  

elde edilir. Böylece M  nin asimptotik yüzey ağına sahip (P-yüzeyi)  olabilmesi için 

(4.2.9) denkleminden  

  04
2

31

2

2
 rrr  

dır. Buradan 0r olduğundan 0r  ya da 0r  dır. Buradan istenilen sonuç 

 

Sonuç  4.2.7.: 0r  durumunda  M   yüzeyi düzdür. 

Genelleştirilmiş Aminov yüzeyi için aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 4.2.8.:  yüzeyi (4.2.6) yaması ile verilen genelleştirilmiş Aminov 

yüzeyi olsun.  Bu taktirde M   nin asimptotik yüzey ağına sahip (P-yüzeyi)  olabilmesi 

için gerek ve yeter koşul  
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0)(4)( 223  rrr                     (4.2.10) 

olmasıdır. 

İspat.  

,

sincoscossincossin 2222

1

rr

rvrrrvrr

gg

ff

vvuv

vvuv







       (4.2.11) 

    

    

 ,2

cos2sincos

sin2sincos

22

22

2










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2
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22

22

22

3

             (4.2.13) 

dir. Böylece M  asimptotik yüzey ağına sahip (P-yüzeyi)  ise (4.2.9) denklemi 

sağlandığından  (4.2.11)- (4.2.13)  eşitlikleri yardımıyla 

        0242
22

  rrrrrrrrrr  

 

Örnek  4.2.9.:   

     
     vdcubauvug

vdcubauvuf





sin,

,cos,
 

fonksiyonları ile verilen genelleştirilmiş Aminov yüzeyi bir P-yüzeyidir. 
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EKLER 

EK 1                   (3.2.9) diferansiyel denkleminin çözümü                    

EK 2                   (3.2.10) diferansiyel denkleminin çözümü 
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EK1: (3.2.9) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden 

> ode1:=-r(v)*diff(r(v),v,v)+r(v)^2+2*diff(r(v),v)^2=0; 

 

0)()(2)()(:1 2

2

2

2


















 vrvr

dv

d
vrvr

dv

d
ode  

> dsolve (ode1); 

)cos()sin(

1
)(

vbva
vr


  

elde edilir. 
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EK2: (3.2.10) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden 

> ode1:=diff(r(v),v)^2+r(v)^2=1; 

1)()(:1 2

2

2

2









 vrvr

dv

d
ode  

> dsolve(ode); 

)sin()(,1)( cvvrvr   

elde edilir. 
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