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Damisman: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

Bu calismada alt graflar tanitilmis, r-alt graflar tanimlanmis ve bu alt graflarin
on ¢esit Zagreb indeksleri hesaplanmig ve r-alt graflar i¢in bazi esitsizlikler verilmistir.
Bu uygulama Zagreb indekslerinin hesabinda, graflarin her bir kosesinin tek tek
dereceleri ile ugragmak yerine, sadece grafin kenar ve kose sayilarinin bilinmesinin
yeterli oldugunu gosteren bir calismadir ve Zagreb indekslerinin hesabinda biiytlik
kolaylik saglamaktadir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci bolim giris boliimii olup bu
boliimde konunun literatiir O6zeti yapilmis ve calismanin ilerleyen bdliimlerinde
kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilmistir. ikinci béliimde birinci ve ikinci
Zagreb indeksleri ile bunlarin esindeksleri, birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri
ile bunlarin esindeksleri, total carpimsal toplam Zagreb indeksi ile carpimsal toplam
Zagreb indeksi tanimlanarak bu indekslerin tiimii i¢in bazi smirlar ve birbirleriyle
iliskilerini veren baz esitsizlikler verilmistir. Ugiincii boliimde iyi bilinen yol graf, devir
graf, yildiz graf, tam graf, iki parcali tam graf ve tadpole graflarin on c¢esit Zagreb
indeksleri hesaplanarak birbirleriyle iligkilerini veren bazi sonuglar elde edilmistir.
Dérdiincii boliimde iyi bilinen bazi alt graflarin ve r-alt graflarin on ¢esit Zagreb
indeksleri hesaplanarak alt graflarin c¢esitli Zagreb indeksleri arasinda birtakim
esitsizlikler verilmistir. Son boliimde verilen tiim sonuglar bu tez ¢alismasinda elde
edilmis orijinal sonuglardir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Zagreb Indeks, Carpimsal Zagreb Indeks, Carpimsal Toplam
Zagreb indeks, Alt Graf, r-alt Graf
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In this work, subdivision graphs are recalled, r-subdivision graphs are defined
and ten types of Zagreb indices of these graphs are calculated. This application shows
that it is enough to know only the number of vertices and edges of the graphs, instead of
dealing with the degrees of all vertices of the graphs and it provides great convenience
for the calculation of the Zagreb indices.

This thesis consists of four chapters. First chapter is introduction, and a brief
summary of related literature and the necessary preliminaries are given in this chapter.
Some basic concepts which will be used in the forthcoming chapters are introduced
here. In the second chapter, Zagreb and multiplicative Zagreb indices and coindices of
graphs, total multpilicative sum Zagreb index and multpilicative sum Zagreb index are
introduced and some results and theorems for all these Zagreb indices are given. In the
third chapter, ten types of Zagreb indices are calculated for some well-known graphs,
such as path graph, cycle graph, star graph, complete graph, complete bipartite graph
and tadpole graph and some results are obtained. In the fourth chapter, ten types of
Zagreb indices of subdivision and r-subdivision graphs for some well-known graphs are
given and some inequalities which shows the relations between several Zagreb indices
of subdivision graphs are obtained.

Key Words: Graph, Zagreb Index, Multiplicative Zagreb Index, Multiplicative Sum
Zagreb Index, Subdivision Graph, Subgraph, r-Subdivision Graph
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1. GIRIS VE TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Giris

Leonhard Euler tarafindan yazilmis bir makalenin 1736 yilinda basilmasi tarihi, graf
teorinin (¢izge kurami) kesin baslangi¢ tarihidir. O makalenin arkasindaki asil
fikir Konigsberg'in yedi kdpriisii olarak bilinen simdi popiiler olan problemden ¢ikmis

olmasidir.

Ortaya ¢ikisinin sebebi Konigsberg adli 4 anakaradan olusan Prusya (Almanya)
sehrinde, bu 4 anakarayi birbirine baglayan 7 kopridiir. Sehrin i¢inden gecen akarsu ve

kopriiler ilging bir yap1 olusturmustur.

Problem su idi: Herhangi bir anakaradan baglayarak ve bu 7 koprii bir ve sadece bir kere
kullanilarak "ayni noktaya donen bir yiriiylis", yani tam bir tur gergeklestirilebilir
miydi? Bir¢ok insan bunu deneyerek yapmaya galigsa da kimse basarili olamamisti.
Konu tizerine kafa yoran Leonhard Euler, bu problemle ilgili bir makale
yayimladi: "Seven Bridges of Konigsberg". Hatta bu problemi genel bir sekilde inceledi

ve bunu teoremlerle kuramlastirdi.

=
- S

B

Sekil 1.1. Konigsberg'in 7 kopriisii probleminin grafi

Euler'e gore bir grafik {izerinde her bir kdse bir ve sadece bir kez kullanilarak kapali bir

tur yapilabilmesi i¢in her kdsenin derecesinin ¢ift olmasi gerekir (kdsenin derecesi,


http://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://tr.wikipedia.org/wiki/1736
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg%27in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg
http://tr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

komsu koselerle olusturdugu kenarlarin sayisi anlamina gelir). Bundan dolay1 bu

kosullar1 saglayan grafiklere "Euler turu" adi verilmistir.

Grafik olarak c¢izilmis Konigsberg 7 koprii probleminde, Sekil 1.1, 2 tane kdsenin

derecesi tek oldugu i¢in Euler turu olmadig1 anlasilmis ve insanlar da rahatlamistir.

Euler bu teoremi ortaya attiktan sonra Hierholzer, Fleury gibi matematik¢iler Euler
turlarinda  manuel kapali yiirime bulma algoritmalar1 gelistirmislerdir. Bu
algoritmalarin 6zyineli (recursive) olmasi bilgisayarda c¢ok rahat programlanmasini

saglamis ve Euler turu yaratmak kolaylagmuistir.

Graf ¢izilirken, Oncelikle noktalar yardimiyla objeler belirlenir. Sonrasinda, ¢izgiler
yardimiyla aradaki baglantilar belirlenir. Eger cizilecek graf yonlii bir grafsa

baglantilarin yonlerininde belirtilmesi gerekmektedir.

Graf teorinin bilgisayar ve matematik bilimlerindeki uygulamalar1 daha ¢ok gbze carpsa
da, fizik, biyoloji, kimya bilimlerinde ve hatta linguistikte bile uygulamalarin1 gérmek
miimkiindiir. Dillerdeki parcali yapilardan dolayr graf teorisi linguistik biliminde
kullanilmaktadir. Biyolojide, popiilasyonlarin goésterimi, hastalik bdlgelerinin  ve
yayilma alanlarmin gosterilmesi, hayvanlarin yasadigi habitatlarin gosterimi yine graf
teorisi sayesinde miimkiindiir. Bilgisayar ve matematik bilim dallarina katkisi biraz
daha biiyiiktiir. Mesela, "minimum geren agag", "en kisa yol problemi” ve "network akis
problemi" gibi bir¢ok problem graf teorisi yardimiyla ¢oziilmistiir. Ayrica, kimya ve
fizik bilimlerinde kullanilan molekiil yapilar1 graflar yardimiyla gosterilmektedir.
Kimyasal graf teorinin temel fikri; molekiillerin fiziko-kimyasal 6zelliklerinin kolay
elde edilebilmesi icin, karsilik gelen graflar yardimiyla calisilabilmesine dayanir.
Kimyasal graflar, atomlarin grafin koselerini ve kimyasal baglarin grafin kenarlarimi
temsil ettigi molekiil modelleridir. Molekiiler graflari tanimlamada ¢esitli graf teorik
degigmezler kullanilir. Kimyasal graf teoride bu degismezler, topolojik indeksler olarak
da Dbilinirler. Topolojik indeksler, sayisal yapi-aktivite iligkisi modellerinde
(QSPR/QSAR) agiklayict olarak kullanilirlar. En eski graf degismezlerinden ikisi, iyi
bilinen birinci ve ikinci Zagreb indeksleridir. ilk kez Gutman ve Trinasjstic tarafindan
molekiiler yap1 iizerinde toplam m-elektron enerjisinin bagliliginin incelenmesiyle

tanitilmigtir. Gutman ve Trinasjstic eslenik sistemlerin toplam m-elektron enerjisinin



tahmini i¢in bir formiil tlretmislerdir. Sonralari Zagreb indeksleri yapi-6zellik
modellerinde kullanilmistir. Birinci ve ikinci Zagreb indeksleri, molekiiler karbon atom
iskeletinin dallanma dercesini yansitir. Kimyasal iligskileri nedeniyle birinci Zagreb
indeksi kimya literatiiriinde ¢ok sayida ¢alismaya konu olmustur ve bir¢ok matematikgi
tarafindan ¢alisilmistir (Nikolic ve ark. 2003, Gutman ve Das 2004, Zhou ve Gutman
2004, Braun ve ark. 2005, Khalifeh ve ark. 2009). Birinci Zagreb indeksi, bazi bilim

adamlarica “Gutman indeksi” olarak da isimlendirilir.

Ikinci Zagreb indeksi ise ilk olarak 1972 yilinda ele alinmis ve o zamandan beri 2003
yilina kadar ikinci Zagreb indeksiyle ilgili kimya ve matematik literatiiriinde neredeyse
hi¢ sonu¢ bulunmamaktadir. Das ve Gutman 2003 yilinda ikinci Zagreb indeksi ve
esindeksi (coindex) igin bazi tanimlamalar, sinir ve sonuglar vermistir. Zagreb
indeksleri ve diger big¢imleri, molekiiler karmasiklik, asimetri, ZE-izomerizm,
heterosistemler vb. konular1 ¢alismak i¢in kullanilmistir (Nikolic ve ark. 2003, Gutman
ve Das 2004, Zhou 2004, Zhou ve Gutman 2005, Trinajstic ve ark. 2010).

Yakin zamanda Todeschini ve Consonni (2010) toplamsal graf degismezlerinin
carpimsal versiyonlarint ortaya koymustur. Bu c¢arpimsal versiyonlarin Zagreb
indekslerine uygulanmasi, birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indekslerinin ortaya
c¢ikmasina Onciiliikk etmistir. Agac graflar1 icin bu carpimsal Zagreb indekslerinin
ozellikleri yakin zamanda Gutman (2011) tarafindan calisilmistir. Carpimsal Zagreb
indekslerinin matematiksel O6zellikleri ve uygulamalari Todeschini ve ark. (2010),
Todeschini ve Consonni (2010), Eliasi ve ark. (2012), Liu ve Zhang (2012), Xu ve ark.
(2013) tarafindan verilmistir.

1.2. Temel Kavramlar

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
tanmimlanacak ve graflarla ilgili bazi 6zellikler verilecektir. Daha ayrintili bilgi igin

Bondy ve Murty (1976), Biggs ve ark. (1986), Foulds (1992), Aldous ve Wilson (1995),



Gross ve Yellen (2006) ve Balakrishnan ve Ranganathan (2012) veya diger temel graf

teorisi kitaplari incelenebilir.

1.2.1. Tammm. Kd&seler olarak adlandiran noktalar ile koseleri birlestiren ve kenar olarak

adlandirilan ¢izgilerden olusan diyagrama graf denir.

G bir graf olmak tizere, G grafinin kose kiimesi V(G) ile kenar kiimesi ise E(G) ile
gosterilir. Buna gore G grafi G = (V, E) ile de gosterilir. Bir G grafinda kdse kiimesinin
eleman sayis1 n ve kenar kiimesinin eleman sayis1 m ile gosterilir, yani |V (G)| = n ve

|E(G)| = m’dir.

Kenar olusturan p, q € V(G) koselerine komsudur denir.

Sekil 1.2. G grafi

Sekil 1.2°de verilen G grafinin kose kiimesi V(G) = {s,t,u,v,w,x,y,z} ve kenar

kiimesi E(G) = {ell €, €3, €4, €5, €g, €7, €g, €9, €19, 811},dir'

1.2.2. Tammm. Tek par¢adan olusan bir grafa baglantili graf, aksi halde baglantisiz graf

denilir.

1.2.3. Tammm. Iki kdseyi birlestiren birden fazla kenar varsa bunlara coklu kenar; bir
koseyi kendine birlestiren bir kenara da dongii denir. Bu iki tiir kenar1 olmayan graflara

basit graf denir.

1.2.4. Tanmim. G dongiisiiz bir graf ve v € V(G) olsun. v’de bulusan kenarlarin sayisina

v’nin derecesi (katlilig1) denilir ve deg(v), d,, ya da d;(v) ile gosterilir.



1.2.5. Tammm. G grafinin maksimum ve minimum derecesi sirasiyla
A(G) = max{d;(v)|v € G} ve &(G) = min{d;(v)|v € G}

olarak tanimlanir.

1.2.6. Tamim. Bir G grafinin tiimleyeni (complement), G grafiyla ayni kose kiimesine ve
G grafinda kenar olusturmayan koselerin birlestirilmesiyle elde edilen kenar kiimesine

sahip olan bir graftr ve bu graf G ya da G¢ ile gosterilir.
h C h
o o
" ’ <
d o d —
G ¢ °
Sekil 1.3. G grafi ve G tiimleyeni

1.2.7. Tammm. G grafinda tim kose dereceleri esit ise G grafina regiiler graf denir. Her

bir kdsenin derecesi r ise G’ye r-regiiler graf adi verilir.

1.2.8. Teorem. G grafi n koseli ve r-regiiler olsun. Bu takdirde G grafinin % kenar1

vardir.

1.2.9. Lemma (El Sikisma Lemmasi). Bir G grafinda kdse derecelerinin toplami kenar

sayisinin iki katina esittir. Yani, v € V(G) ve |E(G)| = m olmak lizere

d, =2m

n
i
i=1

dir.

1.2.10. Tanim. Kenar1 bulunmayan graflara bos (null) graf ad1 verilir ve n koseli bir bos

graf N, ile gosterilir.
[

Sekil 1.4. N4 bos grafi



1.2.11. Tammm. Bir G grafinda G’nin kenarlarinin uv, vw, Wx,..., yz seklindeki bir
siralanmigina patika denir. Eger z = u ise bu patikaya kapali patika adi verilir. Bir
patikanin tiim kenarlar1 farkli ise iz adi verilir. Ayrica ilk ve son koseleri harig, tiim

koseleri farkli olan en az ti¢ koseli kapali bir ize devir denir.

1.2.12. Tammm. Tek bir devirden olusan grafa devir graf: (cycle graph) denilir ve n

koseli bir devir grafi C,, ile gosterilir.

Sekil 1.5. C4 devir grafi

Devir graflar 2-regiiler graflardir.

1.2.13. Tamim. Bir tek patikadan olusan graflara yol (path) grafi denir ve n koseli bir
yol grafi P, ile gosterilir. P,’nin n — 1 kenar1 vardir ve C,,’den bir tek kenar ¢ikarilarak

elde edilir.

—eo—o—o—9o
Sekil 1.6. P5 yol grafi

1.2.14. Tamim. Her kose ¢iftinin, tam bir kenarla birlestirildigi graflara tam (complete)

graf denilir ve n koseli bir tam graf K,, ile gosterilir.

K, tam grafi (n — 1)-regiiler bir graftir.

Sekil 1.7. K5 tam grafi



1.2.15. Tamim. Kose kiimesi A ve B gibi iki parcaya ayrilabilen ve her bir kenari,
A’daki bir koseyi B’deki bir koseye birlestirilerek olusturulan graflara iki parcall
(bipartite) graf denilir. Eger bir iki par¢ali grafta A’nin her bir késesi B’nin her bir
kosesiyle birlestirilmisse grafa iki parcali (complete bipartite) tam graf denir ve A, s

koseye B, t koseye sahipse boyle bir graf Ky ; ile gosterilir.

Sekil 1.8. K3 4 iki parcal1 tam grafi

1.2.16. Tamim. K, ¢ seklindeki bir grafa yildiz (star) graf ad1 verilir ve n koseli bir yi1ldiz

graf S,, ile gosterilir.

°

Sekil 1.9. §¢ yildiz grafi

1.2.17. Tamim. Hig¢ bir devir bulundurmayan baglantili graflara aga¢ (tree) denir ve n

koseli bir agac T, ile gosterilir.

Sekil 1.10. T, , aga¢ grafi



Tim agaglar i¢in d,_; = d,, = 1’dir. Ayn1 zamanda d, = 2 olan agag, P, yol grafidir
ve d; = n —1 olan agag, S, yildiz grafidir. Yol graftan, =2, n,_; =1ve k # 1,2

icin ng, = 0°dur.

1.2.18. Tammm. P, Yol grafina C; devir grafinin katilmasiyla elde edilen grafa tadpole
(larva) graf denir ve T, ile gosterilir. Agikca, T; s tadpole grafinin kdse sayisin =t +

s ve kenar sayisi dam =t + s’dir.

Sekil 1.11. T4 3 tadpole grafi



2. GRAFLARIN ZAGREB INDEKSLERI
2.1. Giris

Bu kisimda birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ile esindeksleri (coindices), birinci ve
ikinci carpimsal Zagreb indeksleri ile esindeksleri, total garpimsal toplam Zagreb
indeksi (total multiplicative sum Zagreb index) ve ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi
(multiplicative sum Zagreb index) tanimlanarak bu indekslerin birbirleriyle olan

bagintilar1 ve indekslerin her biri i¢in iist sinirlar verilecektir.
2.2. Birinci ve Ikinci Zagreb indeksleri

En eski graf degismezlerinden ikisi, iyi bilinen birinci ve ikinci Zagreb indeksleridir. Ilk
kez Gutman ve Trinasjstic (1972) tarafindan molekiiler yapi tizerinde toplam r-elektron
enerjisinin bagliligmin incelenmesiyle tanitilmistir. Gutman ve Trinasjstic eslenik
sistemlerin toplam m-elektron enerjisi i¢in tahminlerde iki terimin ortaya ciktigini

bulmuslardir:

z d)? e Z d,.d,

koseler kenarlar

Burada d,,, molekiiler grafin u kdsesinin derecesidir. Bu iki saymim molekiiler yapiy1
yansittig1 fark edilmistir. Bu bakis agis1 Gutman ve ark. (1975) tarafindan ayrintili bir
sekilde incelenmigtir. Sonralar1 Zagreb indeksleri yapi-6zellik modellerinde

kullanilmistir. Balaban ve ark. (1983) tarafindan isimlendirilmistir.

Bu kisimda, birinci ve ikinci Zagreb indeksleri tanimlanarak bunlarin temel 6zellikleri

verilecektir.



2.2.1. Tanmm. Bir G grafinin birinci Zagreb indeksi M;(G) ve ikinci Zagreb indeksi
M, (G), en eski ve en ¢ok c¢alisilan topolojik indeksler arasindadirlar. Bir G grafinda

d;(v) yadad, ile v kosesinin derecesi gosterilmek tizere, bu indeksler

M@= ) de@? ve My(©) = ) de(w)ds(v)

veV(G) UveE(G)

seklinde tanimlanirlar. Alternatif olarak birinci Zagreb indeksi

M@= ) ([dew)+ds @)

Uv€EE(G)
olarak da tanimlanir. M, (G) ifadesi, iyi bilinen
‘in=1 di = Zm (21)

sonucu ile kiyaslanmalidir. ny, ile, G grafinda derecesi k olan koselerin sayist ifade
edilsin. Bu takdirde, Y ;son, = n’dir ve (2.1)’den

ank =2m

k=0

elde edilir. Bu esitlik birinci Zagreb indeksinin taniminda yerine konursa

Mi(6) = ) Ky

k=0
elde edilir.
2.2.2. Iddia. Tiim basit, baglantili G graflari icin

Mi(6) _ Ma(6)
n ~ m

esitsizligi gecerlidir ve bu sinir tam graflar i¢in dardir.

Iddianin genel olarak dogru olmadig1, 6 kdseli yildiz ve bir iiggen iceren bir graf ile 46
koseli ve 110 kenarli, baglantili graf ters 6rnekleri bulunarak gosterilmistir. Yine de,

iddianin kimyasal graflar icin gecerli oldugu ispatlanmistir (Hansen ve Vukicevic
2007).
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2
2.2.3. Teorem. M,(G) = 4% esitsizligi gecerlidir. Esitligin gegerli olmasi igin gerek ve

yeter sart G grafinin regiiler olmasidir (Ilic ve Stevanovic 2009).

Ispat. Istenileni gostermek icin (dy,d,, ...,d,) Ve (1,1,...,1) vektorlerinde Cauchy-

Schwartz esitsizligi kullanilirsa
M (G)-n= (d12 + dzz + ..+ an) (12 + 124+ 1%
2(d1'1+d2'1+"'+dn'1)2=(2m)2

elde edilir. Esitligin gecerli olmas1 igin gerek ve yeter sart G grafinin regiiler olmasi

yanid, = d, = -+ = d,, olmasidur.

3
2.2.4. Teorem. M,(G) = ‘% esitsizligi gecerlidir. Esitligin gecerli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart G grafinin regiiler olmasidir (Ilic ve Stevanovic 2009).

Ispat. ilk olarak aritmetik ve geometrik ortalama arasindaki esitsizlik kullanilirsa;

Mo(6) _ Xapperdidy _
m m -

elde edilir. d; = 1 oldugundan esitsizligin iki tarafinin logaritmasi alinirsa

n
M, (G 1
In 2( )Z—Zdi-lndi
m m &

bulunur ve ve x4, x5, ... , x,, pozitif reel sayilar igin

X1+ Xy + o+ Xy

x;Inx; +x,Inx, + -+ x,Inx, = (g + x5+ +x,)In -

esitsizligininin gegerli oldugu énermesi kullanilirsa

My(G) 1/[~ yrod\ 1 2m 2m
In— 2—<Zdi)ln<i>:—Zm-ln—=21n—

m m\ £ n m n n
=1

11



3
bulunur ve buradan M,(G) > 41112 elde edilir. Esitligin gegerli olmast i¢in gerek ve yeter
sart G grafinin regiiler olmasi yani d; = d, = --- = d,, olmasidur.
2.2.5. Onerme. Bir G grafinda maksimum derece A olmak iizere

M;(G) < AM,(G) ve M>(G) < AM,(G)
n - 2m m - 2m

esitsizlikleri vardir. Esitsizliklerin ikisinde de esitligin gegerli olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart G grafinin regiiler olmasidir (Ilic ve Stevanovic 2009).
Ispat. ikinci esitsizlik 2M,(G) < AM,(G)’ye denk iken ilk esitsizlik agik¢a 2m <

nA’ya denktir. O halde

2M,(G) = z 2dd; < z (d? +d?) < Edi 4P < ZAd% = AM,(6)

(i,j)EE (i,j))EE iEV iev

dir. Esitsizliklerin ikisinde de esitligin gegerli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her

1<i<ni¢in d; = Aolmasi yani G grafinin regiiler olmasidir.

2.2.6. Lemma. G baglantili, n kdseli ve m kenarli bir graf olsun. Bu takdirde

M,(G) < <2m+ 2)
1(G) <m n—1 n

dir (Caen 1998).
2.2.7. Lemma. G baglantili, n koseli ve m > 0 kenarli bir graf olsun. Bu takdirde
2m
M, (G) =m(—+n—2>
n—1
esitliginin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinm S,, K,, veya K,,_4 U K;
graflarindan birine izomorf olmasidir (Das 2004).

2.2.8. Lemma. G grafi m kenarli, n koseli, A maksimum dereceli ve § minimum
dereceli bir graf olsun. Bu durumda M;(G) < 2m(A + &) — nAd’dir. Esitlik ancak ve
ancak G’deki tiim koselerin derecelerinin ya A ya da § derecelerine sahip olmasi

durumunda gegerlidir (Das 2004).
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2.2.9. Onerme. G, m koseli ve n kenarli basit bir graf olsun. Bu takdirde
M,(G) = M (G) +2(n— 1D)(m —m)
dir (Ashrafi ve ark. 2010).
2.2.10. Teorem. G grafi n koseye sahip bir graf olmak iizere
M;(G) + M;(G) < n(n—1)?
dir (Das ve ark. 2009).

2.2.11. Lemma. G basit, baglantili bir graf olmak iizere

Mﬂm+m@@y=@—;yman+3@%iﬁ—3mm—1y+2m2
esitligi saglanir (Das ve Gutman 2004).
2.2.12. Teorem. G grafi n koseli bir graf iken
n(n —1)3

M, (G) + My(G) <
dir (Das ve ark 2009).
2.2.13. Teorem. Basit ve baglantili bir G grafi igin
M;(G) + 2M,(G) < 4m?

esitsizligi vardir. Esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart G’nin n koseli bir tam

graf olmasidir (Das ve Gutman 2004).

2.2.14. Teorem. Basit ve baglantili bir G grafinda maksimum derece A, minimum

derece 6 olmak Uzere
1
My(G) < 2m? —(n—1)mé + 5(6 — DM, (G)

esitsizligi vardir. G, bir regiiler graf ya da yildiz grafsa esitlik saglanir (Das ve Gutman

2004).
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2.2.15. Teorem. Basit ve baglantili bir G grafinda M,(G) — M,(G) = 11m —
12 esitsizligi saglanir. Sinir dardir ve esitlik sadece G’nin A= 3 ve § = 2 koseli, basit,
baglantili graf olmasi ve dereceleri 2 olan komsu kdse ciftlerinin olmamasi durumunda

gecerlidir (Caporossi ve ark. 2010).

2.2.16. Onerme. Basit ve baglantili bir G grafinda maksimum derece A, minimum

M2(G) + dm esitsizligi vardir. G bir regiiler grafsa esitlik

derece & olmak tizere M,(G) = A

saglanir (Reti 2012).

2.2.17. Onerme. Basit ve baglantili bir G grafinda maksimum derece A, minimum

derece 6 olmak uzere

M, (G)

M, (G)
S5

M;(G) < n

+ ém ve M;(G) < + Am

esitsizligi vardir. Her iki durumda da esitsizligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

G’nin regiiler ya da baglantili, sinif 1-biregiiler graf olmasidir (Reti 2012).

2.2.18. Sonug. Onerme 2.2.17°deki esitsizlikler kullanilip taraf tarafa toplanirsa

A+ 68 (My(G)
2 {AS +m}

M, (G) < %{MZ(G) (% + %) +m(A+ 5)} =

ve

M;(G) < \/ <M2§G) + 6m> (MZA(G) + Am)

esitsizlikleri bulunur. Her iki durumda da esitlik hem G’nin regiiler hem de baglantili,

siif 1-biregiiler graf olmasi durumunda saglanir (Reti 2012).

2.2.19. Sonu¢. 6 <|[d] =27mSA oldugundan Onerme 2.2.17°deki esitsizlikler

kullanilirsa

M,(G) _ My(©) | 2m?

M, (G) < + [d]m
o) n
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ve benzer sekilde

M,(G) LA nM,(G)

A
[d] m m + Am

M;(G) <

elde edilir. Esitligin G nin regiiler graf olmast durumunda saglandig aciktir (Reti 2012).

2.2.20. Teorem. G, n koseli ve m kenarli ve 2 <r <n—1 olmak flizere, K,

igermeyen bir graf olsun. Bu takdirde

(r-1)(r-2) nzm

2r—2 2
M,(G) < =——nm ve MZ(G)s;m2+ .

siirlari vardir ve esitliklerin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart G’nin r = 2 igin iki
parcali tam graf olmasi ve r = 3 i¢in G ’nin regiiler, r-pargali tam graf olmasidir (Zhou

2007).
2.3. Birinci ve Ikinci Carpimsal Zagreb indeksleri

Bu kisimda, birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksleri tanimlanarak bunlarin temel
ozellikleri verilecektir. Todeschini ve Consonni (2010) yakin zamanda Zagreb

indekslerinin asagidaki sekilde tanimlanan ¢arpimsal seklini 6nermislerdir:

2.3.1. Tamim. Bir G grafinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

M@= || ew? ve M@= |] d@dsw
veV(G) uveE(G)

olarak tanimlanmistir. Bu iki graf degismezi Gutman (2011) tarafindan adlandirilmistir.

Narumi ve Katayama (1980) basit, derece bazli bir ¢arpimsal aciklayic1 ortaya
cikarmuslardir. NK(G) = [Ixev(g)d(x) ile tammladiklart bu indeks giiniimiizde
Narumi-Katayama indeksi olarak bilinmektedir. 1, (G) ¢arpimsal Zagreb indeksi sadece
NK(G)’nin karesidir.
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2.3.2. Lemma. Baglantili bir G grafinda

L@ = | | dewyte®

vev(G)
saglanir (Xu ve ark. 2013).
2.3.3. Lemma. G baglantili bir graf olsun. Bu takdirde
,(G) = 11,(G)

dir ve esitligin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart n > 3 olmak tizere, G’nin P, ya da
C, graflarindan birine esit olmasidir (Reti ve Gutman 2012).
2.3.4. Lemma. G baglantili bir graf olsun. Bu takdirde

2n

@ = (2

n

dir ve esitligin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin regiiler olmasidir (Reti ve

Gutman 2012).

2.3.5. Teorem. G, n koseli ve m kenarli bir graf olsun. Bu durumda,
2

o =(2)

olur. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir sz regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir (Liu

ve Zhang 2012).

2.3.6 Sonuc. G; 2n koseli, baglantili, iki pargali bir graf ise I1; (G) < n*" olur. Esitlik
ancak ve ancak G’nin bir K, iki parcali grafi olmas: durumunda gegerlidir (Liu ve

Zhang 2012).

2.3.7. Lemma. G baglantili bir graf olsun. Bu takdirde

o= ()
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dir ve esitligin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin regiiler olmasidir (Reti ve

Gutman 2012).

2.3.8. Sonug. Sabit bir kdse sayisina sahip, baglantili tiim graflar arasinda yildiz graf, en
kiigiik birinci ¢arpimsal Zagreb indeksine sahiptir (Gutman 2011).

2.3.9. Sonug. G, n = 3 koseli ve m kenarli, baglantili bir graf ise (n — 1)2 < I1;(G) <
(n — 1)?™dir. Sol tarafta esitligin gecerli olabilmesi igin gerek ve yeter sart G = S,
olmas1 ve sag tarafta esitligin gegerli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart G = K,

olmasidir (Eliasi ve ark. 2012).

. . 2m\2™, .
2.3.10. Lemma. G baglantili bir graf olsun. Bu takdirde I1,(G) = (T) "dir ve

esitligin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart G nin regiiler olmasidir (Reti ve Gutman
2012).

2.3.11. Lemma. Herhangi bir baglantili, n koseli G grafi i¢in
M2(G) < My(Ky,) = (n— Y~

esitsizligi gecerlidir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = K,, olmasidir

(Reti ve Gutman 2012).

2.3.12. Lemma. G baglantil1 bir graf olsun. Bu takdirde

dir ve esitligin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin regiiler olmasidir (Reti ve

Gutman 2012).

2.3.13. Teorem. G baglantili, asikar olmayan n kdseli ve m kenarli bir graf olsun. Bu
takdirde

M1<G)>2’"

(6) < ( 2m

dir ve esitligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin 2?m-regiiler olmasidir (Liu ve

Zhang 2012).
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2.3.14. Teorem. G, n kdseli ve m kenarli bir graf olsun. O halde

VIL(6) < VL (6)

esitsizligi gecerlidir. Dahasi, esitlik regiiler graflar i¢in saglanir (Eliasi ve Vukiceviv
2013).

2.3.15. Teorem. G, minimum derecesi § olan bir basit, baglantili graf olsun. Bu
takdirde

n 1

L,(6)2 72
I(6) < son—am

esitsizligi gecerlidir. Esitligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir v € V(G)
kosesi igin eger vu € E(G) ise d, =6 olacak sekilde bir u € V(G) kosesinin

bulunmasidir (Eliasi ve Vukiceviv 2013).
2.4. Birinci ve Ikinci Zagreb Esindeksleri

Bu alt boliimde birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri (coindices) tanitilip temel

ozellikleri verilecektir.

2.4.1. Tammm. G grafinin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri

M@= ) (g +ds @)
uvgE(G)

MO = ) dwds(v)
uvéE(G)

olarak tanimlanir.

G’nin kenar olusturmayan kose ikililerinin dereceleri alinarak bu indeksler hesaplanir.
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2.4.2. Lemma. G baglantil1 grafi, n koseli ve m kenarli olsun. Bu takdirde
M(G) = 2m(n— 1) — M;(G)
ve
M;(G) = 2m? — My(G) — 5 M, (G)
dir ( Ashrafi ve ark. 2010).
2.4.3. Lemma. G basit bir graf ise M,(G) = M,(G)’dir (Ashrafi ve ark. 2010).
Ispat. Lemma 2.4.2, G’ye uygulanirsa
My (G) = 2m(n — 1) — M,(G)

elde edilir. Onerme 2.2.9°da M, (G) yerine konulursa

M;(G) =2m(n—1) — M (G) —2(n—1)(m—m)

elde edilir ki bu Lemma 2.4.2°deki M;(G)’yi verir. Bdylece biitiin basit graflar igin

verilen lemma gegerli olur.

Sonu¢ 2.4.4. G baglantili, asikar olmayan n kdseli ve m kenarli bir graf olsun. Bu

takdirde

2m(n —1) - M (O™
2m

,(G) <

dir. Esitligin gecerli olmasi igin gerek ve yeter sart G nin 2Tm-regiiler bir graf olmasidir

(Liu ve Zhang 2012).

Ispat. Lemma 2.4.2 ve Teorem 2.3.13’den istenen sonug kolayca elde edilir.
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2.5. Birinci ve Ikinci Carpimsal Zagreb Esindeksleri

Bu alt boliimde birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri (coindices) tanitilip bazi
ozellikleri verilecektir. iki yeni graf degismezi olan birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb
esindeksleri, i = 1,2 i¢in M, esindekslerinin ¢arpimsal versiyonlar1 olarak Xu ve ark.

(2013) tarafindan tanimlanmislardir.

2.5.1. Tammm. G herhangi bir graf olmak {izere, birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb

esindeksleri

M@= || @+

UVEE (G)
ve

1(6) = [Tuwver ) de (Wdg (V)
seklinde tanimlidir.

Eger G grafinda uv € E(G) olacak sekilde u, v kdseleri bulunmuyorsa bu carpimsal

indeksler 6zel olarak 1 seklinde tanimlanir.

2.5.2. Lemma. Baglantili bir G grafi i¢in

@) = | | dewyrr-tee
veV(G)

esitligi gegerlidir (Xu ve ark. 2013).

Ispat. I1,(G)’nin tamimindan gbriiliir ki, her v € V(G) kosesi icin dg;(v) carpam
I,(G)’de n — 1 — d;(v) kez olusur.

2.5.3. Teorem. Baglantil1 bir G grafi i¢in

0,(6) - T(6) = (,(6)) 2

esitligi saglanir (Xu ve ark. 2013).
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Ispat. Lemma 2.3.2 ile Lemma 2.5.2°den ve birinci ile ikinci carpimsal Zagreb

indekslerinin tanimlarindan teoremin ispati kolayca elde edilir.

2.5.4. Teorem. G baglantili, asikar olmayan n koseli ve m kenarli bir graf ve G’nin

maximum derecesi A olsun. Bu takdirde

n—-1-A

I(6) 2 ,(6) 2

esitsizligi vardir. Esitligin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 2Tm-regiiler graf

olmasidir (Nezhad ve ark. 2014).

Ispat. TI,(G) indeksinin tanimi1 kullanilarak

n n
o -1-d; n-1-A
(G = ﬂd? T znd{“l‘A = 11,(G) 2
i=1 i=1
elde edilir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart d; = d, = .- = d,;, = A olmasi

yani G’nin 2Tm-regiiler graf olmasidir.

2.5.5. Teorem. n koseli ve m kenarli baglantili bir G grafi i¢in

2(n — 1)m — Ml(c;)>”(”‘”‘2"‘

I;(6) < < nn—1)—2m

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir 2Tm-regﬁler graf olmasi durumunda gegerlidir (Xu

ve ark. 2013).

2.5.6. Sonug. n koseli ve m kenarli, baglantili bir G grafi i¢in

M—l(G) >n(n—1)—2m

;(6) < (n(n —-1)-2m

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir 2?m-regﬁler graf olmasi durumunda gegerlidir (Xu

ve ark. 2013).

2.5.7. Teorem. G baglantili, agikar olmayan n koseli ve m kenarli bir graf ve G’nin

maximum derecesi A, minimum derecesi 6 olsun. Bu takdirde
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nn—-1)-2m

(0 = (1) m(0)?

esitsizligi vardir. Esitligin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart G’nin 2Tm-regﬁler graf
olmasidir (Nezhad ve ark. 2014).
Ispat. T1,(G) ve TI,(G) indekslerinin tanimindan

Tl)_m

MG 1—[ dudy 1—[ 52 (52 >(2 ( 5>n(n—1>—zm
Tz I anz = \aaz =(72
m@? Ll dy+d,” L1 447 \4A 2

yazilabilir. Yukaridaki esitligin gecerli olabilmesi igin gerek ve yeter sart G’nin
herhangi iki komsu olmayan u ve v koseleri igin d,, = d,, = § = A olmasi yani G’nin

2Tm-regiiler bir graf olmasidir.

2.5.8. Teorem. G baglantili, agikar olmayan n kdseli ve m kenarli bir graf olsun. Bu
takdirde

_ nf n+2m 1M
,(G) > 1,(G)2 |[————
2(6) = M, (G) [2m+Ml(G)

esitsizligi vardir. Esitligin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart G’nin 2Tm-regﬁler graf

olmasidir (Nezhad ve ark. 2014).

2.5.9. Sonu¢. G baglantili, asikar olmayan n kdseli ve m kenarli bir graf olsun. Bu

takdirde

n+2m

n+2m

ﬁ}@znAQﬂ

esitsizligi vardir. Esitligin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart G’nin 2Tm-regﬁler graf

olmasidir (Nezhad ve ark. 2014).

Ispat. Teorem 2.5.8 ve Lemma 2.4.2 kullanilarak istenen sonuca kolayca ulasilir.
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2.6. Total Carpimsal Toplam Zagreb Indeksi ve Carpimsal Toplam Zagreb
Indeksi

Bu alt boliimde total ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi (total multiplicative sum Zagreb
index) ve carpimsal toplam Zagreb indeksi (multiplicative sum Zagreb index)
tanimlanip bu indekslerle ilgili, ileriki boliimlerde kullanilacak olan bir takim bagintilar

verilecektir.

2.6.1. Tamim. Bir G grafinin total ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi

'@ = | | @etw +dsw))

u,veV(G)

seklinde tanimlanir.

2.6.2. Tamim. Bir G grafinin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi

L@ = || @@ +dsw)

uveE(G)

seklinde tanimlidir.

2.6.3. Lemma. Baglantili bir G grafinda
MG M(® =176
ozelligi gegerlidir (Xu ve ark. 2013).

2.6.4. Teorem. Sabit bir kdse sayisina sahip, baglantili tiim graflar arasinda yol graf,

minimal ¢arpimsal toplam Zagreb indeksine sahiptir (Eliasi ve ark. 2012).
2.6.5. Sonug¢. G, n = 3 koseli ve m kenarli baglantili bir graf olmak tizere
3Zn-2amg3m-2n < M1(G) < (2n — 2)™

dir. Sol tarafta esitligin gegerli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart G = P, olmasi ve sag
tarafta esitligin gecerli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart G = K,, olmasidir (Eliasi ve

ark. 2012).
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2.6.6. Teorem. G basit, baglantili ve n koseli bir graf olsun. Bu takdirde I1,(G) <
I1; (G)’dir. Esitligin gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart G = C,, olmasidir (Eliasi ve
Vukicevic 2013).

2.6.7. Teorem. G, m kenarh bir graf olsun. Bu takdirde

V@ < 1

esitsizligi vardir. Esitlik sadece regiiler graflar i¢in gecerlidir (Eliasi ve Vukicevic
2013).

Ispat. Dikkat edilirse

V I,(G) _ HuveE(G) v dydy _ 1 1_[ d,d, < 1
© " aid 7 || dra, <o
1@ om Nweey =5 2 WEE(Q) —y 2

dir. Buna gore, esitligin gegerliligi i¢in gerek ve yeter sart her uv € E(G) kenari igin

d,, = d, olmasi, yani G’ nin regiiler graf olmasi gerektigi agiktir.

2.6.8. Teorem. G, maximum derecesi A, minimum derecesi § olan m kenarli bir graf

olsun. Bu takdirde

(BB
VII2(G) = 15 (G) <A_—|—6>

esitsizligi vardir. Esitligin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin her bir kenar1

icin, kenar1 olusturan koselerin dereceleri A ve § olmalidir (Eliasi ve Vukicevic 2013).

2.6.9. Sonug. G, n koseli ve m kenarl bir graf olsun. Bu takdirde

— 1 m
JIL(G) = IL;(G) (—"n>

esitsizligi saglanir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin bir yildiz graf

olmasidir (Eliasi ve Vukicevic 2013).
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3. BAZI GRAFLARIN ZAGREB TiPi GRAF iINDEKSLERI

Bu boliimde iyi bilinen bos graf N,,, yol graf B, devir graf C,, yildiz graf S,,, tam graf
K,, iki par¢ali tam graf K., tadpole T,y graflari i¢in tiim Zagreb tipi indeksleri

hesaplanarak bu indeksler arasinda bazi bagmtilar elde edilmistir.

Regiiler graflar, birinci Zagreb indeksi s6z konusu oldugunda ilgi ¢ekicidirler. Kimyasal
graf teoride son zamanlardaki ¢alismalarda derecesi 3 olan regiiler graflar daha ¢ok
incelenmistir ¢iinkii bu graflar fulleren, nanotiip ve benzer karbon-atom salkimlarini
temsil ederler. Regiiler graflar icin M, (G) = nr?°dir. Birinci ve ikinci Zagreb indeksleri

P, yol graf icin hesaplanarak

M;(P)=2-12+(n-2)-22=4n-6
M;(B) =2(1-2)+(2-2)(n—3)

bulunur. Yildiz graftaise n; =n—1, n,_y =1ve k # 1,n— 1 igin n;, = 0’dir. Buna
gore, M (S)=mn-1-12+1-(n—-1)2%=n(n-1) ve M,(S,) =[1-
(n—1)](n—-1) = (n—1)? bulunur. Diger graf gesitleri iginde benzer islemler
yapilarak asagidaki cizelge olusturulabilir:

Cizelge 3.1. Baz1 graflarin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri

M,(6) M, (G)
N, 0 0
P, 4n — 6 4n — 8
C, 4n 4n
S, n(n—1) (n—1)2
K, n(n — 1)2 (721) (n— 1)?2
K, ts(t +s) t2s?
T 2%2(t+s)+2 4t+s+1)




Benzer sekilde, B, ve §,, graflari i¢in birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri de

hesaplanirsa
,(R,) = (1%)%- (2%)(n-2) = p2n—4
M,(P,) = (1-2)%-(2-2)"3 = p2n—4
ve yildiz grafta ise,
M,(S,) = 1) D . (n—1)2 = (n —1)2
M,(S,) =[1-(n— 1]V =@n-1)"D

elde edilir ve diger graf gesitleri i¢in de benzer islemler yapilarak asagidaki ¢izelge

olusturulur:

Cizelge 3.2. Baz1 graflarin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

1, (6) (6)
N, 0 0
Pn 22n—4 22n—4-
Cn 22n 2211
Sn (n —1)? (n—1)@D
K, (n—1)%" (n —1)-D
Kt,s tZS . SZt tSts
Tt,s 22(t+s—2) . 32 22(t+s—2) . 33

Ayni graflar i¢in total ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi ve carpimsal toplam Zagreb

indeksleri hesaplanarak asagidaki cizelge olusturulabilir:

Ornegin T  tadpole grafi i¢in bu indeksler tanimlari kullanilarak hesaplanirsa,

t—1

HT(TI:,S) — (2 + 2)[( 2 )+(S;1)+(t_1)(5_1)] ; (2 + 3)5—1+t—1 ) (2 + 1)5—1+t—1 . (3 + 1)

= ptP+ts+s?—4(t+s)+7 , 3t+s-2 , pt+s—2
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M;(G) = (2+2) %2 (243)* (24 1) = 226*"H.53.3

olarak bulunur ve ayni islemler diger graf ¢esitleri i¢in de yapilir.

Cizelge 3.3. Bazi graflarin total ¢arpimsal toplam Zagreb indeksleri ve ¢arpimsal
toplam Zagreb indeksleri

n'(G) 113(G)
N, 0 0
Pn 32(11—2) ) 2(n—3)(n—2)+1 32. 22(71—3)
Cn 21D 27
Sn z(ngl) . nn—l nn—l

n n
K (2n — 2)(2) (2n — 2)(2)
s t ts
Kes (2t)(2) - (25)(2) - (t+s)" (t+s)
T, Qt?+ts+s?—4(t+s)+7 | gt+s—2 22(t+s-4) . 3.53
. 5t+s—2

Benzer sekilde, birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri igin asagidaki ¢izelge elde edilir:

Cizelge 3.4. Bazi graflarin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri

M, (G) M, (G)
N, n(n—1)>2 (721) (n—1)2
P, 2(n—2)>2 2n? —10n + 13
& 2|(3) 7| 22|(2) =~
S (mn—1)(n-2) (n - 1)

2

K, 0 0
K, ts(t+s—2) tz_(;)+sz_(;)
Tys 2(t+s)2—6(t+s)—2 | 2(t+s)2—6(t+s)—2
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Benzer islemler birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri i¢in yapilarak asagidaki

sonuglar bulunur:

Cizelge 3.5. Bazi graflarin birinci ve ikinci carpimsal Zagreb esindeksleri

I (G) I, (G)
W 2n — 1)) (n—1)"D
Pn 32(n—3) . 2(n—3)(n—4)+1 2(n—3)(n—2)
Ca 22((2)-n] 22l(;)-n]
-1
Sn 3 1
K, 1 1
s t -1) . ot(t-1
Kes (zt)(z) . (25)(2) Lo - st
Tt,s 2t2+ts+52—6(t+s)+15 . 3t+s-3 2(t+s)2—5(t+s)+6 . gt+s—4
. 5t+s—5

3.1. Sonug. Yol graf B,, devir graf C,, yildiz graf S,,, tam graf K,,, iki pargali tam graf

K, s, tadpole T, ; graflari i¢in Zagreb tipi indeksleri arasinda bazi bagmtilar verilmistir:

(n-
2

i My(Ky) =2 M (k)
ii. M;(S,) — My(S,)=n—1
iii.  M,(B) =1,(BR,)
iv. TII,(C,) =1,(C,)
Voo I5(SR) = My(Sy)
vi. 11,05, - 1,(S,) = (n — )+
Vii. M,(5,) —M(S,)=1—n
viii. T (Ky) = Ty (Kp) = (n = D™MI15(S,) — M;(Sp)]
iX.  M(Kp) + M(Ky) = (n— D[I11(SR) + M2(Sy)]
X, Mi(Ky) - Ty(Ky) = (n— 1D
xi. (K = [M3(S)]"
Xii. T, (K,) = [M,(S)]"
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Ispat. Sonuglar yukarida yer alan cizelgelerin tiimiinden elde edilir.

3.2. Teorem. G, n koseli ve tam graf K,, ile timleyeni K, ’den farkli bir graf olmak

lizere
My(Kn) < Mz (G) < My(Ky)
yani 0 < M,(G) < %n(n — 1)%°dir (Das ve Gutman 2004).

3.3. Lemma. Baglantili, n koseli bir graf goz oniine alindiginda, n koseli bir agac graf

minimum ikinci Zagreb indeksine sahiptir (Das ve Gutman 2004).

3.4. Teorem. T,n koseli bir aga¢ graf olsun. Eger T’nin ikinci Zagreb indeksi

maksimumsa T bir yildiz graftir (Das ve Gutman 2004).

3.5. Teorem. T, yildiz graf S,, ve yol graf P, ’den farkli ve n koseli ve bir agag graf
olmak tizere

M3 (B) < M3(T) < Mp(Sy)
dir (Das ve Gutman 2004).
3.6. Lemma. T, n koseli bir agac graf olmak tizere
M;(Sp) < My(T) < My(P,)
esitsizlikleri vardir (Ashrafi ve ark. 2011).
3.7. Lemma. T, n koseli bir agac graf olmak tizere
M (Sy) < My(T) < Mz(Pn)
esitsizlikleri vardir (Ashrafi ve ark. 2011).

3.8. Teorem. n = 5 olmak tiizere n koseye sahip agaglarin kiimesi T, ile gosterilsin ve

T, € T, T, & B,, S,, olsun. Bu takdirde
Hl(Sn) = Hl(Tn) = Hl(Pn) ve 1_[2 (Pn) = 1_[2 (Tn) = HZ (Sn)

ifadeleri gegerlidir (Gutman 2011).
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4. ALT GRAFLARIN ZAGREB iNDEKSLERI

4.1. Bilinen Baz1 Graflarin Alt Graflarinin Zagreb indeksleri

Bu kisimda iyi bilinen yol graf P,, devir graf C,,, yildiz graf S,,, tam graf K,,, iki pargal
tam graf K., tadpole T, graflarin alt graflarinin 10 gesit Zagreb indeksleri elde
edilmistir. Bu uygulama Zagreb indekslerinin hesabinda, graflarin her bir kosesinin tek
tek dereceleri ile ugrasmak yerine, sadece grafin kenar ve kdse sayilarinin bilinmesinin
yeterli oldugunu gosteren bir calismadir ve Zagreb indekslerinin hesabinda biiyiik

kolaylik saglamaktadir.

4.1.1. Tammm. Bir basit G grafinin her bir kenarina ekstra bir kose eklenerek elde edilen
yeni grafa G’nin alt grafi denir ve S(G) ile gosterilir. Diger bir deyisle alt graf, G nin

her bir kenarinin, uzunlugu 2 olan bir yol grafla degistirilmesiyle elde edilen graftir.

Bu c¢alisgmada S(G) alt grafinin kose ve kenar sayilari sirasiyla, n(S;) ve m(S;) ile

gosterilecektir.

Ornegin Sekil 4.1°de C,, devir grafinin S(C,) alt grafi verilmistir.

s(c)

Sekil 4.1. C,, devir grafinin S(C,,) alt grafi
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Teorem 4.1.2. S(G), G grafinin bir alt grafi olsun. Bu takdride

Ml(S(G))<M2(S(G))
n+m 2m

esitsizligi gegerlidir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G’nin bir regiiler graf

olmasidir (Ilic ve Stevanovic 2009).

Ispat. S(G) alt grafinda yeni eklenen koselerin dereceleri 2 iken G’nin kose dereceleri

aynidir. Buradan
M;(S(6)) = M{(G) +2% -m (4.2)

yazilabilir. G’nin alt grafi olusturulurken, her bir (i,j) kenari, 2d; ve 2d; agirhikli 2

pargaya boliindiigiinden
My(S(6)) = T per(2d: + 2d;) = 2%y df = 2My (G) (4.2)

elde edilir. (4.1) ve (4.2) formiilleri ve Teorem 2.2.3 kullanilarak

m? 4m? + 4nm  4m(m + n)
+4m = =

4
M;(S(6)) = My(G) + 4m = m - "

n:My(S(6)) = 4m(m+n) © nMy(S(G)) — 4m? — 4mn + m - M,(S(G))
>m-M,(5(G))
(n +m)[M(S(6)) — 4m] = mM,(5(6))

M;(S(6)) — 4m - M, (S(6))

m T n4+m
elde edilir. Buradan,
M,(S(G)) + 8m
M, (S(®)) - M, (S(®)) Cae Mi(G) +4m 4o > 4
n+m m N m N m

_ M,(S(G)) +8m —8m
B 2m

yazilarak ispat tamamlanir.
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Sonug 4.1.3. S(G), G’nin bir alt grafi olmak tizere

M,(S(®))
2

My (S(®)) = +2m-S(G)

bagintisi vardir (Reti 2012).

Teorem 4.1.4. G grafinin ve onun alt grafi S(G)’nin kése ve kenar sayilari sirasiyla
n,m,n(S;), m(S;) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki par¢ali tam graf

ile tadpole graflarin alt graflarinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri

(8n—10; G = P,n =2
8n; G =C,,n>2
n-1n+4);6=S5,n=2
M(S@) =\ 03—, 6 = Kpn > 2
ts(t+s+4); G = K5, Vt,s >0
\2(4t +4s+1); G =Tt 23,5>1

ve

(8n—12; G = P,,n = 2

8n; G =Cp,n > 2

2n(n—1); G =S,,n =2

My(S(@) =4 2nn—1)% 6 = K, n > 2
2ts(t+s); G = K. 5,Vt,s >0
\4(2t+25s+1); G =T;5,t =23,5>1

olarak hesaplanmustir.

Ispat. G = P, n > 2 olsun. Burada m = n — 1°dir. Ayrica S(P,) = P,,_,’dir. Bu
takdirde n(S;) = 2n — 1 ve m(S;) = 2(n — 1) olur.

° ° o - o=@

Sekil 4.2. S(P,,) alt grafi
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S(B,) = P,,,_; grafinin iki u¢ kosesinin derecesi 1, kalan 2n — 3 tane kosenin tiimiiniin

dereceleri 2°dir. O halde M+(G) indeksinin tanimi uygulanirsa
M1(S(B)) = M1(Pyp_q1) = 217+ (2n—3).2° =8n — 10
bulunur. Ayrica M, (G)’nin tanimindan
My(S(B)) = My(Pyp_y) = 124224224 +22+2.1
=4(m(S;) —2)+4=4(m(S;) —2)+4=4(m(S;) — 1)
=42n—-1)—1)= 8n—12

elde edilir.

G = C,, n>2 olsun. Burada m = n’dir. Ayrica S(C,) = C,,,’dir.  Bu takdirde
n(S;) = 2n ve m(S;) = 2n’dir.

Sekil 4.3. $(C,,) alt grafi

S(C,) = C,, grafinin koselerinin tiimiiniin dereceleri 2°dir. O halde M4(G)’nin tanimi

uygulanirsa
M1(S(C)) = M1(Cy) = 2n.22 = 8n
ve M, (G) indeksinin tanimindan
My(S(Cp)) = Ma(Cyp) =224+ 22+ 22+...422=4-m(5;) =42n=8n
elde edilir.

G =S, n =2 olsun. Burada m = n — 1°dir. Bu takdirde S(S,) i¢in n(S;) =2n—1
ve m(S;) = 2n — 2’°dir.
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Sekil 4.4. S(S,,) alt grafi

S(S,,) grafi, derecesi n — 1 olan bir orta kdseye; derecesi 1 olan n — 1 tane ug kdseye
ve n — 1 tane yeni eklenen, derecesi 2 olan koselere sahiptir. O halde M, (G) indeksinin

tanim1 uygulanirsa
Mi(S(Sp) = 1(n—1D*+ (n—1).12 4+ (n—1).2%
=m-Dn-1+1+4] = (n—-D(n+4)
ve M, (G)’nin tanimindan
My(S(S) = =112+ (n—-1).(n—1).2= 2n(n—1)

elde edilir.

n

Dordiincii olarak, G = K, n = 2 olsun. Burada m = (2

)=@’dir. Bu takdirde

nn+1)
2

S(K,) i¢in n(S;) = ve m(S;) = n(n — 1) dir.

Sekil 4.5. S(K,,) alt grafi
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S(K,) grafi, derecesi n — 1 olan n tane eski koseye; derecesi 2 olan m = (721) = n(nz_l)

tane yeni eklenen koseye sahiptir. O halde M; (G)’nin tanim1 uygulanirsa

nn-—1

Mi(S(K)) =D+ (3) (- D22 =i - 12 4+ D
=nn—-1Dn+1) =n*-n

bulunur ve M, (G), tanim1 geregi derecesi 2 olan yeni eklenen koselerle dereceleri n — 1

olan eski koselerin ¢arpimiyla elde edilir:
My(S(Kp)) =m(S).(n—1).2 =n(n—1)(n—1).2 =n(n-1)=%

G =K. t,s =0 olsun. Burada n=t+s, m=ts’dir. Bu takdirde S(K.s) icin
n(S;) =t + s+ ts ve m(S;) = 2ts’dir.

Sekil 4.6. S(Kt,s) alt grafi

S (Kt,s) grafi, derecesi s olan t tane eski kdseye; derecesi t olan s tane eski kdseye;
derecesi 2 olan m = ts tane yeni eklenen koseye sahiptir. O halde M;(G)’nin tanimi

uygulanirsa
Mi(S(K;s)) =t.s*+s.t? +ts.2> =ts(t+s+4)
bulunur ve M, (G)’nin tanimindan
M, (S(Kt,s)) =t.5.2t +t.5.2s = 2ts(t +5)

elde edilir.
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Son olarak, G = T; ; tadpole graf olsun. T; ¢ grafinin C, ve Py, graflarmin birlesimi
oldugu hatirlanirsa, t + s < 4 i¢in T; ¢ grafinin P, ¢ grafina esit oldugu goriiliir. O halde

t = 3 ve s = 3 varsayilabilir. T, ; grafi iginn = t + s = m’dir.

A8
000 e

o0
Sekil 4.7. S (Tt,s) alt grafi

Bu takdirde S(Tt,s) icin n(S;) = m(S;) = 2(t + s)’dir. S(Tt,s) grafi, yol grafin ug
kosesinde derecesi 1 olan bir tane koseye; yol ve devir grafin birlesim kosesi olan
derecesi 3 olan bir koseye sahiptir ve kalan tim 2(t + s — 1) tane kosenin derecesi

2°dir. O halde M1(G)’nin tanim1 uygulanirsa
Mi(S(Tps)) =1.3°+ 112+ 2(t +s5s—1).2° =2(4t+4s+ 1)
elde edilir ve M,(G)’nin tanimindan
Ma(S(Tes)) =3(3.2) + 1(1.2) + (25 — 2).2.2 + (2t — 2).2.2 = 4(2t + 25 + 1)
elde edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.5. G grafinin ve onun alt grafi S(G)’nin kdse ve kenar sayilar sirasiyla
n,m,n(S;), m(S;) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki pargali tam graf

ile tadpole graflarin alt graflarinin birinci ve ikinci garpimsal Zagreb indeksleri

(2076, G = P,n > 2ise
2% G = Cp,n > 2ise
2n-2 , _ 2. — i
n(s@) = o DT Sen=2ise
n—-1) 2 ; G =K,,n = 2ise
sZ 2522285, G = K, 4, Vt, s > O ise
(92445~ G =T, t >3,5 > 1lise

ve
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(24776, G = P,,n > 2ise
24 G =C,,n > 2ise
2212 . (n—1"L G =S,n>2ise
Hz(S(G)) =4 (271 _ z)n(n—l); G =K, n>2ise

(4t - s)'S; G = Ky 5, Vt, s > O ise
(272470, G =T, t > 3,5 > 1ise

seklinde hesaplanmustir.

Ispat. Teorem yildiz graf S,, igin ispatlanmustir. Teorem 4.1.4°@in ispatinda tiim graf
cesitlerinin dereceleri ve ayni dereceli kdselerin sayisi verildiginden diger graflar icin

ispat ayn1 yontemle, benzer sekilde yapilmaktadir.

G bir yildiz graf olsun. S, yildiz grafinin alt grafi, n(S;) = m +n = 2n — 1 koseye ve
m(S,) = 2(n — 1) kenara sahiptir. S(S,,) grafi, derecesi n — 1 olan bir orta koseye;
derecesi 1 olan n — 1 tane koseye ve n — 1 tane yeni eklenen, derecesi 2 olan koselere

sahiptir. Birinci garpimsal Zagreb indeksinin tanimi kullanilarak

Hl(S(Sn)) = (n—1)%1- 120D . 2201 = (5 — 1)2, 220D
yildiz grafin alt grafinin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi hesaplanir.
S(S,,) grafinda iki ¢esit kenar vardir:

1. u, derecesi 1 olan ug kose; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kose ve (u,v) €
E olmak tizere, n — 1 tane (u, v) € E kenari vardir.
2. u, derecesi n — 1 olan orta kdse; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kose ve

(u,v) € E olmak lizere, yine n — 1 tane (u, v) € E kenari vardir.
Tiim bu bilgiler ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin tanimina uygulanirsa,
Hz(S(Sn)) =(1- 2)(n—1) [(n—1)- 2](n—1) = 22(n-1), (n— 1)(n—1)
elde edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.6. G grafinin ve onun alt grafi S(G)’nin kdse ve kenar sayilari sirasiyla
n,m,n(S;), m(S;) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki parcali tam graf

ile tadpole graflarin alt graflarinin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksleri
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(9- 24n=8, ¢ — P,n = 2ise

2% G = Cypyn > 2ise

) gn-1. (n + 1)"_1; G=S§,n=2ise

5 (S(®)) =+ (n+ 1", G = K,,n > 2ise
(s+2)5-(t+2)5 6 = K, Vt,s > Oise
\ 24¢+s=2).3.53, G =T, t > 3,5 > 1ise

seklinde hesaplanmistir.

Ispat. I1;(G) indeksinin tanimi geregi, IT; (S (G)) indeksini hesaplamak i¢in Teorem
4.1.4tn ispatindaki MZ(S(G)) indeksinde ¢arpma ve toplama iglemlerinin yerleri

degistirilirse, tiim graf ¢esitleri i¢in istenen sonug elde edilir.

Teroem 4.1.7. Bilinen baz1 graf ¢esitlerinin S(G) alt graflar i¢in total ¢arpimsal toplam
Zagreb indeksleri

( 24n2_14n+13 . 34n—6; G = Pn,n > 2ise
22nCn-1). ¢ = C,,n > 2ise
3
22D 301 L [p(n 4 1)]D; G = S,,n > 2ise
HT(S(G)) =< (Tl + 1)nm ] (TL _ 1)n(n—1)/2 ] 2m(m—1)+n(n—1)/2; G = Kn,n > 2ise
2t-s(t-s—1)+[t(t—1)+s(s—1)]/2 . St(t—l)/z . ts(s—l)/z
(2 (s + DTS- (E+8)ES; G = K., Vt,s > Oise
L 24(t+s)2-10(t+s)+8 , 32(t+s-1) . 52(t+s—1); G=T,,t>35s>1ise

seklinde hesaplanmistir.

Ispat. IT(S(G)), V(G) kiimesindeki her bir kdse ciftinin derecelerinin toplaminin
carpimi olarak tanimlandigindan ve Teorem 4.1.4’{in ispatinda tiim graf cesitlerinin
dereceleri ve ayni dereceli koselerin sayisi verildiginden ispat, istenilen graftaki tim

koselerin dereceleri yardimiyla tanimdan kolayca elde edilebilir.

Teorem 4.1.8. G grafinin ve onun alt grafi S(G)’nin kise ve kenar sayilari sirasiyla
n, m,n(S;), m(S;) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki pargali tam graf

ile tadpole graflarin alt graflarinin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri
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(8n? —24n + 18;G = P,,n > 2 ise

4n(2n—3); G = C,,n > 2ise

_ (n—1)(7n—12); G = S,,n = 2 ise

M) =3 ptn— 12 =3); G =K, n > 2ise

t-s(3t+3s +4ts —8); G = K;5,Vt,s > 0ise
8(t+s)2—12(t+s)—2; G=T,5t =3,5 > 1ise

ve
((8n? —28n+26; G = P,n = 2ise
4n(2n—3); G = C,,n > 2ise
(n—1)(§n—10); G=S,n>2ise
M,(5(6)) = 5

@(4112 —-9n+3); G =K, n=>2ise
t-s[8t5—§(t+s)—2]; G = K5 Vt,s > 0ise
\8(t+5)>—12(t+5)—5 G =T,5t =3,5s = 1ise

seklinde hesaplanmustir.

Ispat. Teorem tam graf K,, icin ispatlanmistir. Teorem 4.1.4’te istenen tiim graflar i¢in
M, (S(G)) indeksleri verilmistir. Lemma 2.4.2 ve M;(S(G)) yardimiyla diger graflar

i¢in ispat ayn1 yontemle, benzer sekilde yapilmaktadir.

G bir tam graf olsun. K,, tam grafinin alt grafi, n(S;) =m+n = @ koseye ve

m(S;) = 2m = n(n — 1) kenara sahiptir. Teorem 4.1.4’te M, (S(K,,)) verilmistir. Buna

gore Lemma 2.4.2 yardimiyla
M, (S(Kp)) = 2[m(SDI(n(S) — 1) — My (S(Ky))
=2n(n— 1)(@— 1) —(n®-n)

 (n+2)(n-1)

=2n(n—1) >

—nn—1)n+1)
=nn—-D[n-1Dn+2)—-n—-1]=nn-1)(n%?-13)

bulunur.

Ikinci Zagreb esindeksinin ispati yildiz graf icin verilmistir. M(S(S,,)) indeksinde dért

cesit girdi vardir:

39



i) u ve v, dereceleri 1 olan ug¢ koseler olsun. Boyle bir u kdsesi iginn — 2

tane v kosesi vardir dyle ki uv € E(G). Bu sekildeki kose ciftleri

My(se)ye1-1- () =1-1- (" ") seklinde eklenir

i) u, derecesi 1 olan ug kose; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kose olsun. Her
u igin, m = n — 1 tane eklenmis v kosesi vardir ve bunlardan 1 tanesi u ile
kenar olusturur. Boylece n — 2 tanesi u ile kenar olusturmaz. Bu islem her
bir u i¢in diisiiniiliirse bu sekildeki kose ciftleri M5 (S(S,))’ye 12+ (n—
2)(n — 1) seklinde eklenir.

i) u Ve v, dereceleri 2 olan ve yeni eklenmis orta kdseler olsun. Bunlarin hig

biri birbirleriyle kenar olusturmadigindan bu sekildeki uv € E(G) kose

giftleri My (S(S,))’'ye 22 (T;) =2-2- (n ; 1) seklinde eklenir.

iv) u, derecesi 1 olan ug kose; v, derecesi n — 1 olan yildiz grafin orta kosesi

olsun. Bu sekildeki Yu,v € V(G) igin uv € E(G) oldugundan bu kose
giftleri M5 (S(S,))’ye 1+ (n — 1) - (n — 1) seklinde eklenir.

Tiim girdilerden

n—1

3 J+1-2-(n-2)(n-1)

M (SS))=1-1 (

n—1

+2-2-( )

J+1-(n=1)-(n—1)

(-1 -2)+4n- D —-2)+4(n— D —2) +2(n— 1)2
B 2

_ 9(n-1D(n-2)+2(n-1)% _ 9I(m-2)+2(n-1) _ 11n

2 (n—1) 2R = (n - 1)(F - 10)

sonucuna ulasilir.

Teorem 4.1.9. G grafinin ve onun alt grafi S(G)’nin kise ve kenar sayilari sirasiyla
n, m,n(S;), m(S;) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki pargali tam graf

ile tadpole graflarin alt graflarinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri
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(24n2—18n+21 348, ¢ = P,n>2ise
4nn=3). ¢ = C,,n > 2ise

n—-1
23("2 ) -1 3(-DM-2); ¢ =5, n>2ise
7o _ ) r’n-1)? n ni-3n+2n
I,(S(G) =1 23 -(n—l)(Z)-(n+1) 2 ; G =K,,n=2ise

t

Zt-s(ts—l) ) (Zt)(;) ) (ZS)(Z) ) (t + Z)ts(s—l) . (S + Z)ts(t—l)
(s+ O G =K, Vt,s > 0ise
k22[2(t+s)2—7(t+s)+8]. 32t+2s-3 , 525+2t—5; G = Tt,s' t>3,5s>1ise

ve

(4(n—2)(2n—3); G = B,,n = 2ise
4n@n=3). G = C,,n > 2 ise
4n-DM-2) . (p — "L, G =S, n > 2ise

M,(S(6)) =1{ nm-»(@n-2)n+3) n?(n-1)
2 4 (n—1) 2 ;G=K,n=2ise

2ts(t+s+ts—3) ) ts(s+ts—1) . St(t+ts—1). G = Kt VvVt s> 0ise
) S )

k22(5+t_1)(25+2t_3) . 32(t+s—2); G = TtSlt >3,s > 1ise

seklinde hesaplanmistir.

Ispat. Teorem 4.1.6 ve Teorem 4.1.7°de verilen degerlere Lemma 2.6.3 uygulanarak
1, (S(G)) istenen tiim graf gesitleri igin hesaplanir. Ayrica, Teorem 4.1.4’{in ispatinda
istenen tiim graflarin her bir kosesinin dereceleri ve ayni dereceli kose sayilari

verilmistir. Bu degerlere Lemma 2.5.2 uygulanarak I1,(S(G)) indeksleri hesaplanir.

4.2. r-Alt Graflarin Zagreb indeksleri

Bu kisimda r-alt graflar ilk kez Togan, Yurttas ve Cangiil tarafindan tanimlanarak, r-alt

graflarin Zagreb indeksleriyle ilgili bir takim esitsizlikler elde edilmistir.

Tamim 4.2.1. Bir basit G grafinin her bir kenarina ekstra r adet kdse eklenerek elde
edilen yeni grafa G’nin r-alt grafi denir ve S™(G) ile gosterilir. r-alt graf, G nin her bir
kenarinin, uzunlugu r + 1 olan bir yol grafla degistirilmesiyle elde edilen graf olarak da

tanimlanir. Agik¢a, r = 1 durumu S(G) = S1(G) alt grafim verir.

41



N
AN

Sekil 4.8. S3(K,) alt grafi
g

Teorem 4.2.2. G, n koseli ve m kenarl basit bir graf ve S”(G) de G’nin bir r-alt grafi

olmak iizere, r-alt grafinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri
M (S7(6)) = M;(G) + 4mr ve My(ST(G)) = 2M1(G) + 4m(r — 1)
dir.

Ispat. Bir G grafi igin

n+rm

My (ST(®)) = Z d?
i=1

dir. r-alt grafi olusturulurken eklenen yeni koselerin timinin dy4q,dpsz, ) Ansrm

dereceleri 2 oldugundan

n+rm n n+rm

M, (57(G)) = Z d? = Zdi2+ Z d? = M,(G) + 4mr
i=1

i=1 i=n+1

elde edilir. Ikinci olarak, G’nin r-alt grafi olusturulurken, her bir (i,j) kenar, 2d;,

2d;, r — 1tane 2 - 2 agirlikli r + 1 parcaya boliindiiglinden

M,(ST(6)) = Z (Zdi +2d; + 4(r — 1))

(i,j)eE

- z (2d; + 2d)) + z 4(r —1) = 2My(G) + m - 4(r — 1)
(“PeE (W“PeE

bulunur.
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4.2.3. Sonug. G, n koseli ve m kenarl basit bir graf ve S”(G) de G’nin bir r-alt grafi

olsun. Bu takdirde S™(G)’nin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri arasinda

My (S7(6)) - M,(S7(G)) + 4(mr —m)
m+nr 2m

seklinde bir esitsizlik gecerlidir.
Ispat. Teorem 2.2.3 ve Teorem 4.2.2°den yararlanilarak ispat asagidaki sekilde yapilir:

4m? 4m? + dnmr 4m(m + nr
My (S7(G)) = My(G) + 4mr = ——+4mr = _ Al )

n n

4 +
> m(m + nr)

nr

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

nr-My(S7(G)) = 4m(m + nr) © nrMy(S7(G)) — 4m? — 4mnr = 0
nrM;(S7(G)) — 4m? — 4mnr + m- My (ST(G)) = m- My(S7(G))
(nr + m)[My(S7(G)) — 4m] = mM;(S7(6))

My (ST(G)) — 4m - M (S7(6))
m T oonr+m

M (S7(6)) - My (ST(®)) Cal My(G) + 4mr .
nr+m m B m

MZ(S (G)) ; 4mr + 4m + 4mr e MZ(ST(G)) + 4(mr —m)

m 2m

istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.4. G, n koseli ve m kenarl basit bir graf ve S”(G) de G’nin bir r-alt grafi

olmak iizere, r-alt grafinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri
M,(S7(G)) = 22™ - MH(G) ve T(ST(G)) = 2™ -M,(G)

seklindedir.
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Ispat. Bir G grafinin r-alt grafi olusturulurken eklenen yeni koselerin tiimiiniin

dns1,dnszs oo Aparm dereceleri 2 oldugundan

n+rm n n+rm
m(sT@) = | | =] e || ¢ =m@-22m
i=1 i=1 i=n+1

bulunur. Benzer sekilde, G’nin r-alt grafi olusturulurken, her bir (i,j) kenar, 2d;,

2d;, r — 1 tane 2 - 2 agirlikli v + 1 parcaya boliindiigiinden

M,(57(6)) = H [2d; - 2d; - (2-2) V)]

(i,j))eE
= 1_[ (2d; - 2d;) - 1_[ 40D
(L,))EE (L,))EE

— 22m . 1_[ didj . 4m(r—1) — 22m7‘ . HZ(G)
(L.)€EE

sonucuna ulasilir.

Reti ve Gutman bir G grafinin ¢carpimsal Zagreb indeksleri i¢in bazi sinir ve esitsizlikler
vermislerdir. Bu formiillerin, Teorem 4.2.4’ten de yararlanarak, r-alt graflarin ¢arpimsal

Zagreb indekslerine uygulanmasiyla bazi sonuglar elde edilmistir:

Sonuc 4.2.5. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf i¢in

m 2n
r 2(n+rm) | (__
M,(57(6)) < 2 (n)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 2.3.4 ve Teorem 4.2.4 kullanilirsa

,(S7(®)) _ 2m\*"

2zrm = (T)
M (S7(6)) < 22 - (—m) < 22(n*rm). (ﬁ)
n n

istenilen sonuca ulagilir.
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Sonuc 4.2.6. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf olmak iizere
M, (G)\"
,(S7(6)) < 2™ (T)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 2.3.7 ve Teorem 4.2.3 kullanilirsa

22mr

,(s7(@) _ (lelG))” = M,(s7(6) < 2°™- (MT(G))

elde edilir.

Sonuc 4.2.7. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf olmak iizere

M, (S(G) — 4m)\"
)

M,(S7(G)) < 22™ - <
esitsizligi saglanir.

Ispat. Sonug 4.2.6°da M, (G) yerine (4.1)’deki degeri yazilarak Sonug 4.2.7 elde edilir.

Sonuc 4.2.8. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf olmak iizere

,(57(6)) < 22™ - <M1(ST(62 - 4mr))

esitsizligi saglanir.

Ispat. Sonug¢ 4.2.6’da M,(G) yerine Teorem 4.2.2°deKi degeri yazilarak Sonug 4.2.8

elde edilir.

Sonug¢ 4.2.9. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf olmak iizere

2
HZ(ST(G)) > 22m(1"+1) . (%) m

sinir1 vardir.
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Ispat. Lemma 2.3.10 ve Teorem 4.2.4 kullanilirsa

M,(S7(6)) - 2m 2m\ 2" my2m

2 (T) e my(sT@) =22 () = g ()

istenilen sonug¢ bulunur.

Sonug¢ 4.2.10. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf olmak {izere

my(57(6)) < 22 - (LY

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 2.3.12 ve Teorem 4.2.4 kullanilirsa

() e ey s (20)

22rm

bulunur.

4.3. Bilinen Baz1 Graflarin r-Alt Graflarinin Zagreb Indeksleri

Bu kisimda iyi bilinen yol graf P,, devir graf C,,, yildiz graf S,,, tam graf K,,, iki pargal

tam graf K., tadpole T, graflarin r-alt graflarinin 10 gesit Zagreb indeksleri elde

edilmistir. Bu uygulama Zagreb indekslerinin hesabinda, graflarin her bir kosesinin tek

tek dereceleri ile ugrasmak yerine, sadece grafin kenar ve kose sayilarinin bilinmesinin

yeterli oldugunu gosteren bir ¢alismadir ve Zagreb indekslerinin hesabinda biiyiik

kolaylik saglamaktadir.

Teorem 4.3.1. G grafinin ve onun r-alt grafi S”(G)’nin kdse ve kenar sayilari sirastyla

n, m,n(S,), m(S,) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki pargali tam graf

ile tadpole graflarin r-alt graflarinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri
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M, (S7(6))

ve

M,(S7(G)) =

(dnr —4r +4n —6; G = P,,n = 2 ise
in(r+1); G =C,n>2ise

(n—1)4r+n); G =S,,n = 2ise
n—12%n+2r'n(n—-1); G =K,,n>2ise
ts(t+s+4r); G = K5, Vt,s > Oise
\4(rt+t+rs+s)+2;, G=T5t=3,5s=1lise

= A

(4(nr —r+n—2); G = B,,n = 2ise
n(r+1); G =C,,n > 2ise
2n—1)(n+2r—-2); G =S,,n=2ise
2n(n—1)(n+r—2); G =K,,n=2ise

2st? + 2ts* + 4ts(r — 1); G = K, ;, Vt, s > O ise

\4[(r—Dt+2t+rs+s+1]; G =T5,t = 3,5 > 1ise

seklindedir hesaplanmustir.

Ispat. Teorem yildiz graf S,, i¢in ispatlanmustir. Diger graflar igin ispat ayn1 yontemle,

benzer sekilde yapilmaktadir.

G bir yildiz graf olsun.

Sy yildiz grafinin r —alt grafi, n(S,)) =mr+n=m—-Dr+n

koseye ve m(S,) = (r + 1)(n — 1) kenara sahiptir. S"(S,) grafinda derecesi n — 1

olan 1 tane kose, derecesi 1 olan n — 1 tane kose ve grafin herbir kenari iizerinde

derecesi 2 olan r tane kose (toplam mr tane) vardir.

Sekil 4.9. Yildiz grafin §7(S,,) r-alt grafi

47



Birinci Zagreb indeksinin tanimi Kullanilarak
My(ST(Sp) =(n—1)-12+1-(n— 1)? + (mr) - 22
=n—-1+(n-1%+4(n—- Dr
=n-1DA4+n—-1+4r)=Mn—-1(n+ 4r)
elde edilerek yildiz grafin r-alt grafinin birinci Zagreb indeksi hesaplanir.
S7(S,) grafinda ¢ ¢esit kenar vardir:

) u, derecesi 1 olan ug kose; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kose ve (u, v) €
E olmak tizere, n — 1 tane (u, v) € E kenari vardir.

i) u, derecesi n — 1 olan orta kose; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kdse ve
(u, v) € E olmak iizere, yine n — 1 tane (u, v) € E kenar1 vardir.

iii)  w,v nin her ikisi de derecesi 2 olan yeni eklenen koseler ve (u,v) € E
olmak iizere, S, yildiz grafinin her bir kenar1 lizerinde r — 1 tane u, v kose

cifti vardir. Dolayisiyla bu sekildeki kose giftleri toplam m(r — 1) tanedir.
Tiim bu bilgiler ikinci Zagreb indeksinin tanimina uygulanirsa,
My(ST(S))=12-(n—-D+m-D.2(n—-1D+2-2-m(r-1)
=2n-1D+2n-1)?+4n-1DF@-1)
=2n—-D[1+n—-14+2(r—-1)]
=2n—-1)(n+2r-2)
ispat tamamlanmais olur.

Diger graf ¢esitleri i¢in de toplam kose ve kenar sayilari ile koselerinin dereceleri ve

ayni dereceli kose sayilar1 verilsin:

G = P, yol grafi i¢in, P,’nin r —alt grafi, n(S,) = mr +n = (n— 1)r + n koseye ve
m(S,) = (r + 1)(n — 1) kenara sahiptir. S” (B,) grafinda derecesi 1 olan 2 tane kdse ve

derecesi 2 olan (n — 1)r + n — 2 tane kose vardir.
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G = C, devir grafi i¢in, C,’nin r —alt grafi, n(S,) = mr + n = n(r + 1) koseye ve
m(S,) = (r + 1)n kenara sahiptir. S"(K,,) grafinda tiim kdselerin dereceleri 2’dir yani

derecesi 2 olan n(r + 1) tane kose vardir.

G = K,, tam grafi i¢in, K,,’nin r —alt grafi, n(S,) =mr +n = (721) r +n koseye ve
m(S,)=(r+1) (721) kenara sahiptir. S”(K,,) grafinda dereceleri n — 1 olan n tane

kose ve dereceleri 2 olan (721) r tane kose vardir.

G = K, s iki pargali tam grafi i¢in, K; ;’nin r —alt grafi, n(S,) =mr+n=ts-r+t+
s koseye ve m(S,) = ts(r + 1) kenara sahiptir. S"(K,s) grafinda dereceleri s olan t

tane kose, dereceleri t olan s tane kose ve dereceleri 2 olan ts - r tane kose vardir.

G = T, tadpole grafi i¢in, T, s’nin r —alt grafi, n(S,) =mr+n=(t+s)r+t+s=
(r+1)(t + s) koéseye ve m(S,) = (t +s)(r + 1) kenara sahiptir. S™(T;) grafinda
derecesi 3 olan 1 tane kdse, derecesi 1 olan 1 tane kdse ve dereceleri 2 olan rt + rs +

t + s — 2 tane kose vardir.

Tiim bu graf cesitlerinde, koselerinin dereceleri ve ayni dereceli kdselerinin sayilari,
birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin tanimlarinda yerlerine konursa teoremin ispati her

bir graf i¢in elde edilir.

Teorem 4.3.2. G grafinin ve onun r-alt grafi S”(G)’nin kose ve kenar sayilar1 sirasiyla
n,m,n(S,), m(S,) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki pargali tam graf

ile tadpole graflarin r-alt graflarinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

(Zz(nr—r+n—2); G =PB,n = 2ise

22n(r+1); G = Cpn> 2ise

277D . (n —1)%, G = S,,n = 2ise

(n— 1) 2D, G = K, n > 2ise

s2t. 25 . p2rts, ¢ = K., Vt,s > Oise
(32 - 220rt+Ts+t+s-2). ¢ — T st = 3,5 = 1ise

,(S7(6)) =4

ve

49



(227D G = P,n > 2ise

22D, ¢ = C,,n > 2ise

27D . (n — 1), G =5, n > 2ise
(n— D)= D.2ml-D. ¢ = K n > 2ise
(ts)' - 2275, G = K, 5,Vt,s > O ise

(33 - 22[@+90+0-2, ¢ =T, ¢t > 3,5 > 1ise

M,(S7(6)) =«

seklinde hesaplanmustir.

Ispat. Teorem yildiz graf S, igin ispatlanmustir. Diger graflar igin ispat ayn1 yontemle,

benzer sekilde yapilmaktadir.

G bir yildiz graf olsun. S;, yildiz grafinin r —alt grafi, n(S,) =mr+n=m—-1r+n
koseye ve m(S,) = (r + 1)(n — 1) kenara sahiptir. S"(S,,) grafinda derecesi n — 1
olan 1 tane kose, derecesi 1 olan n — 1 tane kdse ve grafin herbir kenar1 iizerinde

derecesi 2 olan r tane kose (toplam mr tane) vardir.
Birinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin tanimi kullanilarak

Hl(Sr(Sn)) = (n—1)%1.120=D . g2mr — (5 _ 1)2 22(-Dr
bulunarak yildiz grafin r-alt grafinin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi hesaplanir.
S7(S,) grafinda ii¢ ¢esit kenar vardir:

) u, derecesi 1 olan ug kdse; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kose ve (u, v) €
E olmak tizere, n — 1 tane (u, v) € E kenari vardir.

i) u, derecesi n — 1 olan orta kdse; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kose ve
(u,v) € E olmak iizere, yine n — 1 tane (u, v) € E kenar1 vardir.

i) u, v nin her ikisi de derecesi 2 olan yeni eklenen koseler ve (u,v) € E
olmak {iizere, S,, yildiz grafinin her bir kenar1 {izerinde r — 1 tane u, v kose

cifti vardir. Dolayisiyla bu sekildeki kose giftleri toplam m(r — 1) tanedir.
Tiim bu bilgiler ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin tanimina uygulanirsa,
M,(S7(Sw) = - )@ V- [(n—1) - 2]V - (2- 2)mC~Y

= 22(n-1), (n— 1)(n—1) . 22(n-1)(r-1)
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= 22r(n-1) . (Tl _ 1)(11—1)
elde edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.3. r-alt grafi S"(G)’nin, baz1 graf gesitleri i¢in ¢arpimsal toplam Zagreb

indeksleri

(32.22r—T4n=3). ¢ = p n > 2ise

2200+, ¢ = C,,n > 2ise

3= . 20-D-D. (4 1NV, ¢ =S n>2ise
(n+ 1) . 2n(-DE-D. ¢ = g n > 2ise

(s +2)5- (2 +1t)ts-22m0-D; ¢ = K, ,Vt,s > 0ise
\3 - 53 . 22[2(t—1)+t(r—1)+(rs+s—2)]; G = Tt,s:t >3,s > 1ise

I;(S7(6)) =«

seklindedir.

Ispat. IT;(G) indeksinin tanimi geregi, HI(ST(G)) indeksini hesaplamak igin Teorem
4.3.1’in ispatinda M,(ST(G)) indeksinde carpma ve toplama islemlerinin yerleri

degistirilirse, tiim graf ¢esitleri i¢in istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.3.4. Bilinen baz1 graf ¢esitlerinin r-alt grafi S"(G) i¢in total ¢arpimsal

toplam Zagreb indeksleri

nr—-r+n-2
( 22( 2 )+1 . 32(nr—r+n—2); G = Pn'n > 2 ise

2 (rin-1). ¢ — ¢ n > 2 ise

et o)l 0e( )
(1) (1+ n)r(n—l); G=S5,n=2ise

1'(s7(6) ={ o+ 1) - 2n-2)@) - 22(2); 6 = Ky = 2ise
(s+ 8- 2+ 57T (2455
tsr

. 22( 2 ) . (25)(;) . (Zt)(;); G =K, Vt,s > 0ise

22[(tr+2t—1)+(Sr+25_1)+(TS+S—1)(rt+t—1)+1]

- 5rttrs+its=2)  3(re+rs+t+s=2). ¢ — T, t =3,s = lise
) ,S7 liettd -

seklinde hesaplanmstir.

Ispat. HT(Sr(G)), V(G) kiimesindeki her bir kose ¢iftinin derecelerinin toplaminin

carpimi olarak tanimlidir. Teorem 4.3.1’in ispatinda verilen tiim graf cesitlerinin
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késelerinin dereceleri ve aym dereceli kose sayilari yardimiyla ispat, TIT(S7(G))’nin
tanimindan kolayca elde edilebilir.

Teorem 4.3.5. G grafinin ve onun r-alt grafi S7(G)’nin kose ve kenar sayilari sirasiyla
n,m,n(S,), m(S,) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki par¢ali tam graf

ile tadpole graflarin r-alt graflarinin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri

2n—Dr+1D[n-1Dr+1)—-2]+2; G =PB,n=2ise
2n(r+1)(nr+n—-3); G = C,,n > 2ise
m—-DR2+1D*n—-1)—U@r+n)]; G =S,,n=>2ise
nmn-Dr+1D)im+n-1)

—[n(n—1)? +4rm]; G = K,,n > 2 ise

2ts(r+ 1)(tsr+t+s—1) —ts(t +s+4r); G = K5, Vt,s > O ise
2+ D(t+s)[(r+ D(t+s) —1]

\—[4r+D(t+s)+2]; G=T,;,t=3,5=>1ise

M (S7(6)) = 4

ve

(4(nr—r;-n—3)+ 4nr —r+n) —10; G = P,,n > 2ise
4[(721)+(r2n)+n(rn—2)]; G =Cy,n>2ise
(";1)+2[(r—1)(n—1)+r(n—1)(n—2)]

+(n—1?+4|(5) (-1 + (T(”z_ 1))]; G=S,n>2ise

nn—1)[mr—(m—1]+®n—1)>- (’2‘)

+4 [(n;r) —(r— 1)m]; G =K,n=2ise

@Oles(sr — D] + 25 - [es(tr — D]+ 252 + 22 (5) + 52 (;)
+4 [(r ; 1) ts 4+ r? (tzs)] ; G =K., Vt,s > 0ise

rs+s—2 tr+t—2
3+4[( ) )+( ) )+(tr+t—1)(sr+s—1)]
+2(rt+t+rs+s—3)
\+6(t+rs+s+t—5); G=T,;,t=3,5=>1ise

M,(S7(6)) = 4

seklinde hesaplanmstir.

Ispat. Teorem tam graf K,, icin ispatlanmistir. Diger graflar icin ispat aym ydntemle,
benzer sekilde yapilmaktadir.
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G bir tam graf olsun. K,, tam grafinin r —alt grafi, n(S,) =mr+n= (Tzl)‘r +n

koseye ve m(S,) = +1) (721) kenara sahiptir. Teorem 4.3.1’de M;(S"(K,))

verilmistir. Buna goére Lemma 2.4.2°deki esitlikten

bulunur.

E(Sr(Kn)) = Zm(sr)(n(sr) -1)- Ml(sr(Kn))

=2m(r+1)(m+n—1)—[(n— 1% -n+ 4rm]

Ikinci Zagreb esindeksinin ispat1 yildiz grafin r-alt grafi igin verilmistir. E(ST (Sn))

indeksinde dort ¢esit girdi vardir:

i)

i)

u Vve v, dereceleri 1 olan u¢ koseler olsun. Boyle bir u kosesi i¢in uv &

E(G) olacak sekilde n — 2 tane v kdsesi vardir. Bu sekildeki kose ciftleri

M;(S7(S.))ye1-1- (Zl) seklinde eklenir.

u, derecesi 1 olan ug kose; v, derecesi 2 olan yeni eklenmis kdse olsun. u ve
v’nin ikisi de G’nin ayn1 kenar1 iizerindeyse her u igin, r eklenmis v kosesi
vardir ve bunlardan 1 tanesi u ile kenar olusturur. Boylece toplam m(r —
1) = (n— 1)(r — 1) tanesi v ile kenar olusturmaz. Eger U Ve v, G’nin farkh
kenarlar lizerindeyseler her bir u i¢in uv € E(G) olacak sekilde r(m — 1)
tane v kosesi vardir. Bu sekildeki kose ciftleri VZ(S r(Sn))’ye toplam
1:2-[(n—1)(@r—1)+r(m—-1)(n—1)] seklinde eklenir.

u ve v’nin her ikisi de dereceleri 2 olan yeni eklenmis koseler olsun. Bu
sekildeki her bir u kosesi igin S”(S,)’nin u ile komsu olmayan bu v

koselerini saymak gereklidir. u ve wv’nin ikisi de G’nin ayni kenari

tizerindeyse bunlarin sayisi (;)’dir. G’nin n—1 kenar1 oldugundan bu

koselerin sayis1 toplam (g) - (n — 1)’dir. Eger u ve v, G’nin farkli kenarlari

tizerindeyseler bu koselerin sayisi (T (n 2_ 1))’dir. Komsu olmayan bu
. . . - r

sekildeki ~ koseler ~ M;(S7(S,))’ye toplam 2-2- [(2) (n—1) +

(r(nz— 1))] seklinde eklenirler.
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iv) u, derecesi 1 olan ug kose; v, derecesi n — 1 olan orta kose olsun. Her bir u
icin bu koseler komsu degildir ve bu koselerin sayist 1-(n—1)-(n—

1) dir.
Tim girdilerden,

m(s7s0) = ("5 1) +2- =D = D +r(n - D - 2)]

+4- [(;) (n—-1)+ (r(nz_ 1))] +(n—1)?

elde edilir.

Teorem 4.3.6. G grafinin ve onun r-alt grafi S”(G)’nin kose ve kenar sayilari sirasiyla
n, m,n(S,), m(S,) olsun. Bu takdirde yol, devir graf, yildiz, tam ve iki parcali tam graf

ile tadpole graflarin r-alt graflarinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri

(z(nr—r+n—3)(nr—r+n—4)+1 . 32(nr—r+n—3); G = Pn,n > 2 ise

Z(nr+n)(nr+n—3); G =Cpn>2ise
n—-1

2 )] . n(n_l)
30m-D@=D . (1 4 )T~ DOV ¢ =S n>2ise

2 [(r—l)(r—z) n-D)+(rn-r)(rn-r-— 1)+(

M. n(mr-n+1) (n) (rm)—(r—l)m .
L (S7(6)) =4 (n+1) -(2n—2)\2) - 4\ 2 ; G =K,,n>2ise
(t 4+ S)st ) (t + Z)ts(sr—l) . (S + Z)ts(tr—l)

r—1

(2 + 2)( 2 )“*rz(t;) . (25)(;) - (Zt)(;) ; G =K, Vt, s > 0ise

2 2 [(rt+2t—2)+(rs+zs—2)+(rS+S_ Drttt—1)+ 1]

- 3(rt+rs+t+s—3) . 5(rt+rs+t+s—5). G = Tt t>3s>1ise
) ,S) = I, =

ve

(z(nr—r+n—2)(nr—r+n—3); G =PB,n = 2ise

p(rin)(nrin=3). ¢ — Cp,,n> 2ise

2-Dr-rin=3) . (n _ 1)yr(-D, ¢ =5 1 > 2ise

(n—1)Mm. (zrm)(rm+n—3); G =K, nz=2ise

(t+tsr=1t | ¢(s+tsr—1)s , o (t+s+tsr=3)rm. - _ K;, Vt,s > 0ise
] ,S? 4

M, (S7(6)) =+

L2[(r+1)(1:+s)—3](rt+t+r5+s—2) . 3[(r+1)(t+s)—4]; G = Tt ot > 3,s > 1lise

seklinde hesaplanmistir.
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Ispat. Teorem 4.3.3 ve Teorem 4.3.4’te tiim graf tiirleri igin IT} (ST(G)) ve HT(ST(G))

indeksleri hesaplanmistir. Lemma 2.6.3’ten yararlanarak II,(S"(G)) indeksi kolayca
hesaplanabilir. Ele alinan tiim graf tiirleri igin biitiin kdselerin dereceleri bilindiginden

Lemma 2.5.2°den yararlanarak II, (5" (G)) esindeksi de elde edilebilir.
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