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OZET

Doktora Tezi
GRAF OPERASYONLARININ ZAGREB ve CARPIMSAL ZAGREB INDEKSLERI
Aysun YURTTAS

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitistu
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. 1. Naci CANGUL
Ikinci Damisman: Prof. Dr. Emin N. OZMUTLU (Uludag Universitesi)

Bu caligmada graf operasyonlarinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri i¢in
bazi st sinirlar verilmistir. Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris
béliimii olup bu boliimde konunun literatiir 6zeti yapilmistir. ikinci béliimde ¢alismanin
ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanitilmis ve 6rnekler
verilmistir. Ugiincii boliimde birinci ve ikinci Zagreb ve carpimsal Zagreb indeksleriyle
esindeksleri tanitilmis ve elde edilen teorem ve sonuclar verilmistir. Dordiincii boliimde
graflarin birlesimi, toplami, Kartezyen carpimi, disjunctioni, corona ¢arpimi gibi graf
operasyonlar1 tanitilmig ve bu islemlerin bazi 6zellikleri verilmistir. Besinci boliimde
dordiincii boliimde tanitilan graf islemlerinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ve
esindeksleriyle ilgili teoremler verilmistir. Altinci ve son boliim ise ¢alismanin temeli
olup graflarin kartezyen carpim, toplam, corona carpim, disjunction, bilesim, simetrik
fark gibi graf operasyonlari i¢in {ist sinirlar elde edilmis ve bazi iyi bilinen graflara
uygulanmistir. Bu béliimde verilen tiim sonuglar bu tez calismasinda elde edilmis
orijinal sonuglardir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Zagreb Indeksi, Carpimsal Zagreb Indeksi, Graf
Operasyonlari
2014, viii + 60 sayfa.



ABSTRACT

PhD Thesis
ZAGREB and MULTIPLICATIVE ZAGREB INDICES of GRAPH OPERATIONS
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In this work, some upper bounds for Zagreb and multiplicative Zagreb indices of graph
operations are given. This thesis consits of six chapters. First chapter is introduction,
and a brief summary of related literature is given in this chapter. Second chapter is
preliminaries. Some basic concepts which will be used in the forthcoming chapters are
introduced and some examples are given. In the third chapter, Zagreb and multiplicative
Zagreb indices and coindices of graph operations are introduced and some results and
theorems for Zagreb indices are given. In the fourth chapter, graph operations are
introduced and some basic mathematical properties are given. In the fifth chapter, some
exact expressions and theorems for the first and second Zagreb indices of graph
operations including the Cartesian product, composition, join, disjunction, corona
product and symmetric difference of graphs are given. The last and sixth chapter
contains the original results obtained in this thesis work. In this chapter, the upper
bounds on the multiplicative Zagreb indices of the join, Cartesian product, corona
product, composition and disjunction of graphs are derived and the indices are evaluated
for some well-known graphs.

Key Words: Graph, Zagreb Index, Multiplicative Zagreb Index, Graph Operations
2014, viii + 60 pages.
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1. GIRIS

1736 yilinda Leonhard Euler tarafindan Konigsberg’in Yedi Kopriisii iizerine yazilan ve
yayimlanan makale graf teorinin tarihinde ilk makale olarak kabul edilir (Biggs ve ark.
1986). Kisaca problem; dort anakara ve bu anakaralar1 birbirine baglayan yedi kopriiden
olusan Konigsberg sehrini, herhangi bir anakaradan baglayarak her bir kopriiden tam

olarak bir defa gegmek suretiyle dolasacak bir yol bulmaya dayanir.
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Sekil 1.1. Konigsberg’in Yedi Kopriisi



Sekil 1.2. Konigsberg Cizgesi
Euler bu problemin ¢ézlimiiniin olmadigini géstermistir. Ciinkii bu dort anakara pargasi
toplam tek sayida kopriiyle baglantiliydi. Bunlardan ikisinin yolun baslangi¢ ve bitis
noktalar1 oldugu varsayilirsa digerleri ¢ift sayida kopriiyle baglantili olmaliydi. Euler’in
Konigsberg’in Yedi Kopriisii problemi ¢6ziimii graf teorinin temellerini atmis ve
Eulerian graf kavramina Onciiliik etmistir. Graflar fizik, biyoloji, sosyal ve bilgi
sistemlerindeki isleyisleri ve iligskileri modellemek i¢in kullanilabilir. Bilgisayar
biliminde iletisim aglarini, bilgi organizasyonunu, hesaplama aygitlarini, hesaplama

akisini vb. temsil eder.

Graf teori ayrica fizik ve kimyada molekiilleri ¢alismak i¢in de kullanilir. Kimyasal graf
teori, matematiksel kimya alaninin kimyasal graflarin ¢alisilmasiyla ilgilenen dalidir.
Kimyasal graflar, atomlarin grafin kdselerini ve kimyasal baglarin grafin kenarlarini
temsil ettigi molekiil modelleridir. Kimyasal graf teorinin temel fikri; molekiillerin
fiziko-kimyasal 6zelliklerinin karsilik gelen kimyasal graflarinda sifrelenmis bilgileri

kullanarak calisilabilmesine dayanir.

Molekiiler tanimlayicilar matematiksel kimyada o6zellikle QSAR/QSPR (quantitative
structure-activity relationship/quantitative structure-property relationship)
arastirmalarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Teorik kimyada topolojik indeksler olarak
da adlandirilan molekiiler yap1 tanimlayicilar1 kimyasal bilesenlerin fiziko-kimyasal,
toksilojik, biyolojik ve diger ozelliklerini modellemek icin kullanilir. Bugiinlerde
kimyada baz1 uygulamalari bulunan cok sayida topolojik indeks mevcuttur. Bunlar

hesaplamada kullanilan graflarin yapisal ozelliklerine gore siiflandirilabilirler. Bu



nedenle belki de en ¢ok bilinen ve yaygin olarak kullanilan Wiener indeksi, ele alinan
grafin koselerinin uzakligina baglidir. Hosoya indeksi bir graftaki bitisik olmayan
kenarlarin sayilmasiyla hesaplanir. Enerji ve Estrada indeksi grafin spektrumuna
dayanir. Randic baglanirhk indeksi ve Zagreb indeksleri koselerin dereceleri

kullanilarak hesaplanir.

Zagreb indeksleri en eski ve en bilinen topolojik indekslerdir. Kimyasal iliskileri
nedeniyle birinci Zagreb indeksi kimya literatiiriinde cok sayida caligmaya konu
olmustur ve bircok matematik¢i tarafindan calisiimistir (Bkz. Gutman ve Das 2004,
Braun ve ark. 2005, Khalifeh ve ark. 2009, Nikolic ve ark. 2003, Zhou ve Gutman
2004). Ikinci Zagreb indeksi ise ilk olarak 1972 yilinda ele alinmistir. O zamandan beri
2003 yilina kadar ikinci Zagreb indeksiyle ilgili hem kimya hem de matematik
literatiirtinde neredeyse hi¢ sonu¢ bulunmamaktadir. Das ve Gutman 2003 yilinda ikinci
Zagreb indeksi ve komplementi i¢in birtakim esitsizlikler, tanimlamalar ve sonuglar
vermistir. Zagreb indeksleri ve degisik bicimleri, molekiiler karmasiklik, asimetri, ZE-
izomerizm, heterosistemler vb. konular ¢alismak i¢in kullanilmistir (Bkz. Gutman ve
Das 2004, Nikolic ve ark. 2003, Zhou 2004, Braun ve ark. 2005, Zhou ve Gutman 2005,
Trinastic ve ark. 2010).

Yakin zamanda Todeschini ve Consonni (2010) toplamsal graf degismezlerinin
carpimsal versiyonlarint ortaya koymustur. Bu c¢arpimsal versiyonlarin Zagreb
indekslerine uygulanmasi, birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indekslerinin ortaya
citkmasma Oncliliik etmistir. Agac graflari i¢in bu carpimsal Zagreb indekslerinin
ozellikleri yakin zamanda Gutman (2011) tarafindan ¢alisilmistir. Carpimsal Zagreb
indekslerinin matematiksel o6zellikleri ve uygulamalari Todeschini ve ark. (2010),
Todeschini ve Consonni (2010), Eliasi ve ark. (2012), Liu ve Zhang (2012), Xu ve ark.
(2012) tarafindan verilmistir. Khalifeh ve ark. (2008, 2009) graflarin toplam1 (join),
kartezyen carpimi, bilesimi (composition), disjunctiom1 ve simetrik farkinin Zagreb
indeksleri ve hyper-Wiener indeksi icin bazi formiiller hesaplamislardir. Graf
carpimlarinin daha ayrintili 6zellikleri ve uygulamalar: i¢in Imrich ve Klavzar (2000)

tarafindan yazilmis kitaba bagvurulabilir.



Bu ¢alismanin amac1 toplam, corona ¢arpim, kartezyen carpim, bilesim, disjunction gibi
cesitli graf operasyonlarinin ¢arpimsal Zagreb indeksleri i¢in bazi {ist sinirlar elde

etmektir.

Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci béliim 6n
bilgiler olup bu tez boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve o6zellikler
verilmistir. Uglincii béliimde graflarm indekslerine giris yapilmus, birinci ve ikinci
Zagreb indeksleri ve esindeksleri, carpimsal birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ve
esindeksleri tanitilmis ve bazi temel teorem ve sonuclar verilmistir. Dordiincii boliimde
graf operasyonlar1 tanitilmis ve bazi sonuglar verilmistir. Besinci bolimde graf
operasyonlarinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleriyle ilgili teoremler verilmistir.
Calismanin temelini olusturan altincit boliimde ise graf operasyonlarinin c¢arpimsal

Zagreb indeksleri i¢in iist sinirlar elde edilmis ve calisma sona erdirilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde c¢alismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
tanitilacak ve 6zellikler verilecektir. Daha ayrintili bilgi i¢in Bondy ve Murty (1976),
Biggs ve ark. (1986), Foulds (1992), West (1996) ve Balakrishnan ve Ranganathan
(2012) incelenebilir.

2.1 Tanim. V, elemanlar1 késeler olarak isimlendirilen bos olmayan sonlu bir kiime ve
E, V kiimesinin ayrik kdselerinin sirali olmayan ikililerinin bir kiimesi olmak {izere
G=(V,E) sirali ikilisine graf denilir. p, q € V olmak lizere her bir {p, q} € E elemanina
kenar adi verilir ve bu kenar p ve g koselerini birlestirir denir. Bir G grafinin V kose
kiimesi ayn1 zamanda V(G) ile kenar kiimesi ise £(G) ile gosterilir.

Sekil 2.1°de verilen G grafinin kose kiimesi V(G) = {u,v,w, x,y, z} ve kenar kiimesi

E(G) = {eq, e, €5, €4, €5, €4, €7, €5, €9} dir.

Sekil 2.1. 6 kose ve 9 kenarl1 bir graf 6rnegi

2.2 Tammm. V(G) kiimesinin eleman sayisina, yani bir G grafinin kose sayisi olan
|[V(G)|’ye G grafinin mertebesi, kenar sayisi olan |E(G)|’ye ise G grafinin boyutu

denilir.
Ornegin Sekil 2.1°de verilen grafin mertebesi 6, boyutu 9 olur.

2.3 Tamim. V kose kiimesinin farkli a ve b kdse elemanlar bir kenarla birlesiyorsa bu
durum ab notasyonu ile gosterilir. Eger ab, G’nin bir kenar1 ise a ile b koseleri

komgudur denir ve bu a~b ile gosterilir.



2.4 Tamim. Bir G grafinin tiimleyeni (complement), G grafiyla ayni1 kdse kiimesine ve
G grafinda kenar olusturmayan kdselerin birlestirilmesiyle elde edilen kenar kiimesine

sahip olan bir graf denir ve bu graf G ya da G€ ile gosterilir.

G G
Sekil 2.2. G grafinmn G tiimleyeni

2.5 Tamm. Iki kdseyi birlestiren birden fazla kenar varsa bunlara ¢oklu kenar; bir
koseyi kendine birlestiren bir kenara da dongii denir. Bu iki tiir kenar1 olmayan graflara

basit graf denir.

2.6 Tammm. Tek parcadan olusan bir grafa baglantili graf, aksi halde baglantisiz graf

denilir.

2.7 Tammm. G dongiisiiz bir graf ve v € V(G) olsun. v’de bulusan kenarlarin sayisina

v’nin derecesi (katlilig1) denilir ve deg(v), d,, ya da d; (v) ile gosterilir.
Ornegin Sekil 2.1°de deg(u)=2, deg(v)=4, deg(w)=3"tiir.
2.8 Tammm. G grafinin maksimum ve minimum derecesi sirasiyla
A(G) = max{d;(v)|v € G}
ve

8(G) = min{d;(v)|v € G}

olarak tanimlanir.

Ornegin Sekil 2.1°deki G grafinda, A(G) = 4 ve §(G) = 2’dir.



2.9 Tanmm. G grafinda tiim kose dereceleri esit ise G grafina regiiler graf denir. Her bir

kosenin derecesi r ise G’ye r-regiiler graf ad1 verilir.

2.10 Lemma (El Sikma Lemmasi). Bir G grafinda kdse derecelerinin toplami kenar

sayisinin iki katina esittir. Yani, v € V(G) ve |E(G)| = m olmak {izere

d, =2m

n
i=1

dir.

2.11 Tamim. Kenar1 bulunmayan graflara sifir (null) graf ad1 verilir ve n koseli bir null
graf N, ile gosterilir.

Ornegin Sekil 2.3°de verilen graf bir sifir graftir.

X

-
2@ O

Sekil 2.3. N3 sifir grafi

2.12 Tamim. Her kose ¢iftinin tam bir kenarla birlestirildigi graflara tam graf denilir ve

n koseli bir tam graf K,, ile gosterilir.
Ornegin Sekil 2.2.4°de verilen G grafi dort kdseli K, tam grafidir.

V

t W
Sekil 2.4. K, tam grafi
2.13 Tammm. Bir G grafinda G’nin kenarlarmin uv, vw, wx, ..., yz seklindeki bir

siralanisina patika denir. Eger z = u ise bu patikaya kapali patika adi verilir. Bir



patikanin tiim kenarlar1 farkli ise iz adi verilir. Bir uwv, vw, wx, ..., yz, zu kapal
patikasinda kenarlarin hepsi farkli ise bu patikaya kapali iz denir. ilaveten ilk ve son

koseleri harig¢ tiim kdseleri farkli olan en az ii¢ koseli kapali bir ize devir denir.

2.14 Tamim. Tek bir devirden olusan graflara devir graflar: denilir ve n koseli bir devir

grafi C,, ile gosterilir.

Ornegin Sekil 2.5°de verilen graf Cg devir grafidir.

Sekil 2.5. Cg devir grafi

2.15 Tanmim. Bir tek patikadan olusan graflara yol (path) grafi denir ve n koseli bir yol
grafi P, ile gosterilir. P,’in n — 1 kenar1 vardir ve C,,’den bir tek kenar c¢ikarilarak elde

edilir.

Ornegin Sekil 2.6°da verilen graf bir Ps grafidr.

Sekil 2.6. Ps yol grafi

2.16 Tanim. Kose kiimesi 4 ve B gibi iki parcaya ayrilabilen ve her bir kenar1 4’daki
bir koseyi B’deki bir koseye birlestiren graflara iki parcali graf denilir. Eger bir iki
parcali grafta A’nin her bir kdsesi B’nin her bir kosesiyle birlestirilmisse grafa iki
pargalr tam graf denir ve A, r kdseye B, s koseye sahipse boyle bir graf K, ¢ ile

gosterilir.



Sekil 2.7. K, 5 iki par¢ali tam grafi
Ornegin yukarida verilen graf, bir K 5 grafidir.

2.17 Tamm. K, ; seklindeki bir grafa yildiz (star) graf adi verilir ve n koseli bir yildiz

graf S, ile gosterilir.

Sekil 2.8. S5 yildiz grafi
Ornegin yukaridaki graf, bir S5 yildiz grafidir.

2.18 Tamim. Hig bir devir bulundurmayan baglantili graflara aga¢ denilir ve n koseli bir

agac T,, ile gosterilir.

Sekil 2.9. T, agac grafi
Yukaridaki graf, bir T;; aga¢ graf 6rnegidir.



3. GRAFLARIN iINDEKSLERI

Bu boliimde graflarin indeksleriyle ilgili tanim, teorem ve bazi temel kavramlar
verilecektir. Detayli bilgi i¢cin Gutman ve Trinajstic (1972), Gutman ve ark. (1975),
Balaban ve ark. (1983), Caen (1988), Gutman ve ark. (2004), Das (2004), Zhang
(2005), Das ve ark. (2009), Todeschini ve ark. (2010), Todeschini ve Consonni (2010),
Gutman (2011), Liu ve Zhang (2012), Xu ve ark. (2013), Das ve ark. (2013a) basta

olmak iizere referanslarda belirtilen kaynaklar incelenebilir.

3.1 Birinci ve Ikinci Zagreb Indeksleri

Bu kisimda QSAR/QSPR (quantitative structure-activity relationship/quantitative
structure-property relationship) calismalarinda en ¢ok kullanilan topolojik indekslerden
biri olan birinci ve ikinci Zagreb indeksleri tanimlanacak ve temel 06zellikleri
verilecektir.

Gutman ve Trinajstic (1972), molekiiler yapida toplam m-elektron enerjisinin baglhiligini
incelerken toplam m-elektron enerjisi i¢in yaklagim ifadelerinde iki terimin ortaya

ciktigini bulmuslardir:

> @y

koseler

d,.d,

kenarlar

Burada d,,, molekiiler grafin u kosesinin derecesidir. Bu iki sayinin molekiiler yapiy1
yansittig1 fark edilmistir. Bu bakis a¢is1 Gutman ve ark. (1975) tarafindan ayrintili bir
sekilde incelenmistir. En son olarak Balaban ve ark. (1983) tarafindan asagidaki sekilde

isimlendirilmistir.
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Bu calisma boyunca, kenar katliligi ve dongiileri olmayan, sonlu, basit graflar goz
oniline alinacaktir. G, E(G) kenar kiimesi ve V(G) kose kiimesine sahip olan bir graf

olsun.

3.1.1 Tammm. Birinci Zagreb indeksi olarak adlandirilan ve M; ile gosterilen graf

degismezi, goz Oniine alinan grafin kdselerinin derecelerinin karelerinin toplamidir, yani

M@ = ) [de)l

uev(G)

olur.

Burada graf degismezi ile kastedilen grafin koselerinin isimlendirilmesine baglh
olmayan her tiirlii 6zelliktir.

3.1.2 Tamm. Jkinci Zagreb indeksi olarak adlandirilan ve M, ile gosterilen graf
degismezi, her bir kenar1 olusturan koselerin derecelerinin ¢arpimlarinin toplamudir,

yani,

M@= ) [de(w).dg(v)]

uveE(G)

dir.

3.1.3 Ornek. Bazi iyi bilinen graflarm birinci ve ikinci Zagreb indeksleri Tablo 3.1.1°de

listelenmistir:

Cizelge 3.1.1 Bazi1 graflarin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri

Pn Cn Sn Kn KT,S
M, (G) 4n —6 4n n(n—1) n(n —1)2 sr(r+s)
_ PYY n 2,2
M, (G) 4n — 8 4n (n—1) (2) (n—1)2 sr

3.1.4 Onerme. m kenara ve n koseye sahip G grafinin kdse derecelerinin ortalama

degeri sz olsun. p = lszJ olmak tizere
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2m
2(2p+1)m—p(p+1)nSM1Sm(m+n—2>

dir (Caen 1988, Gutman ve ark. 2004). Burada |n| ile n’nin tamdegeri gosterilmektedir.

3.1.5 Onerme. G grafi m kenarli, n koseli, A maksimum dereceli ve § minimum

dereceli bir graf olsun. Bu durumda,

M, (G) <2m(A+ ) —nAd
dir. Esitlik ancak ve ancak G’deki tiim koselerin derecelerinin ya A ya da & derecelerine

sahip olmasi durumunda gecerlidir (Das 2004).
3.1.6 Onerme. G graft m kenarli, n koseli, A maksimum dereceli ve § minimum

dereceli bir graf olsun. Bu durumda,

4m? + 2m(n — 1)(A - 6)
n+A-§6

M (G) <

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin regiiler graf ya da A+ 1 koseli tam graf olmasi

durumunda gecerlidir (Das 2004).

3.1.7 Teorem. G grafi m kenarl, n (n>1) koseli, A maksimum dereceli, A, ikinci

maksimum dereceli ve § minimum dereceli bir graf olsun. Bu durumda,

(2m — A)? (n—1)
< — 2 — 52
M, (G) < — + A% + 2 A, —6)
dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin d,(H;) =d;(H,) =+ =d,(H;) =& olacak
sekildeki bir H; grafina ya da dy(H,) =d3(Hy) = =dp(Hy) =4, ve
dpi2(Hy) = dpi3(Hy) = =dypy1(Hy) = 8,n=2p +1 olacak sekildeki bir H,

grafina izomorf olmasit durumunda gecerlidir. Burada d;,i = 2,3, ...,n, G’nin i-inci

kosesinin derecesini gostermektedir (Das ve ark. 2009).
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3.1.8 Teorem. G grafi n koseye sahip bir graf olmak {izere

M;(G) + M;(G) < n(n—1)?

dir (Zhang 2005).

3.1.9 Teorem. G grafi m kenarli, n koseli, A maksimum dereceli, A, ikinci maksimum

dereceli ve § minimum dereceli bir graf olsun. Bu durumda,

M, (G) + M,(G)

(n(n—Z) —2m+ 6+ 1)% + (2m — A)?

+ A2+ (n—1-6)?
n—1

n—1)
4

+ [(A—=6)*+ (A, — 6)?]

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin regiiler graf ya da P; grafi olmasi durumunda

gecerlidir (Das ve ark. 2009).

3.1.10 Teorem. G grafi m kenarli, n koseli, A; maksimum dereceli, A, ikinci

maksimum dereceli ve § minimum dereceli bir graf olsun. Bu durumda,

(2m — A)?
n—1

(n—)

M,(G)<2m?—-(n—1)mé += (6—1) + A% + (A, — 6)?

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin regiiler graf yada G = §;,_, yada G = Sy,
2p + 1 olmasi durumunda gegerlidir (Das ve ark. 2009) .

3.1.11 Teorem. G grafi n koseli bir graf iken

nn—1)3

M,(G) + My(G) < 5

dir (Zhang 2005).
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3.1.12 Teorem. G grafi m kenarli, n koseli bir graf olsun. Bu durumda,

M, (G) + M, (G)

n(n—1)3
< % +2m? — 3m(n — 1)?
3\[@em-8)2 (n-1) ,
+( ‘z)[ﬁ” T = 9)
dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin d,(H;) =d;(H,) = =d,(H;) =46 olacak
sekildeki bir H; grafina ya da dy(Hy) =d3(Hy) = =dp(Hy) =4, ve
dpi2(Hy) = dpi3(Hy) = - =dypy1(Hy) = 8,n=2p +1 olacak sekildeki bir H,

grafina izomorfik olmasi durumunda gegerlidir. Burada d;,i = 2,3, ...,n, G’nin i-inci

kosesinin derecesini gostermektedir (Das ve ark. 2009).

3.2 Birinci ve Ikinci Carpimsal Zagreb indeksleri

Bu kisimda, literatiirde birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri olarak bilinen

indeksler ve bunlarin temel 0zellikleri verilecektir.

Yakin zamanda, Todeschini ve ark. (2010), Todeschini ve Consonni (2010) Zagreb

indekslerinin asagidaki sekilde tanimlanan ¢arpimsal seklini 6nermislerdir:

=1, = || dew?

veV(G)

=16 = || deds)
uveV(G)

Bu iki graf degismezi Gutman (2011) tarafindan sirasiyla birinci ¢arpimsal Zagreb

indeksi ve ikinci ¢carpimsal Zagreb indeksi olarak adlandirilmistir.
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3.2.1 Tanim. G bir graf olmak iizere

NK = 1_[ de(v)

veV(G)

carpimina Narumi-Katayama indeksi denilir (Narumi ve Katayama 1984).

Acikca birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi Narumi-Katayama indeksinin karesidir, yani

[1:(G) = (NK)?*dir (Gutman 2011).

3.2.2 Ornek. Bazi iyi bilinen graflarin birinci ve ikinci garpimsal Zagreb indeksleri

asagida listelenmistir:

Cizelge 3.2.1 Baz1 graflarin birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksleri

Pn Cn Sn Kn Kr,s
Hl(G) 22n—4 22n (Tl _ 1)2 (Tl _ 1)2n r2552r
M,(G) 22n—4 2%n n—1D"! [ m=—1)"®-D | (rs)*

3.2.3 Teorem. n > 5 olmak iizere n koseye sahip agaglarin kiimesi 7;, ile gosterilsin ve

T, € 7, T, # P,, S;, olsun. Bu durumda,

Hl('sn) < Hl(Tn) < Hl(Pn)
HZ (Pn) < HZ (Tn) < HZ(Sn)

[fadeleri gegerlidir (Gutman 2011).

3.2.4 Onerme. ikinci carpimsal Zagreb indeksi
L@ = | [ [deGore

x€V(G)

seklinde yazilabilir (Gutman 2011).
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3.2.5 Teorem. G, n mertebeli ve m boyutlu bir graf olsun. Bu durumda,

2

o =(2)

olur. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir ZTm regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir (Liu

ve Zhang 2012).

3.2.6 Sonug. G, 2n mertebeli, baglantili bir iki parcali graf olsun. Bu durumda,
I, (G) < n*"

olur. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir K;, ,, iki pargali grafi olmas1 durumunda gegerlidir

(Liu ve Zhang 2012).

3.2.7 Teorem. G, n mertebeli ve m boyutlu basit olmayan bir graf olsun. Bu durumda,

M1(G)>2m

,(6) < ( 2m

olur. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir ZTm regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir (Liu

ve Zhang 2012).

3.2.8 Teorem. G, n mertebeli ve m boyutlu bir graf olsun. Bu durumda,

olur. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir sz regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir (Xu

ve ark. 2013).
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3.3 Birinci ve Ikinci Zagreb Esindeksleri (Coindeksleri)

Bu kisimda literatiirde mevcut olan ve daha sonra kullanilan birinci ve ikinci Zagreb

esindeksleri (coindeksleri) tanitilip temel 6zellikleri verilecektir.

3.3.1 Tanum. G grafinin birinci Zagreb esindeksi (coindeksi)

M@= ) [dw+dw)

UveEE(G)
olarak tanimlanir (Ashrafi ve ark. 2010, Ashrafi ve ark. 2011). Burada kenar
olusturmayan tiim kose ikililerinin derecelerinin toplamlarinin toplami alinmaktadir.
3.3.2 Tanim. G grafinin ikinci Zagreb esindeksi

M@= ) dwdw)

uveE(G)

olarak tanimlanir (Ashrafi ve ark. 2010, Ashrafi ve ark. 2011). Burada kenar

olusturmayan tiim kose ikililerinin derecelerinin ¢carpimlarinin toplami alinmaktadir.

3.3.3 Ornek. Bazi iyi bilinen graflarin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri Tablo
3.3.1°de listelenmistir.

Cizelge 3.3.1 Bazi graflarin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri

P, Gy Sn N, K s
M(G) | 2(n—2)% | 4 [(721) _ n] 2 (Tl ; 1) nn—1)2 | rs(s+r+2)
M,(G) | 2n? —10mn | 4 [(721) _ n] (n ; 1) (721) % 2 (;) 4 g2 (72‘)
+13 o1
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3.3.4 Onerme. G, m koseli ve n kenarli basit bir graf olsun. O halde

M;(G) = M, (G) + 2(n—1(Mm—m)

dir (Ashrafi ve ark. 2010).

Ispat.
M@= ) de?= ) n—1-del
uev(G) uev(G)
= ) a-1P-2m-1) Y d@+ Y dew?
uev(G) uev(G) uev(G)

=nn—-12—-4mn—-1) + M,(G) = M;(G) + 2(n — 1)(m — m)
3.3.5 Onerme. G, m koseli ve n kenarl basit baglantili bir graf olsun. O halde

Mi(G) =2m(n—1) — My(G)

Ve

7a(6) = 2m? ~ My(6) ~ 5 My (6)

olur (Ashrafi ve ark. 2010).
Ispat.

M@= ) [dw+dwl= Y [20-1 - (ds@ +dsv)]

uveE(G) uveE(G)

=2(n—-1m-M,(G) =2mMn—1) — M,(G).
3.3.6 Onerme. G basit bir graf olsun. O halde M, (G) = M, (G) (Ashrafi ve ark. 2010).
Ispat. Onerme 3.4.2 G’ye uygulanirsa M,(G) = 2m(n — 1) — M;(G) elde edilir.

Onerme 3.4.1°den M, (G) yerine konulursa

M,(G) =2mn—1) — M;(G) — 2(n — 1)(m — m)
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elde edilir ki bu Onerme 3.4.2°deki M,(G)’yi verir. Bdylece biitiin basit graflar icin

verilen 6nerme gegerli olur.

3.3.7 Lemma. G, n koseli ve m kenarli basit bir graf olsun. Bu durumda
M,(G) = 2m(n—1) — My (G)

olur (Ashrafi ve ark. 2010).

3.3.8 Sonug. G, n mertebeli ve m boyutlu basit olmayan bir graf olsun. Bu durumda,

2m(n — 1) — My ()™
2m

I,(G) <

olur. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir ZTm regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir (Liu

ve Zhang 2012).

3.4 Carpimsal Zagreb Esindeksleri

Bu kisimda literatlirde mevcut olan ve daha sonra kullanilan birinci ve ikinci ¢arpimsal

Zagreb esindeksleri (coindeksleri) tanitilip baz1 6zellikleri verilecektir.

3.4.1. Tammm. G bir graf olmak {izere birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri

sirastyla,

M@= || @@ +dso)

uveE(G)
Ve
@) = || dewdsw

uvgE(G)

seklinde tanimlanir (Xu ve ark. 2013).

19



3.4.2 Ornek. Bazi iyi bilinen graflarin garpimsal Zagreb esindeksleri Tablo 3.4.1°de

listelenmistir.

Cizelge 3.4.1 Bazi1 graflarin birinci ve ikinci ¢carpimsal Zagreb esindeksleri

P Cn Sn Ny K s
@ 209055 | 0] | 50 | o 1@ | 2n@an®
x32(n—3)
,(G) 2(n-3)(n-2) 22[(721)_71] 1 (n — 1)n(n—1) rSG-1)gr(r-1)

3.4.3 Lemma. Baglantili bir G grafi i¢in

L6 = | | detwyrr-te®
veV(G)

olur (Xu ve ark. 2013).

3.4.4 Teorem. Baglantili bir G grafi i¢in

n—1

M,(6),(6) = (I, (6)) 2

dir (Xu ve ark. 2013).

3.4.5 Teorem. n koseli ve m kenarli baglantili bir G grafi i¢in

2(n - m — M1(0)>"("‘”‘2m

2(6) = < nn—1) —2m

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir 2Tm-regﬁler graf olmast durumunda gegerlidir (Xu

ve ark. 2013).
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3.4.6 Sonug. n koseli ve m kenarli, baglantili bir G grafi i¢in

M1 (G) >n(n—1)—2m

5(6) < <n(n —-1)-2m

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir 2Tm-regﬁler graf olmast durumunda gegerlidir (Xu

ve ark. 2013).

3.4.7 Sonug. n koseli ve m kenarli baglantili bir G grafi icin

n(n-1)
2

M(6) =2 7 ~™(,(6))2

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir (n-1, a)-biregiiler ya da 2Tm-regﬁler graf olmasi

durumunda gecerlidir (Xu ve ark. 2013).

3.4.8 Teorem. n koseli ve m kenarli baglantili bir G grafi icin

n)_m

4m(n —1) — 2M;(G) ¢
nn—1)—-2m >

I, (G) < (

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir (n-1, a)-biregiiler ya da 2Tm-regﬁler graf olmasi

durumunda gecerlidir (Xu ve ark. 2013).

3.4.9 Sonug. n koseli ve m kenarli baglantili bir G grafi i¢in

2M, (6) (rzl)_m
nn-—1)— 2m>

,(G) < (

dir. Esitlik ancak ve ancak G’nin bir (n-1, a)-biregiiler ya da 2Tm-regﬁler graf olmasi

durumunda gecerlidir (Xu ve ark. 2013).
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4. GRAF OPERASYONLARI

Bu boliimde literatiirde bulunan graf operasyonlar1 tanitilacak ve bilinen bazi temel

ozellikleri verilecektir.

4.1 Tammm. G, ve G, graflarinin G, U G, ile gosterilen birlesimi, V; U V, kdse kiimesine
ve E; UE, kenar kiimesine sahip bir graftir. Burada V; ve V,’nin ayrik oldugu

varsayilmistir.
Iki grafin birlesimi en basit graf operasyonlarindan birisidir.

4.2 Tammm. Ayrik V; ve V, kose kiimelerine sahip G; ve G, graflarinin G; + G, veya
G,V G, ile gosterilen toplama, V, UV, kose kiimeli ve

E; UE, U {uyu,; u; € V;,u, € V,} kenar kiimeli bir graftir.

Boylece, ornegin, K, V K; = K4, iki par¢ali tam graf, olur. [V (G, V G,)| = ny +n, ve

|E(Gl \ Gz)l =my + mo + nlnz’dir.

4.3 Ornek.

G, G, G, + G,

Sekil 4.1. G, ve G, graflarinin G; + G, birlesimi
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V(G X

4.4 Tamim. G, ve G, graflarinin G; X G, ile gosterilen kartezyen ¢arpimi,

G,) = V(G,)XV(G,) kose kiimesi lizerinde u = (uy,u,) ve v = (v, v,) koselerinin
(u; = vy ve {u,,v,} € E(Gy)) ya da (u, = v, ve {uy,v,} € E(G;)) oldugunda bir

kenarla birlestirilmesiyle elde edilen bir graftir. n; ve m; swrasiyla G; grafinin
koselerinin ve kenarlarinin sayisini belirtmek tizere |E (G, X G,)| = nym, + n,m, ’dir.

Gy X Gy’nin bir (u,u,) kdsesinin derecesi dg, g, (U1, Uz)) = dg, (uq) + dg, (uy) dir

Iki grafin kartezyen carpimi ancak ve ancak graflar baglantil ise baglantilidir.

4.5 Ornek.
):‘:_:_\
i 0 — /
"n \\ '! \ 'u \ '| \\ '! \
[\ = _—o _ /Y ) e
(e = [T
[ [ [ | [
',’ | ! l 'll [ - i o |
‘ !’ \ ‘ ——:t;———#k_ |‘ \\ ’
\\. !‘ l\\ ‘l" l\\ 'lr - \ Iﬁl' \ ‘l"
| 'I | Y _(‘5
s o1
G, < G, G, X G,

Sekil 4.2 G, ve G, graflarinin G; X G, kartezyen carpimi

4.6 Tammm. G,ve G, graflarinin G, ®G, ile gosterilen disjunctiom V(G,)XV(G,) kose
kiimesine sahip bir graftir. Bu kdse kiimesindeki (uq;,u,) ve (vq,v,) koseleri, G;
grafinda u; kosesi ile v; kosesi komsu, yani u,v; € E(G,), ya da G, grafinda u, kosesi

ile v, kosesi komsu, yani u,v, € E(G,), oldugu zaman komsu olurlar. G; ®G, grafinin
kenar sayis1 n?m, + nim, — 2m;m,’ye esittir ve bir (u;,u,) kosesinin derecesi

dg, &6, (U1, Uz)) = npdg, (uy) + nydg, (uy) — dg, (uq)dg, (uy) olur.
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4.7 Tammm. G;ve G, graflarinin G, B G, ile gosterilen simetrik farki V(G,)XV (G,) kose
kiimesine sahip bir graftir. Bu kose kiimesindeki (uq,u,) ve (vq,v,) koseleri G,
grafinda u, kosesi ile v; kosesi komsu ya da G, grafinda u, kdsesi ile v, kosesi komsu
(her ikisi birden degil) oldugu zaman komsu olurlar. G;@®G, grafinin kenar sayisi
n?m, + nim; — 4m;ym,’ye  esittir ve  bir  (u;,u,) kosesinin  derecesi

dg, @6, (U1, Uz)) = nadg, (uy) + nydg, (up) — 2dg, (ug)dg, (uy) olur.

4.8 Ornek.
121 VU, Uy VU,
Vs
Vs Uy V3 A
G, Gy
VU,
Uy
Vs
V3
Vy

G, @ G, Simetrik
farki

Sekil 4.3 G, ve G, graflarinin G; @ G, simetrik farki

4.9 Tamim. Ayrik V(G,) ve V(G,) kose kiimelerine ve ayrik E(G;) ve E(G,) kenar
kiimelerine sahip Give G, graflarinin G,[G,] ile gosterilen bilesimi (composition),
V(G,)XV(G,) kose kiimesine sahip bir graftir. Bu kose kiimesindeki (uq,u;) ve
(v1,v,) koseleri u,; kosesi ile v, kosesi komsu ya da u; = v; ve u, kosesi ile v, kosesi

komsu oldugu zaman komsu olurlar. G,[G,] islemi ayn1 zamanda lexicographic ¢arpim
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olarak da adlandirilir (Harary 1994). Bilesim islemi degismeli degildir. G, [G,] grafinin
kenar sayis1 nym, + myn3’ye esittir. G;[G,] grafinmn bir (u;,u,) kdsesinin derecesi

dGl[Gz]((ulr uz)) = n2d61 (ul) + dGz (uz)’dir.

4.10 Ornek.

G, G, G1[G2]

Sekil 4.4 G, ve G, graflarimin G,[G,] bilesimi

4.11 Tamim. G, ve G, graflarinin G, ° G, ile gosterilen corona ¢arpimi n, kdseye sahip

G, grafinin bir kopyas1 ve G, grafinin n; tane kopyasini alarak ve sonra G;’in i-inci

kosesini i =1,2,...,n, olmak {izere G, nin i-inci kopyasindaki her bir koseye katarak elde

edilen T' grafi olarak tanimlanir. |V (G; o G,)| = ny(1+n,) ve |E(Gy° Gy)| =my +

nq (nz + mz) *dir.

Gy = (V,E) ve,G, = (V,E), V(Gy) ={uy, up, ..., un,}, 1E(G)I=my ve V(G,) =
{ul,uz,...,unz}, |E(G,)| = m, olacak sekilde iki graf olsun. Corona g¢arpiminin

tanimindan G, o G,, V(G °G,) = {(ui,vj),i =12,..,n;j =012, ...,nz} ve
E(Gl ° GZ) = {((ui, 170), (ukr UO)), (uil uk) € E(Gl)} U {((uil vj)r (uil vl)) , (vjl vl) €
E(G,),i =1,2, ...,nl} U {((ui, Vo), (u;, vl)),l =1,2,..,n,i=0,1,2, ...,nl} olmak

iizere G; ° G,, n;(1 + n,) tane koseye ve my + n;m, + nyn, tane kenara sahiptir. G,
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baglantili ise G; o G, nin de baglantili oldugu ve genellikle G; o G, ve G, o G;’nin

1izomorfik olmadiklar1 aciktir.

4.12 Ornek.

=
o

Sekil 4.5 Graflarin corona ¢arpimi
4.13 Lemma. G, ve G, iki graf olmak tizere,

a) [V(G1 X Go)| = [V(G1 ® G2)| = [V(G1[G2D)]| = [V(G1 © G)| = [V(G)IIV(G)I,
|E(G1 X G2)| = |[E(G)IIV (G| + [E(G)IIV (G,

|E(G1V Go)| = |[E(G)| + |E(G)| + [V(GDIIV(G)I,

|E(G1[G.D| = [EGDIIV(G)I? + |E(G)IIV (G,

|E(G1 ® Go)| = |E(G)IIV(G)I? + |EGIV(G)I? = 2|E(GDIIE(G)I,

|E(Gy © G)| = |E(G)IIV(G)I? + |E(G)IV(G)I? — 4IE(GIIE(G)]

dir.
b) G; X G,’nin baglantili olmas1 i¢in gerek ve yeter sart G; ve G, nin baglantili
olmasidir.
¢) (a,c) ve (b,d), G; X G, nin koseleri ise
dclgcz((a, c),(b,d)) = dg,(a,b) +dg,(c,d)
dir.
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d) Graflarin kartezyen c¢arpimi, toplami, bilesimi, disjunction1 ve simetrik farklar
birlesmelidir ve bilesim disinda hepsi degismelidir.

0 u=v
e) dg v, (W, V) = {1 uv € E(G,) veya uv € E(G,) veya (u € V(G,) Av € V(G,))
2 diger hallerde,

dg,(a,c) a+c
_ 0 a=cAb=d
f) dg,16,1((a, ), (¢, d)) = 1 a=cAbdE€E(G,)
2 a=cAbd ¢ E(G,),
0 a=cAb=d
g) dG1®Gz ((al b), (C, d)) = {1 ac € E(Gl) Vbd € E(GZ)
2 diger hallerde,
h)
dGl®G2 ((ar b), (C, d)) =
0 a=cAb=d
{1 ac € E(G,) vV bd € E(G,) fakat her ikisi birden degil
2 diger hallerde,

i) dalxoz((a; b)) = dg,(a) +dg, (D),

J) dGl[Gz]((a» b)) = |V(Gz)|dc1 (a) + dG2 (b),

dg,(a) + V(G| a€V(Gy)
k) dg,ve, (@) = {daz @+ V()| aeV(G),

1) d61®62((a: b)) = |V(Gy)|dg, (@) + |V(Gy)|dg, (b) — dg, (a)dg, (b),

m) dg, @6, ((a, b)) = [V(G)|ds, (@) + [V(Gy)|dg,(b) — 2dg, (a)dg, (b) dir (Khalifeh
ve ark. 2009).
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5. GRAF OPERASYONLARININ BiRINCIi ve iKINCi ZAGREB INDEKSLERI

Bu boliimde graflarin kartezyen ¢arpimi (cartesian product), bilesimi (composition),
corona c¢arpimi (corona product), toplami, disjunction ve simetrik farkinin (symmetric
difference) birinci ve ikinci Zagreb indeksleri i¢in literatiirde bulunan bazi teoremler

verilecektir.

5.1 Teorem. G, ve G, iki graf olsun. O halde
a) M, (G,[G,]) = V(G IPM1(Gy) + [V(GIM1(G2) + BIV(G)IIE(GIIE (G,

b) M1(G; ® G2) = (IV(GDIIV(G)I? — 4IE(G)IIV (G) DMy (Gy) + My (G1)M,(G2)
+(V(GINV(GDI? = 4IE(GDIV (G DMy (G2)
+BIE(GDIIE GV (GDIIV (G,

¢) M1(Gy ©® G2) =(IV(GDIIV(G)I? = BIE(G)IIV(GI) M1(Gy) + 4M;(G1)M1(G)
+(V(GNV(GDI? = BIE(G)IIV (G1)DM1(G2)
+8|E(GDIIE GV (G)IIV(G2)]

dir (Khalifeh ve ark. 2009).
Ispat. d; ¢,1((a, b)) = [V(G,)ldg, (@) + dg, (b) oldugundan

CACHCIED SN N (GO RO I{CALAOLA®

+ dGZ(v)Z]
= V(G IPM1(Gy) + [V (G1) M1 (G2) + BIV (G)IIE (G)IIE(Gy)

elde edilir. b ve ¢ sikkinin ispat1 ise Lemma 4.13’lin 1 ve m siklar1 kullanilarak yapilir
(Khalifeh ve ark. 2009).
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5.2 Teorem. G, ve G, iki graf olsun. O halde

M, (G, K G,) = V(G IM(G2) + [V(G2)IM2(Gy) + 3|E(G2) M1 (Gy)
+3|E(G1) My (G2)

dir (Khalifeh ve ark. 2009).
Ispat. d; ¢, ((a, b)) = dg, (@) + dg, (b) oldugundan

MGRGE) = ) deme(@b)degme©d)
(a,b)(c,d)EE(G1KG2)

= Z Z (dg,(w) +dg, (b)) (dG1 W) + dg, (d))

UEV(G1) deE(Gz)

+ Z Z (dg,(a) + dg,(v)) (dG1 (c) + dg, (v))

veV(Gy) aceEE(Gy)
= [V(G)IMR(G,) + [V (G2)IM3(Gy) + 3|E(GR) |M1(Gy)
+ 3|E(G1) M1 (G)

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur (Khalifeh ve ark. 2009).
5.3 Teorem. G, ve G, iki graf olsun. O halde

a) My(G1[G2]) = [V(G)I*M2(Gy) + [V(G1)IM2(G2) + 3|V (G2 12| E(G2) M1 (Gy)

+2|V(GIIE(G1)IM1(G2) + 4IE(GDIIE(G)I?,

b) M, (G, ® G,) = ((IV(GI? = 2IE(GD? = 2|V (G IPIE (G)]) M2 (G)
+((IV(GI? = 2|E(G))? = 2|V(G)PIE(G)) M2 (Gy)
+2IV(G)IPIV(GIE(G)| = 4IE(G)I? IV (G2))M1(G2)
+Q2IV(GIIPIV(GDIIE(G)] — 4IE (G PV (G )M, (Gy)
—V(GDIV(G)DM1(G2)M;(Gy) + 2|V (G2)|M2(G1)M, (G)
+2|V(G1) M5 (G2)M;(Gy) — 2M,(G,)M,(G,)
+4|E(GIIE(GDIV (GIPIE (G + [V(G)IPIE(G))

dir (Khalifeh ve ark. 2009).
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5.4 Teorem. G, ve G, iki graf olsun. O halde

M;(G,®G,) = ((IV(G)I? = 2IE(G)? — 4V (G IPIE(G1)]) M2 (G)
+((IV(GI? = 2|E(G))? — 4IV(G)PIE(G)) M2 (Gy)
+2IV(G)IPIV(GIE(G)I| = BIE(G)I?IV(G2) )My (G2)
+Q2IV(G)IPIV(GDIIE(G)] = BIE(G)I?IV (G )M; (Gy)
—2[V(GDIIV(G2) DM (G2)M1(Gy) + 8|V (G2)IM,(G1)M1(G2)
+8|V(G,)|M,(G,)M;(G;) — 16M,(G,)M,(G,)
+A|E(GHIIE(GDIV (G IPIE(G)] + [V(GDIPIE(G])

dir (Khalifeh ve ark. 2009).
5.5 Onerme. G, ve G, basit graflar olsun. O halde,

a) M, (G, U G,) = M1(Gy) + My(G,) + 2(myn, + myny);
b) M,(Gy U G,) = M,(Gy) + M,(G,) + 4mym,

dir (Ashrafi ve ark. 2010).

Ispat. Bir u kosesinin dg,ug, (1) derecesi u’nun her bir G; grafindaki derecelerinin
toplamina esittir. Boylece G; U G, grafinin birinci Zagreb esindeksi de bilesenlerinin
birinci Zagreb esindeksleriyle bilesenler arasindaki atlanmis kenarlardan gelen

katkilarin ~ toplammna esittir. ~ Atlanilan  kenarlar K, , 'nin kenar kiimesini

olusturdugundan n,n, tanedir ve toplam katki,

Z Z d@) +d@))| = Z [n,d () + 2m,] = 2(myn, + myn,)

uEV(Gl) UEV(Gz) uEV(Gl)

olur. Béylelikle dnermenin birinci kisminin ispat1 tamamlanmis olur. Onermenin ikinci

kismi da benzer sekilde yapilir. G; ile G, arasindaki atlanmis kenarlardan gelen katki

z z dwdw)| = z d(w) z d(v) = 4m,m,

uEV(Gl) VEV(Gz) UEV(Gl) VEV(Gz)

30



olur.

5.6 Onerme. G, ve G, basit graflar olsun. O halde,

a) M, (G, + G;) = My (Gy) + M,(Gy) + 2(myn, + myny);

b) M, (G, + G,) = My (Gy) + My(G,) + npM, (Gy) + ny M, (G,) + mynj + myns

dir (Ashrafi ve ark. 2010).

Ispat. Birinci &nermenin ispati G; + G, = m kullanilarak gosterilebilir. ikinci
onermenin ispati i¢in Vu € V(Gy),v € V(G,) icin dg 46,(w) =dg (u) +n, ve
dg,+6,(v) = dg,(v) + ny oldugu géz oniine alinsin. G; ve G, arasinda olusabilecek

biitin  kenarlar G; + G,’de bulundugundan atlanmis kenar bulunmamaktadir.

Dolayisiyla katkilar1 da sifir olur. G; ve G,’deki atlanmis kenarlardan gelen katkilar,

[(d61 (W) + ny)(dg, (v) + nz)] = M,(Gy) + nyM,(Gy) + myn3
e€E(G1)

ve G,’deki atlanmig kenarlar {izerinden toplam da benzer olarak verilir. Bu iki katki
toplanarak ikinci 6nerme elde edilir.

5.7 Onerme. G, ve G, iki graf olmak iizere

a)
M1(G1 X G,) = 2(nym, + n2m1)2(n1n2 — 1) — 8mym, — n,M,(G;) —n;M;(G,)
b)
MZ(Gl X G,) =2(nym, + n2m1)2 —4dmym, — [n1M2(Gz) + nzMz(G1)]

_ [(3m2 + %n2> M, (G,) + (3m1 + %nl) Ml(Gz)]

olur (Ashrafi ve ark. 2010).
5.8 Sonu¢. M;(P. X P,) = 2[rs(2rs —r —s — 10) + 4(2r + 2s — 1)];

M, (P X C,) = 2q[2qr? — qr — 107 + 8];
M,(C, X C,) = 4pq[pq — 5] (Ashrafi ve ark. 2010).
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5.9 Onerme.
M, (G,®G,) = 4mym,(1 — 3nyn,) + 2(nyn, — 1) (Mfm, +njm,)
+ ny(dm, — nyny )My (Gy) + ny(dmy — nyny )M, (G,)
— M, (G1)M,(G2)
dir (Ashrafi ve ark. 2010).

5.10 Onerme.

M,(G,®G,) = 2(nyn, — D(nfm, + nimy) + 8mym,(1 — 2nyn,)
+ n,(8m, —nyn,)M;(G1) + ny(8my — nyny )M, (G,)
— 4M;(G)M,(G,)

dir (Ashrafi ve ark. 2010).

5.11 Onerme.
M, (G4[G,]) = 2nyn,(nym, + myn3) — 2my(ny + n3) — 8nymym, — n3M,(G;)
—n;M;(G,)
ve

M,(G,[G,]) = 2myn3(m n3 + 2m,n,) + 2min? — 4m;m,(n, + m,)
1 n
- n% (3m2 + En2> M,(Gy) — (?1 + 2n2m1) M;(G,) — (ngMz (Gy)

+ 1y M,(G,))

dir (Ashrafi ve ark. 2010).
5.12 Onerme.

M, (Gy © G;) = My(Gy) + nyM,(G,) + 2[n, (M, — my) + ny(My — my)] + 2mynd
+ n1n2 [Z(mz —_ nz)(nl - 1) + Tl1 + 2m1 - 1]
ve

M3(G; ° Gy) = My(Gy) + nyMy(Gy) + ny[My(Gy) + My(G,)] + n3my + ny i,

3 3
+ n1n2 (4n1m2 + Enlnz - 4‘m2 - Eﬂz) + (Tl1 - 1)(4‘m1m2 + anml

+ 2m3n,)

dir (Ashrafi ve ark. 2010).
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6. GRAF OPERASYONLARININ BiRINCIi ve IKINCI CARPIMSAL ZAGREB
INDEKSLERI

6.1 Giris

Bu kisimda toplam, corona carpim, kartezyen carpim, bilesim, disjunction vb. gibi
cesitli graf islemlerinin carpimsal Zagreb indeksleri i¢in bazi st sinirlar elde edilmistir.
Dahas1 bazi iyi bilinen graflar igin hesaplamalar yapilmustir. Ik iki lemma hari¢ tiim

sonuglar bu tez ¢alismasinda elde edilmis orijinal sonuglardir.

6.2 Graf Operasyonlarimin Carpimsal Zagreb Indeksleri

Bu kisima literatiirde bulunan ve 1yi bilinen iki esitsizlikle baglanilacaktir.

6.2.1 Lemma. (AO-GO Esitsizligi) xq,x,, ..., x, negatif olmayan sayilar olsun. O
halde

x1 +x2+"'+xn

> n1/xlx2 Xy (621)

n

dir. Esitlik biitiin x;, ’larin birbirine esit olmas1 durumunda gegerlidir.

6.2.2 Lemma. (Agirhkh AO-GO esitsizligi) x,, x,, ..., x,, negatif olmayan sayilar ve
Wy, Wy, ..., W, negatif olmayan agirliklar olsun. w = w; + w, + --- + w,, alalim. Eger

w > 0 ise esitsizlik

WiXy +WoXp + -+ WnXn _nf w, w, W,
W =[x X, 7 Xy, (6.2.2)

olur. Esitlik biitiin w;,, > 0’1 x;,’larin birbirine esit olmas1 durumunda gecerlidir.
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6.2.3 Teorem. G; ve G, iki graf olsun. O halde

M;(G,) + 4mn, + nlnglnl

[1,(G; VG,) <
1(Gy 2)—[ n

M,(G,) + 4n,m, + n,n?]"
Xl 1(G3) 1My 2 1] (6.2.3)
n,
ve
,(G, v G,)
< M,(Gy) + nyM;(Gy) +myn3 " y M, (Gy) + nyM,(G,) + myng s
- my m;
4m,m, + 2n,n,(m, + m,) + (n;n,)2"™"™
Xl 1m; 1np(my 2) + (yny) (6.2.4)
nin,

dir. Burada n,; ve n, swrasiyla G; ve G,’nin kose sayilari, m; ve m, ise kenar
sayilaridir. Dahas1 (6.2.3) ve (6.2.4)’deki esitlik ancak ve ancak G; ve G, ’nin her
ikisinin de regiiler graf, yani, G; V G, nin regiiler graf olmasi1 halinde gegerlidir.

Ispat. Simdi

2
(G, Vv G,) = 1_[ dg,ve, (ui' v]')

(uyvj)€V(G1VG2)
= ] @@ +n) [] (o) +m)
u;€V(Gy) v;EV(G2)

(d61 (u;)?* + 2nydg, (u;) + n%)
UiEV(Gl)

X 1_[ (doz (Uj)z + 2n,dg, (vj) + nf)

VjEV(Gz)

ve (6.2.1)’den yukaridaki esitlik aslinda
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; de. (u)? + 2n,dg, (w;) + )|
Hl(leGz) S [ZULEV(Gl)( Gl( l) 2 Gl( l) 2)

ny

n;

» DV (Gy) (dGz (vj)z +2n,dg, (Vj) + n%)

n,

B [Ml(Gl) + 4myn, + nlnﬁlnl y [Ml (Gy) + 4nym, + nznfrz

ny n,

dir. Dahasi, yukaridaki esitlik ancak ve ancak Lemma 1°den,

dg, (u)?* + 2nydg, (u;) + nj = dg, (up)? + 2n,dg, (uy) + n3 (ui:uk € V(G1))
ve

2
de,(vj)” + 2nydg, (v;) + n? = dg,(v)? + 2nydg, (v)) + n? (vj,vl € V(Gz))

yani, u;, ux € V(Gy) ve v;, v, € V(Gy) igin

(de, (w) = dg, () (d, () + dg, (i) + 2n,) = 0

Ve

(dGz (vj) —dg, (vz)) (doz (i) +dg,(v) + an) =0

ise gecerlidir. Yani u;,u, € V(Gy) ve v, v, €V(Gy) icin dg, (w;) = dg, (uy) ve
de,(vj) = dg, () elde ederiz. Boylece (3)’deki esitlik G,G; ve G, nin her ikisinin de
regiiler graf, yani, G; V G, nin regiiler graf olmasi halinde gecerlidir.

Simdi,

(G V Gy) = 1_[ de,ve, (Ui i) de,ve, (W, v1)

(upv;) (ugv)€E(G1VGz)

oldugundan
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(G, VGy) = 1_[ (d61 (u;) + nz)(d61 (ug) + nz)

Ujur€E(G1)

x ] (@) +m)(dsw+m)

VJ'UZEE(GZ)

x ]| e+ ) (de, () +m)

U.iEV(Gl),UjEV(Gz)

elde edilir ve (6.2.1)’den
[,(Gy v G2)

m
_ [ Buavecein (4o, @ds, Gu) + na (ds, (o) + dg, () + 3)

my

] AT
LveE(Gy) (daz (v))de, W) +ny (dc;z (vj) + dg, (Uz)) + n1)

m;

) nin
y ZuiEV(Gl),vjleE(Gz)(d(h (ui)dGz (UJ) + nZdGZ (17]) + nldGl (ui) + nan)] B (6 2 5)
o .(6.2.

elde edilir. Bununla birlikte son esitsizlikten

I,(G, vV G,)

— [M2(01) +n, M, (Gy) + m1n%lm1 y IMZ(GZ) +ny M, (Gy) + mznflmz
m

m,

nin;

o lZuiev(Gl) d; Zvjev(oz) d; + nn; Ypeviey) di + My Zv,-ev(az) d; + n%n%l
nmn,

_ [M2(Gy) + nu My (Gy) + mynj i y M,(G,) + ny M, (G,) + myni]""
my m;

21Nz

dmym, + 2nyn,(m; + m,) + (nyn,)
nn,

elde edilir. Dahasi her iki baglantil1 G; ve G, graflari i¢in (6.2.5)’deki esitsizlik ancak ve ancak

herhangi w;u,, u;u; € E(G,) igin
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dg, (u)dg, () + 1z (dg, () + dg, () ) + 13

= dg, () dg, (we) + 1z (de, () + dg, () +n3

ve vy, vV, € E(Gy) igin

dg, (v))ds, (v,) +n (dg, (v) + dg, () + 13

= dGZ (Uj)d(;z (vl) + nq (dGz (U]) + dGZ (Ul)) + Tl%
oldugunda gegerlidir. Burada Lemma 1°den herhangi u; € V(G,), v;, v, € V(G,) igin

dg, (u;)dg, (vj) + n,dg, (vj) +mdg, (u;) + nyn,
=dg, (u)dg,(v)) + nydg,(v) + nydg, (W) + nyn,

ve herhangi v; € V(G,), u;, ux € V(Gy) igin

dg, (uy)dg, (vj) + n,dg, (vj) +ndg, (u;) + nyn,

= dGl (uk)dGZ (vj) + nszZ (vj) + nldGl (uk) + nin,

dir. Béylece (6.2.5)’deki esitligin ancak ve ancak u;, u; € V(G,), ve v;, v, € V(G,) i¢in
dg,(u;) = dg, (ug) ve dg, (vj) =d;,(v) oldugunda gecerli oldugu kolayca
goriilebilir. Bu yiizden (6.2.4)’deki esitlik ancak ve ancak G; ve G, graflarinin her

ikisinin de regiiler yani G; V G, nin regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir.

6.2.4 Ornek. Cp ve Cq cycle graflari géz Oniine alinsin. Boylelikle

M, (C,vC,) = (p+2)*(q +2)%
Ve
,(C, v Cy) = (p + 2)P*D4(q + 2)@+2p

olur.
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6.2.5 Teorem. G; ve G, iki baglantili graf olsun. O halde,
i)
n,M;(G,) + n M (G,) + 8mym, e

M,(G; X G,) < o, (6.2.6)

dir. (6.2.6)’daki esitlik ancak ve ancak G; X G,’nin regiiler graf olmasi durumunda
gecerlidir.
ii)

,(G; X G,) < (nyM;(Gy) + 4mym, )2z

(2nym,)2mama

X ) (n,M;(G,) + 4m;m,)?"=2" (6.2.7)
2114

dir. Dahasi (6.2.7)’deki esitlik ancak ve ancak G; X G, nin regiiler graf olmasi
durumunda gecerlidir.

Ispat. Birinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan

(6, X Gy) = 1_[ (d61 (w;) + dg, (vi))z

(uyvj)ev(Gy KGy)

=[] T[] (do@ +de(w))

UiEV(Gl ) UjEV(GZ )
olur. Diger taraftan (6.2.1)’den

I, (G, X G)

2
Yuiev(Gy) Lv;ev(Gy) (d01 (w)? + dg, (v;)" + 2dg, (u)dg, (%’))

< 6.2.8
< — (6.2.8)

nin;

bulunur. Fakat

d61 (ui)z = M,(G,)
uiEV(61 )
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veE

dal (ui)z = M,(G)
UjEV(GZ )

oldugundan (6.2.8)’deki son ifade

I1,(G; X G3)
2 nin,
- Zui<;l/(c;1)(dc1 (u)?) Yvev(cy) 1 + Zvjev(e,) da, (v;)" + 2dg, (u) Yvev(c,) A, (v})
B nin;
olur ki bu da

nin;

n,M;(G;) + nyM;(G,) + 8mym,
nn,

degerine esittir. Dahas1 (6.2.8)’deki esitlik ancak ve ancak Lemma 1’den herhangi
(w;, vj), (ug,v) €V (G; X Gy) icin dg, (u;) +dg, (vj) = dg, (ug)+dg,(v;) olmasi
durumunda gegerlidir. G; ve G, graflarinin her ikisi de baglantili graflar oldugundan
(8)’deki esitligin ancak ve ancak u;, u, € V (G;) olmak iizere dg, (u;) = dg, (uy) ve
v;,v; €V (Gy) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v;) olmasi durumunda gecerli olacag
kolayca goriilebilir. Bundan dolay1 (6.2.6)’daki esitlik ancak ve ancak G; ve G,’nin
regiiler yani G; X G, ’nin regiiler graf olmasi halinde gecerlidir. Boylelikle teoremin
birinci kisminin ispati tamamlanmis olur.

Ikinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimimdan

LGRG =[] (@) +de () (do, ) + dg, )

(wivj) (uv))EE(G1 KGy)

dir. Bu aslinda

39



LGRG = [ ] (@) +ds) (ds @) +ds,w))

u;€V(Gy) ‘UjleE(Gz )

x 1_[ 1_[ (dGl(ui)+dGZ(vj) (dal(uk)+dsz(vj)))

UjEV(Gz ) ujur€E(Gy)
ya da denk olarak,

,(G, X G,) = 1_[ 1_[ (dci(ui)_l_dGz(vj))dGz(Vj)

uiEV(61 ) V]'EV(GZ )

X 1_[ 1_[ (dal(ui)+d02(vj))dal(ui)

U]'EV(GZ ) UiEV(Gl )

seklinde yazilabilir. (6.2.2)’den

_ 12m;
Yojev(e) de, (V) (dcl (W) + dg, (”j))
2m,

LG R < ||

ui€V(G1) |

Suievor day ) (dg, () + dg, (o))
x 1_[ o (6.2.9)

UiEV(Gl ) |

elde edilir. Dahasi

Z dg, (u;) = 2my, Z dg, (vj) =2m,

UiEV(Gl) UjEV(Gz)

Ve

Y e @) =M, ) dgy(v)' = Mi(Gy)

UiEV(Gl) 'UjEV(Gz )

dir. (6.2.9)’daki son ifade (6.2.1)’den
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(6, X G,)

M, (Gy) + Zmzdal(ui) 2mz y
2m,

[Ml(Gl) + 2mydg, (vj) 2m

2my

u;€V(Gy) v;€V(G2)

2nimy
1 [Buere) (M) + 2madg, ()

~ (Zmy)rmm n

2n-,m
1 Zv]-EV(Gz)(Ml(Gl) + ZmldGZ(vj)) o

X
(2m,)2nam n,

(6.2.10)

B (2n1m2)2n1m2 (nlMl(GZ) + 4m1m2)2n1m2

1

X (2n2m1)2n2m1 (nle(Gl) + 4m1m2)2n2m1

sekline doniisiir. Boylelikle teoremin ikinci kisminin ispati tamamlanmis olunur.

(6.2.9) ve (6.2.10)’daki esitlik ancak ve ancak Lemma 1 ve Lemma 2’den,
u;, U €V (Gy) olmak iizere dg (uw;) =dg, (ug) ve v, v, €V (G,) olmak iizere
dg, (vj) = dg,(v;) olmas1 durumunda gegerlidir. Bundan dolay: (6.2.7)’deki esitlik
ancak ve ancak G; ve G,’nin regiiler yani G; X G, nin regiiler graf olmasi halinde

gecerlidir. Bu da ispat1 tamamlar.

6.2.6 Ornek. Bir Cp devir grafini ve K, tam grafini géz ontine alalim.

Hl(Gp X Kq) = (C[ + 1)2pq ve HZ(Cp X Kq) = (q + 1)(‘1"‘1)1711
dir.
6.2.7 Teorem. Corona ¢arpiminin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

i) Hl(Gl o Gz) S n1n+M1 (Gl)nl (Ml(GZ) + 4‘m2+n2)n1n2 (6211)

n,Mn2

Mz(cl>+n2M1(Gl>+(nz)2]m1 y [Mz(cz)+M1(az>+1]m2
ms

i) 11,6, © G;) < |

myq
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nin
4mym, + nn,% + 2mn, + 2mynn,| -2

6.2.12
— ( )

dir. Burada sirasiyla i=1,2 i¢in M;(G;) ve M,(G;), G;’nin sirasiyla birinci ve ikinci
Zagreb indeksleridir. Dahas1 (6.2.11) ve (6.2.12)’deki her iki esitlik ancak ve ancak
G, © G, nin regiiler graf olmas1 durumunda gegerlidir.

Ispat. Birinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan

2
H1 (G1 ° GZ) = H d(Gl 062) (ul’ v})
(U—irvj)EV(Gl °Gy)

= || @+ [ [] (e, (v) + 1)

UiEV(Gl) UiEV(Gl) VjEV(Gz)

= 1_[ (dg, (u)? + 2n,dg, (w;) +n3)
u;€V(Gy)

ny

(de, (v)* + 2dg, (v)) +1)’

'U]'EV(Gz)

[zuiev(m(dcl (u)? + 2n,dg, (w) +nd)]"™

X

ng

ning

y Lv;ev(6y) (dGz (vj)z +2dg, (v) + 1)

n,

(6.2.13)

1
= ———— (M;(Gy) + 4Mynymy + nyn3)™

n1n1 nznlnz

X(M;(Gy) + 4m;, + ny)™me

(6.2.13)’deki esitlik ancak ve ancak u;, u, € V (G;) olmak iizere dg, (u;) = dg, (uy)
ve v;,v; € V (G, ) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v,), yani G; ve G,’nin her ikisinin, yani
G1 © G, ’nin bir regiiler graf olmas1 durumunda gegerlidir.

Ikinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan,
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(G, °Gy) = 1_[ d01 oGy (ui' Vj) dG1 °G, (ug, vp)

(uv)) (ug,v)EE Gy °Gz)

_ 1_[ (de, (W) +12)(dg, (i) + 1)

UUL€E(Gy)

X 1_[ 1_[ (dg, (W) +nz) (dg, (v) +1)

UiEV(Gl ) V]‘EV(Gz)

x [ ] @a@)+0)@,w+1)

u;€V(Gy) VjleE(Gz)

= ] (e uods, e +na (do, Gu) + de, (w)) +13)

Ujuge€E(Gy)
no ny
| || @a+m)| | [] @@)+1)
_uiEV(G1) VjEV(GZ)

ng

| ] (do(v)de, ) +de,(v) + do, ) + 1)

_vj'vleEE(Gz)

- [Mz (G)) + n,M,(Gy) + n%mllml y [2m1 + nlnz]”lnz

my n,

y [Zmz + nz]”lnz y lMZ(GZ) + M, (G,) + mzrlmz

n, m,

olur. Yukaridaki esitlik ancak ve ancak ancak u;,u, € V(G;) olmak iizere dg (u;) =
dg, (uy) ve v;, v, €V(G,) olmak iizere dGZ(vj) = dg,(v;) oldugunda yani G; ve
G,’nin her ikisinin, yani G; o G, ’nin bir regiiler graf olmas: durumunda gegerlidir.

Boylece ispat tamamlanir.
6.2.8 Ornek. [1,(C, © K,) = q?*9(q + 2)%% ve [1,(C, © K,) = qP" (q + 2)P@*2) dir.

6.2.9 Teorem. G, ve G, graflarinin G = G;[G,] bilesiminin birinci ve ikinci ¢arpimsal

Zagreb indeksleri asagidaki gibi siirlidir:
i)
1

(nyny)™12

I1,(G41[G;]) < [n3M,(G,) + 8nymym, + ny My (Gy)]™"2,  (6.2.14)
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ii)
1(G1[G;]) <

 (nymyp)Mim2

[m,niM;(Gy) + 2n,my M, (G,) + nyM,(G,)]"M™2x

1
PR [M3M(Gy) +my My (Gy) + 2many My (G]™™ (6.2.15)
21t

dir. Burada i=1, 2 olmak tizere M;(G;) ve M,(G;), G;'nin birinci ve ikinci Zagreb
indeksleridir. Dahasi (6.2.14) ve (6.2.15)’deki esitlikler ancak ve ancak G,[G,] nin bir

regiiler graf olmasi durumunda gegerlidir.

Ispat. Birinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan,

2
I, (G1[G,]) = 1_[ de, (6, (4 v))
(uyvj)ev(G1[G2D)

B 1_[ 1_[ (dGl(ui)n2+daz(vj))2

ul'EV(G1) V]‘EV(Gz)

ZuiEV(Gl)ZvjEV(GZ) (n% (dal (ui)z + 2nydg, (u)dg, (vj) + dg, (Uj)z)
< — (6.2.16)
1M

nin;

= W [n3M, (Gy) + 8nymym, + ny M, (G,)]™™

olur. (6.2.16)’daki esitlik ancak ve ancak u;u, € V(G;) olmak iizere dg (u;) =
dg, (uy) ve vj, v, € V(Gy) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v;) (Lemma 1°den), yani G; ve
G, graflarinin regiiler graf olmasi durumunda gecerlidir. Bu da G;[G,]’ nin bir regiiler

graf olmasi demektir.

Ikinci Zagreb indeksinin tanimindan,
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M,(G,[G,]) = [ e, 161 (t0 v, ) e 16,1 (ks 1)
(ui'vj)(uk:vl)EE(G1 [G2])

= [ ] (ede,0+de())0nds, ) + d, )

u;€V(Gy) VjleE(Gz)
n
< || | [oude,@ +de,(5))(rads, w0 + dg, ()]
Ujux€E(G1) UjEV(Gz)

[mzn%dcl (ui)z + n2d61 (u)M;(G,) + M, (G) s

m,

<

u;€V(Gy)
n3
ngdal (ul')dal (uk) + M1 (Gz) + 2n2m2 (dG1 (ul) + dGi (uk))

X 1_[ - (6.2.17)

Ujux€E(G1)

nim;

1 lm2n§M1 (Gy) + 2nym; M, (G,) + nyM,(G,)

- m2n1m2 n1

2
1 [n3M,(Gy) + miM,(G,) + 2mun, M, (G)]™
lz 2( 1) 1 1( 2) 2142 1( 1)] (6218)

(nz)mln% m1

olur ki (6.2.15)’deki istenen sonucu verir.

(6.2.17) ve (6.2.18)’deki esitlikler Lemma 1’den ancak ve ancak u;, u; € V(G,) olmak
tizere dg, (u;) = dg, (uy) ve vj,v; € V(G,) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v,) iken, yani
G, ve G, graflarinin regiiler graf olmasi durumunda gecerlidir. Bu da G;[G,] nin bir

regiiler graf olmasi demektir.
6.2.10 Ornek.
[1.(C, [Cq]) = 22P4(gq + 1)2P4 ve Hz(Cp[Cq]) = 22P4@@+D) (g 4 1)2Pa@+D) i,

6.2.11 Teorem. Disjunction isleminin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri asagidaki gibi

hesaplanir:
i)
1
I, (G,®G,) < W [n§M1 (Gy) + nfM1 (G3) + M, (G, )M, (G,) + 8nyn,mym,
— 4n;myM,(G,)
- 4‘n2m2M1 (Gl)]nlnz (6219)
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I1,(6,®G>)

Q
M, (G) (3 + M,(G,) — 4nymy) + M, (G,)(n] — 4nym,) + 8nyn,mym,
Q

(6.2.20)

dir. Burada Q = Yy.ev(6y) ZvjeV(Gz)P = 2(n3m, + n?m, — 2m;m,) ve i=1I1, 2 olmak
tizere M;(G;), G; graflarinin birinci Zagreb indeksleridir. Dahasi (6.2.19) ve
(6.2.20)’deki esitlikler ancak ve ancak G;®G, nin bir regiiler graf olmasi durumunda
gecerlidir.

Ispat.  d; gc, (Wi, vj) = nadg, (w) + nydg, (vj) — dg, (w)dg,(v;)  dir.  Birinci

carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan,

2
LGe6) = || does(uy)
(uiv5)EV (6186z)

=[] ] Credeu) + mde,(v) - de, )de, ()

UiEV(Gl) UjEV(Gz)

[Zuiev(al) Zvjev(cz)(nz d61 (ul-) + n1d62 (Vj) - dal (ui)dc;2 (Vj))z e
nn,

(6.2.21)

= Ty [n3M, (Gy) + n3M,(G,) + My (G)M;(G,) + 8nynymym,

— 4nym;M;(G,) — 4n,m,M,(G,)]™"2

olur. (6.2.21)’deki esitlik Lemma 1’den ancak ve ancak u;,u, € V(G;) olmak iizere
dg, (u;) = dg, (uy) ve v, v, € V(G,) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v,) iken, yani G, ve
G, graflarinin regiiler graf olmas1 durumunda gegerlidir. Bu da G; @G, nin bir regiiler
graf olmasi demektir.

Ikinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan,
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HZ (61®GZ) = 1_[ dGl®GZ (ui, vj)d61®62 (uk, 171)
(uivj) (U, v))€EE(G1®G2)

I 0L~

u;€V(G1) ‘UjleE(Gz)

dir. Burada P = n,d;, (u;) + nydg, (vj) —dg, (u;)dg, (vj) dir.

(6.2.2)’de agirlikli aritmetik-geometrik ortalama esitsizligini kullanarak

I1,(6,®G>)

_ZuiEV(GQ Zv,-ev(az) (nZdGl(ui) + nydg, (Uj) —dg, (ui)d(;z (Uj

Zuiev(al) ZvjEV(Gz) P

IA

))2 Lev(6y) Lujev(6) P
] (6.2.22)

- Q
B M, (G) (3 + M, (G,) — 4nymy) + My (G,) (n] — 4nymy) + 8”1n2m1mzl
Q

bulunur. Burada Q = Yyev(e,) Lvjev(cy) P = 2(n3m,; + n?m, — 2m;m,) dir. Béylece
ispatin birinci kismi biter.

(6.2.22)’deki esitlik Lemma 1°’den ancak ve ancak u;,u, € V(G;) olmak {izere
dg, (u;) = dg, (uy) ve vj, v, € V(G,) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v;) iken, yani G; ve
G, graflarinin regiiler graf olmasi1 durumunda gecerlidir. Bu da G; &G, nin bir regiiler

graf olmasi demektir.

6.2.12 Ornek.

[Ti(K,®Cy) = (pq — q + 2)?P9 ve [1(K,®C,) = (pq — q + 2)PIPI~9*21dir.

6.2.13 Teorem. G, ve G, graflarinin G;@G, simetrik farkinin birinci ve ikinci

carpimsal Zagreb indeksleri agagidaki gibi sinirlandirilir:

i)
1
I, (G,©G,) < W [Tl%Ml(Gﬂ + nfM1 (G3) + 4M1(G1)M,(Gy) + 8nynymym,
- 8n1m1M1 (Gz) - 8n2m2M1(01)]n1n2 (6223)
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ii)
,(G,©G,)

< M;(G))(n3 + 4M4(G,) — 8nymy) + My (G,)(n3 — 8nymy) + 8nyn,mym, ¢

Bl Q

(6.2.24)

dir. Burada Q = Xy ev(6,) Zvjev(ey P = 2(n3my + n?m, — 4m;m,) ve i=I, 2 olmak

tizere M;(G;), G; graflarinin birinci Zagreb indeksleridir. Dahasi (6.2.23) ve

(6.2.24)’deki esitlikler ancak ve ancak G,@G, nin bir regiiler graf olmasi durumunda

gecerlidir.

Ispat. dg. @c, (u;, vj) = n,dg, (u;) + nydg, (vj) — 2dg, (u;)dg, (vj)dir.

carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan,

2
LGe6) = || does @y
(u5,v)€V (61@62)

= 1_[ 1_[ (node, (w) + made, (v;) — 2de, (w)dg, (v)))?

ul'EV(G1) V]‘EV(Gz)

[Zuiev(al) Zvjev(c;z)(nzdo1 (ui) + n1dc;2 (Vj) - 2d01 (ui)dGz (Vj))z e

= Ty [n3M,(G,) + n3M, (G,) + 4M,(G)M, (G,) + 8nynymym,

— 8nym;M;(G,) — 8n,m,M,(G,)]™"2

Birinci

(6.2.25)

bulunur. (6.2.25)’deki esitlik Lemma 1°den ancak ve ancak u;, u, € V(G;) olmak tizere

dg, (u;) = dg, (uy) ve vj, v, € V(G,) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v;) iken, yani G; ve

G, graflarinin regiiler graf olmas1 durumunda gecerlidir. Bu da G, @G, nin bir regiiler

graf olmasi demektir.

Ikinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimindan,
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HZ (61962) = 1_[ dGl@GZ (ui, vj)dalean (uk, vl)
(uiv)) (U, v1)EE(G1OG2)

=[] ]I #
u;€V(G1) ‘UjleE(Gz)
dir. Burada P = n,d;, (u;) + nydg, (vj) — 2dg, (u;)dg, (vj) dir.

(2)’de agirlikl aritmetik-geometrik ortalama esitsizligini kullanarak,

PP
u;€V(G1) vjviEE(G2)

Y Y P
ZuiEV(Gl)ZUjEV(Gz)(nchl (ui) +nydg, (v]-) — 2dg, (uydg, (vj))z u;€V(G1) LvjEV(Ga)
ZuiEV(Gl) ZvjEV(Gz) p

<

(6.2.26)

_ [Ml(Gl)(n% +4M;(Gy) — 8nymy) + My(G,)(nf — 8nym,) + 8n1n2m1m2r
Q
dir. Burada Q = Xyev(c,) Zvjev(c,) P = 2(n3m; + n?m, — 4m;m,) dir. Bdylece

ispatin birinci kismi biter.

(6.2.26)’deki esitlik Lemma 1’den ancak ve ancak u;,u, € V(G;) olmak {izere
dg, (u;) = dg, (uy) ve vj, v, € V(G,) olmak iizere dg, (vj) = dg,(v;) iken, yani G; ve
G, graflarinin regiiler graf olmasi durumunda gecerlidir. Bu da G; @G, nin bir regiiler

graf olmasi demektir.

6.2.14 Ornek.

[Ti(K,®C,) = (pq — q + 2)?P9 ve [1(K,®C,) = (pq — q + 2)PIPI~9*21dir.

6.2.15 Ornek.
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K, ve K, graflarinin G = K, [an] bilesim grafinin J kose kiimesi,
V={(a,d),(ae),(af) (ag)bad),(be),bf) b g)(cad),(ce)(cf) (g}

olur. Kenar olusturan koseler ise birinci bilesenler ayni ikinci bilesenler komsu olan

(a,d)~(a,e), (a,d)~(a, f), (a,d)~(a, g)
(a,e)~(a, f), (a,e)~(a, 9)

(a,f)~(a, 9)

(b, d)~(b, e), (b,d)~(b, f), (b,d)~(b, 9)
(b,e)~(b, f), (b,e)~(b,g)

(b, f)~(b,9)

(c,d)~(c,e), (c,d)~(c, f), (c,d)~(c,g)
(c,e)~(c, f), (c,e)~(c, 9)

(¢, f)~(c.9)

koseleridir ya da birinci bilesenler komsu olan

(a,d)~(b,d),(a,d)~(b,e), (a,d)~(b, [), (a d)~(b,g)
(a,e)~(b,d),(a,e)~(b,e), (a,e)~(b,f),(ae)~(b,g)
(a,f)~(b,d),(a, f)~(b,e),(a f)~(b,f) (aH~(bg)
(a,9)~(b,d),(a, g)~(b,e), (a,g)~(b,f), (ag)~(bg)
(a,d)~(c,d), (a,d)~(c, e), (a,d)~(c, f), (a, d)~(c,g)
(a,e)~(c,d), (a,e)~(c,e),(a,e)~(c f), (a,e)~(c g)
(a,f)~(c,ad), (a f)~(ce), (a f)~(cf) (ahH~(cg)
(a,9)~(c,d),(a, g)~(c,e), (a,g)~(c f) (ag)~(cg)
(b, d)~(c,d), (b,d)~(c,e), (b,d)~(c, f),(b,d)~(c,g)
(b,e)~(c,d), (b, e)~(c,e),(b,e)~(c,f), (b,e)~(c,g)
(b, )~(c,d), (b, f)~(c,e), (b, f)~(c,f), (b,H)~(c,g)
(b, g)~(c,d), (b, g)~(c,e), (b, g)~(c,f), (b,g)~(c,8)
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koselerdir. Burada derecesi 3 olan kdselerin sayisi (nzz) ‘n; =m, - n, ve derecesi 8

ny

5 ) ‘13 = m, - n5’dir. Bu durumda

olan kdselerin sayis1 (

M@= [[ .y =10u— Dy + @y = DM = (yny)m
(upv))ev(c)

L@ = || de(w) deCum

(uiv;) (uv)EE(G)

=[(n; —1).n, + (n, — 1)]2[(1122)'"#(”21)'“3]

olur.

6.2.16 Ornek.

! C,, =C,

2

B, ve Cy,, graflarinin G = P, [Cy, ] bilesim grafinin kose kiimesi,

V= {(a, e),(a,f), (a g) (ah),(be)(bf) (b g) b, h),}
(c,e),(c,f),(c,g9),(c,h),(d,e),(df) (dg)(dh)

dir. Kenar olusturan kdoseler ise birinci bilesenler ayni1 ikinci bilesenler komsu olan

(a,e)~(a, f), (a,e)~(a, 9)
(a,f)~(a, h)
(a,9)~(a,h)
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(b,e)~(b, ), (b,e)~(b,g)
(b, f)~(b, k)
(b, g)~(b, h)
(c,e)~(c, f), (c,e)~(c, 9)
(¢, f)~(c, )
(c,9)~(c,h)

ya da birinci bilesenler komsu olan

(a,e)~(b,e), (a,e)~(b, f), (a,e)~(b,g), (a,e)~(b, h)
(a, f)~(b,e), (a, f)~(,f), (aD)~(b,g), (a f)~(b,h)
(a,9)~(b,e),(a,g)~(, 1), (a,g)~(b,g), (a, g)~(b,h)
(a, )~(b, e), (a, W)~(b, ), (a,h)~(b, ), (a, h)~(b, h)
(b,e)~(c,e),(b,e)~(c, ), (b,e)~(c,8), (b,e)~(c,h)
(b, f)~(c,e), (b, f)~(c,f), (b,H)~(c,8), (b, f)~(c, h)
(b, g)~(c,e), (b, g)~(c, f), (b,g)~(c,8), (b, g)~(c, h)
(b, )~(c, e), (b, )~(c, f), (b,h)~(c,8), (b, )~(c, h)
(c,e)~(d, e), (c,e)~(d, f), (c,e)~(d,g), (c,e)~(d, h)
(c, f)~(d,e),(c, /)~ ), (c,H)~(d,g), (c, f)~(d, h)
(c,9)~(d, e),(c,9)~(d, f), (c,8)~(d, ), (c,9)~(d, h)
(c, )~(d,e), (c,)~(d, f), (c,h)~(d, ), (c,)~(d, h)

koseleridir. Burada derecesi n, + 2 olan 2.n, tane kose vardir. Bu koseler yol grafinin
iki u¢ noktasindan gelir. Derecesi 2n, + 2 olan (n; — 2).n, tane kose vardir. Bu
koseler ise yol grafinin i¢ kdselerinden gelir. Dolayisiyla
M, (G) = 1_[ i) = [z + 22122, (20, + 2)7] 22
(ui,vj)EV(G)

= (ny + 2)*"2.(2n, + 2)?M=2n2
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L@ = || de(w) deCuw

(uyvj)(ug,v)€E(G)
= [(nz + 2) (nz + 2)]21’12. [(an + 2) (2‘”,2
+ 2)|m24nD (=2 [(n, + 2). (2n, + 2)]?"
— (nz + 2)2n2(n2+2)_ (an + 2)2n2(2n2+1)(n1—2)

olur.
6.2.17 Ornek.
a d e
f
b C g
K, = K; Sn, =5,

Ky, ve Sy, graflarinin ¢ = K, X S,,, kartezyen ¢arpim grafinin kose kiimesi,

V= {(a, d),(a,e), (a,f), (a,g),(b,d),(b,e),(b,f) (b, g),}
(c,d),(c,e), (c, [f) (c.g9)

dir. Kenar olusturan kdseler ise birinci bilesenler ayni ikinci bilesenler komsu olan

(a,d)~(a, ), (a,e)~(a, ), (a, 9)~(a,f)
(b, d)~(b, 1), (b,e)~(b, ), (b, g)~(b, f)
(c,d)~(c,f), (c,e)~(c, f), (¢, 9)~(c, f)

ya da birinci bilesenler komsu ikinci bilesenler ayni olan

(a,d)~(b,d), (a,d)~(c,d), (b,d)~(c,d)
(a,e)~(b,e),(a,e)~(c,e), (b,e)~(c,e)
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(a, f)~, 1), (a f)~(cf), (b,H~(cH)
(a, g)N(bl g); (ar g)N(Cl g)' (b, g)N(Cl g)

koseleridir.  (a,d) seklindeki koselerin derecesi n; ve (a,f) seklindeki kosenin
derecesi (n; — 1) + (n, — 1) dir. Bu durumda

,(6) = 1_[ dfui,u,-) =[(ny = 1) + (n, — D]?™M.n 22" Dm

(ui,vj)eV(G)

= nlz(nz_l)nl. (nl + n, — Z)an

ve
L&) =[]  de(uv) detwow
(upvj)(urv)EE(G)
n
= (nz ( 21) - nl) .Nn4. (111 + n, — Z)n% (nz - 1)n1 (nl + n, — 2)2
n

=n}.(n; +n, —2)3%.(n, — 1). (nz ( 21) — nl)

olur.
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