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OZET

Bu galigmada, pseudosimetrik manifoldlar semisimetrik, Ricci semisimetrik ve
Weyl semisimetrik manifoldlarin genellestirilmis hali olan pseudosimetrik manifoldlar ele
alinmigtir.

Bu tez yedi boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim girig bolimiidiir.

Ikinci bolimde caligmanin ileriki bolimlerinde kullamlan temel tamm ve
kavramtar verilmigtir.

Ugtincti bolimde pseudosimetrik manifoldlarin genel bir tamtim yapilarak,
pseudosimetrik manifoldlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Dordiincii bohimde konharmonik semiparalel ve konbarmonik Ricci-simetrik
hiperyiizey tammlari verilerek bu tir hiperytizeylerin sagladigi egrilik sartlar
incelenmigtir.

Beginci bolimde B. Y. Chen esitlifini saglayan pseudosimetrik hiperytizeyler
incelenerek, bu siniftaki hiperyiizeyler igin pseudosimetri, Ricci-pseudosimetri ve Weyl
pseudosimetri kavramlarinin birbirine denk olduklan gosterilmigtir.

Altinci  bolimde semiparalel yiizeyler incelenerek, semiparalel yiizeylerin
genellestirilmesi verilmigtir.

Son bolim olan yedinci bolumde ise 2-semiparalel altmanifold ve yiizeyler

incelenerek, bu tiir yiizeylerin genellestirilmesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Pseudosimetrik manifold, Ricci-pseudosimetrik manifold, Weyl
pseudosimetrik manifold, semiparalel altmanifold, 2-semiparalel altmanifold, paralel
ikinci temel formlu altmanifold, hiperyiizey, B. Y. Chen esitlii.



ABSTRACT

In this thesis we consider pseudosymmetric manifolds are the generalized cases of
semisymmetric, Ricci-semisymmetric and Weyl semisymmetric manifolds

This study consists of seven chapters.

The first chapter is the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in
the other chapters are given.

In the third chapter, the pseudosymmetry type manifolds are introduced and some
basic definitions and theorems are given.

In the fourth chapter, the definitions of the conharmonic semiparallel and
conharmonic semisymmetric hypersurfaces are given and the curvature conditions of
conharmonic  semiparallel and conharmonic semisymmetric hypersurfaces are
investigated.

In the fifth chapter, pseudosymmetry type hypersurfaces satisfying B. Y. Chen
equality are considered. It has been obtained that in the class of the hypersurfaces
satisfying B. Y. Chen equality, the pseudosymmetry, Ricci-pseudosymmetry and Weyl-
pseudosymmetry notions are equivalent.

In the sixth chapter, the generalizations of the semiparallel (R -h = 0) surfaces
are given.

In the final chapter, 2-semiparallel (R -Vh = 0) submanifolds and surfaces and

the generalizations of such surfaces are considered.

Key words : Pseudosymmetric manifold, Ricci-pseudosymmetric manifold, Weyl-
pseudosymmetric manifold, semiparallel submanifold, 2-semiparalel submanifold,
submanifolds with parallel second fundamental form, hypersurface, B. Y. Chen equality.
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SIMGELER DiZiNi
M Manifold
M'(c) Uzay form
g Metrik tensor
I Norm
[.] Lie Parantez operatorii
M p noktasindaki tanjant uzay
T, M p noktasindaki normal uzay
Xi Vektor alam
x(M) M nin tanjant vektdr alanlarinin uzayi
x' (M) M nin normal vektor alanlarnin uzay:
N, (M) Birinci normal uzay
E? n-boyutlu yan1 Oklid uzay:
s indeks
\Y% M deki koneksiyon
D N deki koneksiyon
vt Normal koneksiyon
v van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu
h Ikinci temel form
H Ikinci temel tensor
tr(h) h mn izi
H Ortalama egrilik vektori
"ﬁ” Ortalama egrilik
K Gauss egriligi
Sekil operatérii

Riemann egrilik tensorii

~



R Riemann-Christoffel egrilik tensorii
R* V* koneksiyonuna gore egrilik tensori

R van der Waerden Bortolotti koneksiyonuna gore

egrilik tensori

S Ricci operatorii

S Ricci egrilik tensorii

C Weyl konformal egrilik tensorii

K Konharmonik egrilik tensorii

p Skalar egrilik

Ne g metrik tensoriine gore endomorfizm

A Kulkarni-Nomizu ¢arpimi

® Tens6r garpimi
cr Eliptik hiperkoni

M(m+1, R) R iizerindeki (m+1) x (m+1) matrislerin kiimesi

T? R* de flat tor yizeyi

A% Veronese altmanifoldu



1. GIRIS

Bu caligmanin amaci konharmonik semiparalel hiperyiizeyler,
semiparalel yizeyler ve 2-semiparalel altmanifoldlar ile yiizeyleri
incelemektir. Aynca B. Y. Chen esitligini saglayan pseudosimetrik
hiperyiizeyleri siniflandirmaktir.

Bu c¢aligma birinci bolim giris olmak iizere yedi bolimden
olugmaktadir.

Ikinci ve tiglincii bolim ileriki bolimlerde kullanilan temel tamm ve
teoremleri icermektedir. Diger bolimler ise orijinal sonuglar icermektedir.

Ikinci bélimde bir Riemann manifoldu kavrami tanmilarak bu tiir
manifoldlar Gzerindeki koneksiyonlar tammlanmigtir. Ayrica bir M
Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel egrilik tenséri ve Ricci
tensorii tamumlanarak bunlann Ozelikleri verilmigtic. Bundan bagka bir M
altmanifoldu i¢in Gauss ve Weingarten denklemleri verilerek M nin ikinci
temel formu ile ilgili 6zelikler tanimlanmgtir.

Ugiincii  bolimde agirlikli olarak Deszcz (1992) ¢aligmasindan
yararlamlarak pseudosimetri kavrami genig olarak tamitilmugtir. Genel bir T
tensOriiniin  pseudosimetrik olma durumlan incelenmistir. Bu bélimde
ayrica pseudosimetrik hiperyiizeylerle ilgili bazi temel teoremler verilmistir.

Dérdincii bolimde konharmonik semiparalel (X - H = 0) ve
konharmonik  Ricci-simetrik (K - S = 0) hiperytizeyler tamimlanarak
bunlarla ilgili egrilik sartlar elde edilmigtir.

Beginci bélimde B. Y. Chen esitligini saglayan pseudosimetrik
hiperytizeyler incelenmisgtir.

Altinci  bolimde Deprez (1985) de tamimlanan semiparalel
(R-h=0) yizeyler incelenerek bunlarm genellestirilmeleri  olan

.C. YOKSEKOGRETIM KURULY
DPOKOMANTASYON



R-h=1,Q( h) ve R- h = Lag G(Aﬁ, h) egrilik sartlarim saglayan
yiizeylerin karakterizasyonlar: elde edilmistir.

Son bolimde Arslan ve ark. (2000) de tammlanan 2-semiparalel
altmanifold ve yiizeyler incelenmigtir. Ayrica R - Vh = Lg, Q(g, Vh)
egrilik sarttmt saglayan flat normal koneksiyonlu altmanifoldlar ve
R-Vh=1L Ag Q (AL, Vh) egrilik gartim saglayan flat normal koneksiyonlu

yizeylerin karakterizasyonlan elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde daha sonraki bélimlerde kullamlacak olan temel kavramlar
tamtilmigtur.

Tanmm 2. 1. M bir diferensiyellenebilir (C*°) manifold olsun. M iizerindeki C™
vektor alanlarinin uzay: x(M) ve M den R ye C” fonksiyonlarin uzay: C*(M, R) olmak

lizere, M iizerinde

g: xMxxM) - C”°(M, R)
seklinde tanimlanan g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann manifoldu adi verilir
(Kobayashi ve Nomizu 1963).

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktas: igin M iizerinde bu noktalan
birlegtiren bir egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad: verilir (O’ Neill 1966).

Tamm 2. 2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M tizerindeki C=° vektsr
alanlarinin uzayi (M) olmak tizere;

VM) x x(M) —2=2 y(M)
XY) — VX Y)=V,Y

doniisimi Vf, g € C¥(M, R), VX, Y, Z € x(M) icin,

) V(Y+Z)= V, Y + V,Z,

) Vig,ow Z= fV4Z + gV, Z,

i) VoY) =1V, Y + XY
lineerlik Ozeliklerini saglarsa, V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir
(Hac1salihoglu 1983).

Tamm 2. 3. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M tizerinde tanimlanan bir
afin koneksiyon olsun. O zaman VX,Yex(M) olmak iizere; V doniigimii

) VY-V, X=[XY] (Koneksiyonun sifir torsiyon ozeligi),

i) Xg(Y,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,V4xZ) (Koneksiyonun metrikle bagdagmasi ozeligi)



sartlanimt sagliyorsa , V ya M tizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin
Levi-Civita Koneksiyonu ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).
Tanmm 2. 4. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak uzere;

Vv aMyxy (M) — 2= 5 (M)
XY) ——— VXY) = V, Y
bigiminde taumlanan V operatorii, M nin bir U bblgesi tizerinde tanyml olup her bir C%
X, Yex(U) vektor alan ciftine U iizerinde V1Y ile ifade edilen tigiincii bir C™° vektor
alam kargiik getirir. VX, Yey(M), VfeC”(M, R) olmak iizere;
D) ViwZ = ViZ+ V,Z,
i) Ve Y=f V.Y,
if)) Vi (Y +2) = Vo Y + Vo Z,
V) Vo (V)= £V, Y + XOY
ozeliklerini saglayan V ya Lineer Koneksiyon (veya kovaryant tiirev) adi verilir (O’ Neill
1983). .
Tamm 2. 5. (M, g) bir Riemann manifoldu, V de M tizerindeki LeviCivita
koneksiyonu olsun.
R 2 x(M) x x(M) x 1 (M) — % (M)
REVZ=RX VZ=[Vy,Vy1Z- Vi Z
= ViViZ = ViViZ ~ V iz oZ 2.1
ile tanimlanan IN{fonksiyonu M tzerinde bir tensér alamdir ve M nin Riemann egrilik
tensorii olarak adlandinlir. Aynica R(X, Y, Z, W) = g( R (X, Y)Z, W) tensériine M nin

Riemarn-Christoffel egrilik tensorii adi verilir. Burada [.] ile Lie parantez operatérii
gosterilmektedir.
Her X, Y, Z, V, W € x(M) igin Riemann egrilik tenséria R agagidaki 6zeliklere
sahiptir;
i) RX, VZ=-R(Y,X)zZ 2.2)
i) gRX YV, W)=-gRx )W, V), 2.3)
i) REYVZ+R(Y,2X+R(Z x)Y=0, (2. 4)



V)  gRE NV, W)=gR(V, W)X, Y) @.5)
(O’ Neill 1983).
Eger M
VR=0

sartint sagliyor ise M ye lokal simetrik manifold adi verilir. Bu egrilik sartinin geometrik
yorumu su sekilde verilebilir: M nin her p noktasinda tanimlanan lokal geodezik simetri
bir izometridir (O’ Neill 1983).

(M, g) baglantili bir (yar1)-Riemann manifoldu olsun. Eger her p € M igin T,M
tanjant uzayl tzerinde tirev doniigiimii -Iy olan bir tek F, : M — M izometrisi varsa
(M, g) ye (var)-Riemann simetrik uzay denir (O’ Neill 1983). Her (yari)-Riemann
simetrik uzay lokal simetriktir.

Tamm 2. 6. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M tizerinde sirastyla bir
vektor alam ¢ ve bir r-form o olmak tizere v, ..., v; € TM (r > 1) vektorleri igin M
tizerinde

(Ce)P)(v2, ..., Vo) = 0((D), V2, ..., Vo)
bigiminde tamimlanan Cc@ (r-1)-formuna @ nun § ile kontraksiyonu adi verilir (Lang
1995).

Tamm 2. 7. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymin iki

boyutlu altuzay1 /7 olmak tizere v, w € IT tanjant vektorleri igin 4/ alan fonksiyonu

ALV, W) = g(V, V)g(W, W) - g(V, W)’
bigiminde tanimlansm. Béylece A7 (V, W) # 0 olmak tizere

= SRV, W)W, V)
K(V, W) ALV W) (2.6)

ile tanimlanan K ya I7nin kesitsel egriligi denir ve K(I7) ile gosterilir (O’Neill 1983).
Tamm 2. 8. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e;, e, ..., e,}, xM)

nin bir bazi olsun. Béylece
S 12 - % (M)

X SX=-Y'R(e, Xe,)
i=1
seklinde tanumli S operatériine M nin Ricci operatéri adi verilir. Ayrica S yardimiyla M

nin Ricci egrilik tensorii S



S xM) xxM) - C°(M, R)
X Y) >S5 V) =g(5X, Y) @7
bigiminde tanimlanir (Chen 1973).
Ayrica
X V) =S(SX,Y)
dir (Deszcz 1992).
Tanimm 2. 9. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y ex(M) igin
SX, Y)= AgX)Y)
olacak bigimde M tizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensérii S, metrik
tensor g nin bir kati ise M ye Einstein manifoldu adi verilir (Besse 1987).
Tamm 2. 10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, €, ... , e} ToM
tanjant uzayinin bir bazi olmak tizere M nin skalar egriligi
p= Zs(eiaei) (2 8)

i=1
seklinde tammlanir (Chen 1973).

Tanum 2. 11. Sabit egrilikli, tam, baglantih manifoldlara uzay form denir. n-
boyutlu bir M uzay formu M"(c) ile gosterilir. Eger

c=0 ise M*(c) = E* Oklid uzay:

{c= 12 ise M?*(c) = S" (1) kiiresi
r
c= —iz ise M"(c) = H*(r) Hiperbolik uzay
| r
dir (Chen 1973).
Tanmm 2. 12. M bir C* manifold olsun. Eger M iizerinde
i) 2-lineer,
ii) simetrik

iif) VXeyM)icingX, Y)=0ise Y =0 € x(M) dur,
Ozeliklerini saglayan bir g metrigi var ise M ye yari-Riemann manifoldu, g ye de yar:-

Riemann metrigi adi verilir (O’ Neill 1983).



Tanim 2. 13. (M, g) n-boyuttu bir C* manifold ve {ey, e, ..., &} T,M nin bir

bazi olsun. Bu takdirde bir wye T,M tanjant vektséri M nin metrigi g cinsinden
Wo = D 8.8(W, e, )e;
i=1

bigiminde tek tirli yazilabilir. Buradaki g; lerin negatif olanlarmin sayisma g metrik
tensoriiniin indeksi denir. Bir yari-Riemann manifold tizerindeki metrigin indeksine yari-
Riemann manifoldun indeksi denir, s ile gosterilir ve 0 <s <n dir (O’ Neill 1983).

Tamm 2. 14. E® n-boyutlu Oklid uzay: verilsin. 0 < s < n olmak tizere s
tamsayzst igin, E" tizerinde,

(X, Yp) = Z_:X1Yi - ZXiYi
i=1

i=n-s+l1
ile verilen metrik tensér géz oniine alinirsa elde edilen uzay yari-Oklid uzay olarak
adlandinbir ve E7 ile gosterilir. Eer s = 0 ise E2, E* Oklid uzayidir (O’ Neill 1983).
Tamm 2. 15. n>2 ve 0 <'s < n olsun. Bu takdirde
) 8;()={pE": gp, p) =1’}
hiperkuadratigine E}*! de r > 0 yarigaply, n-boyutlu s-indeksli pseudo-kiire denir.

if) E;" de H; (1)= {p<E}}: g(p, p) = -’}
ile verilen hiperkuadratige r > 0 yarigapl, n-boyutlu s-indeksli pseudo-hiperbolik uzay
denir (O Neill 1983).

Tanmm 2. 16. M ve N birer C™ manifold olsun. f M den N ye tanimh bir C*
fonksiyon olmak tizere, (fy ), jakobiyen matrisine kargilik gelen dontigim M nin her bir p
noktast igin birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir (Chen 1973).

Tanim 2. 17. M ve N birer C™ manifold ve £ M — N bir C* fonksiyon olsun. f
nin f, jakobiyen matrisine kargiik gelen déniisiim birebir ve f tek degiskenli ise f ye
M den N ye bir imbeding adiverilir (Chen 1973).

Tamm 2. 18. f bir immersiyon olmak tizere VX, Ye TM igin,

<f,(X),f.(Y)>=<X Y >

ise f ye bir izometrik immersiyon ad: verilir. Burada <, >, T,M den indirgenmis metriktir
(Chen 1973).



Tamm 2. 19. M ve N sirasiyla n ve n+d-boyutlu Riemann manifoldlar olmak
tizere M, N nin alt manifoldu ve V ve D sirasi ile M ve N de kovaryant tiirevler olsun.
Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlari olmak tizere

DxY = V, Y +h(X,Y) (2.9)
biciminde Gauss denklemi elde edilir. Burada V.Y ve h(X, Y), DxY nin sirastyla

tanjant ve normal bilegenleridir. (2. 9) ile tammlanan h ya M nin ikinci temel Jormu ads
verilir- Eger h = 0 ise M ye fotal geodeziktir denir (Chen 1973).

Tanm 2. 20. M ve N sirastyla n ve n+d-boyutlu Riemann manifoldlar olmak
tizere M, N nin alt manifoldu olsun. M ye normal bir birim vektor alant £ olsun. Dx¢ nin

teget ve normal bilesenleri sirasiyla -A¢(X) ve V& olmak iizere,

A:x(1\4)xxl(M)———>x(M)

dontigimi iyi tammlidir. Boylece;

DxE =-A, (X) + Vx& (2. 10)
bigiminde Weingarten denklemi elde edilir. Burada A, vyasekil operatorii, Viede M
nin T*M normal demetindeki (normal) koneksiyon adi verilir. M nin gekil operatérii A,
ile ikixici temel form h arasinda

g(A X Y)=g(LXY), §) 2. 11)
bagmtist vardir. Burada g, T,M de skalar ¢arpimdir (Chen 1973).

Ikinci temel form h nin kovaryant tirevi V, h,

(Vxh)(Y, Z) = VE((Y, Z))- (Y Y, Z)- h(Y, V, Z) 2. 12)
seklinde tanimlanir. h mn kovaryant tiirevi V h ya M nin digiincii temel Sormu adi verilir.
Eger Vh = 0 ise M ye paralel ikinci temel formlu (Chen 1973) veya I-paralel dir
(Lumiste 1999) denir. Buradaki V M nin T‘M normal demetinde tanimlanan normal
koneksiyon olup buna van der Waerden Bortolotti koneksiyonu denir ve

(Vx)(Y, 2) = (V4 1)(X, 2) = (V, B)(X,Y) (2.13)
seklinde Codazzi Egitligi 'ni saglar (Chen 1973).



Tanum 2. 21. M, N nin n-boyutlu altmanifoldu olsun.
H= th(ei,ei) (2. 14)
n4

bigiminde tammlanan H ya M nin ortalama egrilik vektorii ad: verilir. Eger H= 0 ise M
altmanifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin normu “ﬁ” ya da M

nin ortalama egriligi adi verilir (Chen 1973).
Tamm 2. 22. M, E*° Oklid uzaymnmn n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Her
p € M igin p noktasinda birinci normal uzay
N;M=sp{h(X, Y): X, Y € T,M}c T:M
olarak tamimlanir (Chen 1982).
Tamm 2. 23. (N"(c), g) sabit egrilikli uzay formunun n-boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. Bu takdirde VX, Y, Z, W € % (M) i¢in
RX, Y, Z, W) = c(g(X, W)g(Y, Z) - (X, Z)g(Y, W)
+ B (X, W), (Y, 2)) - B (h(X, 2), h(Y, W)) (2. 15)
seklinde tanimlanan esitlige Gauss denklemi ad: verilir.
Ayncan, & € (M) olmak tizere
RYX, Y, , &) = g([As, AJJX, Y) @ 16)
seklinde tanimlanan esitlige de Ricci denklemi adi verilir (Chen 197 3). Burada
[As, Acl = AcAn - A
ve R*ise V! normal koneksiyonuna gore Riemann egrilik tensériidiir.
Eger R" = 0 ise M flat normal koneksiyonludur denir. (2. 16) denklemi geregi
M nin normal koneksiyonunun flat olmas: igin gerek ve yeter sart M nin sekil operatérii
matrislerinin kdsegenlestirilebilir olmasidir. (2. 16) denkleminden tiim hiperyiizeyler igin
R* = 0 oldugu agiktir (Chen 1973).
Tanum 2. 24. (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun.
VX, Ye (M) olmak tizere

h(X, V) = g(X, V) H
esitligi saglaniyorsa M ye total umbilik altmanifold ad: verilir,
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Eger

B0 V), H) =X, V)
olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise M ye pseudo-umbilik altmanifold
denir (Chen 1973).

Tanumm 2. 25. (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) verilsin. M
nin birim tanjant vektorii X olmak tizere y M iizerinde y'(0) = X ozeliginde bir geodezik
olsun. Bu takdirde y nin 0 noktasindaki birinci Frenet egriligi k(0) = [a(X,X)| dir. Eger
M nin her p noktasmda h(X, X) in normu [|a(X,X)| sadece p ye bagh olup X = y'(0)
dan bagimsiz ise M ye izotropik altmanifold ad: verilir (O’ Neill 1983).

Tanmmm 2. 26. (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun. X,
Y, U,V eyM) igin

R b x(M) x x(M) x x(M) x x(M) - %-(M)
(R (X, Y) B)(U,V) = R"XK,)A(U,V) - h(R(X, Y)U, V) - b( U, R(X, )V) (2. 17)
ile tanimlanir. Eger M nin her noktasinda R -h = 0 ise M ye semiparalel altmanifold adi
verilir (Deprez 1985).

OCRETIM KURULU
T.C. YOKSEK = :



3. PSEUDOSIMETRIK MANIFOLDLAR VE HIPERYUZEYLER

Bu bolim baghca iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda pseudosimetrik
manifoldlar, ikinci kisimda ise pseudosimetrik hiperyiizeyler incelenmistir.

3. 1. Pseudosimetrik Manifoldlar

Bu kisimda aksi s6ylenmedikge M ile n-boyutlu (n > 2), C® smifindan baglantili
bir (yart)-Riemann manifoldu anlagilacaktir.

M tzerinde tammli (0, 2)-tipinde bir simetrik tensér A olmak iizere Aa
endomorfizmi

Aa M) x ¢ M) x (M) — x(M)

XraY)Z =AY, DX -AX, Z)Y 3.1
biciminde tanimlanir. Eger A = g alinirsa (3. 1) denklemi
X nY)Z = g(Y, Z)X - g(X, Z)Y 3.2)

bi¢imine indirgenir. Bundan sonra X A,Y yerine kisaca X AY kullandacaktir (Chen
1973).

Her bir X, X;, Xs, X4 € x(M) i¢in (M, g) nin Weyl konformal egrilik operatorii
C: x (V) x (M) x (M) —> %(M)

1 (L—l Xl/\Xz—.(Xl/\ g X2+ § Xl/\Xz))X3

C (X1, X)X = R (Xy, X)Xs +
n-2n

ve Weyl konformal egrilik tensorii
C:x(M) x x(M) x x(M) x % (M) - C*(M, R)
X, X, X5, Xa) = 8(C (X1, Xa) X5, Xo) (3.-3)
seklinde tamimlanir. Bununla beraber n > 4 icin eger C = 0 ise M ye konformal flat dir
denir. Eger n =3 ise M i¢in her zaman C = 0 dir (Chen 1973). |
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M tuizerinde (0, 2)-tipinde simetrik iki tensér A ve B ise bu tensorlerin Kulkarni-
Nomizu ¢arpimi N, ¥ X1, Xa, X3, X4 ex(M) icin
(A AB)(Xi, Xs, X3, Xa) = A(X), X)B(X, Xs) + AKX, X3)B(X1, Xa)

- ARy, X)B(X, Xa) ~ A(Xa, X)B(X1, Xa) (3. 4)
bigiminde tamimlamir (Besse 1987).

M tizerinde (0, k)-tipindeki (k > 1) bir T tensor alan: ve (0, 2)-tipinde bir simetrik
A tensor alam verildiginde T nin kovaryant tirevi VT,
VD)X, ..., Xi; X) = (Vo T)( Xy, s Xi) 3.5

k
= Vi(IXs, o, X)) - DT, ., VX, X, )

biciminde, R - T ve Q(A, T) tensorleri ise
R-T, QA T) : x(M)x..xx(M) — C°(M, R)

(k+2)~defa

R- DXy, -, XX,V = (REK ) T))Xy, .., X (3. 6)
=-T(R X, V)X, X, .., X = .. - T(Xp, X ..., R (X, )X,
ve
QA DXy ., XX, V)= (XAaY) TN(X,, ..., X0 (3.7
=-T(X A )Xy, Xo, ., Xi) - . = T(X1, X, .., (X A V)X
bi¢iminde tanimlamr. T=R ve T = C icin Q(g, R) ve Q(g, C) tensorleri ilk olarak
Eisenhart (1966) ve Tachibana (1974) de tammlanmigtir.
Ornegin R nin R iizerine etkisi R - R ve Q(g, R) tensorii V Xy, X, X3, X5, X, Y
€ x(M) igin
R-R, Qe B) 1 x(M) x x(M) x x(M) x x(M) x x(M) x %(M) - C°(M, R)
R - R)(Xy, X5, Xs, Xi; X, Y) = -R(R (X, V)X, X5, X5, X4 )
R, ROE X, X5, Xe) R, X, KK, V)X, Xe) -RK, X, X, B (X, V)X )
ve
Qg R) (X1, X2, X3, X4; X, Y) = - RGEXAY)X), X5, X5, Xq)
- RXy, XAY)Xo, X5, X4 ) —R(X), Xo, (XAY)Xs, X ) - R(X), X, X, (KAY)X, )

ile hesaplanir.
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k > 1 icin VT = 0 ise T tensér alanina paraleldir denir. R - T = 0 ise T
semisimetrik olarak adlandinlir. T tensér alam paralel ise semisimetriktir fakat tersi her
zaman dogru degildir. k > 1 igin eger R - T ve Q(g, T) tensérleri M nin her p noktasinda
lineer bagimli ise M manifolduna T tensor alanma gére pseudosimetriktir denir. Agikca
her semisimetrik tensér alani pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir (Desczcz ve
Grycak 1987). Béylece M manifoldunun T tensér alamna gore pseudosimetrik olmasi

igin gerek ve yeter sart
Ur={peM:peM de Qg T) =0}
kiimesi Gizerinde
R-T=LiQg, T) (3.8)
olmasidir. Burada Ly fonksiyonu Uy kiimesi tizerinde tammlidir,
Eger
VS=0 3.9
ise M ye Ricci-simetrik,
VC=0 (3. 10)

ise M ye konformal simetrik manifold denir (Chaki ve Gupta 1963).
Eger VR =0 ise
R-R=0 (. 11)
dir, fakat tersi dogru degildir. (3. 11) denklemini sajlayan bir M, g) (var)-Riemann
manifolduna semisimetriktir denir. (Sinyukov 1954, Szabé 1982, Szabd 1984, Szabd
1985 ve Kowalski 1996) caligmalarinda semisimetrik manifoldlarin simiflandirilmass
yapimugtir.
Eger VS =01ise
R-S=0 (. 12)
dir, fakat tersi dogru degildir. (3. 12) denklemini saglayan bir (M, g) (varn)-Riemann
manifolduna Ricci-semisimetriktir denir (Deszcz 1992).
Eger VC=01ise
R-C=0 (. 13)
dur, fakat tersi dogru degildir. (3. 13) denklemini saglayan bir (M, g) (yan)-Riemann
manifolduna Weyl-semisimetriktir denir (Deszcz 1992).
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n > 3 boyutlu bir (M, g) (yari)-Riemann manifoldu igin eger M nin her noktasinda
R - R ve Q(g, R) tensorleri lineer bagimli ise M ye pseudosimetrik manifold denir
(Deszcz ve Grycak 1987).

(M, g) manifoldunun pseudosimetrik olmas: igin gerek ve yeter sart

Uz = {pe M: Q(g,R) =0}
kitimesi tizerinde
R-R=Lz Q(g, R) (3. 14)

olmasidir. Burada Ly fonksiyonu Uy tizerinde tanimlidir.

n>3 boyutlu bir (M, g) (yarr)-Riemann manifoldu igin eer M nin her noktasinda
R - S ve Q(g, S) tensorleri lineer bagimh ise M ye Ricci-pseudosimetrik manifold denir
(Deszez 1989, Deszcz ve Hotlos 1989). Bu durumda (M, g) manifoldunun Ricci-
pseudosimetrik olmas i¢in gerek ve yeter sart

Us={peM:peM deS-Eg;tO}
n

kiimesi izerinde
R-S=LsQ(g, S) (3.15)
olmasidir. Burada Ls fonksiyonu Us tizerinde tanimhidir.

Her pseudosimetrik manifold Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir.
Agikea, her Ricci-semisimetrik manifold (R - S = 0) Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi
dogru degildir (Deszcz 1989, Deszcz ve Hotlés 1989).

n 2 4 boyutlu bir (M, g) (yar1)-Riemann manifoldu icin eger M nin her noktasmda
R - Cve Q(g, C) tensorleri lineer bagimli ise M ye Weyl pseudosimetrik manifold denir
(Deszcz 1990). Bu durumda (M, g) manifoldunun Weyl pseudosimetrik olmast igin gerek
ve yeter sart

Uc={peM:peM de C=0}
ktimesi tizerinde
R-C=LcQ(g, C) (3. 16)
olmasidir. Burada L fonksiyonu Uc tizerinde tanimlidir.

Her pseudosimetrik manifold Weyl pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir.
Agikca, her Weyl semisimetrik manifold (R - C = 0) Weyl pseudosimetriktir fakat tersi
dogru degildir (Deszcz 1990).
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n 2 4 boyutlu bir (M, g) (yarr)-Riemann manifoldu icin eger M nin her noktasinda
C - Cve Qg C) tensorleri lineer bagumh ise M ye pseudosimetrik Weyl tensorli
manifold denir (Deszcz ve ark 1994). (M, g) manifoldunun pseudosimetrik Weyl tensérkis
olmas igin gerek ve yeter sart Uc kiimesi tizerinde
C-C=LcQ(g O) (3.17)
olmasidir.
n > 4 boyutlu (yar)-Riemann manifoldlanimn siufinda agagidaki kapsama
bagntilan gegerlidir (Deszcz 1992).
R-R=0c R-§=0,
R-R=0c R-C=0,
R:-S=0cR-S=LsQ(g, S),
R-R=0cR-R=1Lz Qg R),
R-C=0cR-C=LcQ(g, O),
R-R=Lr Q(g, R) < R-S=LsQ(g, ),
R-R=Iz Q(g,R)c R -C=LcQ(g, C).

T.C YIKSEKOCRETIM m
TOKTANTASY OF IYIERURL A
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3. 2. Pseudosimetrik Hiperyiizeyler
M, g) ve (N, g) sirastyla n ve (n + 1)-boyuthu (yar1)-Riemann manifoldlar: olmak
tzere f: M — N bir izometrik immersiyon olsun. Béylece & x*(M) birim normal

vektor alam ve X, Y € x(M) olmak tzere (2. 9) ve (2. 10) Gauss ve Weingarten
denklemleri sirasiyla

DxY =V, Y +eHX YY) (3. 18)
Dxt = -A, (X) (3.19)
bigiminde yeniden ifade edilebilir. Burada H, M nin & ye gore ikinci temel tensorii ve

e= g( &) =+ 1 dir. Boylece (2. 11) denklemi

8(AX, Y) = HX, Y) (3. 20)
olarak yeniden yazilabilir. Ayrica p > 1 icin
g(AIX,Y) = H'(X, Y) (3.21)

seklinde tanimlanir.
R ve R ile sirastyla M ve N™! nin Riemann-Christoffel egrilik tensorleri ve

V X, X2, X3, X4 €x(M) olmak tizere M nin N**' de Gauss denklemi

R(X1, X, Xs, Xa) = R (Xy, Xo, X3, Xa) + €B(X1, X, X5, Xo) (. 22)
olarak tammlanir (Chen 1973). Burada E tensérii
E(Xi1, X2, X3, Xa) = H(X1, X)H(X,, Xs) - H(Xy, Xs)H(Xs, Xo) (3. 23)
seklinde tanimlanir.

Eger N;" yar-Riemann manifoldu yan-Oklid uzayr E* ise (3. 22) Gauss
denklemi
R(X, X5, X3, Xa) = & (HX1, X)HX,, Xs) - HXy, X)HX,, X)) (3. 24)
haline déniigiir.
(3. 24) esitliginin uygun bir kontraksiyonu ile M nin (EX deki) Ricci tensérii
S = g(tr(H)H - H) (3. 25)
olarak elde edilebilir. Buradan V X; € (M) igin §Xi Ricci operatérii de
SX, = e(tr(H)AX; - A%X) (3. 26)
dir.
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Teorem 3. 1. M c EX*' (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M
semisimetriktir (R - R = 0) < her p € M noktasinda M nin ikinci temel tensérii
H’=AH (A € R)veya

H=oav®v+Bw®w, v,weT.(M),a BecR (3.27)
esitliklerinden birini saglar (Deszcz 1996).

Teorem 3. 2. Mc E;™ (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi
pseudosimetriktir (R - R =Lz Q(g, R)) < her p € M noktast igin R - R = 0 dir veya M
nin ikinci temel tensdrii

H=oH+Bg (a,BeR) (3.28)
esitligini saglar (Deszcz 1996).

Son teorem su sekilde yorumlanabilir:

M c EM (o > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperylizeyi
pseudosimetriktir <> her p € M noktast igin R - R = 0 veya p noktasinda M nin
birbirinden farkli en fazla iki asli egriligi vardir (Verstraelen 1993).

Teorem 3. 3. M c E;*' (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi
Ricci- pseudosimetriktir (R - S = LsQ(g, S)) <> her p € M noktasi i¢in R - S = 0 dir veya
M nin ikinci temel tensorii (3. 28) esitligini saglar (Defever ve ark. 1995).

Teorem 3. 2 nin yorumuna benzer sekilde Teorem 3. 3 de su sekilde
yorumlanabilir:

M c E* (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi Ricci-
pseudosimetriktir <> her p € M noktast igin R - § = 0 veya p noktasinda M nin
birbirinden farklt en fazla iki asli egriligi vardir (Deprez ve ark. 1988).

Teorem 3. 4. M < E2* (n 2 4) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi
Weyl pseudosimetriktir (R - C = LcQ(g, C)) <«  pseudosimetriktir R -R =
LrQ(g, R)) (Arslan ve ark. 1997).

Yardima Teorem 3. 5. M < EX* (a > 3) bir hiperyiizey olsun. O zaman

R-R=Q(S,R) (3.29)
dir (Defever ve ark. 1995).
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Yardimeir Teorem 3. 6. (M, g) (yari)-Riemann manifoldunun bir p noktasinda
(0,2)-tipindeki iki tensorii A ve D olsun. Vp e M icin
aQ(g, A) +YQ(A, D) +BQ(g,D) =0 (a, B, 7R vey=0)
esitligi saglaniyorsa A - l1:r(A)g ve D - —l-tr(D)g tensorleri lineer bagimlidir (Deszcz
n n
1997).

Yardimc: Teorem 3. 7. M < EX (n > 4) bir hiperytizey olsun. O zaman

€
n-2

C-H=

[Qe, B’ - tr(B)E’) + (n - 3)QQL H)] + uQ(g, H) (3. 30)

dir. Burada p = dir (Deszcz ve ark. 1999).

P
(n-D(n-2)
Yardimci Teorem 3. 8. M  EX* (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde
R - S=QH, t()H* - ) (3.31)
dir (Defever ve ark 1995).
Yardimci Teorem 3. 9. M < EX (n > 4) bir hiperytizey olsun. X;, X;, X;, X,
X), Xm € x(M) olmak iizere
(C- R )Xy, Xi, X;, Xy, X1, Xo) =e(HA(C - W) (Xs, Xi, X, Xk, X, Xu)
= e[H(Xs, Xi)(C - H)(Xi, X, X, Xu) + HX;, X)(C - H)(Xs, X, X, Xa)
- HXs, X)(C - )X, X, X, Xm) - HX;, X)(C - H)(Xs, X, Xy, Xa)] (3. 32)
dir (Arslan ve ark. (baskida)).
Yardimci Teorem 3. 10. (M, g) bir Riemann manifoldu A ve B (0, 2)-tipinde iki
simetrik tensor olsun. Bu takdirde

AAXQ®B,A)=Q(B, A) (3. 33)
dir. Burada

— 1 ~
A X, X, X, X)) = > A A A)Xs, X, X;, X

= AKXy, X)AX,, X)) + AKX, X)AX, Xi) (3. 34)
dir. Ozel olarak M < E™' hiperyiizeyi iin

HA QI H)=Q(, H) 3.35)
dir. (Deszcz, Glagowska (baskida)).



4. KONHARMONIK SEMIPARALEL HiPERYUZEYLER

Bu boliim orijinal sonuglar igermektedir. Bu béliimde (Ishii 1957) de tamimlanan
konharmonik egrilik tensorii ele almarak, konharmonik semiparalel ve konharmonik

Ricci-simetrik  hiperyiizeyler —tammlanmistir. Aynca EX'  yan-Oklid uzayinda
konharmonik semiparalel ve konharmonik Ricci-simetrik hiperyiizeylerin bazi egrilik
sartlar elde edilmigtir.

Tanmn 4. 1. (M, g) n-boyutlu (n > 3), bir (yari)-Riemann manifold olmak iizere

xM) nin X, X, X; elemanlann igin M nin konharmonik egrilik operatérii K ve
konharmonik egrilik tensorii K sirast ile
K (X, X)X = R (X, X)X,
(506 X)% - 8% X)F X+ 80, X) TXu- 506, X)X} (4. )
ve
KX, X, X, Xu) = g(K (%, X:)X;, X0 (4.2)
seklinde tanumlanir (Ishii 1957).
Hiperyiizeyler i¢in Tamum 2. 26 agagidaki gekilde yorumlanabilir.
Tamm 4. 2. M < E}*' bir hiperyiizey olsun. g(A:X, Y) =H(X, V) ve VX, Y, U,
V e x(M) igin

R, Y)H)(U, V) =-HR (X, Y)U, V) - HU, R (X, Y)V)
seklinde tanimlanur. Eger R - H = 0 ise M ye semiparaleldir denir.

Bu bolimde su andan itibaren aksi soylenmedikge M < EX' bir hiperyiizey
olarak diigiiniilecektir.
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Teorem 4. 3. M c E™' bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M nin semiparalel
olmasr igin gerek ve yeter sart M nin agagidakilerden biri olmasidir (Deprez 1986);
i) E™!inbir S* hiperkiiresinin agik bir pargast,
i) E™ in bir C* hiperkonisinin agik bir pargast,
iiiy Bir silindirik hiperyiizey,
iv) S"x E"™ c E™" n, € {2, ..., n-1}) garpim hiperyiizeyi,
v) Cux E"™™c E™ (n € {2, ...,n-1}) carpim hiperyiizeyi.
Onerme 4. 4. M cE?™ (n > 4) bir hiperyiizey olsun. M nin sekil operatériini A

ile gosterelim. O zaman
K (X, X)X = e(HX;, X)AX, - H(Xs, X)AX))

1 ~ ~
- o 506 X% - 80K X)X~ 80X X)X, + 206, X)8K,) (4.3)

dir.
Ispat. (3. 24) denklemi (4. 1) de yerine yazilirsa (4. 3) elde edilir. l
Aynica K- H, K- H®> ve K- S nin hesabt R - H nin hesabina benzer bigimde
yapilir.
Yardima Teorem 4. 5. McEX (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde
K H= —— [(@-3) QH, H) - t(H)Q(e, B) + Qlg, H)] 4. 4)
dir.

Ispat. X;, X, Xj, X« € x(M) olmak iizere (3. 6) denkleminde R= K ve T =H
alindiginda

(K- B)(X, Xis X, Xi) = - H(K (X, X)X, X) - HX, K (X, X)X) 4.5)
elde edilir. Boylece Onerme 4. 4 yardin ile
(K- )X, X3 X, X9 = &(- HXe, Xo)H(AX;, X;) + H(X), Xo)H(AX,, X))

1 ~
+ ) [S(Xe, X)H(X;, Xj) - S, Xu)H(X;, Xi) + 8(Xe, Xn)H(SX ;, X))

- 8%, X H(SX, . X)] + (- H(Xe, X)H(AX;, X5) + H(X;, X)H(AX,, Xy)) +
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+ Ei—z' [S(Xk> Xl)H(Xb Xh) - S(X,, XX)H()(}L, Xk) - g(Xb X;)H( §Xk, Xh)

+ 8% X)H(SX; ,Xy)] (4. 6)
bulunur. Diger taraftan (3. 20) ve (3. 21) denklemlerinden A nin self adjoint olma 6zeligi
kullantlarak

H(AX;, X)) = g(AX,, AX)) = g(A’X, X)) = H'(X;, X)) (4.7)
ve
H(A’X;, X)) = g(A”X;, AX) = g(A’Xi, X)) = (X, X;) (4.8)
elde edilir. Ayrica (3. 26) denkleminden
H(SX;, X)) = e(tr(H)H(AX, X)) - H(A®X, X))
olup bdylece (4. 7) ve (4. 8) esitlikleri kullanilarak
H (8X,, X)) = e(te(EDH'(X;, X) -~ H'(X;, X)) 4.9
esitligi bulunur. Buradan (4. 7), (4. 8) ve (4. 9) esitlikleri (4. 6) denkleminde yerine
yazilarak denklemler diizenlenirse
(K- H)(Xs, Xi; X, Xi) = &(- HXi, X)HY(X;, X3) + H(X;, X)H(X,, X))
- HXy, X)H(X;, Xy) + HX;, X)H (X4, Xy))

25 150 XOHOG X) - S0 XOHK, %)+ S(6, X)HCK, X0

€

- 0% X%, %01+ 2D [0, XIEPCK, X) - 80K, KOEF(K X)

+ (X, XIHAX;, Xi) - 8(Xs X)H (X, X0)]
- ﬁ [8(Xe, XH' (X, X)) - 2(X;, XH (X, X))

+ 8(Xe, XYH'(X, Xs) - 8%, X)H (X, Xi)] (4.10)
elde edilir. Diger taraftan (3. 7) geregi
Qle, B)(Xe, X5 X, Xi) = - H((X) A Xi)Xs, X5) - HXs, (X A Xo)X)
olup (3. 2) kullanilirsa
Qe B)(Xs, Xi; X, Xi)) = - 8(Xe, Xn)H(X;, X3) + (X, Xo)H(X,, X)

- 8 XOH(X;, Xy) + 8(Xj, X)OHX:, Xi) (4. 11)
elde edilir. Benzer sekilde
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Qe )X, Xi5 X, Xe)) = - 8K, X H'(X;, X)) + g(X, X)H (X, X))
- 8(Xe, XDH'(X, Xa) + 8% X0H'(X0, X)) (4. 12)
Qe B)(Xe, Xi; X, Xa) = - g(Xe, X)H'(X;, X)) + (X, Xo)H' (X, X))
- 8%, XOH'(X;, Xa) + 8K X)Xy, X)) (4. 13)
Q(E, H)(Xs, Xi; X, Xu) = - HXe, X H (X, X) + H(X;, Xa)H (X, X))
- H(Xi, X)H(X;, Xa) + HX, X0H (X3, Xi) (4. 14)
ve
QEH, S)(Xs, Xis X, Xi) = - H(X, Xu)S(Xj, Xi) + H(X;, Xn)S(Xe, Xi)
- H(Xe, X)S(X;, X1) + HX, X)S(Xe, Xi) (4.15)
bulunur. Béylece (4. 11) — (4. 15) ifadeleri (4. 10) denkleminde yerine konulursa

K-H=eQWE B+ —— Q@ 5)-e Mg 1)+ S Q@ B (4 16)
n—2 n-2 n-2

elde edilir. Diger taraftan (3. 25) denkleminden
Q(H, S) = Q(H, e(tr(F)H - H)) = etr(H)Q(H, H) - eQ(H, H?)
dir. Ayrica (3. 7) denklemi yardimiyla
QH H)=0
oldugundan
Q(H, S) = -eQH, KY) @. 17)

bulunur. Buradan (4. 17) esitligi (4. 16) da yerine yazilir ve denklemler diizenlenirse
(4. 4) elde edilir. H

Tamm 4. 6. M c EX*' bir hiperylizey olsun. Eger X - H = 0 ise M ye
konharmonik semiparaleldir denir.

Teorem 4. 7. M < E*' (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Eger M konharmonik
semiparalel ise pseudosimetriktir.

Ispat. M konharmonik semiparalel oldugundan, Tanum 4. 6 ve Yardime: Teorem
4.5 geregi
1
n-2
yazilabilir. Ayrica (4. 18) denklemine kontraksiyon uygulanirsa

e[(n - 3)Q(H, HY) - tr(H)Q(g, H’) + Q(g, H’)] =0 (4.18)

§F = - %str(H)Hz - n—;3- str(H)H % [ + se@)]g (4. 19)
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elde edilir. Bununla beraber (4. 19) ifadesi (4. 18) de yerine yazihirsa

2_n—3

(n - 3)eQ(H, H)

n

-3
r(E)QLe, ) - [=—etr(E]Q(e, H) = 0
bulunur. Béylece Yardimci Teorem 3. 6 geregi
H- ltr(Hz)g ve H- —1—tr(H)g
n n
tensorleri lineer bagimlidir. Béylece M tizerinde
B - Lu(i)g = M(H- ~tr(Eg)
n n
olacak sekilde bir A fonksiyonu vardir. Bu ise
H2=AH+ L (1) - Mr(E)e
n

demektir. Buradan Teorem 3. 2 geregi M hiperyiizeyi pseudosimetriktir. l
Yardimci Teorem 4. 8. McE™ (n > 4) bir hiperyiizey olsun. O zaman

1
n—2

K- H*=eQ@E, H’) + e[~ tr(H)QQH, ) - r(H)Q(g, HY) + Q(g, HY] (4. 20)
Ispat. Xy, X;, X;, X € x(M) olmak tizere (3. 6) denkleminde R = K ve T = H?
alindiginda
(K H)( X, X3 X5, X = - HI(K (X, X)X, X) - H' (X, K (X, X0X)  (4.21)
yazilabilir. Buradan Onerme 4. 4 yardimu ile
(K H)(Xn X5 X5, Xo) = -e( HX, XoH(AX;, X)) - HX;, Xo)H(AXy, X))

+ n—_l_z [S(Xe, XH'(X;, X;) - S(X;, X)H(X;, Xi) + 8K, Xa)HA(SX;, X))
= g(Xb Xh)HZ( §Xk ,Xi)] - 8( H(Xk, Xi)Hz(A}(j’ Xh) - H(Xi, )(j)Hz(AXk, Xh))
+ L [S0% OB, %)~ G5, XOFE(K X0 - 605, XORE(SX, , %)

+ 8(%, X)H(SX;, Xy)] 4.22)

yazilabilir. Diger taraftan (3. 21) denklemi yardimiyla A min self adjoint olma 6zeligi
kullamlarak
H(AX, X) = g(AX, A%X) = g(A’X, X) =H'(X, X)  (4.23)
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ve
H(AX, X) = g(A’X, APK) =g(AX, X) =H'X, X)  (4.24)
elde edilir. (3. 26) denkleminden
H(§X,, X)) = e(tr(E)H(AX,, X)) - H(A’X, X))
olup, (4. 23) ve (4. 24) esitlikleri yardimiyla
H(SX,, X)) = e(tr()H*(X,, X;) - H(X;, X)) (4. 25)
esitligi bulunur. Buradan (4. 23), (4. 24) ve (4. 25) eslthklen (4. 22) denkleminde yerine
yazilirsa, denklemler diizenlenerek
(K- H)(Xe, X5 X, Xi) = e(- HXe, X)H (X, X)) + HEK, Xo)H (X, X))
- HXe, XJH (X, Xi) + HX;, X)H (X, X1))

i i 5 [SX, X H (X, X)) - S(X;, X)H (X, X)) + S(Xe, X)HA(X,, Xi)

506, XE % %01 + 20D (g0, X)X, X) - 806, XOE (K, X)
+ 8K, X)H'(X;, Xu) - 2%, XpH' (X, Xu)]
- == (80X, XDH'X;, X) - 8, XH'(X, X)

+ 8(Xe, XOH'(X, Xs) - 8(X;, X)H (X, Xi)] (4.26)
elde edilir. Diger taraftan (3. 7) geregi
Qleg, H)(Xs, Xis X, Xi) = - 8(Xe, X)HY(X;, X)) + 8(X;, XH' (X, X))
- 8(Xe, XOH'(X, Xo) + 8K, XOH'(Xe X (4.27)
QH, H')(Xs, X X, X) = - H(Xi, X H(X;, X)) + H(X;, X (X, X))
- HX,, X)H(X;, Xp) + HX, X' (X, X (4. 28)
ve
QT S)(Xs, Xi; X;, Xi) = - (X, Xu)S(X;, Xi) + HA(X;, Xi)S(Xe, Xi)
- H'(Xe, X)S(X, Xu) + BX(X;, X)S(Xu, X (4. 29)
olup, (4. 13), (4. 27), (4. 28) ve (4. 29) ifadeleri (4. 26) denkleminde yerine yazilirsa

K- H'=s QL B) + —— QP §)- etr(H)Q< B HY  (4.30)

elde edilir. Diger taraftan (3. 25) denkleminden
Q(:Hza S) = Q(Hza S(tI(H)H - HZ)) = Stl'(I'I)Q(Hz, I_I) - SQ(HZ, Hz)
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dir ve (3. 7) denkleminden

Q(E’, HY) = 0 ve Q(H’, H) = - Q(H, )
oldugu kolayca goriilebilir. Boylece

QL S) =-etr(H)Q(H, H?) (4.31)
bulunur. Buradan (4. 31) esitligi (4. 30) da yerine yazihir ve denklemler diizenlenirse
(4. 20) elde edilir.

Tanm 4.9. McE™ bir hiperyiizey olsun.
KX V)S)OU,V)=-S(KX N, V)-SU KX )V) 432
seklinde tammlamir. Eger K - S = 0 ise M ye konharmonik Ricci-simetrik denir.
Yardimc: Teorem 4. 10. M cE;" (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Eger M
konharmonik Ricci-simetrik ise M iizerinde reel degerli en az bir A fonksiyonu vardir
Oyleki
H? = tr(H)HC + AH + [ Mr(H) — tr(E)tr(ED) + tr(E0)]g (4. 33)
n
dir.
Ispat. M hiperyiizeyi konharmonik Ricci-simetrik oldugundan Tanum 4. 9 geregi
K- S =0 dir. Boylece (3. 25) denklemi kullamlarak
K-S=¢(tr(H) K- H- K- H) (4.34)
yazilabilir. Aynica (4. 4) ve (4. 20) denklemleri (4. 34) denkleminde yerine yazilirsa
K- S =0 yardimiyla

- QH, H) + tr(H)Q(H, H)
+ —— [-u(E)Qlg, B + 2(H)Qs, ) Qg HY] = 0 (4. 35)
elde edilir. Bununla beraber (4. 35) denklemine kontraksiyon uygulanirsa
- Lme L ) + 2ty (4. 36)

n-2 n(n-2)

+ %[_ tr(H’) + tr(H)tr(H?)]H + [bazt terimler]g

bulunur. Ayrica (4. 36) denklemi (4. 35) de yerine yazilirsa
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- S tr(E)Qlg, HEDE? - 1Y) + QEL te(HDRE - )

¥ ﬁ[—traﬂ + te(EDr(H]QGe, H) = 0

elde edilir. Buradan Yardimci Teorem 3. 6 geregi

tr(E)HE ~ I - tr(H)tr(H:l) — tr(H’) gveH- %U(H)g

tensorleri lineer bagimhdir. Yani en az bir reel degerli A fonksiyonu vardir 6yle ki

tI'(I'I)Hz _ H3 _ tf(I'I)tr(Hn) - tI(H3) g= ?b( H- _I]'Itr(H:)g)

dur.
Onerme 4. 11. M c EX (n>3), bir hiperyiizey olsun. O zaman

Q(H, R)=0

Ispat. X, X;, X;, X ex(M) igin
QE, R)(Xs, Xi, X, X X, Xa) = - R((Ki AeXe) X, X, X, X)
- RXy, KaneXm)Xs, X, Xi) - R, X, (X N X)X, Xic) - R(Xs, Xi, X, (Xi AuX)Xe)
olup burada (3. 7) denklemi kullanilirsa
QUEL RY(Xe, X, X, XX, Xa) = - H(Xe, XgR(K, X, X, X
+HXy, Xn)RXa, Xi, Xj, Xio) - HXm, X)R(Xs, X, X, Xi) + HXy, X)R(Xs, X, X;, Xi)
- HXa, X)R(Xs, X, X3, Xa) + HXy, X)R(Xs, Xi, Xon, Xi) - HXa, Xi)R(Xs, X;, X, X))
+ H(Xy, X )R(Xs, X;, X, Xu)
yazilabilir. Boylece (3. 24) Gauss denklemi kullanilarak Q(H, R) = 0 elde edilir. M
Teorem 4. 12. M c E™ (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Eger M konharmonik
Ricci-simetrik ve C - R = 0 sartin saghyor ise pseudosimetriktir.
Ispat. M hiperytizeyi konharmonik Ricci-simetrik oldugundan (4. 33) esitligi
gegerlidir. (4. 33) esitligi (3. 30) da yerine konulursa

C-H=——[(he + —*)Q(g, H) - (-3)eQQH, )] 4.37)
n—-2 n-1

elde edilir. Ayrica (3. 32) geregi C- R=g(H X (C - H)) oldugundan

1
n-2

C-R=

[7»+8ni_1]H7\Q(g,H)—(n-3)H7\Q(H,H2) (4.38)
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bulunur. Buradan (3. 34) denklemi kullamlirsa (4. 38) denklemi
C-R=——[A+e—]Q(, H)+@-3)Q, H) (4.39)
n-2 n-1

haline dontigiir. Diger taraftan (3. 25) denkleminden
H’ = &S -tr(H)H (4. 40)
olup (4. 40) esitligi (4. 39) da yerine yazihirsa

C-R= — [h+e—5_]Q(, H)+ (o - 3)Q(eS -tr(EDH, H)
n-—-2 n—1
elde edilir. Béylece (3. 34) ve (3. 24) geregi H =&R oldugundan
C-R= n—ize [+ ﬁ] QGg, €R) - (- 3)[Q(S, £R) ~tr()QCEL eR)] (4. 41)

bulunur. Boylece

1

C-R=——[h+ n]il] Q(g, R) - (n - 3)[Q(S, R) -tr(H)Q(H, R)] (4. 42)

elde edilir. Onerme 4. 11 den Q(H, R) = 0 ve Yardimct Teorem 3. 5 dende R - R =
Q(S, R) oldugunu biliyoruz. Béylece bu esitlikler (4. 42) denkleminde yerine yazilirsa

C.R=—1_ [+ % 1Q(g, R) - (n-3)R-R (4. 43)
n-2 n-1

elde edilir. Buradan eger C- R =0 ise
R=[————(+ —0)Qe B)
(n-2)(n-3) n-1
olup, (3. 14) geregi M pseudosimetriktir. l
Teorem 4. 13. (M, g) (n > 4) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M manifoldu
konharmonik Ricci-simetrik ve o, B : M — R igin M nin Ricci egriligi S = oS + Bg
sartim saghyor ise M Ricci-pseudosimetriktir.

Ispat. M konharmonik Ricci-simetrik oldugundan X - S = 0 dur. 4. 1) ve (4. 2)
denklemlerinden
KX, Xi, X, Xi) = R(X, Xi, X, Xa)
1 .
" 18 X)S(Xe, X)) - 8K, X)S(X, X)) + 8K XS, X)) - 8, X)S(Kie, X))
yazilabilir. Boylece esitligin her iki tarafina S (Ricci egrilik tensorit) etki ettirilirse

TCa mmmm
TOKTMLANTASYON  MIERIN A



28

(- ) X X, %= R 8)(K X X5 X - —— (W (%, Xa X, X0 =0 (4. 44

elde edilir. Buradaki W tensérii
W (X, X)X; = S(X, X)X~ (¥, X) §X,+ (X%, X)) §X, -S(X X)X
ve
WX, X, X, X = g(W (X, X)X, X
seklinde tammlanir. Béylece (3. 6) denklemi yardimiyla
W ), X5 X, Xi) = - S(W (X, X Xs, X)) - S, W (X, X)X))
| = 80%, X0S(8X,., X) - (% XIS(SX,, X)
8%, XS(SX, X) + g(X;, X)S(8X,, X,)
elde edilir. Ayrica Tanim 2.8 geregi S( §Xk , Xn) = S(Xy, Xp) oldugunu biliyoruz. Diger
taraftan (3. 7) geregi
Qle, (X, X Xe, X1) = g(Xi, X)S2(X, X)) - 8%, X)) S’(Xi, X;)
+ 8(Xe, X)S'(Xi, X)) - (X, X)S* (X, X))
oldugundan
W-S=Q(g 5
bulunur. Béylece (4. 44) ifadesinden

K-S=R-S- ——Q(g, 59 =0
n-2
seklinde yazilabilir. Bu durumda o, B : M — R igin S?= oS + Bg ise
R-S=——0aQ(e, )
n-2

sonucuna vanlir. Bdylece (3. 15) geregi M Ricci-pseudosimetriktir. l

Teorem 4. 14. M c E!* (n > 3) hiperyiizeyi verilsin. Eger H® = tr(H)H? sart:
saglanir ise M hiperyiizeyi konharmonik semisimetriktir.

Ispat. M hiperyiizeyi H® = tr(H)H? sartini sagladigindan Yardimci Teorem 3. 8

geregi R - S = 0 dir. Teorem 4. 13 iin ispatinda K- S=R - S - %Q(g, S?) oldugu
n__.

gosterilmigti. R - S =0 oldugundan K - S = 0 oldufunu gostermek igin Qlg $H=0
oldugunu gostermek yeterlidir.
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H’ = tr(H)H? oldugundan (3. 21) denklemi geregi
H* = tr(H)H® = tr(H)*H> (4. 45)
elde edilir. Tanim 2.8 den S’(X, Y) = S(S X, Y) oldugundan (3. 25), (3. 26) ve (4. 45)
denklemleri kullanilarak
% = te(H)’H? - 2tr(H)H° + H*

bulunur. Boylece H® = tr(H)H” ve (4. 45) esitlikleri kullanlarak S* = 0 elde edilir.
Boylece Q(g, S =0 olup K- S=0dir. W

Ornek 4. 15. n> 1 ve "= {p € R*! | lp||=13}n-boyuttu standart birim kire
olsun.

M* = 8 xS§2={(p, qQ) € R®?=R"! x R*! | Ie]=la]=13

garpm manifoldunu  digiinelim. M* {izerine kurulan orijin tepe noktalh C*

hiperkonisinin parametrelendirmesi
C™1 = {(tp, tq) € R*™? | Ip|=[la]=1, t € R}

seklinde tammlanir (Abdalla ve Dillen (baskida)). Aym ¢alismada C*! — R™?

hiperkonisinin gekil operatorii matrisinin

0 0 o0 .. 0

1 )
0 — 0 0 : 0

V2t
0 0 . 0
. M O _1_ . . .

A=~ J2t ’ ’ ) (4. 46)
.. 0 1 )
. V2t

o 0 0 o o o L
i V2t |

bigiminde oldufu gosterilmistir. Bu hiperkoni semisimetrik olmayip (R - R = 0) Ricci-
semisimetrik (R - S = 0) olan hiperyiizeylere verilen ilk 6rnektir.

Bu 6mek yardimiyla asagidaki sonug verilebilir,

Sonug 4. 16. C’ c R® hiperkonisi konharmonik Ricci-simetriktir.

Ispat. Ornek 4. 15 yardimyla C° hiperkonisinin gekil operatérii matrisi
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0 0 0
0~ (1)

a=® ° 2t 01 0 (4. 47)
0 0 0 7 o1
_o 0o 0 o0 =

bigimindedir. Ayrica TPC5 tanjant uzaymin ortonormal vektorleri e;, ej olmak iizere bu
vektorler tarafindan gerilen diizlem kesitinin egriligi Ky = K(e; A e;) ile gosterilsin.
Boylece C’ < R°® bir hiperyiizey oldugundan (3. 24) Gauss denklemi T, C’ in e; &
ortonormal vektérleri igin

R (&i, &) = Ae; A Agj=Kji(ei A &) (4. 48)
seklinde yeniden ifade edilebilir. Ayrica (3. 2) denklemi kullanilarak (4. 48) denkleminden

R (ey, e2)e1 = (Aer A Aey)e; = Kipy(er A e)e;

= g(Aey, e1)Ae; ~ g(Aey, e1)Ae; = Kix(g(es, e1)e; — gley, €1)ez) (4. 49)

elde edilir. Diger taraftan C’ hiperkonisinin gekil operatdrii matrisi (4. 47) formunda
oldugundan

Ae;=0e; ve Aey= Lez (e1#£0)

V2t

yazilabilir. Bununla beraber e; ve e; ortonormal olduklarindan

g(e, e) = g(ez, e2) = 1 ve g(ey, €3) =0
dir. Boylece son ifadeler (4. 49) esitliginde yerine yazilirsa

R (e1, e2)e1 = Oy =-Kpe,

yani K;; = 0 bulunur. Benzer sekilde Kije1 = Oe; oldugundan 2 <j <5 igin

R (e1 6= (Ae1 A Ac)e; =Kii(er A &gy
ifadesinden, (4. 47) sekil operatorii matrisi kullamlarak Kj; = 0 elde edilir. Benzer
islemler yapildiginda

R (e2, e3)e3 = (Aey A Aes)es = Kps(ez A e3)es

ifadesinden Ky3 = -2% ve

R (&2, ea)ea = (Aez A Aeg)es = Kaa(er A eg)es
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ifadesinden de Ky = — —2-%— elde edilir. Ay gekilde Kys = Kag = Kjs = —% ve
Kass = —21—2 oldugunu gormek muimkiindiir. Diger taraftan (2. 7) denkleminden
5 —~
S(Cl, el) = Zg(R(eiael)eb ei)
i=1
yazilabilir. K;; = 0 (1 <1< 5) oldugundan (4. 48) denklemi yardimyla
- 1
S(e1, e1) =0, S(ey, €2) = S(es, €3) = S(es, €4) = S(es, e5) = — - (4.50)

ve i #j i¢in S(e;, ;) = 0 bulunur. Boylece Tamm 2.8 yardimiyla

~ ~ ~ ~

~ 1
Se, = 0Oe,, Se, =——-¢,, Se, =—Fe3, Se, :—Fe“ Se, = —-2——e5 (4.51)

2t 2 t2

yazilabilir. Ayrica Tamim 2.8 kullamilarak 1 < j < 5igin
S%(e1, &) =S(Se,, &) =0
ve 2 <1< 5 igin (4. 50) denklemleri yardimyla

~ 1 1
S*(e;, &) = S(Se;, &) = T S(e;, &) = pro (4. 52)

t“
elde edilir. Diger taraftan (3. 7) denkleminde T = S? almarak
Qe, S)(es &5 &, &) = -S*((&: A &)es, &) - S(es, (& A &))ey)

yazilabilir. Buradan (3. 2) denklemi yardimiyla e; ve ¢; TPC5 tanjant uzayimn ortonormal
vektorleri oldugundan

Qg, $)(es, &; &, &) = S(e;, &) - S(e;, &) (4. 53)
elde edilir. Boylece (4. 52) denklemi geregi Q(g, S%) = 0 dir. Ayrica Ornek 4. 15 geregi
C’cR® i¢inR - S =0 dir. Bununla birlikte Teorem 4. 13 iin ispatindan

X S=R-S- ——Qg &)
n—2

oldugunu biliyoruz. Béylece C* < R® igin R - S =0ve Q(g, $? = 0 oldugundan
K-S=0dr. M



5. B. Y. CHEN ESITLIGINI SAGLAYAN PSEUDOSIMETRIK
HIPERYUZEYLER

Bu bolimde Chen esitligini saglayan pseudosimetrik hiperyiizeyler incelenecektir.
Bu boliim orijinal sonuglar igermektedir.

Mc E**¢ n-boyutlu bir altmanifold olmak tizere ey, ... , & TM tanjant uzayinin
bir ortonormal bazim ve K da M nin kesitsel egriligini gostersin. e; ve ¢ vektorleri
tarafindan gerilen dizlem kesitini e; A & (i # j) ile gosterelim. p, M hiperyiizeyinin skalar
egriligi olmak tizere her pe M noktas1 i¢in M tizerinde bir

(inf K)(p) : =inf {K(m) : © = T,M bir diizlemdir}
reel fonksiyonu tammlansin. B. Y. Chen inf K, p ve ortalama egrilik vektSriiniin boyu
”ﬁ” arasinda agagidaki

@) > £ p- “ 2Dy 6.1

esitsizlifi Chen (1993) de ispatladi. Bu esitsizlik daha sonralar literatiirde B. Y. Chen
Esitsizlifi olarak kullamlmaya baglanildi (Arslan ve ark. (baskida), Defever ve ark.
(1997), Dillen ve ark. (1997)).

Teorem 5. 1. M < E** n-boyutlu (o > 2) bir altmanifold olsun (m=n+p, p > 1).
O zaman (5. 1) esitsizligi saglanir. (5. 1) denkleminde esitlik saglanr <> TM tanjant
uzayinin uygun bir ey, ... , e, lokal ortonormal gatisi igin & = ep (t=1, .., p) (normal)

kesitine gore M nin gekil operatorii matrisleri

fa 0 0 0 - 0] -
. [¢, d, 0 - 0
0 b 0 0 0
0 0 0 0 d -e 0 0
A, = H L A=[0 0 0 - 0f,@>1), (52
10 0 0 0 S
: : 0 0 o 0
0 0 0 0 i - -
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formundadir. Burada u=a + b dir.

Agtkca eger M altmanifoldunun boyutu 2 (yani M E**? bir yuzey) ise Chen
esitligi agikar olarak saglanir.

M c E* Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey olsun. e, e, T,M tanjant uzayinin
ortonormal vektorleri olmak tizere bu vektorler tarafindan gerilen diizlem kesitinin
egrilifi Ks = K(e; A &) ile gosterilsin, Simdi daha sonraki hesaplamalarimizda
kullanacagimiz agagidaki 6nermeleri verelim.

Onerme 5. 2. M = E*! B. Y. Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey olsun.
L, j>2igin

Kiz=ab, Kj=au, Ky=bp, K; = u? (5.3)
dir. Ayrica i, j, k nun tigii birbirinden farkls iken R (e;, &;)e = 0 dir.

Ispat. M c E*! bir hiperyiizey oldugundan (3. 24) Gauss denklemi T,M nin
¢;, ¢ ortonormal vektorleri igin

R (&5, &) = Aei A Aej=Kjei A &) (5.4
seklinde yeniden ifade edilebilir. Ayrica (3. 2) denklemi yardimiyla (5. 4) denkleminden
R (e1, e2)e1 = (Aer A Aez)er =Kia(er A e)e;
= g(Ae,, e1)Ae; — g(Aey, e1)Ae; = Kin(g(e,, erer — g(ey, erey) (5.5)
dir. M hiperytizeyi B. Y. Chen esitligini sagladigindan (5. 2) sekil operatérii matrisinden
Ag = A oldugu digiiniilerek Ae; = ae; ve Ae, = be, yazilabilir. Bununla beraber e; ve e,
ortonormal olduklarindan
8(e1, e1) = g(e,, &) = 1 ve g(e, €5) = 0
dir. Béylece bu ifadeler (5. 5) esitliginde yerine yazlirsa
R (e1, &2)e; = - abe; = - Kpe,
yani K, = ab elde edilir. Benzer gekilde j > 2 icin
R (o1, )ej = (Aei n Ae)e;=Kiy(er A o)y
ifadesinden (5. 2) sekil operatorii matrisi kullanilarak Kije; = apie; oldugundan Kj; = ap
elde edilir. Benzer iglemler yapildiginda
R (e &)= (Aez A Ac)e; = Koi(er A &),
ifadesinden Ky =bu ve

R (&, )e = (Aes A Ag)e; = Kyles A &)
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ifadesinden de Kj; = p? elde edilir.
Ayrica i, j, k mn iigii birbirinden farkli iken
R (e, &)ex = B(Aq;, @)Aei — g(Ae; e)Ag; =0
oldugu agiktir, M
Onerme 5. 3. M « E*! B. Y. Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey olsun. Bu

durumda
S(e,,e;) =(n—2)au+ab
S(e,,e,)=(n-2)bp+ab (5.6)
S(e3’e3) == S(en:en) = (Il - 2)“‘2
ve i#jise S(e;, ¢) =0 dur.
Ispat. {e, e, ..., &} T,M tanjant uzaymnm bir ortonormal baz olsun. Boylece
(2. 7) denkleminden

S(ej, ) = ig(ﬁ(ei’ej)ejﬁei)

i=1

yazilabilir. Aynica (5. 4) yardimiyla
S(e;, &) = Zg(Kji (e /\ej)ej:ei
i=1
olup (3. 2) denklemi kullanilarak son denklem

S, &) = XK
i=1

bigimine indirgenir. Ayrica (2. 6) geregi

Kii =0ve Kij = I(ji
oldugundan Onerme 5. 2 yardimiyla (5. 6) elde edilir. H

Ornek 5. 4. Johan Deprez Eliptik Hiperkoniyi
C2: = {(x0, Xi,..., %) € R*! | xy> 0 ve (tg’0)x2=x2 +...+x2},0 %0
bigiminde tanimlamustir (Deprez 1986). Burada CP* eliptik hiperkonisi
Ly s =t Mt ., At [te RY)

dogrulari ve

St = (O x, %) |3y o e Rve D ox? = 22tg70)

i=1
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hiperkiireleri tarafindan iiretilir (Bakiniz Sekil 5. 1).

Ay yazar, ayni gahsmada Cg eliptik hiperkonisinin gekil operatdrii matrisinin

) 0 0 T
0 _C(?SZGL

A= sinf x,
0 0 0 _cosée_l_
] sin@ x, |

bigiminde oldugunu géstermigtir. Boylece Cs nin B. Y. Chen esitligini sagladip: Teorem
5. 1 den agik olarak gériilmektedir.

L

ApAaedg

\ T

X1

Xn

Sekil 5. 1

Dillen ve ark. (1997) de M < E™™ altmanifoldu i¢in asapidaki smiflandirma
verilmigtir.
Teorem 5. 5. M < E* (n > 3) Chen egitligini saglayan bir altmanifold olsun. Bu
takdirde M semisimetrik (R - R =0)tir <
i) M minimal bir altmanifolddur veya
ii) Mc E™! bir eliptik hiperkonidir.
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Teorem 5. 6. M — E**¢ (n > 3) Chen egitligini saglayan bir altmanifold olsun. Bu
takdirde M icin semisimetri (R - R = 0) ve Ricci semisimetri (R - S = 0) birbirine denk
olan kavramlardir (Dillen ve ark. (1997)).

Deszcz ve ark. (1999) calismasinda agagidaki teorem ispatlanmigtir.

Teorem 5. 7. M < E' (0 > 4) Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey olsun. Bu
takdirde M pseudosimetrik Weyl tensorlii (C - C = LcQ(g, C)) bir hiperyiizeydir.

Terleyen kisimlarda Teorem 5. S in hiperylizeyler igin bir genisletilmesi
verilecektir. Once agagidaki Yardime: Teoremler ile buna hazirlik yapiacaktir.

Yarduna Teorem 5. 8. M < E*! (n > 3) Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey

olsun.

(R (e1, &) - R)(ey, es)e; = apb’e, 5.7
ve

(ﬁ (e €3) - R )(ey, e3)e; = bua’e, (5.8)
dir.

Ispat. M c E*! hiperytizey oldugundan T,M tanjant uzaymn e;, € ortonormal
vektorleri igin (3. 6) denkleminde R = R ve T = R alinarak
(R (o1, &) - R)(ez, es)er = R (e, es)(R(ez, es)er) - R (R (e, e3)es, ex)er
= E (ez, i (61, 83)83)61 - ﬁ (ez, 63)(]?{ (61, 63)81) (5 9)
ve
(IN{ (ez, eg) . ﬁ)(el, eg)ez = i (ez, 63)(§ (61, es)ez) - i (IN{ (ez, 63)81, es)ez
- }.’i (el, E (ez, 83)63)82 - ﬁ(el, e;;)(ﬁ (ez, 63)82) (5 10)
elde edilir. Ayrica (5. 4) denklemi yardimiyla

ﬁ(el ,€5)e; =-Kpe;, ve 1i‘(e1 .e5)e; =K e, :
R(e,.e)e =Ke,  ve Riey,e;)e; =-K, € (5.11)
R(e;,e5)e, =—Knue, ve R(e,,e;)e, = Kse,

bulunur. Buradan (5. 3) esitlikleri (5. 11) de yerine konulursa

ﬁ(e1 ,8;)e, =—aue; Ve ﬁ(el ,€3)e; = aue,
R(e,, e )e, =abe, ve IN{(el, e;)e, = —ale, (5. 12)
IN{(ez’ e;)e, =—bue; ve I“{(ez ,€;)e; =bue,
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bulunur. Boylece (5. 12) egitlikleri (5. 9) ve (5. 10) denklemlerinde yerine konularak
(5. 7) ve (5. 8) elde edilir. W

olsun. -

ve

dir.

ve

Yardimci Teorem S. 9. M < E*! (n > 3) Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey
Qg, R)(ex, &, o1; €1, €5) = b, 5. 13)
Qg ﬁ)(e;, €3, &z; €, €3) = a’e (5. 14)

Ispat. (3. 7) denkleminde T = R alnarak
Qe R)(ez, 5, e5; €1, &) = (e1 A ) R (e2, es)es - R (&1 1 e3)es, e

-R (e, (€1 A e3)es)e; - R (€2, e3)((e1 A e3)e)) (5.15)

Qg R)(ez, €3, &5; &5, €5) = (&1 A e R (e}, es)e; - R ((e2 1 e3)ey, e3)e,

-R (1, (&2 A €3)es)e; - R (e1, e3)((e2 A e3)er) (5. 16)

elde edilir. Boylece (5. 12) esitlikleri (5. 15) ve (5. 16) denklemlerinde yerine yazilirsa
(5. 13) ve (5. 14) bulunur. W

Teorem 5. 10. M c E™' (n > 3) Chen egitligini saglayan bir hiperyiizey olsun.

Bu takdirde M pseudosimetriktir (R - R = LzQ(g, R)) &

() M =E" dir yada

() M cE™ bir eliptik hiperkonidir veya
(iif) M cE™ bir minimal hiperyiizey dir veya
(iv) M sekil operatorii

a 0 0 0 0
0a 0 0 0
0 0 22 0 0
(5. 17)
0 0 0 2a 0
00 0 0 0 2a

formunda olan bir hiperyiizeydir.
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Ispat. M < E™' hiperyiizeyi pseudosimetrik oldugundan (3. 14) esitligi
yardimuyla
(R (es, &) - R)(e, es)er = LrQ(g, i)(ez, €s, €1 €1, €3) (5. 18)
ve
(R(ez &) - R)(es, ex)e2 =LrQlg, R)(er, 3, e ¢, €3) (5.19)
yazilabilir. Ayrica M hiperyiizeyi Chen esitligini sagladig1 icin Yardimci Teorem 5. 8 ve
Yardimci Teorem 5. 9 geregi (5. 18) ve (5. 19) denklemleri
(ap - Lr)b* =0 (5. 20)
ve
(bu - Lr)a* =0 (5.21)
seklinde yeniden ifade edilebilitler.
Boylece agagidaki durumlar s6z konusudur.

1. Durum
a=0 , au-L, 20
Hom F UL (5.22)
b=0 , bu-L, #0
2. Durum
au—-L, =0 , b#0
H e , (5. 23)
a=0 , bu—-L; #0
3. Durum
bu-L, =0 , az0
H=le , (5. 24)
b=0 , au—L, #0
4. Durum
au—-L, =0 , a#0
H=r . (5. 25)
bu-L; =0 , b#0

Simdi bu durumlar sirasiyla inceleyelim.

1. Durum. a=0,b=0ise u=0 dir ve M = E* dir.

2. Durum. a=0, apn -Lg=01ise L =0 dir. Yani R- R = 0 dir. Bu da M nin
semisimetrik oldufunu gosterir. Eger a = 0 ise pu = b dir ve boylece M bir eliptik
hiperkonidir.
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3. Durum. b = 0 ise Lg = 0 dir. Bu R R = 0 yani M nin semisimetrik olmas
demektir. b= 0ise u=a dir ve boylece M bir eliptik hiperkonidir,

4. Durum. ap =Lg ve bu=Lgise (a—b)u=0dir. Béylecea—b =0 veya L =0
dir. Eger p = 0 ise M minimaldir. Eger a—b=0ise a=b ve u = 2a olup buradan M
hiperytizeyinin sekil operatérii matrisi (5. 17) formundadir. Buda teoremi ispatlar. M

Sonug 5. 11. Mc E™ (0> 4) Chen esitligini saglayan bir hiperyiizey olsun. Bu
takdirde M i¢in pseudosimetri, Ricci-pseudosimetri ve Weyl-pseudosimetri birbirine denk
olan kavramlardur.

Ispat. Teorem 3. 4 geregin > 4 boyutlu hiperyiizeyler igin Pseudosimetri ve Weyl
pseudosimetrinin birbirine denk kavramlar oldugunu biliyoruz. Teorem 5. 6 geregi M
hiperyiizeyi i¢in semisimetri ve Ricci semisimetri birbirine denk kavramlar oldugundan
Teorem 3. 2 ve Teorem 3. 3 geregi M igin pseudosimetri ve Ricci pseudosimetri de

birbirine denk olan kavramlardir. Bu da ispat: tamamlar. Hl



6. GENELLESTIRILMIS SEMIPARALEL YUZEYLER

Bu bélim orijinal sonuglar icermekte olup E** Oklid uzaymndaki semiparalel
yuzeyler icin Deprez (1985) de verilen smiflandirma teoreminin genellegtirilmeleri
verilmigtir.

Lumiste (1999) ve Deprez (1985) de sirasiyla N*%(c) sabit egrilikli uzay
formunda ve E** Oklid uzayindaki semiparalel yiizeylerin simflandirmasi sirastyla
agagidaki teoremlerle yapilmugtir.

Teorem 6. 1. M < N**(c) bir yiizey olsun. Eger M semiparalel (R - h= 0) ise

)] M bir total geodezik veya total umbilik ylizey veya

ii) V van der Waerden-Bortolotti koneksiyonu flat olan bir yizey (yani
R=0)veya

1ii) Ortalama egrilik vektori H ve Gauss egriligi K arasinda ”ﬁ“2= 3K-c¢
bagntis: bulunan bir izotropik yiizeydir.

Teorem 6. 2. M c E** bir yiizey olsun. Bu takdirde M semiparaleldir <> (lokal

olarak)
1) M yiizeyi S kiiresine denktir veya
ii) M normal koneksiyonu flat olan bir lokal flat ylzeydir veya

1i1) Mc E’ c E* izotropik bir yiizeydir ve ”ﬁ"z = 3K esitligini saglar.
Onerme 6. 3. M < E* bir yizey olsun, Eger M nin &; normal vektdr alan:
ortalama egrilik vektori H yoniinde (yani H= “I:I”&l) ise T,M nin uygun segilen bir

{e1, e} bazmna gére M nin sekil operatorii matrisleri

. A0 a b a b
A§1: ’ A§2: ’ _2 ’AE.'.3= ’ __3
0 u b, -a, b, -a,

bigimindedir (Lumiste 1986).
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Yarduna Teorem 6. 4. M c E**? bir yiizey olsun.
(R (e e2yh)(es, e1) = [A-p]fazh, + 2303181 + [-A(A-p)bz + 2Bas + 2Kb,] £,
+ [-A(A-pbs - 2Bay + 2Kbs] &, 6.1
(R (el,eé)'h)(el, €2) = [A-uI[ b3+b3 - KJ&; + 2[Bbs - Ka,] £; -2 [Bby + Kas]& (6.2)
ve
(R (er,e2)h)(es, €3) = -[A-pi][ash, + 23bs]81 + [-u(A-p)b; - 2Ba;z - 2Kby,] £,

+ [-u(A-p)bs + 2Ba; - 2Kbs] &5, (6.3)
dir. Burada K, M < E** nin Gauss egrilii ve B = aybs — asb, dir.

Ispat. M < E** yizeyinin T,M tanjant uzaymin bir ortonormal baz
{e1, e2}olsun. Béylece (2. 15) Gauss denkleminden

R (e1, &) =K(e A e5) (6. 4)
yazilabilir. Burada K Gauss egriligi olup Onerme 6. 3 den

K=Au-a;-b}-a2-b2 (6. 5)
bulunur. Tamim 2. 26 geregi
(R (er,e2)h)(e1, €1) = Ri(ey, e;)h(ey, e1) — 2h(R(e,, e, )e,, €2), (6. 6)

(R (en,e2)h)(e1, €2) = RM(ey, e5)her, e2) —h(R(e;,e,)e;, &) - h(e, R(e;,e,)e,) (6. 7)

.ve

(R (exe2)h)(ez, &) = R(ey, e)h(e, &) - 2h(R(ey, ¢, )e,, e), (6. 8)
yazilabilir. Diger taraftan her i {2, 3} igin (2. 16) Ricci denkleminden
Ri(e, )61, £>= - (\-p)b; (6.9)
ve
<R'(e1, )2, E3> = - 2(azbs — asby) (6. 10)
elde edilir. Boylece (6. 9) ve (6. 10) denklemleri yardimiyla
R (e1, €)&1 = -(A-w)baks - (A-u)bst, (6.11)
Ri(er, €2)E2 = (A-w)bst1 ~ 2BEs (6.12)
ve
Ri(e1, )€ = (A-)bst, + 26E; (6. 13)

bulunur. Onerme 6. 3 deki yekil operatorii matrisleri kullanilarak
h(ey, e1) = A&y + 2,6, + st (6. 14)
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b(e;, €2) = b€y + bsts (6. 15)
ve
h(ez, €2) = P& - @k - as€s, (6. 16)
elde edilir. Béylece (6. 14) — (6. 16) denklemlerinden
R'(ey, ex)h(es, €1) =AR'(e1, €)1 + 2R (e, €2)E, + asR (ey, €5)Es,
R'(e1, ex)h(ey, €5) = bR (ey, e2)€2 + bsR (ey, €)Es,
Rl(el, ex)h(ey, &) = uRL(el, e)€; - azRi(el, e2)€s - agRl(el, e2)&s
olup, buradan (6. 11)~(6.13) denklemleri yardimiyla
R (e, e2)h(ey, e1) = [A-p][azbs + asbs]€; + [-A(A-w)b, + 2Bas] &;
+ [-AMA-)bs + 2B2] &s, (6.17)
R'(ey, e2)h(er, €2) = [A-u][ b2+Db21E; + 2Bbs £; -2Bbsk; (6. 18)
ve
R (e1, e2)h(ez, &) = -[A-u][azbs + 2sbs]Es + [-u(A-)b; - 2Bas] &
+ [-u(A-p)bs + 2Bay] & (6. 19)
bulunur. Ayrica {e;, e;} ortonormal oldugundan (3. 2) ve (6. 4) denklemlerinden
R (e1, e2)e; =-Ke; ve R (e1, e2)e2 =Ke, (6. 20)
yazilabilir. Boylece (6. 17)-(6. 20) denklemleri sirasiyla (6. 6), (6. 7) ve (6. 8) de yerine
yazilirsa sirasiyla (6. 1), (6. 2) ve (6. 3) elde edilir. M
Yardimc: Teorem 6. 5. M < E** bir yiizey olsun.

Q(g, h)(ey, €1; 1, €3) = 2(bak2 + bsty), (6.21)

Q(g, h)(ey, &2; €1, €2) = -(M-WE1 - 2228, - 2a3E3 (6.22)
ve

Q(g, h)(e,, e2; €1, €2) = -2(bzE; + baks) (6. 23)
dir.

Ispat. M < E*™ yiizeyinin T,M tanjant uzaymn ortonormal bir bazt {e;, e}
olsun. Béylece (3. 7) denkleminde T = h almip, ikinci temel form h mn simetri 6zeligi
kullanilirsa

Q(g, h)(ey, e1; €1, €3) = -2h((e1 A e2)e, €y)
yazilabilir. Buradan (3. 2) denklemi yardimiyla
Q(g, h)(ey, e1; €1, €3) = 2h(ey, €3) (6. 24)
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elde edilir. Boylece (6. 15) denklemi (6. 24) de yerine yazilirsa (6. 21) elde edilir.
Benzer gekilde

Q(g, h)(e1, &; €1, €2) =- h((e1 A e3)ey, €3) - h(ey, (e A e2)ez)
olup (3. 2), (6. 14) ve (6. 16) denklemleri kullanilarak (6. 22) elde edilir.
Ayni iglemler tekrarlanirsa
Q(g, b)(ez, €3; €1, €5) = -2h((e1 A €3)es, €2)
olup buradan (3. 2) ve (6. 15) denklemleri yardimuyla (6. 23) elde edilir. Il
Tanmm 6. 6. M (n + d)-boyutlu M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir
altmanifoldu olsun. Eger M nin her noktasinda R - h ve Q(g, h) tensorleri lineer bagiml

ise M ye h tensoriine gore pseudosimetriktiv denir. Béylece M nin h tensériine gore

pseudosimetrik olmasi igin gerek ve yeter sart
U= {pe M:pe M de M total umbilik degildir}
kiimesi tizerinde R - h=1,Q(g, h) olmasidir. Burada Ly, Uy tizerinde bir fonksiyondur.
Yardimer Teorem 6. 7. M < E*™ yiizeyi R - h = L,Q(g, h) sarti saglar (yani M
yiizeyi h tensoriine gore pseudosimetrik) ise M nin H ortalama egrilik vektorii igin
R'H =0 dr.
Ispat. M nin herhangi bir p noktasmndaki normal vektérii € olsun. Ayrica T-M nin
Age; = Aigi (1 <i < 2) sarti1 saglayan bir {e;, e,} ortonormal baz igin
R (er,e2)h(e;, &) =LyQ(g, h)( e, e €1,€2)
ise (2. 17), (6. 1), (3. 7) ve (3. 2) denklemlerinden
R (er,ex)h(e, e 2h(R ey, e, )e;, &) = Lu(er Aes)(e;, &)
yani
R'(es,e2)h(e;,e;) = 2h( ﬁ(el, €,)e;, &) - 2th(e.2, e)h(er,e) + 2 Lug(er, eh(eze;) (6. 25)
yazilabilir. Béylece son esitligin her iki tarafinin & ile ig garpimu alinarak
SR e, )= 136 )bl 0.0 .29

elde edilir. Ayrica (6. 25) esitligi (6. 26) da yerine yazlirsa,

sR ene) L, £) = 3 gb®ee, e,)e,,0),0)

i=1

- Lug(es, e)g(h(er,e:),8) + Lug(er, €)g(h(es,e:),.£) (6.27)
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elde edilir. Bununla beraber

g(AX, Y) =X, Y), &)
esitligi yardimyla (6. 27) denklemi

R eren T, &) = Yla(®eere))en Ace,)

i1
- Lug(ez, €)g(er, Ager) + Lug(es, &) glez, Ace))
bigiminde yeniden yazilabilir. Béylece
sR (ene) H, §) = a(R(ey,e,)er, Aser) + g(Riey, 0)e;, Arer)
- Lag(es, e1)g(er, Aser) - Lug(er, e2)g(er, Acer)
+Lug(ey, 1) g(es, Aser) + Lag(es, €2) gez, Ases)
olup, Ase; = Aie; esitligi kullanilarak g(R*(er,e2)H, &) = 0 elde edilir. Ayrica & keyfi bir
normal vektor oldugundan R'(ey,e;) H = 0 bulunur, M
Teorem 6. 8. M c E* yiizeyi R - h = 14Q(g, h) sartin saglayan (yani M yiizeyi
h tensdrine goére pseudosimetrik) bir yiizey olsun. O zaman (lokal olarak) ya
i) M bir semiparalel yiizeydir veya
i) Gauss egriligi K = Ly, olan bir yiizey veya

1ii) Ortalama egriligi ve Gauss egriligi arasinda ”ITIH2= 3K- 2L, bagntisi

bulunan izotropik bir M c E° ¢ E** yiizeyidir.
Ispat. Eger R -h= 0 ise agik olarak R -h = LxQ(g, h) saglanir.
Simdi R -h# 0 ve R (e,e;)h = L4Q(g, h) oldugunu kabul edelim. Boylece (6. 1)
ve (6. 21) denklemleri yardimiyla
[A-p]lazbs + a3bs]€y + [-A(A-W)ba + 2Bas + 2by(K- L] £,
+ [-A(A-)bs - 2Bay + 2bs(K - Ly)]és =0, (6. 28)
(6. 2) ve (6. 22) denklemleri yardimyla
[A-p][b5+b] - K + LyJ&; + 2[Bbs— (K - Ly)az] &,
-2[Bby+ (K - Ly)as] €5 =0 (6. 29)
ve (6. 3) ve (6. 23) denklemleri yardimiyla da
-[A-p]lazbz + asbs]€; + [-u(A-pb; - 2Bas— 2b(K - Ly)] &,
+ [-u(A-p)bs + 2PBaz- 2bs(K - Ly)] €3 =0 (6. 30)
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elde edilir.

Aynca &, & ve & normal vektorleri lineer bagimsiz oldugundan (6. 30)
esitliginde katsayilar sifira esit olacaktir. Yani

[A-u]{azb, + ashs] = 0, (6.31)
-MA-p)bs + 2PBas + 2by(K-Ly) =0, (6.32)
-A(A-)bs - 2Bay + 2by(K - L) =0, (6.33)
[A-p][b2+b2 -K + L] =0, (6. 34)
Bbs— (K - Ly)a, =0, (6.35)
Bba+ (K - Ly)as =0, (6.36)
~p(A-p)bs - 2Bas— 2by(K - Ly) = 0 (6.37)
ve
~p(A-p)bs + 2Baz - 2b3(K - Ly) = 0 (6. 38)

bulunur. Ayrica €, ortalama egrilik vektori H yoniinde oldugundan Yardimci Teorem
6. 7 geregi R'(ey,e;)€; = 0 dur. Boylece (6. 11) denkleminden

(A-p)bz = 0 ve (A-p)bs = 0 (6.39)
bulunur. Béylece iki durum s6z konusudur; yab, =bs =0 dir yada A = u diir,

L Durum. (b, =b; = 0 hali)

A # p oldugundan b, = bz = 0 olup, Onerme 6. 3 deki sekil operatorii matrisleri
diyagonallestirilebilir oldugundan R = 0 yani M nin normal koneksiyonu flat dir ve
(6. 34) denkleminden de K = L dir.

IL. Durum. (A = p hali)

A = u olsun. T,M tanjant uzaymin A, =M% ve A, & =18, olacak bicimde
bir {€, €, } bazim segelim Boylece Onerme 6. 3 den b, = 0 ve B = &, b olup (6. 31)-
(6. 38) denklemleri

a,bsas =0, (6. 40)

[-32 + (K - Ly)Jbs = 0, (6. 41)
[b-(K-Lyla, =0, (6. 42)
(K - Ly)as = 0, (6. 43)

haline d6nugtr. Bu esitlikler incelendiginde agagidaki alt durumlar ortaya cikar.
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a) b= a,= a3 = 0 oldugunu géz 6niine alalim. O zaman Onerme 6. 3 geregi

A0 00 00
A, = A, = A, =
& I:O )\:l ’ & {0 O} i Y {0 Oil

olup M p noktasinda total umbiliktir ve S* kiiresine denktir. Fakat kabuliimiiz geregi
R -h # 0 oldugundan M yiizeyi S? kiiresine denk olamaz. Boylece bu durum s6z konusu
degildir.

b) b3=0, @, # 0 ise Onerme 6. 3 geregi

A O a 0 a, 0
A§1 = ? Aﬁz = % A§3 = i~
0 A 0 -3 0 %,

olup sekil operatéri matrisleri diyagonallestirilebilir oldugundan p noktasinda R* = 0 dir
yani M nin p € M de normal koneksiyonu flat dir ve (6. 42) denkleminden p noktasinda
K =Ly dir. '

c) $imdi bs # 0 oldugunu diistinelim. Eger 7,= 0 ise (6. 41) denkleminden K = L,

bulunur. Eger a,# 0 ise (6. 40) denkleminden a; = 0 dir. Béylece Onerme 6. 3 geregi

A O a 0 0 a
Ag = > Ag = az ~ > Ag =~ a2
t 10 A N * |3, o

dir. Buradan
K=2\%-273?
yani
2 —
al= MoK (6. 44)
2
dir. Béylece (6. 44) denklemi (6. 41) de yerine yazilirsa
3K - 2L, = A2 (6. 45)

elde edilir. Bu durumda M nin birinci normal uzayr N}, (M) nin boyutu dim( N, (M) =3
dir. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik vektéri H= %(h(el, e,)+h(e,,e,))

oldugundan H = Ag, dir. Boylece

“ﬁ" =2 (6. 46)
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olup, bu [h(X,X)| in T,M deki birim X vektoriiniin segiminden bagmsiz olmasi demek
yani M nin izotropik bir yiizey olmast demektir. Boylece (6. 46) esitligi (6. 45)
denkleminde yerine yazilirsa
[ = 3%- 21,

elde edilir. W

Tamm 6. 9. M (n + d)-boyutlu M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir
altmanifoldu olsun ve Ay M nin & normal vektdr alamina gore sekil operatériint
gostersin. X, ..., Xu, X, Y € x(M) olmak iizere (M, g) tizerinde (0, k)-tipindeki (k > 1)
bir T tensor alani igin

QA TX(X,, X X, V) =- iT(Xl,...,(X/\AE VX,..X.) (647

i=1

tensdriini tamimlayalim. Burada

(XA, V)X, = (ALY, X)X - g(ALX, X)Y (6. 48)

ve
AfX=Ag(Ag..A)X) (6. 48)"

kdefs
bigiminde tanimlanir.
Yardima Teorem 6. 10. M — E** bir yiizey olsun.

Q(Ag, h)(e, e5; €1, €2) = 20M(A + ) (bsfz + bsts), (6. 49)
Q(Ag, h)(ey, & €1, €2) = -( + pYi(aska + 2sts) (6.50)

ve
Q(Ag. b)(ex, e2; €1, €2) = -20(A + p)(bsEs + baks) (6.51)

dir.

Ispat. M < E* yiizeyinin tanjant uzayt T,M olmak tizere {e;, e;} T,M nin bir
ortonormal bazi olsun. Béylece (6. 47) denkleminde T=h, £ = H vek = 1 aliursa, h
simetrik oldugundan

6(Aﬁ , h)(ey, ey e1, &) = -2h((e; A g €21, €1)
yazilabilir. Buradan (6. 48) denklemi yardimmyla yukandaki denklem
Q(Ag, h)(ey, e; €1, &) = 2g( A e, e)h(es, &) (6. 52)
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G(Aﬁ ’ h)(elz € €y, ez) = Zg( Aﬁ €1 el)h(ela ez) (6 52)
biciminde yazilir. Onerme 6. 3 geregi Ay er= (A + p)he; oldugundan bu ifade ve (6. 15)

denklemi (6. 52) de yerine yazilirsa (6. 49) elde edilir.
Benzer gekilde

Q(Ag., h)(ey, &; €1, &) = - h((er Nag ©2)81, €2) - h(ey, (e1 A, e5)er)
dir. Onerme 6. 3 geregi Agex= (M + pue, oldugu kullanilirsa (6. 48), (6. 14) ve (6. 16)

denklemleri yardimiyla (6. 50) elde edilir.
Ayni iglemler tekrarlanirsa

Q(Ag, h)(es, &5 81, &) = -2h((e1 A4, e2)e2, €2)
olup buradan (6. 48) ve (6. 15) denklemleri yardimiyla (6. 51) elde edilir, M
Yardima Teorem 6. 11. M c E** yiizeyi R- h = L Ag Q(Ag, h) sartm
sagliyorsa M nin H ortalama egrilik vektord igin RV H =0 dur.,
Ispat. M nin herhangi bir p noktasindaki normal vektsri € olsun. Ayrica T,M nin
Agei = Mie; (1 <1< 2) sartim saglayan bir {e;, e,} ortonormal baz igin
R (e1,&5)h(e;, &) = L, Q (AL, h)(e;, e; e, &)
ise
Ri(enenhlese)- 20(R(ep,e,)e;, ) = Ly, (011, (e @)
yada
R'(er,e2)h(es,e) = 2h(R' (er,ex)e;, &)
-2L,, 8(Af e, edh(er,e) + 2L ag 8(AS 1, e)h(ere) (6. 53)

seklinde yazilabilir. Boylece her iki tarafin £ ile ig ¢arpumi alinarak

SR (e L, ) = 23 (R (e, )he,0),0) .59

i=1

elde edilir. Ayrica (6. 53) esitligi (6. 54) de yerine yazilirsa,

sReven B, 8) = 3 gt (e, e, ), 0,).6)

i=1

-La, 8(A% &, e)g(hler,e;),E) + L,, 8(Af e, e)g(bler,e),t) (6. 55)
elde edilir. Bununla beraber
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8(AX, Y) =g(h(X, ), &)
esitligi yardimiyla, (6. 55) denklemi

g(R‘L(el,ez)ﬁ, )= ig((i(ev ez)ei>A§ei)

por
-Lag 8(Ag e, e)g(er, Ace) + Ly, g(AL ey, ) g(es, Acer)
bigiminde yeniden yazlabilir. Boylece
sR L) H, ) = g(R(es,e,)e, Aser) +8(R(ey, e,)e, , Accr)
-Ly, 8(Ag e engles, Acer) -L,, g(AL e, ex)g(er, Aser)

* Loy 8(Ages e) glez, Aser) + Ly (AL ey, e) g(er, Aser)

olup Onerme 6. 3 den
Afer= A+ e, ALe; =+ pule,
esitlikleri ve
Agei = Nig;

kullanilirsa

gR (er,e) H, &) = i g(R (es,een, 1) + Aog(R (ener)es, €5)

-Loy 0+ WU Migler, engler, 1) + Aagles, ex)g(en, &5)]

+ Ly, O+ WATAg(er, €1) g(e2, €1) + Mag(es, &) glez, €)]

yazilabilir. Boylece {e), e} vektorleri T,M tanjant uzaymin bir ortonormal baz

oldugundan g(Rl(el,ez)ITI, €) = 0 dir. Ayrica & keyfi bir normal vektsr oldugundan

Rl(el,ez) H =0 bulunur. M

Teorem 6. 12. M c E** yiizeyi R- h = Ly G(Aﬁ, h) sartim saglar ise (lokal

olarak) ya
)] M semiparalel dir veya

i) M < E** normal koneksiyonu flat ve Gauss egrilizi K = 2“ﬁ”2 L Ag olan

bir yiizeydir veya

i) M < E* Gauss egriligi ile ortalama egrilii arasinda

3K=(1+ 4L,, )"IN{"2 bagntis: olan bir yiizeydir.
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Ispat. Eger R -h= 0 ise agik olarak R -h =L,, Q(Ag, h) saglantr,
Simdi R h # 0 oldugunu kabul edelim. M yizeyi R -h = L,, Q(A;, h) egrilik

sartint saglandigindan Yardimet Teorem 6. 4 ve Yardime: Teorem 6. 10 yardimyla

[A-p][azb; + asbs] = 0, (6. 56)
MA-p)bz + 2Ba; + 2b[K-L, A(A+)] =0, (6.57)
-MA-p)bs - 2Baz+ 2b5[K- L, A(A+)] =0, (6. 58)
[A-u][b3+b3 - K] =0, (6. 59)
2Bbs~ (2K - L, (A+u)))ay =0, , (6. 60)
-2Bbz- (2K - (A+)Has = 0, (6. 61)
“H(A-1)b; - 2Bas— 2b(K - L, p(Atw)) =0 (6. 62)
ve
-W(A-bs +2Bar - 2b3(K - L, p(A+w) =0 (6. 63)

yazilabilir. Aynica &, vektéri H yoninde olduundan Yardimc: Teorem 6. 11 geregi
R*(ey,e,)€, = 0 dir. Boylece (6. 11) denklemi geregi

(A-p)bz =0 ve (A-w)bs = 0 (6. 64)
dir. O halde iki durum s6z konusudur: ya b, =b; =0 dir yada A = diir.

L Durum. b, = b; = 0 olsun. Bu takdirde Onerme 6. 3 deki sekil operatérii
matrisleri kogegenlestirilebilir oldugundan R* = 0 (vani M nin normal koneksiyonu flat
dir) ve (6. 59) denkleminden K = 0 bulunur. Bu ise M nin semiparallel olmasin gerektirir.
Fakat kabuliimiiz geregi M semiparalel olmadigindan bu durum s6z konusu degildir.

IL Durum. A = p olsun. T,M tanjant uzaymn bir {e,¢,} ortonormal bazim
A, =M€ ve A, §,= 18, olacak bigimde segelim. Boylece Onerme 6. 3 yardimuyla

b, =0 ve B = a,bs oldugundan (6. 56) - (6. 63) denklemleri yardimtyla

Ez b3a3 = 0, (6 65)
[-3; + K-2L, A’Ibs =0, (6. 66)
[b-K+2L, A%a; =0, (6. 67)

[K-2L, A%Jas=0 (6. 68)
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elde edilir. Boylece agagidaki alt durumlar séz konusudur.
a) by = a,= a; = 0 olsun. Bu takdirde Onerme 6. 3 geregi

a P9 o Z[o0], _[oo
51_0 7\«’ §z—0 O’ §3—00

olup bu da M yuzeyinin p € M noktasinda total umbilik oldugunu gésterir. Béylece lokal
olarak M yizeyi S ¢ E° < E** 2-kiiresine denktir. Fakat kabuliimiz geregi M
semiparalel olmadigindan bu durum séz konusu degildir.

b) b3=0, &, # 0 olsun. Boylece Onerme 6. 3 geregi

A0 a 0 a, O
A§ = N A§ = a'2 ~ |» A;: = a2 ~
*Tlo A TR0 —n, T o g

olup M nin sekil operat6rii matrisleri kosegenlestirilebilir oldugundan p € M noktasinda
R' = 0 dir, (yani M nin normal koneksiyonu flat dir) ve (6. 67) denkleminden p
noktasinda K=2L Ag A? elde edilir. (6. 46) denklemi kullanidlarak bu son esitlik

~12
K=2[d] L,,
bigiminde yazilabilir.

c) Simdi b # O olsun. Eger @,=0 ise (6. 66) denkleminden K = 2L, A elde
edilir. Yukandaki duruma benzer sekilde A> = “171“2 oldugundan (6. 46) denkleminden
son egitlik

~112
K=2[f L,
bi¢iminde yazilabilir.

Eger a,# 0 ise (6. 65) denkleminden a3 = 0 dir. Bu taktirde Onerme 6. 3 geregi

M nin sekil operatorii matrisleri

0 i 0 0
A =¥ 0 A, =|® oA =0 D
L0 A * |0 -7, * |b; O

bigimindedir. Boylece (6. 66) ve (6. 67) denklemlerinden
a,=K-2L, 2* ve bj=K- 2L,
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clde edilir. (6. 46) denkleminden ¥’ =|f[" oldugundan 2= 2L, [ ve
b3=2L,, |B" bulunur. Boylece K = 32 32 - b? oldugundan
K= [ + 4, [fi[
yani
3K = (1+4L,)[f[
elde edilir. H



7. GENELLESTIRILMIS 2-SEMIPARALEL ALTMANIFOLDLAR

Bu bolimde (Arslan ve ark. 2000) de tanimlanan 2-semiparalel altmanifoldlarin
genellestirilmeleri verilmigtir.

Tanim 7. 1. Mve M srastyla n ve (n + d)-boyutlu Riemann manifoldlan ve M
manifoldu M nm bir altmanifoldu olsun, Her XY, U, V, W e x(M) i¢in
R-Vh: x(M) x M) x x(M) x (M) x % (M) - M)
(R(XY) - V)(U,V,W) = R'(X,Y) VA(U,V,W) - (T h)(R (X, Y)U, V,W)
-(VEXU, RE YY)V, WV, V, RX, V)W) (7. 1)
ile tanimlanir. Eger M nin her p noktasinda R (X,Y)-Vh = 0 sarti saglairsa M ye 2-
semiparalel alfmonifold ad: verilir (Arslan ve ark. 2000).
(Arslan ve ark. 2000) de N**%(c) uzay formunda normal koneksiyonu flat olan 2-
semiparalel yizeylerin simflandirmas: agagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 7. 2. M < N**(c) normal koneksiyonu flat olan 2-semiparalel bir yiizey
olsun. O zaman ya
i) M nin van der Waerden-Bortolotti koneksiyonu V flat (yani R = 0) dir (Bu
durumda M nin Gauss egriligi K = 0 dir) veya
ii) M nin ikinci temel formu h paraleldir ve bu durumda M total umbiliktir yada
ikinci temel formu parale] olan iki egrinin ¢arpimudr.
Lumiste (1999) ve Walden (1973) ¢aligmalarinda N**%(c) uzay formunda ve E2"
Oklid uzayinda ikinci temel formu paralel olan yizeylerin smuflandirmasi sirastyla
agagidaki teoremlerle verilmigtir.
Teorem 7. 3. M < N*(c) ytizeyinin ikinci temel formu h paralel ise bu takdirde
M yiizeyi
1) total geodeziktir veya
1i) total umbiliktir veya
iif)  ikinci temel formu paralel olan iki egrinin garpim ylizeyi veya
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iv) E’ de V? Veronese yiizeyi veya bu ylzeyin agik bir pargasidir.

Teorem 7. 4. £ M — E** bir M yiizeyinden E*** Oklid uzaymna bir izometrik
immersiyon olsun. Eer M nin ikinci temel formu paralel ise fiM) asagidaki yiizeylerden
birisidir:

i) E? nin bir agik pargasi veya

i) 8> < E? kiire yiizeyinin bir agik pargasi veya

iii) §' x R < E’ silindir yiizeyinin bir agik pargas: veya

iv) S'(r1) x S'(r;) < E* tor yiizeyinin bir agik pargasi veya

v) V? c E’ Veronese yiizeyinin bir agik pargasidir.

Yardima Teorem 7. 5. M < E** n-boyutlu, flat normal koneksiyonlu bir
altmanifold olsun. Bu takdirde T,M tanjant uzayindan alinan her ¢ ve ¢ (1 <1i, j < n)
ortonormal tanjant vektorleri igin

(R (e, &) Vh)(e;, &, &) = 3K (Vh)(e;, &, &), (7.2)
(R (es, &) Vh)(es & &) =K;[2(Vh)(e; 0, &) - (Vh)(es, & )], (7. 3)
(R (e &) VB)(ei & &) =K [(VD)(e; & &) - 2V h)(es, &, €)], (7. 4)
(R (e, &) Vh)(e;, &, &) =-3Ky(Vh)(e, &, &) (7.5)
dir.

Ispat. M nin normal koneksiyonu V* flat oldugundan T,M tanjant uzayindan

alinan her e; ve ¢ (1 <1i, j < n) ortonormal tanjant vektorleri igin R'( e;, ) = 0 dur.

Boylece (7. 1) denklemi kullamlarak
(R (&5 &) Vh)(es, & &) =- (V)(R(e;, ¢))e;, &, &) - (Vh)(es, R(eg,e))e;, &)

-(Vi)(es & Rees,e))e) (7. 6)
yazilabilir. (2. 13) Codazzi denklemleri kullamilarak (7. 6) ifadesi
(R (e, &) VB)(es, &, &) =3(Vh)( Ry e))e;, &, ) (7.7)

sekline donigiir. Boylece (2. 15) Gauss denklemi ve (2. 6) geregi
R (e, g)ei = Kj (i A ¢)e; olup buradan

R (65, e)ei =K & (7.8)
ve

R (e, &)e; =K e; (7.9)
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bulunur. Bununla beraber (7. 8) esitligi (7. 7) de yerine yazilirsa (7. 2) elde edilir.
Benzer sekilde (2. 13) Codazzi denklemleri kullanilarak
(R (5 ) VE)(es, & &) = -2(VE(R (e, e)es, €5, ) - (Vs & R (e, e,
(R (e &) Vh)(ei o5, ) = (VR (e, &)es, & &) - 2T h)(es, & R (o5 6
ve
(R (e &) Vh)(e;, & ) =-3(VE)(R (e, )6, @5, &)
oldugundan (7. 8) ve (7. 9) denklemleri son g denklemde yeflerine yazilarak (7. 3),
(7. 4) ve (7. 5) denklemleri elde edilir. M
M c E™ n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. M nin U, = {preM: Vh=0}ve
Up =M\ Ui, agik altkiimelerini U, UUp = M olacak bigimde tanimlayalim.
M < E* bir altmanifold olmasi durumunda Teorem 7. 2 nin kargilig1 agagidaki
teoremle verilebilir.
Teorem 7. 6. M — E™¢ n-boyutlu, flat normal koneksiyonlu 2-semiparalel bir
altmanifold olsun. Bu takdirde (lokal olarak) ya
D) M altmanifoldu paralel ikinci temel formludur yada
ii) M bir flat manifolddur. Yani T,M nin ¢; ve g (1 <i,j <n)teget
vektorlerinin gerdigi diizlem kesitinin egriligi K; =0 dur.

Ispat. p € M olsun. M altmanifoldu 2-semiparalel oldugundan Tamm 7. 1 den

R-Vh =0 dir. M nin normal koneksiyonu flat oldugundan Yardimci Teorem 7. 5 den
p€ M noktasinda

K (Vh)(e;, &, &) =0, (7. 10)
K;i [2(Vh)(e;, e, &) - (Vh)(e;, &, e)] =0, (7. 11)
K; [(Vh)(e;, &, &) - 2(Vh)(e;, &, &)] =0, (7.12)
K5 (Vh)(e;, &, &) =0 (7. 13)

elde edilir.

Muin U= {p; € M: Vh# 0} agk altkiimesi igin (7. 10)~(7. 13) denklemleri
yardimiyla K; = 0 yazilabilir.
Ayrica her p, € Us =M \ U, — M noktast igin (7. 10)~(7.13) denklemleri

yardimiyla
(Vh)(e;, &, &) =0, (7.14)
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2(Vh)(e; &, &) - (Vh)(es, &, &) =0, (7.15)
(Vh)(ejz S, e.i) - Z(Vh)(eh <, e.l) = O: (7 16)
(Vh)(es ¢, &) =0 (7. 17)

yazilabilir. Béylece (2. 13) Codazzi denklemleri geregi ( Vh)(e, &, &) = (Vh)(e; &, &)
ve (Vh)(e, &, &) = (Vh)(e, ¢, €) oldugundan (7. 14) denklemi (7. 16) da yerine
konulursa (Vh)(e;, €, €) = 0 ve (7. 17) denklemi de (7. 15) de yerine konulursa
(Vh)(es &, &) = 0 elde edilir. Sonug olarak, (Vh)(e;, e, &) = (Vh)(e;, &, &) = 0 olup
bu da Tamm 2. 20 geregi M altmanifoldunun (lokal olarak) paralel ikinci temel formlu
oldugunu gosterir. l

Ornek 7. 7. M(m + 1; R) R {izerindeki (m + 1) x (m + 1) tipindeki matrislerin

uzayl olsun. M yi <A, B> = %tr(A.BT) i¢c carpimm ile birlikte (m + 1)* boyutlu Oklid

uzay olarak diigiinebiliriz. Burada B” ile B matrisinin transpozu gosterilmektedir. £ bir
kolon vektorii ve A € R sayist P\,] = 1 ozeliginde olsun. P™ reel projektif uzaymt,
S*={{eR™:('¢=1}
hiperktiresinin, { nin {A ile 6zdeslenmesi ile elde edilen bokim uzay1 olarak goz 6ntine
alalim (Chen 1984).
=) eS"cR™ 0<i<m
icin
$:S">Hm+ ;R)={AeMm+ [;R) : A"= A}
dontigiimiinii
Gol" Gl = ol
PQ=¢"=| - -~ - - (7. 18)
Calo Cali = [Gaf”
ile tammlayalm. n : S§® — P™ bir Riemann submersiyonu olmak iizere (0]
P* den H(m+ 1; R) ye
o) =35 ) =¢L" (7.19)
bigiminde bir ¢ déniigimii indirger. p(n(§)) y1 kisaca ¢(C) ile gdsterelim. (7. 18) den P™
nin @ altindaki goriintiisii
e(P)={AcHm+];R): A>=AvetrA=1}
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ile verilir. Boylece (7. 19) ile tanimli ¢ : S® — H(m +1; R) izometrik imbedingi P™ nin

H(m +1; R) deki birinci standart imbedingidi ve P™ H(m +1; R) nin %II merkezli ve
m

r= ‘f% (m+1) yangapl hiperkiiresinde yatar (Chen 1984).

m+lm(m+1) lm(m+

o:P*">R 2 m-boyutlu reel projektif uzayindan R 2 ye (7. 19) ile

tanimli bir izometrik imbeding olsun. Bu gekilde tamimlanan P™ ye Veronese altmanifoldu
denir ve V* ile gosterilir. (Chen 1984).

V* Veronese altmanifoldunun paralel ikinci temel formlu oldugu (Arslan, Ozgiir
1999) da gosterilmistir.

Tamm 7. 8. M < M** n-boyutlu bir altmanifold olmak tizere M nin her p
noktasinda R-Vh ve Q(g, Vh) tensorleri lineer bagiml ise M ye V h fensoriine gore

pseudosimetriktir denir. M nin V h tensériine gore pseudosimetrik olmasi igin gerek ve

yeter sart
Ug,={peM:peM de Vh=0}
ktimesi tizerinde
R-Vh=L Qg Vh) (7. 20)
olmasidir. Burada L, fonksiyonu Ug, uzerinde tanimhdir.

Yardima Teorem 7. 9. M < E™ n-boyutlu bir altmanifold olsun. Bu takdirde
T,M tanjant uzaymdan alinan her e; ve ¢; (1 <1, j < n) ortonormal tanjant vektorleri igin

Qe, Vh)(e: &, &6 &) =3(Vh)(e, &, &), (7.21)
Qle, Vh)(es & &1, ) =2(Vh)(e;, &, &) - (Vh)(e, e, ), (7.22)
Qle, Vh)(e: & ¢, ) = (Vh)(e;, &, &) - 2(Vh(e, ¢, ), (7.23)
Qe, Vh)(e; &, &1, ¢) = -3(Vh)(e, &, &) (7. 24)

dir.
Ispat. M nin p € M noktasindaki tanjant uzayr T,M nin ortonormal vektérleri
e, & (1 <i j<n)olsun. Béylece (3. 7) denkleminde T = V h alinarak
g, V(e &, e, &) =- (VR (o Ae)es, &, &) - (Ve (e Ao, &)
- (Vh)(e, &, (& Aey)e) (7. 25)
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yazilabilir. Ayrica (2. 13) Codazzi denklemleri kullanilirsa (7. 25) ifadesi
Qle, Vh)(es, &, e6; &) =- 3(Vh)((e: Aee, e, &) (7. 26)
sekline dontigiir. Bununla beraber (3. 2) denklemi kullanilarak (7. 26) denkleminden
Qe, Vh)(es & e 61, &) =-3(Vh)(-e;, &, &) = 3(V (g, o, &)
elde edilir. ,
Benzer gekilde (2. 13) Codazzi denklemleri ve (3. 7) denkleminden
Qle, Vh)(es &, &6, &) =-2(Vh)((e: Agy)e, &, €5) - (V h)(es, &, (ex Aey)ey),
Qe, Vh)(es &, &5 &) =-(V (& repe, &, &) - 2(Vh)(es, (&1 Ag)s, &)
ve
Qle, Vh)(s; &, €56 &) =- 3(Vh)((e Aee, &, )
olup son tig denklemde (3. 2) denklemi kullanilarak (7. 21)-(7. 24) denklemleri elde
edilir. W
Teorem 7. 10. M c E*™ n-boyutlu bir altmanifold olsun. Eger M altmanifoldu
V h tensoriine gore pseudosimetrik ise (yani (7. 20) saglamyorsa) ya M 2-semiparaleldir
yada bir Einstein manifoldudur.
Ispat. Eger M altmanifoldu 2-semiparalel ise R-Vh= L., Q(g, Vh) esitligi
agikar olarak saglanr. $imdi M nin 2-semiparalel olmadigim kabul edelim. Boylece

Yardimei Teorem 7. 5 ve Yardimei Teorem 7. 9 geregi
3[K~ L, I(Vh)(e;, &, &) =0,
[Ky — Lo, I2(V h)(e;, & &) - (Vh)(e;, &, €)] =0,
[Ky - Loy JI(Vh)(e;, & &) - 2(V h)(e, &, )] =0,
[Kj — Lg, J(Vh)(e; &, &) =0
yazilabilir. Bununla birlikte M altmanifoldu 2-semiparalel olmadigindan Vh # 0 dir.
Béylece yukaridaki denklemlerden Kj; =Lg, elde edilir. Diger taraftan Tanim 2. 8 geregi

S(ei, &) = > g(R(ej.e)e;, )
1

yazlabilir. Boylece S(e;, &) = Z g(ﬁ(ej, €;)e;, e;) =ZKij olup buradan

Fl j=1
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S(e;, &) = ZLVh =nL

=
bulunur. Sonug olarak e; tanjant vektérii birim uzuntukhu oldugundan bu son esitlik
S(e, &) =nLg, g(e;, &)
bi¢iminde yazlabilir. Bu ise Tamm 2. 9 geregi M nin Einstein manifoldu olmas:
demektir.
Tamm 7. 11. M = M flat normal koneksiyonlu bir altmanifold olsun. Her XY,
U, V, W e x(M) i¢in
§-Vh: (M) x (M) x x(M) - x*(M)
(§-VBX Y, W) =«(VH(SX, Y, W-(Vh)X, §Y,W)

~(Vh)(X, Y, SW) (7.27)
biciminde tammlamr. Eer her p € M noktasinda S -Vh = 0 ise M ye Ricci 2-
semiparalel altmanifold adi verilir.

Yardimct Teorem 7. 12. M c E*™ yuzeyi i¢in M nin T,M tanjant uzayinn bir
{e1,e2} ortonormal baz verildiginde

(S -Vh)(ey, ey, &1) = -3K(V h)(ey, ey, &), (7.28)
(S - Vh)(e, e, e1) = -3K(V h)(ey, e, €1), (7. 29)
(S-Vh)(e, e, &) = -3K(V h)(ey, e, €2), (7. 30)
(S-Vh)(ey e, ) = -3K(V h)(ey, e, ) (7.31)

dir.
Ispat. T,M tanjant uzaywn bir ortonormal baz {e1, &} olsun. Diger taraftan
(2. 7) geregi X, Y e T,M igin
2 P~
S(Xa Y) = Zg(R(euX)Y: ei)

i=1
dir. Bununla birlikte (2. 3) esitliginden
5%, V) = -ég(ﬁ(ei,mei,Y)
yazilabilir. Buradan Tamm 2. 8 yardimuyla
Sx= iﬁ(x, e;)e; (7.32)

i=1
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bigciminde ifade edilebilir. Béylece (7. 32) kullanilarak pe M noktasinda

~ 2 ~
Se;= D Riey,e;)e; (7. 33)

i=1
ve
~ 2 ~
Se,= ZR(ez, e; )e; (7. 34)

i=1

elde edilir. Bununla beraber (7. 33) ve (7. 34) esitliklerinden sirasi ile

~

Se,=Ke; (7.35)
ve
Se,=Ke; (7. 36)
bulunur. Boylece (7. 27) ve (2. 13) Codazzi denklemleri geregi
(S -Vh)(ey, €1, e1) =-3(Vh)(S ey, ey, €1) (7.37)

oldugundan (7. 35) esitligi (7. 37) de yerine yazilirsa (7. 28) elde edilir.
Benzer gekilde (7. 27) ve (2. 13) Codazzi denklemleri geregi

(S-Vh)(ey, e, e) =-2(Vh)(Sey, &5, &1) - (Vh)(ey, Sey, €1)

(S-Vh)(ey, €, €2) =-(Vh)(Sey, e, &) - 2(Vh)(ey, S e, )
ve

(S-Vh)(ez, €5, &) =-3(Vh)(Sey, &, ¢)

oldugundan (7. 35) ve (7. 36) denklemleri son iig denklemde yerine yazilirsa (7. 29),
(7. 30) ve (7. 31) denklemleri elde edilir. Il

Teorem 7. 13. M < E** flat normal koneksiyonlu bir Ricci 2-semiparalel yiizey
olsun. Bu takdirde (lokal olarak) ya

1) M yiizeyi paralel ikinci temel formludur yada

it) M nin Gauss egriligi K= 0 dur.

Ispat. M c E* flat normal koneksiyonlu bir Ricci 2-semiparalel yiizey
oldugundan her p € M noktasinda S - Vh = 0 dir.

p1 € Uy ={p1 € M: Vh# 0}c M noktasin1 géz dniine alalm. Béylece (7. 28)-
(7. 31) denklemleri yardimiyla her p; € Uy i¢in K =0 dur.

pz € Up = M\ Uy M noktasit géz éniinde bulunduralim. Bu durumda (7. 28)~
(7. 31) denklemlerinden
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(Vh)(e, e, e1) = (Vh)(ey, €, e1) = (Vh)(ey, &, &) = (Vh)(ey, €2, €)= 0
elde edilir. Bu ise Tanim 2. 20 geregi M nin (lokal olarak) paralel ikinci temel formlu
oldugunu gosterir. I

Ornek 7. 14. T%:=S!(a)xS'(b) c R*

X(6,0)= (acosg,asing,bcosg,asing), a,beR
a a b b

seklinde tanimlanan tor yiizeyinin ikinci temel formunun paralel oldugunu gosterelim.
X(®,¢) ifadesinden tor yiizeyi igin kismi tirev almarak,

Xy = (—sm— cose ,0,0) ve X, =(0,0 —sm(g cos%)

tanjant vektorleri elde edilir.

6 .0 ® . 9
=(cos—,sin—,0,0) ve n, = (0,0,cos—, sin —
( n " ) ve n, =( cosb s b)

vektorleri X, ve X, tanjant vektérlerine dik oldugundan buradan T2 nin,

Xs X,
X = Y=r2% =X,
EA Al

1=&—=n1 ve ‘.)2=i=n2
o] I,

ortonormal gatisi elde edilir. Boylece X, Y, L, Ve v, nin kovaryant tiirevleri alinarak,

Dxx:DXe X=—1-DX6X=(—lcosg,—lsm—e-,O,O):—lDl,
o] ” ” a a a a a
DxY=0,
Dszo,
1 1 ¢ 1. o 1
DyY=D g X=r—7Dx Y=(0,0,—=cos—,~—sin =) = ——y,,
Y Xq) ” ” X<P ( b b b b) b 2

el

1.61 06
Dyv, = DXG v = ” e”DXeu1 ma ;cos OO)—a

Dyv, =0,

Dyl)l = O,
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Dyv, =D x, 0, = ﬁDX(Pu2 = (O,O,—lsin2 lcos%) = %Y

o] b b'b
olup (2.9) ve (2.10) dan
ViX=0, h(X,X) =,
VY =0, h(X,Y) =0,
VyX=0, h(Y,X) =0,
VY =0, h(Y,Y)=—%uZ,
A, X= —lX, Vxv,; =0,
a
ADZX= O, vXDZ = 0,
AD1Y=O, qul :0’
A, Y=-1v, Vi, =0
g b
elde edilir. Ayrnica Z =AX + uY, A, i € R olacak sekilde bir Z genel tanjant vektor alant
segilirse
h(Z,Z) = (X, X) +ph(Y,Y) + 2Aph(X, Y)
olup

a

bulunur. Diger taraftan
1 1 1
DX(h(sz)) = DX(__U1) = _—DXDI = _—ZX’
a a a
Dx(h(X,Y))=0,
DX(h(Y’ Y)) =0 3
Dy(h(X,X))=0,
Dy(h(X,Y))=0,
1 1
DY(h(Y:Y)) = __b'DYuz = _BTY
oldugundan (2. 10) dan
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AuxoX=5X, Vx(h(X,X)) =0,
AnccnX =0, Vo (h(X,¥)) =0,
AucrnX =0, Vx((Y,Y)) =0,
A ¥ =0, Vy(h(X,X)) =0,
AyxnY =0, V, (h(X,Y)) =0,

ApyynyY = bizY, Vo (b(Y,Y))=0

elde edilir. Bununla beraber,
(VxB)(X,Y) = Vy (B(X, Y)) - h(VyX, ¥) - h(X, V Y)
oldugundan,
(Vxh(X,X)=0,  (Vxh)(X,Y)=0,
(Vxh)(Y,Y)=0,  (V4h)(Y,Y)=0
bulunur. Béylece
(V2b)(Z.Z) = ¥ (Vxh)(X, X) + 3u2 (Vyh) (X, X) + 3Ap2 (Vg h) (X, ¥) + 1 (Vh) (Y, V)
oldugundan
(Vzh)(Z,Z)=0
elde edilir. Bu ise T*:S'(a)xS!(b) =R* yuzeyinin  ikinci temel formunun paralel
oldugunu gosterir. (Daba detayh bilgi icin Arslan (1993)’ e bakiniz).
Yardmmc Teorem 7. 15. M c E** flat normal koneksiyonlu bir yiizey olsun. M
nin T,M tanjant uzayin bir {e; ,e;} ortonormal bazi verildiginde
(R (1, e2)- Vh)(ey, ey, e1) =-3K(V h)(e, ey, ey), (7. 38)
(R (e1, &) Vh)(ey, &1, 2) = K[2(V h)(ey, &5, &) - (Vh)(ey, e, e1)], (7. 39)
(R (e1, &) Vh)(ey, e, &) = K[(V h)(ey, €, &) - 2(Vh)(es, &1, €))], (7. 40)
(R (&1, €2 Vh)(ez, €, €2) =3K(Vh)(ey, &, &) (7. 41)
dir.
Ispat. Yizeyler igin kesitsel eprilikle Gauss egriligi cakistigr igin Yardime
Teorem 7. 5 de K; kesitsel egriligi yerine Gauss egriligi olan K, e;, ¢ yerine e, e, alinirsa
(7. 38)-(7. 41) elde edilir. W
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a, bir M yizeyi iizerinde reel degerli bir fonksiyon olmak tzere
d
E=>"a,t,, A, e =ki'e, ve A, e, =kje, tammlansim. Boylece agagidaki sonug elde
=1

edilir.
Yardimer Teorem 7. 16 . M — E** flat normal koneksiyonlu bir yiizey olsun. M
nin T,M tanjant uzaymnmn bir {e; ,e,} ortonormal baz: verildiginde

Q(As, Vh)(ey, e, e 1, &) =3 Z a k¥ (Vh)(e,, ey, e), (7. 42)
Q( A, Vh)(ey, e, e €1, &) = zgaakr (Vh)(ey, &, &)
- Ya ks (Vh(e, e, ), (7. 43)
Q(A, Vh)(ey, e, e €1, &) = 2;%1:; (Vh)(e, ey, €)
- D a ki (Vh)(ey, &, &), (7. 44)
Q(A;, Vh)( ey, &, €5 €1, €5) =3 gaak;‘ (Vh)(e, &, €2) (7. 45)

dir.

Ispat. T,M tanjant uzayimn bir bazt {e;, e}, T;M normal uzaymin bir baz

d
{€1, &z ..., Ea} Ve E = Zaa&a da M nin bir genel normal vektor alani olsun. Boylece

a=1
(6. 48) den
(e, Nay ©2 Je, = g(AE,eZ’el)el "g(Agevel )e, (7. 46)
(e, Aa, € e, = g(A§(=,2,e:2 )e, —g(Agel,e2 )e, (7. 47)

bulunur. A, e =kie, ve A, e, =kje, ifadeleri (7. 46) ve (7. 47) de yerine yazilirsa
(e; A4, €38, =-kfe, (7. 48)
(e, Na, €)8, =kJe, (7. 49)
elde edilir. Boylece (6. 47) geregi (2. 13) Codazzi denklemleri kullanilarak
Q(Ag, Vh)(ey, &1, &5; &1, &) =-3(Vh)((e, A Aq €2)81, €1, €1) (7. 50)

bulunur ve (7. 48) denklemi (7. 50) de yerine yazilarak (7. 42) elde edilir.
Benzer sekilde (6. 47) ve (2. 13) Codazzi denklemleri kullanilarak
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6( A‘i:v:h)( €1, €2, €y, €y, ez) = —Z(Vh)((el /\A,‘ €, )ela €2, el)
"(_V—h)(eh (& Na, €2 )es, e1)
Q( A5, Vh)(ey, &, e €1, &) =- (Vh)((e Aa, €2)81, €, €)
"Z(Vh)(el: (e Na, ©2 )ez, €)
Q(As, Vh)(ez, &, &; e, &) =-3(Vh)((e, Na, €2)€2 €, &)
yazilabilir. Béylece (7. 48) ve (7. 49) denklemleri son ¢ denklemde yerine yazilarak
(7. 43)-(7. 45) elde edilir. W
Teorem 7. 17. M < E*? flat normal koneksiyonlu bir yiizey olsun. Eger M
yizeyi R-Vh= L,, Q(A,,Vh) sartiu saghyor ise ya
i) M 2-semiparalel dir yada
if) M nin Gauss egriligi

1.3 o pa
= "Z—LAgZaa(kl +k3)

a=1

dir.

Ispat. M < E*™ yuzeyinin flat normal koneksiyontu olup R-Vh =
Ly, Q(A,, Vh) sartmt sagladigim varsayalm. Eger M ylizeyi 2-semiparalel ise bu sart
agikar olarak saglamir. $imdi M nin 2-semiparalel olmadigim varsayalim. Ayrica {e;, e}
T,M tanjant uzayimn bir bazi ve {£;, &, ..., Eq4} de M nin Tpl M normal uzayinin bir bazi

d
olsun. £ = Z a,&, M nin bir genel normal vektor alant olmak tizere

o=l
(R (es, &) Vh)(es, &, &) = La, Q(A;,Vh)(e; &, &; €1, &) (7.51)
yazilabilir. Buradan 1<, j, k < 2 igin Yardime1 Teorem 7. 15 ve Yardimcs Teorem 7. 16
geregi
(K-L,, Xa,k?) (Vh)(es e, e1) =0, (7. 52)
(K-L,, 2.2.k5) (Vh)(ey, e, &) =0, (7. 53)

2(K—LA§Zaakf‘)(Vh)(e1, €2, 62) - (K—LAgZaakg) (Vh)(el, €1, el) =0, (7 54)
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Z(K_ LAg Za’akg) (Vh)(eb e, ez) - (K_LAg Za’ak?) (vh)(e% €, ez) =0 (7 55)

elde edilir.
M yiizeyi 2-semiparalel olmadigindan her p € M noktas: igin

(K—LAg Zaak?)= 0

(K—LAg Zaak;)= 0
dir. Bu son iki denklemin toplami
d
2K=L,, > a,(ky +k3)
k=1
denklemini verir. Bu da teoremi ispatlar.
Teorem 7. 17 den agagidaki sonug kolayca elde edilebilir.
Sonug 7. 18. M < E** flat normal koneksiyonlu bir yiizey olsun. Eger M yiizeyi
R-Vh= L, Q (Af, Vh) sartm saghyor ise ya
0 M 2-semiparalel dir yada
i1) M nin Gauss egriligi
l d o o
K= ELA‘ Z a,[(kF)* +(k3) ]

o=l

dir. Burada Af (6. 48)" de tammlandig1 gibidir. M

Tamm 7. 19. M c E* n-boyutlu bir altmanifold olsun. M iizerinde bir normal

vektor alam & olmak iizere, (£, = “é—n,ﬁz,...,éd} , T.;"M normal uzaymm bir baz olsun.

Boylece £ normal vektor alaniun miittefik vektor alan

© - E S, A 8,
ile tanimlanir (Chen 1984). H ortalama egrilik vektorini gostermek tizere a(H) = 0 ise
M A altmanifoldu olarak adlandiriir (Chen 1984). Bu tip altmanifoldlar aym zamanda
Chen altmanifoldu olarak da bilinirler (Dursun 1999), (Gheysens ve ark. 1983), (Rouxel
1981 ve 1982), (Lie ve Houh 1993). Chen altmanifoldlarmin sinifi tiim minimal, pseudo-

umbilik, ve birinci normal uzay N;M nin boyutu dimN.M < 1 olacak sekildeki tiim
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altmanifoldlar: kapsar. Bu tiir altmanifoldlara agikar Chen altmanifoldiar: denir. Tim
hiperytizeyler igin dimN;M = 1 oldugu igin her hiperyiizey aym zamanda bir Chen
altmanifoldudur (Gheysens ve ark. 1983).

Yardumc: Teorem 7. 20. M c E** flat normal koneksiyonlu bir yiizey olsun.
Eger M yiizeyi R-Vh= L,, Q(A%,Vh) sartm saghyor ise ya

i) M yiizeyi 2-semiparalel dir yada

ii) Ly, A+ WAL - =0 esitligi M tizerinde saglantr.

Ispat. Eger M yiizeyi 2-semiparalel ise R -V h = L ag Q(AL, Vh) sarti agikar
olarak saglamir. $imdi M nin 2-semiparalel olmadigini kabul edelim. M — E** flat normal

koneksiyonlu bir yiizey oldugundan (7. 38)~(7. 41) ve (7.42)-(7. 45) esitlikleri ve Onerme
6. 3 yardimiyla

[K- L, A+wA I(Vh)(e, e, e1) =0, (7. 56)

[K - Ly O+ 0T e, 0, ) =0, 7. 57)

2[K-Ly (A + WA KT B)(er, €2, 02)- [K-Ly, (A + WV h)ey, €1, €) =0, (7. 58)

2K - Ly, O+ WAV B)(es, o1, e HK-Ly, (+ WA I(T by €3, ) =0 (7. 59)
elde edili

Kabulimiiz geregi M yiizeyi 2-semiparalel olmadigindan Vh # 0 dir. Boylece
(7. 56)~(7. 59) denklemlerinden

K-L, (A+pak =o,
K- Ly (b =0
olup bu bize Ly, A+ WA - =0 bagintisint verir. M
Teorem 7. 21. M < E** flat normal koneksiyonhi ve R -Vh = L Ay Q(A%,Vh)

sartin1 saglayan bir yiizey olsun. O zaman ya
1) M 2-semiparalel dir yada
i) M pseudo-umbiliktir ve béylece agikar Chen altmanifoldu dur.
Ispat. Eger M yiizeyi 2-semiparalel ise R -V h = Loy G(AI%-I, Vh) sart1 agikar

olarak saflamr. §imdi M nin 2-semiparalel olmadigim kabul edelim. M yiizeyi
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R-Vh = LAﬁ —Q—(A%,Vh) sartini sagladifindan Yardimecr Teorem 7. 20 de k = 2
almirsa her ~ pe M noktasmda L, (A + w)(A? - p%) = 0 esitligi saglanir. Boylece
Ly + w*(A - w) = 0 yazilabilir. Eger A +p =0 ise M minimaldir. Fakat bu takdirde
Ay anlamsizdir. Dolayisiyla bu durum sz konusu degildir. Eger A - u =0 ise M
pseudo-umbiliktir ve boylece agikar Chen altmanifoldu dur. Eger L,,= 0 ise M 2-
semiparalel dir. Fakat kabuliimiiz geregi M 2-semiparalel olmadigindan bu durumda séz
konusu degildir. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 7. 22. M c E*** flat normal koneksiyonluve R -Vh= L Ag Q (A%, Vh)
sartim saglayan bir yiizey olsun. O zaman ya

i) M 2-semiparalel dir yada

ii) M pseudo-umbiliktir ve béylece agikar Chen altmanifoldu dur.

Ispat. Eger M yiizeyi 2-semiparalel ise R -V h = L,, Q(A%,Vh) sarts asikar
olarak saglamr. $imdi M nin 2-semiparalel olmadifint kabul edelim. M yiizeyi R -V h =
LAﬁ G(A%I,Vh) sartim sagladigindan Yardime: Teorem 7. 20 de k = 3 alimrsa her
pe M noktasinda L, + wR> - @) = 0 esitligi saglanir. Boylece
Ly, A+ W - WA + A + p?) = 0 yazlabilir. Kabuliimiiz geregi M 2-semiparalel
olmadigindan L, # 0 dir. Bger A + =0 ise M minimaldir. Bu takdirde A% anlamsiz

olacagindan bu durum séz konusu degildir. Eger A - u = 0 ise M pseudo-umbiliktir ve
boylece asikar Chen altmanifoldudur. Eger A%+ Au + =0 ise bu denklemin A = p=0
dan bagka reel ¢6ziimi yoktur. Boylece bu durum da séz konusu degildir. Bu da teoremi

ispatlar. l
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