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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ISTATISTIKSEL VE KATLI CARPIM MANIFOLDLARI
Erkan KORKMAZ

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu tez esas olarak bes boliimden olusmaktadir.
Birinci béliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci béliimde diger boliimlerde kullanlacak
bazi temel tanimlar, 6rnekler ve teoremler verilmistir. Uciincii béliimde, ikinci boliimde
tanimlanan istatistiksel modellerin iizerine geometri insa edebilmek icin Fisher
Informasyon metrigi tanimlanmistir. Beklenen deger ve potansiyel fonksiyon
yardimiyla Gamma 2-Manifoldu ve Gaussian 2- Manifoldu i¢in bazi sonuglar elde
edilmistir. Dordiincii boliimde manifoldlar ve koneksiyonlar ile ilgili baz1 kavramlar

verilmis ve bunlar yardimiyla istatistiksel manifoldun tanimi verilmistir. Gamma ve

Gaussian manifoldundaki % koneksiyonunun bilesenlerinin degerleri bulunmustur.
Eslenik koneksiyonlar tanimlanmis, Riemann egrilikleri ile ilgili bazi 06zellikler
verilmistir. Besinci boliimde katli ¢arpimlarin temel kavramlari verilmistir. Eslenik
koneksiyonlarin ¢ift katli carpimlar ile ilgili orijinal sonuglar elde edilmistir. Cift kath
carpim manifoldunda Riemann egriliginin denklemleri verilmistir. Bu denklemler
yardimiyla eslenik olarak diizlemsel kavramu ile ilgili baz1 sonuglar bulunmusgtur.

Anahtar Kelimeler: Fisher Informasyon metrigi, beklenen deger, potansiyel fonksiyon,

Gamma 2- manifold, Gaussian 2- manifold, % koneksiyon, Riemann egrilik tensori,
eslenik koneksiyon, ¢ift katli garpim manifoldu.
2011, vi + 71 sayfa.
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ABSTRACT
MSc Thesis

STATISTICAL AND WARPED PRODUCT MANIFOLDS
Erkan KORKMAZ

Uludag University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Department of Mathematic

Supervisor: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

This thesis fundamentally consists of five chapters. The first chapter has been devoted
to the introduction. In the second chapter, for using in the other chapters, some main
definitions, examples and theorems have been given. In the third chapter, the Fisher
Information metric was defined for constructing a geometry in statistica models. Some
results were obtained with helping expected value and potential function for Gamma 2-
manifold and Gaussian 2-manifold. In the fourth chapter, some concepts have been

given for manifolds and connections. And with the help of these concepts, statistical

manifold were defined. The values of components of %connection were calculated in
Gamma and Gaussian manifolds. We defined conjugate connections and some
properties were given about Riemannian curvature. In the fifth chapter, some main
concepts about warped products have been given. Original results were found about
conjugate connections in double warped product manifold. The equations about
Riemannian curvature were calculated in double warped product manifold. With the

help of these equations some results were found about the concept of dually flat.

Key Words: Fisher Information metric, expected value, potential function, Gamma 2-

manifold, Gaussian 2- manifold, V connection, Riemann curvature tensor, conjugate
connection, double warped product manifold.

2011, vi + 71 pages.
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1. GIRIS

Olasilik dagilimlarin iizerinde c¢alisilan Bilgi (Informasyon) geometrisi 1980° lerde
ortaya ¢ikmistir. Matematikte ¢ok genis uygulama alanlarina sahiptir ve bu ylizden her
gecen glin calisma alanlar1 artmaktadir. Bazi uygulama alanlar1 olarak, istatistiksel
sonug ¢ikarma, lineer ve lineer olmayan sistemler, lineer programlama, konveks analiz,
zaman serileri, sinir aglari, integrallenebilir sinir aglari, geometrik modelleme gibi
alanlardan bahsedilebilir. Bir diger alan Afin diferensiyel geometride, afin uzayda
gomiilii olan hiper ylizeyler iizerindeki calismalardir. Afin koneksiyon kavraminin
ortaya c¢ikmasiyla beraber, bu iki geometri dalinda ortak noktalar olusmustur. Iste
istatistiksel manifold kavrami, Bilgi geometrisinde olasilik dagilimlarinda bir manifold
iken, Afin diferensiyel geometride, bu manifold es afin imersiyon kavramiyla
ortiismektedir (Matsuzoe 2006). Istatistiksel manifoldlar dokularin renk ve parlakligiyla
ilgili olarak goriintii analizinde kullanilir. Dokularin goriintiileri ¢ok terimli dagilimlar
olarak kabul edilir ve aralarindaki uzaklik Riemann geometrisinde jeodezik uzakligiyla

hesaplanir ( Nassar ve ark. 2002).

Bilgi Geometrisi olasilik dagilimlarin diferensiyel geometrik yapilarini inceler. Ornegin

Normal dagilimlarin kiimesini olusturan S =( p(x; &, o)) uzayinda

=)’
2
e o —o<x,4<o, o >0

p(x; 1,0) =
o2

Istatistik biliminde x, o, sirastyla ortalama ve varyans kavramim belirtmektedir.
p(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ve (u,o) parametresiyle Gauss (Normal) dagilimi

olusturulur. S uzay1 ve (u, o) koordinat sistemi 2- boyutlu manifold teskil eder.

{pCo}

Sekil 1.1. 2- boyutlu Normal Dagilim



Olasilik dagilimlarinin - kiimesi tzerinde incelenen g, metrigi beklenen deger

yardimiyla
8:;(0) = E,[0,(1)d,(0)] = Ja,f(@, x)0 £(8,x) p, (x)dx

esitligiyle tanimlanmis ve Fisher Bilgi (Informasyon) metrigi ilk defa 1945 yilinda Rao,
sonlu ve ayrik 6rnek uzayda o —koneksiyon kavrami ise 1972 yilinda Chentsov
tarafindan calisilmistir. Daha sonra « —koneksiyonlarin en genel hali 1982 yilinda
Amari tarafindan agiklanmistir. 1987 yilinda Lauritzen tarafindan istatistiksel manifold,
diferensiyellenebilir bir manifold iizerinde, {liclincii mertebeden simetrik kovaryant C

tensorll ve g metriginin olusturdugu (M, g,C) yapisi olarak tanimlanmistir.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan ve orijinallik igeren bu tezin amaci, istatistiksel
kavramlar1 geometrik olarak yorumlamak, diferensiyellenebilir manifoldlar iizerinde
tanimlanan istatistiksel manifold, eslenik koneksiyon, katli ve c¢ift katli carpim
kavramlarini iyi bir sekilde anlamak ve anlasilabilir hale getirmektir. Ilk olarak O’Neill
tarafindan 1983 yilinda tanimlanan katli carpim ve onun genel hali olan ¢ift katli carpim
kavrami eslenik koneksiyonlarda galisilmis ve Riemann egriligi i¢in bazi orijinal

sonuclar elde edilmeye calisilmistir.

Bes boliimden olusan bu tezin ikinci boliimiinde bazi istatistik kavramlarinin daha iyi
anlasilabilmesi icin temel bilgiler verilmistir. Uciincii béliimiinde ise ilk olarak Fisher
Bilgi (Informasyon) metrigi tanimlanmig, Gamma 2-Manifoldu ve Gaussian 2-
Manifoldu i¢in bazi sonuglar elde edilmistir. Dordiincii boliimde ise Lauritzen’in
istatistiksel manifold tanimi, bununla ilgili baz1 6nermeler ve sonuclar verilmistir.
Besinci boliimde ilk dnce katli carpimlar igin bazi temel kavramlar verilip, bu kavramlar
eslenik koneksiyonlar yardimiyla ¢ift katli carpimlara uyarlanmistir. Son olarak,
Riemann egriliginin ¢ift katli carpim manifoldundaki esitlikleri bulunmus ve bunlar

yardimiyla manifoldun eslenik olarak diizlemsel olmas1 durumu incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu bolimde bazi istatistik kavramlari tanitilacaktir.
2.1. Rasgele Degiskenler ve Bazi Dagilimlar

Tanim 2.1.1: Bir deneyin tiim olas1 oluglarini ihtiva eden uzaya érnek uzay denir

(Akdeniz 2009).

Tamim 2.1.2: Bir 6rnek uzay iizerinde tanimli herhangi bir fonksiyona ya da degeri bir

deney sonucuyla belirtilen bir degiskene rasgele degisken denir (Akdeniz 2009).

Tamm 2.1.3: Gozlenebilir rasgele degiskenlerin fonksiyonuna istatistik denir (Akdeniz

2009).

Tamm 2.1.4: X bir rasgele degisken olsun. X in alabilecegi degerlerin sayis1 sonlu

veya sayilabilir sonsuzlukta ise X e kesikli rasgele degisken denir (Akdeniz 2009).

Tamim 2.1.5: X bir rasgele degisken olsun. X bir aralikta ya da birden ¢ok aralikta her
degeri alabiliyorsa X e siirekli rasgele degisken denir (Akdeniz 2009).

Tanim 2.1.6: X , sonlu sayidaki x,,x,,...,x, degerlerini

p(x,)=PX), i=12,..,n olasiliklar ile alabilen kesikli rasgele degisken olsun.

p: X -l
1¢in
Vxe X, p(x)20 ve Y p(x,)=1 (2.1.1)
i=1
ozelliklerini saglayan fonksiyona X kesikli rasgele degiskenin olasiik yogunluk

fonksiyonu denir (Amari 2000).



Tamm 2.1.7: X siirekli rasgele degiskeni lizerinde tanimlanan
p: X >l
Vx e X, p(x) >0 olmak iizere

[ podx=1 , —00 < x < +00 (2.1.2)

ozelligini saglayan fonksiyona X siirekli rasgele degiskenin olasihk yogunluk

fonksiyonu denir (Amari 2000).

Tamim 2.1.8 (Beklenen deger):

i) X asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip kesikli bir rasgele

degisken, p(x), X in olasilik yogunluk fonksiyonu olmak tizere

E(x) =x,.p(x)) +x,.p(x,) +...+ x,.p(x,) =Zn:xl..p(xl.) (2.1.3)

i=1

toplamma X in beklenen degeri denir.

ii) Eger X rasgele degiskeni sayilabilir sonsuzluktaki  x,x,,...,x

nocer

sonuclarini aliyorsa bu beklenen deger
E(x) =x,.p(x)) +x,.p(x,) +...+x,.p(x,) + ...:le..p(xl.) (2.1.4)
i=1

seklinde tanimlanir.

iii) Eger X bir boyutlu siirekli bir rasgele degisken ise beklenen deger
Ex)= J‘foo x.p(x).dx , —00<X<40

olarak tanimlanir (Akdeniz 2009).

Ornek 2.1.1:  Siirekli X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

e’ , x>0
X)=
P) {0 , x<0

olsun. Bu durumda beklenen deger

E(x)= J _:O x.p(x).dx = _[ :C xe .dx =1



dir.

Simdi beklenen degerin 6zeliklerini bir sonug olarak verelim.

Sonuc¢ 2.1.1:

1) avebsabitve X rasgele degisken ise

E(a.x+b) =a.E(x)tb (2.1.5)
dir.

2) Ortalamalar1 E(x) ve E(y) olan X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak olasilik
fonksiyonu p(x,.,yj) i=1,2,...m; j=1,2,...,n olsun. Bu takdirde

E(x+y) = E(x) + E(y)
dir.

3) Ortalamalar1 E(x) ve E(y) olan bagimsiz X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak
olasilik fonksiyonu p(x;,y;) i=1,2,...m; j =1, 2,...,n olsun. Bu takdirde

E(x.y) = E().E(y)
dir (Akdeniz 2009).

Bir rasgele degiskenin beklenen degeri ya da ortalamasi olasilik fonksiyonunun merkezi
hakkinda bize bilgi verir. Fakat ortalama deger, bir deneyden bir digerine rasgele
degiskenin degerlerinin dagilimi, degisimi ya da yayilmasi ile ilgili bilgi vermez. Simdi

bununla ilgili bilgi veren varyans kavrami tanimlanacaktir.

Tanim 2.1.9 (Varyans): X, olasilik kesikli rasgele degisken olsun. X in ortalamasi

E(x) olmak tizere
o’ = Var(x) = B(x- E(x))’
degerine X in varyansi denir. Yani, gézlem degeri ile ortalama deger arasindaki sapmayi
Ol¢cen degerdir.
a) X kesikli rasgele degisken ise,
o= Var(x) = Zn:(x,. —E(X))z.p(xi)
P

b) X siirekli rasgele degisken ise,



o*=Var(x)= [ (x—E@)%p(x)dx

dir (Akdeniz 2009).

Tanmm 2.1.10: X, E(x) beklenen degere sahip kesikli ya da siirekli bir rasgele

degisken olsun. X in standart sapmasi,

o =\[Var(x) = JE(x-E(x))’

dir (Akdeniz 2009).

Teorem 2.1.1: X, E(x) beklenen degere ve Var(x) =o° varyansina sahip bir rasgele
degisken ise
o’ =E(X2)-[E(X)]2

dir (Akdeniz 2009).

Ornek 2.1.2: 5 Ogrencinin sinav sonuclart 70, 64, 50, 96, 55 olmak iizere bunlarin
ortalamas1 67 dir. ilk &grencinin notu ile ortalama arasindaki fark 70-67=3 diir.
Digerleri -3, -17, 29, -12 dir. Elde edilen bu degerlerin basit¢e aritmetik ortalamalari
alinmaz. Ciinkii bunlarin toplami 0 olur. Bu sorunu gidermek i¢in karesi alinmuistir.
Karesi alinmis sapmalar 9, 9, 289, 841, 144 diir. Bu degerlerin aritmetik

ortalamasi(varyansi) verir. Yani varyans= 258.4 olur.
2.2. Baz1 Kesikli Olasihik Dagilimlar

Tanim 2.2.1 (Bernoulli rasgele degiskeni): Bir X rasgele degiskeni i¢in yalniz iki
sonug varsa X ’e Bernoulli rasgele degiskeni denir(Akdeniz 2009).
Bir denemede elde edilecek iki sonug i¢in genellikle 0 ve 1 degerleri karsilik getirilir. 1

degeri belli bir denemenin basarili olmasina 0 ise basarisizliga karsiliktir.

Tanim 2.2.2 (Bernoulli dagilimi): X rasgele degiskeni 0 ve 1 degerlerini alsin.

X in olasilik fonksiyonu,



P(X=1)=p
P(X=0)=1-p=g

veya
p(x)=P(X=x)=p".(1-p)", x=0,1

dir. Bu dagilima Bernoulli dagilim1 ad1 verilir (Akdeniz 2009).

Teorem 2.2.1: X, Bernoulli dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun.
p(x)=p".(-p)™, x=0,1

Bernoulli dagiliminin ortalamasi(beklenen degeri) ve varyans: o, sirasiyla
EX)=p
o’ =E(x)-(E(x))* =pg =p.(1-p)

dir (Akdeniz 2009).

Ispat: Beklenen deger tammindan,

Ex)= Zx. p(x)

1

xp'.(1-p)~ =p

x=0

elde edilir. Varyans ise o> = E(x*)-(E(x))> den hareketle
1
E(x")= x'p".(1-p) ™ =p
x=0

dir. Boylece

o’ =p-p’=pl-p)=pg

sonucuna ulagilir.

Tanim 2.2.3 (Binom dagilimi): Birbirinden bagimsiz n-tane Bernoulli denemesi igin

X, her bir denemede basar1 olasilig1 p, basarisizlik olasiligi ¢ olan binom rasgele

degiskeni ise, X in olasilik fonksiyonu;
n
P(x)=( j-px.q"_x , x=0,1,2,....n
X

dir. Bu dagilima binom dagilim1 denir (Akdeniz 2009).



Teorem 2.2.2: X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu
n
p(x)=( j.px.q”_x , x=0,1,2,..,n
X
olsun. Bu takdirde binom dagiliminin ortalamasi ve varyansi sirasiyla
E(x) =np

o? = E(x*)~(E(X))’ =npg
dir (Akdeniz 2009).

2.3. Baz1 Siirekli Rasgele Degiskenlerin Dagilimlar:

Tanim 2.3.1: Siirekli bir X rasgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

1 Laaye
2o —o<x,4<o, o> >0

p(x)= e
o~N27x

ise X e normal (Gauss) dagilimina sahiptir denir. p olasilik yogunluk fonksiyonu

oldugu i¢in (2.1.2) den

J P =1
ve
T Tl iy
p(x)dx = e? 7 dx=
'[O '[O o~N2x
dir (Akdeniz 2009).

Teorem 2.3.1: Gauss dagilimina sahip X silirekli rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu

1 x—u
2(

1

e
o217

X
6)

, — 00 < X, iU <0, o’ >0

p(x)=
icin beklenen deger E(x) ve varyans sirasiyla,

E(x)=u

SR 2.3.1
E(Xz)—[E(X)] =0 ( )



dir (Akdeniz 2009).

Ispat:

dir. Burada ~—£ =¢ doniistimii yapilirsa

o
XA =t, x=pu+to, dx=odt
o
olmak iizere
E(x)z# T (u+ tO')e_%t2 odt
oN2rm 2,

© 1> © 1,
—t -t
jte 2 dl+LIe 2 gt

o
- oN2rm N2

dir. Ayrica
['e) 1,
Ie 2 dt =N2x ve
© _ltz _ltz o
Ite 2 dt=e? | =0 oldugundan
1
EX)=yu.—A27
N2
E(x) =u
dir.

—00 —00

o’ =Ex’)-(E(x))’ = T xz.p(x)der[ T x.p(x)dx]
__ | T xze_% e 2abc

oN2rx *,




— U
O

.X
Yine

=t doniisiimii uygularsak istenen sonug

E(x})-[Ex)] =0

bulunur.

Tamm 2.3.2: Ortalamas1 =0, varyansi o =1 ve olasilik yogunluk fonksiyonu
H ry yog

1 s
e ? —0< X<

p(x) = NP ,

olan normal dagilima standart normal dagilim ad1 verilir (Akdeniz 2009).

Tamim 2.3.3 (Gamma fonksiyonu): YV« €[] * i¢in tanimlanan
INa)= J. x“ e dx
0

fonksiyonuna Gamma fonksiyonu denir (Akdeniz 2009).

Gamma fonksiyonunda kismi integrasyon yardimiyla integral alinirsa
M(a)=—e"*x" | —[[-e"(a=1)x""]dx
0 o

=0+(a— l)j x“7 e dx
0

=(a-DI'(a-1)
dir. @ €lJ i¢in bu formiiliin ardisik olarak uygulanmasiyla
IN'a)=(a-D.(a—-2)....T(1)

elde edilir. Burada

()= j edx=1
0

dir. Boylece TI'(a)=(a—-1)! elde edilir. x=v>, dx=2vdv degisken degistirmesi

yapilirsa
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INa)= 2J viele™ dy
0

dir (Akdeniz 2009).

Tanim 2.3.4 (Gamma olasilik yogunluk fonksiyonu): X , pozitif degerler alan siirekli

rasgele degisken olsun. X in olasilik yogunluk fonksiyonu

d (ax) e ™ x>0
p(x;a,r)y=41(r) a,r>0

0 x<0

ise X, Gamma olasilik dagilimina sahiptir.

Ayrica,
I p(x)dx = I e (ax) e “dx=1
dir (Akdeniz 2009).
Teorem 2.3.2: Gamma dagilimina sahip X siirekli rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu

( )rl —ax x>0
p(x;a,r)= F() a,r>0

i¢in beklenen deger E(x) ve varyansc’ sirastyla,

E(x)=—

(2.3.2)

dir (Akdeniz 2009).

Ispat:

E(x)= T xp(x)dx

r

j x—2 (ax) e dx =

r(r) roy e

—0

11



Burada x" =u, e ““dx=dv den baslayarak arka arkaya kismi integrasyon yonteminin

uygulanmasiyla

E(x)zé

dir ve o = E(x*)—(E(x))* tanimindan hareketle o~ = % oldugu goriiliir.
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3. ISTATISTIKSEL MODELLERIN GEOMETRISI

Bu boliimde bazi istatistiksel modeller tanitilacaktir.

3.1. Fisher Bilgi (Informasyon) Metrigi

Tamim 3.1.1: X {izerindeki olasilik dagilimlarinin kiimesi
S={p,=p(x,0):0=(6,,0,,..,0)eO,xe X}, Ocl”

olmak lizere S ye n boyutlu istatistiksel ya da parametrik model, ® ya ise olasilik

yogunluk fonksiyonlarinin parametre uzay1 denir (Amari 2000).

Tanmim 3.1.2: {p,:0 € ©} olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ailesi i¢in

0
£(0,x)=In(p,(x)) ve 0, _E

olmak tizere
g,,(0)=E,[0,(1)0, ()] = [,6(0.x)0,£(0.x) p, (x)dx (3.1.1)

seklinde tanimlanmis olan g, metrigine Fisher Bilgi Metrigi denir ve g, metriginin

bilesenlerinin olusturdugu matris, Fisher Bilgi matrisi olarak tanimlanir (Amari 2000).

Sonug 3.1.1: Fisher Bilgi Metrigi i¢in
g:;(0) = E,[0,()0 ()] =—E,[0,0,(1)] (3.1.2)

esitligi gegerlidir (Amari 2000).

Ispat:

8:;(0)=E,[0,(H)0,(0)] = jaif (0,x)0,£(0,x) py(x)dx

3.13
_[22OX GPOD g e
PO @)

(3.1.2) denkleminin sag tarafi hesaplanirsa,

E[00,(0]1=—]00,/0.x)p,x)d

e (a PO, o [AOPOIPOID P00
(09 0.

__(90,(PO)p0.Y 0,090,109

T e[S s
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Burada 0,0, kismi tiirevi x ten bagimsiz oldugundan, p,(x) in x den farkli olan 6

lara gore kismi tiirevleri oldugundan integralle yer degistirebilir. Yani;

=00, py(0)dr+ a-fp(i;j(fgw, )

=0,0,(D+ J' a./p(ijzx(fff)(ga x)

_ J‘ a]p(gs x)aip(ga )C)
P'(0,%)

dir. Boylece (3.1.3) 1in (3.1.4) e esit oldugu gortiliir.

Po(x)dx

Pp(x)dx

Py(X)dx (3.1.4)

Tammm 3.1.3:  Fisher Bilgi matrisinin elemanlarinin olusturdugu yay uzunlugu

fonksiyonu

ds* =Y g,,d0'de’ (3.1.5)
i.J

dir (Arwini ve Dodson 2008).

3.2. Olasilik Yogunluk Fonksiyonlarimin Ustel Ailesi

Tamm 3.2.1: X bir 6rnek uzay, xe X ve

S={p,(x):0€0}

bir istatistiksel modeli olsun. C,F,: X -0 , 1<i<n tammh fonksiyonlar olmak
lizere

. {C+Y. OF (x)-p(0)}
p(x;0)=e ‘ (3.2.1)

yogunluk fonksiyonu yardimiyla tanimli olan ve ¢ : ® —[J

{C(x)+ D GF (x}
@(0)=1In j e ' dx

@ ye potansiyel fonksiyon, {6} _._  lere dogal parametre adi verilir (Arwini ve

Dodson 2008).

Sonug 3.2.1: (3.2.1) deki gibi tanimli olan p(x; @) olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in,

0,06, %)= F,(x) = 0,p(6) ve
0,0,0(0,x) =—0,0,p(0)

esitlikleri saglanir (Arwini ve Dodson 2008).

14



Ispat:
%0, %) = In(p(x;6)) = ln(e{C(x>+Z,0,-E<x>—w(9)})
=C(x)+ ) OF(x)-p(0)
0,(1(0,x)) =8, (C(x)+ Y. 6,F(x)-9(0))
=F,(x)—-0,0(0)
dir.

Sonug 3.2.2: Fisher Informasyon metrigi potansiyel fonksiyona bagli olarak
2(0)=[g,,(0]=-[8,0,(O)p,(x)dx = ,0,0(0) = ¢,,(0) (322)

esitligiyle ifade edilir (Arwini ve Dodson 2008).

3.3. Gamma 2-Manifold

Tanim 3.3.1: Gamma yogunluk fonksiyonlarmin uzay1 Q=0" ve olasilik yogunluk

fonksiyonu
{f(sy,r)iy,rel ™}

rasgele degisken xe Q=0"ve M =1 "xJ" olmak lizere

g xr—l

. _ L'_ —xrly
f(xa%’”)—(yj F(V)e

dir (Arwini ve Dodson 2008).

Onerme 3.3.1: Gamma manifoldu iizerindeki olasilik yogunluk fonksiyonu, f =L

i¢in
r—1

p(xBr)=(B) ;“(r) e

(p,r) dogal koordinat sistemine doniisiir ve @ = (6,,60,) = (f,r) olmak iizere
p@)=Inl'(r)-rnp (3.3.1)

potansiyel fonksiyonu elde edilir (Arwini ve Dodson 2008).
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r—1

Ispat: p(x;8.r)=(B) l)j(r) e’

esitliginde her iki taraftan In alirsak
r Xr71
In p(x; f,r)=In X o
p(x; B.r) ((ﬂ) = ]
= rln(ﬂ)+(r—l)lnx—lnF(r)—x,B
=—Inx+(rInx—xp)—(InT(r)-rin(p))
plx; B,r) = ¢ e AH(nl ) -rin(f)

olur. Boylece denklem (f,7), dogal koordinatlarinda elde edilmis oldu. (3.2.1) den

p(@)=o(B,r)=Inl'(r)—rinpg
dir.

Sonu¢ 3.3.1: Gamma manifoldunun dogal koordinatlara ((f,r)) gore Fisher Bilgi
metrigi

r 1

g B
1 &

5 Fln(l”(r))

[gij(ﬂa r)]=

dir. Ayrica (y,r)orijinal koordinatlarina gore ise

- 0

2

[g,-j(jf,l”)]: 4 2

1
0 W ln(F(r)) — ;

dir. Gortildigi gibi (y,r) cifti, tanjant vektorlerine gore baz teskil eder. Kolaylik olsun

2

diye %ln(r(r)) =y (r) seklinde gosterilecektir (Arwini ve Dodson 2008).
r

Ispat:  0=(6,,0,)=(B,r) dogal koordinatlar1 olsun. (3.2.2) esitligi yardimyla
matrisin her bir elemani bulunacaktir.

52(0(6’)] _ [5240(9)
0000 " 8pop

(g0 (B, M]=[ ]
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(3.3.1) denklemi kullanilarak

_ 000
g, (B.)]=] 060 ]
_&*(InT(r)-rin p)
opop
,
A
elde edilir. Benzer sekilde matrisin diger bilesenleri de bulunursa
rooo L
B B
[g:,(B.r)]= e
5 Wln(l" ()

sonucuna ulasilir.

(7,r) orijinal koordinatlarina gore ise (3.1.2) esitligi yardimiyla
[0 (7,7)]=E[0,(£)0,(0)] = -E[0,0,(£)] = -E[0,0, (V)]

esitligini hesaplayalim. /(8,x) = In( f(x,8)) olmak {izere

06, %) = rin(=) - (r =) Inx — In(C(r)) - =
y y

dir. (2.1.5) ile (2.3.2) esitlikleri yardimiyla ve 8,0,(¢) =20, E—Lx—fj -
a4 Y v
oldugundan
(g, (7,r)]= _E[a;/a}/ (0]
r 2xr r 2E[x]r r
o . BN LG E,[x]=7
2 73 7/2 7/3 7/2 0

sonucu elde edilir. Benzer sekilde matrisin diger bilesenleri de bulunursa

r
— 0

[gij(yir)]z 4 )

1
0 Wln(l“(r)) -

oldugu goriiliir.

Sonu¢ 3.3.2: Gamma manifoldu iizerindeki egrinin yay uzunlugu
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ds* =—-dy’ +[(r'(r)j lerz
4 I'(r) r

dir.

Ispat: (3.1.5)den
ds* = z g;,;d0'de’
i

oldugu biliniyor.
ds’ = g,d0'd0' + g,,d0'd0’ + g,,d6’d0' + g,,d0*dO’

=—dydy+0+0+[[ (V)J lJa’r.a’r
Y L@ry) r

:deQ/Z +[[F'(r)j l}a’r2
y I'(») r

dir.

3.4. Gaussian Manifold

X oOrnek uzay olmak tlizere (x,,x,,...,x,) bu uzaydaki gozlemleri gostersin. Deneyin her

tekrarinda bir 0Ornek elde edilir ve bu Ornekler farklt Ornekler olacaktir.

Yani, (x,,x,,...,x,) Omeg (X,,X,,...X,) rasgele degiskenin bir degeri olacaktir.

Burada X, ler bagimsiz degiskenlerdir.

Tammm 3.4.1: » biyilkliglinde bir topluluktan X Orneginin Gauss ¢ olabilirlik

fonksiyonu

(o) HL o { lﬁaﬂm

=N —ﬂ)z} (34.1)

seklinde tanimlanir (Lauritzen 1987).

=(27)2 o "exp {—

Sonug 3.4.1: Gauss manifoldu icin Fisher Informasyon matrisi
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— 0
02 n 1 0

(o) = =— 34.2
0 ?

dir (Lauritzen 1987).

. - 1 n
ispat: Uxip.0)=(27) 67" exp{—2 ZZ(xl-—u)z}
O =
Int=-"In2z—nino-— i(x— )?
) o = i T H
In / nin kismi tiirevleri;
_ 2
8ln£:i2(x_lu) v 0 lr;ﬁ__iz 6 %0
ou o ou
alng —n 1 1 2
=—t—> (x, —
P 03;(, 1)
?Int n 3 5
=———> (x,— ,o0#0
o: o o IZ::,(, )
2 2 _
0 lnﬁzﬁ lnf= 23n(x—,u) 5 #0
doou oOuo o
dir. Teorem 2.3.1 yardimiyla E(X) = # oldugundan ,
2
| St -5 (25 )-=
ou o o
*Inl) -2n_ — -2n,_ - -
E = E(x—u)= E(x)—u)=0 , E(x)=0
ondo 03( 1) 63(()#) (x)
0*In/ n 3 2
E =E| —5-—7F) (x,—
Py (0'2 0_4;(1 :u)]
n 3
= ?—?;E(?ﬂ—#)z
=2 S B - 2B+ 4
02 0_4 P i i
n 3L P —2n 2 2 2
=——-—>0 = , E(x7)-EXx) =0
0_2 0_4 IZZI: 0_2 ( i ) ( 1)

O halde Fisher Bilgi matrisi
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2 2
_E(a lnzfj _E(a wj
_|: ]_ g1 8n _ Op oudo
8= gij - -
2x2

8y &»

dir.

3.5. Gaussian 2-Manifold

Tamm 3.5.1: N(x,0°) normal (Gauss) dagilimi (3.4.1) de n=1 i¢in Gaussian

2-Manifold adini alir ve olasilik yogunluk fonksiyonu

1 1 x—puY
X; U, 0) = expy——| —— e, o>0
f(,u)o_,—zﬂ P{z(o_j}ﬂ

dir (Lauritzen 1987).

Sonug¢ 3.5.1: (3.4.2) den Gauss 2-manifoldunun Fisher Informasyon metrigi » =1 i¢in

~ _1(1 o0
g—[gij]—;o 5

dir (Lauritzen 1987).

Sonug¢ 3.5.2: Gauss 2-manifoldu iizerindeki egrinin yay uzunlugu

ds® = de,uz +i2afo'2
o o

dir.
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4. ISTATISTIKSEL MANIFOLD
Bu boliimde manifoldlar ile ilgili baz1 temel kavramlar verilmistir.
4.1. Manifoldlar ile Tlgili Temel Kavramlar
Tanim 4.1.1: M , Hausdorff uzay1 olsun.
¢,:U,->0" U, cM
doniistimii igin
1) U, lar M nin acik Ortiistidiir.
i1) Her ¢, doniisiimii homeomorfizmdir.
iii) U, NU, #D iken
. ody 1 $(U,NUy) > ¢,U, NUy)
ds00, " ,{U,NU,) = (U, NU,)

doniisiimleri her mertebeden siirekli ve tiirevlenebilirdir.

Sekil 4.1. Diferensiyellenebilir manifold

sartlar1 saglamiyorsa M ye n boyutlu diferensiyellenebilir manifold adi verilir

(Sekil4.1). Burada (U,,¢,) ikilisine harita, bu ikililerin olusturdugu aileye de atlas
denir (Arwini ve Dodson 2008).
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Ornek 4.1.1: 7 boyutlu birim kiire

=X € X +(x +,...,+ X =
Sn D n+l 1\2 25\2 ( n+1)2 1}

alinsin. n =1 i¢in koordinat haritalar1
U ={xeS'|x’ >0}, ¢U)=x",
U, ={xes'|x’ <0}, g(U,)=x",
Uy ={xeS'|x' >0}, gU,) =%,
U, ={xe8'|x' <0}, gU)=x

seklinde verilsin. U, ,U,,U,,U, ortiileri S' in agik ortiisiidiir. U, "U, igin

x*=41-(x")* >0
x' =—1-(x*)* <0
dir. Bu fonksiyonlar C* dir. Buradan (U,,¢(U,)) ve (U,,¢(U,)) haritalari siirekli ve

tiirevlenebilirdir. Benzer durumu diger acik ortiiler icin de gegerlidir. Bdylece S', 1-

boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

Tanim 4.1.2: M n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
X M)={w| w:y(M) —""— C*(M,0)}
olmak {izere
K:y (M) xy(M)y —=8 5 C*(M,0)
doniisiimiine (r,s) tipinde tensor alam denir ve K € 7 /(M) seklinde gosterilir. Burada

K ya r. mertebeden kontravaryant, s. mertebeden kovaryant tensor alam denir

(O°Neill 1983).

Ornek 4.1.2: M bir C” manifold olsun.

g xM)xy(M)—C*(M.,1I)
simetrik ve iki-lineer metrik olsun. Burada » =0 ve s =2 oldugundan metrik (0,2)

tipindedir.

Tanmm 4.1.3: X,Y,Ze y(M), a,fell ve f,geC”(M,[)
ViyM)x y(M) > y(M) olmak lizere
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i) V.(aV+BZ)=aV, Y+pV,Z

i) V, (M)=X(/Y+[V,Y 4.1.1)

iy V., Z=(V . Z+gV,Z

fX+gY

ozelliklerini saglayan koneksiyona afin koneksiyon adi verilir (O’Neill 1983).

Tanim 4.1.4: M Riemann manifoldu olsun.V X,Y,Z € y(M) i¢in
Vix(M)x x(M) — x(M)
V afin koneksiyon olmak iizere
i) V, Y-V, X-[X,Y]=0 (torsiyonsuz)
i) Xg(Y,Z2)=g(V,Y,2)+g(Y,V,Z) (paralellik aksiyomu)
ozellikleri saglaniyorsa V ya Riemann koneksiyonu veya Levi-Civita koneksiyonu

adi verilir (O’Neill 1983).

Tanim 4.1.5: M Riemann manifoldu ve V, Riemann koneksiyonu olsun. Eger

Ke T (M) ise

1

k
(VKX LX) =XKW, LX) =D KX, .V X LX)
i=l

seklinde tanimhidir ve V K k. mertebedendir (O’Neill 1983).

Tanmim 4.1.6: M bir C” manifold ve V afin koneksiyon olsun. Egrilik tensorii R,
VX,Y,Z € y(M) igin
R:yM)x y(M)x y(M) ——> y(M) olmak iizere

R(X,Y)Z=V ,V,Z-VV,Z-V, 7

[x.7]

dir (Lauritzen 1987).

Onerme 4.1.1: Eger V koneksiyonu torsiyonsuz ise R egrilik tensérii asagidaki
ozellikleri saglar (Lauritzen 1987).
i) R(X,Y)Z =—R(Y,X)Z

ii) RX,Y)Z+R(Y,Z) X +R(Z,X)Y =0 1. Bianchi 6zdesligi
iii) (V,R)(Y,2)+(V,R)(Z,X)+(V, R)(X,Y)=0 2. Bianchi 6zdesligi
i) g(ROGYV, ) = gR(V, W)X, Y) 4.1.2)
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Tamim 4.1.7: M , n boyutlu Riemann manifoldu ve V, Riemann koneksiyonu olsun.

Uc M nin koordinat sistemi 6,,60,,...,6, olsun. {8i:%| 1<i<n} M nin baz

n
l

vektor alanlar1 olmak tizere

V,0,=>.T}0, 1<i,j<n
k

seklinde tanimli reel degerli I’ lk] fonksiyonlarma Christoffel Sembolleri denir

(O°Neill 1983).

(M, g) Riemann manifoldu tizerinde I, ,, reel degerli fonksiyonlar,

rijk :g(va,aj’ak):zgkhrflj
h

olacak sekilde tanimlanmaistir.

Tanmim 4.1.8: (M, g) Riemann manifoldu olsun. {0, = %| 1<i<n} ler baz vektorleri

l

olmak tizere egrilik tensoriiniin elemanlari

R, . =R(,,0,,0,,0,)=g(R,;,0,)

ijkm

dir. Burada R, ;, =R(0,,0,)0, = ZRI 0,
l

kijY%

0 0 )
ﬁ”.j =ﬁl“ik —wfljk +ZF§prk —ZFﬁpr,{ olmak tizere
P P
gR,;,,0,) =(8.(T;) -2, ) g, +(T,, 5 =T ,,,0%) (4.1.3)

esitligiyle bulunur (O’Neill 1983).

Tamim 4.1.9: M diferensiyellenebilir manifold olsun. Egrilik tensorii
R =0
ise manifolda diizlemseldir denir (O’Neill 1983).

Tanim 4.1.10: M bir C” manifold ve g, M iizerinde tanimlanmis bir metrik olsun.

Koy = SREDVY)

(4.1.4)

esitligine M nin kesit(Gauss) egriligi adi verilir (O’Neill 1983).
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Tanim 4.1.11: (M, g)bir Riemann manifoldu, f e C” fonksiyon olsun. f nin
Hessian1

H' =D(Df)
dir (O’Neill 1983).

Onerme 4.1.2: (M,g)bir Riemann manifoldu, D afin koneksiyon olsun. f nin
Hessiam1 H’ , (0,2) tipinde simetrik tensdr alan1 olup,

H'(X,Y)=X(Y.f)~(D,Y)[ = g(D, (gradf),Y) (4.1.5)
dir (O’Neill 1983).

4.2. Gauss Manifoldunun 1.Temel Form Katsayilar: ve Gauss Egriligi

Tamim 4.2.1: M, Gauss 2-manifoldu olsun. M nin Fisher Bilgi metriginin bilesenleri 1.

Temel Form katsayilari
E=g,=¢g0,90,), F=g,=g,=¢0,0,) , G=g,=g00,7,)
dir. Gauss 2-manifoldunun 1.Temel Formu
ds’ = Edy* +2Fd udo + Gdo?’
dir. Burada E,F,G katsayilar (u,0) parametreli ve tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak

uzere F

By F L F,, G, veG,  kismi tirevleri vardir.

V2

Sonu¢ 4.2.1: Gauss manifoldunun 0-koneksiyonu(Riemann koneksiyonu)nun

Christoffel sembollerini

EJ2 F E E|)2
WT), = o : WT} = o
F,=(E,/2) G FF,—(E,[2)
E /2 F E EJ2
W, = g , WTy, = ! ,
G,/2 G F G,/2
F,—(G,/2) F E F,—(G,/2
wT,=|"° G/ , WT3, = -~ (G/2)
G,/2 G F G,/2

seklinde olup W = EG—F*
dir (O’Neill 1983).
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Ornek 4.2.1: Gauss 2-manifoldunun 1. Temel Form katsayilart

EZL, F=0, G=i

(o} O'2

dir (Chen W. 1998).

T,(M) tanjant uzaymn, iki boyutlu alt uzayr olan IT’ye , pnoktasinda M ye teget
olan diizlem adi verilir. v,weT,(M) tanjant vektorleri Gizerine kurulan paralel kenarin

alanm
OV, W) =< v,y >< W, w>— < v, w>"
dir. Burada Q(v,w) # 0 olmasi1 I1 diizleminin dejenere olmadig1 anlaminda olacaktir.

Onerme 4.2.1: TI, M ye p noktasindaki dejenere olmayan teget diizlemi olsun.
<R, v,w>

O(v,w)

denklemi v,w nin baz se¢iminden bagimsizdir ve K 'ya I1 nin kesit egriligi ad1 verilir

(O’Neill 1983).

K(v,w)=

4.3. istatistiksel Manifold

Tamm 4.3.1 (Lauritzen): (M ,g), n boyutlu diferensiyellenebilir Riemann manifold
olsun. X,Y,Z e y(M) igin

D y(M)x (M) —2% s 4(M)

2-lineer

g(B(X.Y),2)=C(X.Y,2) (4.3.1)
doniistimii yardimiyla tanimlanan

C: x(M)x y(M)x 7(M) —=%—C"(M,[])
CWX,Y,Z=C(Y,X,Z2)=C(Y,Z,X)
(CX,Z,Y)=C(Z,Y,X)=C(Z,X,Y))

ticiincli mertebeden simetrik kovaryant C tensoriiniin olusturdugu (M,g,C) yapisina
istatistiksel manifold denir. C ye manifoldun ¢arpikhg: ya da kiibik formu adi verilir
(Lauritzen 1987).

Simdi istatistiksel manifoldun Kurose tarafindan verilen tanimi verilecektir. Kurose nin

tanimu ile Lauritzen’in tanimin denk oldugu Onerme 4.3.1 de gosterilecektir.
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Tanim 4.3.2: (M, g) Riemann manifoldu, V torsiyonsuz afin koneksiyon olsun. Eger
Vg tamamen simetrik ise (M,V,g) ilglisiine Kurose anlaminda istatistiksel

manifold adi verilir (Matsuzoe 2006).

Tanim 4.3.3: (M ,g,@) istatistiksel manifold Ve§, M nin Riemann koneksiyonu

olmak iizere o -koneksiyon
%XY:%Y—%B(X,Y) , ael 43.2)

esitligiyle tanimlidir (Lauritzen 1987).

Tanim 4.3.4: © parametre uzay:1 lizerinde afin koneksiyon(« - koneksiyon) larin,

Riemann koneksiyonunun ve kiibik formun bilesenleri sirasiyla

T« =T —%T,.jk , ael (4.3.3)
Tk =%(@(g_fk)+8_,(gik)—6k(g,-_,»)) (4.3.4)
T, (Py) =E, (8,02, (1)8, (1)) 4.3.5)

seklinde tanimlanir (Lauritzen 1987).

Tammm 4.3.5: V koneksiyonu, =1 igin istel koneksiyon, o= -1 i¢in karma

koneksiyon adini alir (Amari 2000).

Onerme 4.3.1: % torsiyonsuz koneksiyondur ve (4.3.2) yi saglayacak sekilde var ve

tektir. Daha fazlasi,

V., (Y, 2)=aC(X,Y,7) (4.3.6)
dir (Lauritzen 1987).

Ispat: V nin bir afin koneksiyon oldugunu gostermek i¢in
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V(fY)= V(1) - BX. /1)
=X(f)Y + ﬁXY—— B, y)
—X(f)Y+f(VxY——B(X Y)j
— X(f)+[VxY

dir. (4.1.1) deki 3 o6zellik saglandigindan % afin koneksiyondur. S$imdi % nin

torsiyonsuz oldugunu gosterelim.

VY= VXY——B(X Y)
Vi X = VyX——B(Y X) , (D simetrik)

ViY=Vy X =V3Y -Vy X
=[X.Y]

, (6 torsiyonsuz)

dir. Boylece V torsiyonsuzdur. Daha fazlasi,
(Va )V, 2)=Xg(Y,Z)-g(VxY,Z)-g(Y,Vx Z)

= Xe(Y,Z)- g(%Y—%B(X, Y),Zj - g(YﬁXZ —%B(X, Z)j

= Xe(Y,Z)-g(V+Y,7) +% g(Bx.v),2)-g(r,v,2)
o
+5g(B(X,Z),Y)

= Xg(Y,Z)-g(VxY,Z)-g(Y,V,Z)+aC(X,Y,Z)
=(Vxg)(¥,Z)+aC(X,Y,Z) (4.3.7)
=0+aC(X,Y,Z)

=aC(X,Y,Z)

dir. Tekligini gostermek icin torsiyonsuz ve (4.3.6) denklemini saglayan bir baska v

koneksiyonunu goz oniine alinsin. O halde (4.3.7) den asagidaki, denklemler elde edilir.
) Xe(Y,Z2)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)+aC(X,Y,Z)

i) Zg(X,Y)=g(VxZ,Y)+g(V+vZ,X)+aC(X,Y,2) +(Z, X ], ) +g(Z,Y], X)
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iii) Yg(Z,X)=g(VvZ,X)+ g(VxY,2)+aC(X,Y,Z) - g((X,Y],Z)
dir. Buradan
1) — 1) +iii) degeri hesaplanirsa
Xg(Y,Z)-Zg(X,Y)+Yg(Z,X)=aC(X,Y,Z)-g(Z,X].Y)
~2(2,Y],X)-g(X,Y],2)+22(VxY,Z)

olur. Bu esitlik % icin de saglandigindan
g(VxY,2)= g(Vx Y,2)
dir. O halde %z V dir.

0 —
Sonu¢ 4.3.1: =0 i¢cin V=V olup 0 — koneksiyonu, Riemann koneksiyonuna esit

olur (Amari 2000).

Tanim 4.3.6: ® parametre uzay: lizerinde afin koneksiyon( « - koneksiyon) larin ailesi

ro = (aia,, (0+=%5,00, (f)jak ()P, ()
2 4.3.8)

-« -«
= Taiajak¢(9) = T(pijk 0)

dir (Arwini ve Dodson 2008).

Onerme 4.3.2: Gamma manifoldundaV koneksiyonun bilesenleri olan F(.‘;,)( degerlert;

1

a (1 - a)r a a a a
Fill) == ,6'3 F(m? = F(mg = F(zzz = Fizz) =0
-«
1—‘(0!) — 1—*(0!) —
121 112 2,32
d2
(I1-a)——In(I'(r))
'@ — dr
222 — 2

dir (Arwini ve Dodson 2008).

Ispat:  @(0)=@(B,r)=InT(r)—rIn B oldugu (3.3.1) den biliniyor.
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©,p(B,r)) = M

op
_onT()-rlnp)_ r
oB I
(4.3.8) den hareketle
M8 =28,8,00(8.r) L8 = 28,0,@p(Ar)
| r | r
= Talal(_ﬁ) : = Talaz(_z)
ey ey g e
2 I 2 B 2B

dir. Benzer sekilde digerleri de bulunur.

Onerme 4.3.3: Gamma manifoldundaV koneksiyonun bilesenleri olan T if/i) degerlerti,

o _ (@=D(=1+2ry"(r))

2(a) _ (a—1Dr
2814y () 2B 14y ()
2(a) _ l-a e — (05_1)‘//”(’”)
2281+ (r) " 2421y (r)
@ :_(a—l)rl//"(r) r'@ :_(a_l)ﬂ‘//”(’”)
22 2421y (1) 22

2421y (1)
P 1w g

dir (Arwini ve Dodson 2008).

Ispat: g metrik tensoriiniin g, bilesenleri arasinda

2 2
k() _ ki (a) (a) _ h(a)
I = 2 g, ve T = E 8l
=

I=1

(4.3.9)

iligkisi vardir. Buradan

(@) _ I(a) 2(a)
Iy =gnly™ + gl

(a) _ I(a) 2(a)
Iy =g + 8,0

Bir 6nceki Onerme’den elde edilen sonuglar ve g, ;metriginden

(I-a)y 7 w | 2
el Ly
B B B
1—0{ 1 a " a
T A
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elde edilir. Iki denklemi taraf tarafa toplanip yok etme metodu uygulanirsa

i@ — (05_1)(_1"‘2”//"(”)) 2@ — (a—Dr

11

W1 () T 2B ()
oldugu gortiliir.

Benzer sekilde digerleri de ispatlanir.

Onerme 4.3.4: Gamma manifoldunun R, , a -egrilik tensorleri

Re @ =Dy ()
AR Ly ()

iken digerleri sifirdir (Arwini ve Dodson 2008).

Onerme 4.3.5: Gauss manifoldundaV koneksiyonun bilesenleri olan I degerleri;

a l-a a a a a
rip=1-% Iy =T =i =1 =0
« o _ —(+0a)
F§21) = r(zn) == 3
o
o =21+ 2a)
1—‘(22§ = 3
o
dir (Lauritzen 1987).
Ispat:  (4.3.4)ve (4.3.5) den
T, =E(0,()9,(8,(f))  ve
P a
Flﬂﬂg:r,-jk —ETl.jk , ael (4.3.10)

idi. Buradan her bir T, ;, degerini bulalim.

T,,, :E(az(f)az(f)az(f)):E[aaln3 ]
(o2

2 12 2 12
:E(—?'F S(X_'U)zj:(_;-i__?’j

(o2 (o)

:&

3
(o}

Benzer sekilde digerleri T, =T,,,=T,,=T,,,=0 ve
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T, =T, =T, =
dir. Ayrica T (Riemann koneksiyonlart) i¢in de,

T = %(81 (g1,)+0,(g,)—0, (gn))

_ l(ij _ 1
2\ o* o’

dir. Benzer sekilde digerleri de

Tn=li=Tw=I21=0, TNa=I"2u =—, Tm=—
(2 (2

seklinde hesaplanir.

(4.3.10) dan

Iy = rig =1 =1 =0,

« o _—(+a)
F§21) :F(zn) = 3 )

o)

o 201+ 2a) .o -«

Mp=——>5— , Iil=—%
(o) O

degeri bulunur.

Onerme 4.3.6: Gauss manifoldunda V koneksiyonun bilesenleri olan T'’ S.‘f{) degerlert;

o 11—« o |

rp=d . ppolte
o o

o 14+ 2a « I+«

.
o} o

a) _2@) _le _12@) _
Fn =T 21 _Fzz =T 12 =0

dir (Lauritzen 1987).

Ispat: (4.3.9) dan
2
k(a) _ Z kit (@)
Fij - = g F ijl

ve g"" =(g,,) " oldugu biliniyor. Buradan [ g,,] matrisinin tersi

=5 )
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dir. Bilinen degerlerin yerine konmastyla

l-«
2(@) _ 2(a) . 2lp(a) 2+ (a)  _
Y =g, =g +g7 T ,= o

@) _ (@) (@) 2 (a)
Ve 6y =g, =g, +gT"",,=0

dir. Benzer sekilde digerleri bulunur.

Onerme 4.3.7: Gauss manifoldunda% koneksiyonun o —egrilik tensorii olan

(@) 1-a?
Ri2i2 = 2
(o2

iken digerleri sifirdir (Arwini ve Dodson 2008).

Ispat:

(@) (@)

Rixm =R (81,8j,8k,5m)
2 2

= (61 (Fj‘l(ca) ) - a] (ka(a) )gsm + Z (F (a)irmr;k(a) - F (a)jrmr:k(a) )

s=1

s r=l1

oldugu (4.1.3) den biliniyor. Buradan

(a) (a)
R 12 =R (9,,0,,0,,0,)

2 2
= 2(61 (FZI(Q) )—0, (rfl(a) )g52 + Z(F(a)lrzrzrl(a) _F(a)ZVZF;I(a) )
s=1

r=1

l-a°

4
O

dir. Benzer sekilde digerleri de bulunur.

Sonug 4.3.2: Gauss manifoldunun kesit(Gauss) egriligi

@ a’ -1
K(o,p)= 5
dir (Lauritzen 1987).
Tanmmm 4.3.7: (M,g) Riemann manifoldu ve V afin koneksiyonu olsun.
X,Y,Ze y(M) igin
Xg(Y,Z2)=g(V,Y,2)+g(Y,V*, Z) (4.3.11)

seklinde tanimlanan V* a Vnin eslenik ya da dual koneksiyonu denir (Lauritzen

1987).
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Onerme 4.3.8: (M,g) Riemann manifoldu ve V afin koneksiyonu olsun.

V * bir afin koneksiyondur ve (V*)* =V dir (Lauritzen 1987).

Ispat: XY, ZWeyM), a,fell, f,geC?(M,]) olmak iizere ve (4.3.11)
denklemi yardimiyla
V¥ (@Y +BZ)y=aV*, Y+pV*, Z
oldugu gosterilsin.
g(V*, (aY+ﬁ'Z),W) =Xg(aY +BZW)-g(aY +BZ,V W)
=aXg(Y, W)+ pX(ZW)-ag(Y,V, W)= Be(Z,V W)
= a[Xe(Y. W)~ g(Y.V )]+ B[ Xg(Z. W)~ g(Z.V )]

:ag(V*x Y’W)+ﬂg(v*)( Z,W)
=g(0{V*X Y—i—ﬂV*X Z,W)

Buradan V* (@Y +BZ)=aV*, Y+ pV*, Z olur. Ay sekilde
g(V* (V). Z)=Xeg(fY,2)~g(fY.V,Z)

=X(Ne¥,2)+ fXeg(Y,2)~ fg(Y,V,Z)
=g(X(NY,2)+ f(g(V*, Y.Z))

=gX (Y. 2)+g(fV*, Y, Z)
=gX(NHY+fV*Y,Z)

dir. Buradan V* (fY)=X(f)Y +fV*, Y
dir. (4.1.1) deki diger 6zellikte saglandigindan V * afin koneksiyondur. Ayrica
g((VH*, V.Z)=Xg(Y,2)~g(Y,V*, Z)
= Xg(Y,Z)-{Xg(Z,Y)~g(V,Y,Z)|
=8(V,Y.2)

ise (V¥)*=V dir.

Onerme 4.3.9: V koneksiyonun eslenigi

—-a

(V)*=V
dir (Lauritzen 1987).
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Ispat:  VX,Y,Z e y(M) olmak iizere ve (4.3.2) denklemi yardimiyla

g(VxY,2)=g(VxY,Z) —%C(X,Y,Z)

g(Y,Vx Z) = g(Y,VxZ) +20XY.2)
esitlikleri elde edilir. Bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa

a(Vi ¥, Z)+ (Y, Vy Z)= o(VxY,Z)+ (Y, VxZ)
=Xg(Y,Z)

dir. Boylece
g(V,VxZ)= Xe(Y,Z)-g(Vx Y,Z) dur.

O halde (43.11)den (V)*=V di.

Sonuc¢ 4.3.3: (M, g,C)istatistiksel manifold olsun. Bu durumda

g(VxY,Z)—g(Vy Y, Z)=aCX,Y,2)

esitligi gegerlidir.
Ispat: VX,Y,Z e y(M) olmak iizere ve (4.3.2) den

VyY= %Y—%@(X,Y)

i _ o

ViY= VXY+5@(X,Y)
dir. Bu iki denklem taraf tarafa ¢ikartilirsa

ViY-VyY=aBx,v)
denklemi g metrigi igin
e(Vy Y-V Y,Z)=ag(D(X,Y),Z)=aC(X,Y,Z)

denklemi elde edilir. Boylece

a(VxY,Z)—g(Vx Y, Z)=aC(X,Y,Z)
dir.

(4.3.12)

Onerme 4.3.10: R ve R* sirasiylaV veV * koneksiyonlarmin egrilik tensorleri olsun.

VX,Y,Z,V € y(M) igin
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gRX,VZ,V)=—g(Z,R*(X,Y)V)

esitligi gegerlidir (Matsuzoe 2006).

Ispat: VX.Y,Z.V e y(M)olmak iizere ve egrilik tensorii tanimindan

gRWX,Y)Z,V)=g(V,V,Z-V\,V, Z -V, ,Z,V) 43.13)
=g(ViVyZ,V)=g(VyVZ,V)=g(Viy nZ,V)

esitligi ve (4.3.11) denklemi ile
gV VyZ V)= XYe(Z,V)=g(VyZ, Vi V)= g(V, Z,V V)= g(Z,V Vi V)
gV VyZV)=YXg(Z,V)=g(VyZ,V V)= g(Vy Z,V, V) = g(Z,V, Vi V)
gVinZ, V) =[X.Y1g(Z,V) - g(Z,Viy V)

esitlikleri elde edilir. Bu degerler (4.3.13) de yerine konulursa aranilan sonug olan

gRX,Z,V)=-g(Z,R*(X,Y)V)

bulunur.

Sonu¢ 4.3.4: R ve R* sirasiylaV veV * koneksiyonlarin egrilik tensorleri olmak
tizere asagidakiler birbirine denktirler.

i) R=R*

ii) R(X,Y,Z,W)=-R(X,Y,W,Z2) , VXY, Z,W e y(M)
dir (Lauritzen 1987).

Sonu¢ 4.3.5: (M,g,C)istatistiksel manifold, V afin koneksiyon olsun. V afin

koneksiyonunun M de diizlemsel olmast igin gerek ve yeter kosul V* afin

koneksiyonunun da M de diizlemsel olmasidir (Lauritzen 1987).

Tanimm 4.3.8: (M,g) bir Riemann manifold, (V,V") afin koneksiyonlar olsun. Eger
(V,V") koneksiyonlari torsiyonsuz ve diizlemsel ise (V,V") koneksiyon giftine eslenik

olarak diizlemsel, (M,g,V,V") yapisina da eslenik olarak diizlemsel uzay adi verilir

(Lauritzen 1987).

Onerme 4.3.11: (M,g) bir C* manifold , V torsiyonsuz afin koneksiyon ve V*,

V nin eslenik koneksiyonu olmak {izere fark tensorii Di=v*-V seklinde tanimlansin.

Boylece VX,Y,Z e y(M) igin
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DI(X,Y,Z)=g(B1(X,Y),Z) (4.3.14)

taniml1 olmak iizere asagidakiler denktir.
i) V * torsiyonsuz
ii) D, simetriktir

iiif) 6:%(V+v*) (4.3.15)

(Lauritzen 1987).

ispat: VX,Y,Z € y(M)olmak lizere D, simetriktir. Clinkii
D,(X,Y,2)=g(V,Y,Z)-g(V,Y,Z)
= Xg(Y.2)-g(V.V,2)~[ Xg(Y.Z) - g(V, Z.Y) |
=g(V,Z,Y)-g(Y,V,Z) =D (X,Z.Y)
= D,|(X.,Y,Z)=D,(X,Z,Y)
1) < ii) Farz edelim ki V,V * torsiyonsuz olsun.
gV Y-V, X-[X,Y],Z2)=g(V,Y-V,X-[X.Y].Z)
e g(vVyYV.2)-g(V,X.2)-g(X.Y].2)=g(V,Y,2)-g(V,X,Z)-g(X.Y],2)
& g(VyY,2)-g(V,Y,2)=g(V,X,Z)-g(V,X,Z)
< D(X,Y,Z2)=D,(X,Z,Y)
= D, simetriktir
i) = 1)
V*#=2V-V iken V ve V torsiyonsuz oldugundan V * da torsiyonsuzdur.

1) = 1iii) Farz edelim ki V * torsiyonsuz olsun. Bu durumda Riemann koneksiyonun

tekliginden hareket edilip V= %(V +V*) almdiginda  V* veV torsiyonsuz
oldugundan Vda torsiyonsuzdur. Boylece
1 1 R 1 1 .
gV, 2)+ (Y, Vx2) =2 (VY. 2)+ g (Vi 2)+ - g(V,V  2) + (Y, Vi 2)
1 . 1 .
= (8(V3Y.2) +2(V. Vi D))+ (e(V.V 1 2) + 2(V Y, 2))

=%Xg(Y, Z>+%Xg<nz>
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=Xg(Y,Z)
= g(VxY,2)+g(Y,VxZ)= Xg(Y,Z)
elde edilir. Buda V nin Riemann koneksiyonu oldugunu gosterir. Buradan
V= %(v +V*)

oldugu goriiliir.

Onerme 4.3.12: C ve C’sirastyla (M,V,g) ve (M,V",g) yapilarinin kiibik formlar:
ise

C=-C
dir (Matsuzoe 2006).

Ispat: VX,Y,Z e y(M) olmak iizere ve (4.3.1) denkleminden

C(X,Y,Z)=g(Y,Di(X,Z))
=g(Y,Vy2)-g(Y,V,Z)
=g(Y,Vy2)+g(V,Y,Z)- Xg(¥,X)
=—(Vye)¥,2)=-C(X,Y,2)

(4.3.14) ve (4.3.11) den

dir. VX,Y,Z € y(M) igin C=-C" dur.

Onerme 4.3.13: (M, g, C) istatistiksel manifold, V Riemann koneksiyon olsun.
g(VxY,2)- g(Vx 2,Y)= g(VxY,2)-g(VxZ.Y)
dir (Lauritzen 1987).

Tamm 4.3.9: M bir C”manifold, V, Riemann koneksiyonu ve C manifoldun

carpikligi olmak iizere
F(X,Y,ZW)=(VxC)Y,Z, W)
dir (Lauritzen 1987).

Onerme 4.3.14: M bir C” manifold, 6, Riemann koneksiyonu ve C manifoldun

carpikligi olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir.

i)y R=R , Vael

ii) F simetriktir (Lauritzen 1987).
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Ispat: VX,Y,Z,W e y(M) igin

-a

R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W)=a{F(X,Y,Z,W)~F(Y,X,Z,7)} olsun.  (4.3.16)

2aF(X,Y,Z,W)=2aXC(Y,Z,W)

_za{c(§XY,Z,W)+C(Yﬁxz,W)Jrc(y,ZﬁxW)} (4.3.17)
Ayrica (4.3.15) ve (4.3.12) den

V= %(% v“j ve aC(X,Y,Z)=g(VyY,Z)—g(VyY,Z) dir. Buradan

2aC(ViY,ZW)=2g(V s W.VY)~2g(V2 W, V)

— (VW Vx4 g(Vi W,V V)= g(V2 W,V Y)=g(V2 W,V Y)
2aC(Y.VZW)=2g(Vy W.Vx2)~2g(Vy WV x2)

= a(Vy W, Vx Z)+ g(Vy W,Vx Z)—g(Vy W,V Z)— g(Vy W,V x Z)
2aC(Y.Z,VW)=2¢(Vy Z.V W) ~2g(Vy Z.V W)

= o(Vy Z,Va W)+ a(Vy Z,V x W)= g(Vy Z,Vx W)= g(Vy Z,V x W)
olmak {izere bunun yaninda

2aXC(Y,ZW)= ZX( (Vs Z,W) - g(Vy Z,W)j

-a -a a

—2g(VxVy Z,W)=22(Vx Vy Z,W)
+2g(Vy ZVx W)=2g(Vy Z,V x W)

dir. Bulunan biitiin bu degerler (4.3.17) de yerine konulursa
2aF (XY, ZW)=2g(Vx Vy ZW)=2g(Vx Vy Z,WV)

+ g(Vy ZVaW)=g(Vy Z,V 5 W)

+ g(_Vay Z,%X W)—g(%y Z,_Vax W)

L g(VaW, Vi Y)— g(V.W,Vx Y)

+ g(V-W,VxY)—g(V.W,VxY)
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+ o(VyW,VyZ)-g(Vy W,Vx Z)
; g(v} W,%X 7)- g(%ay W,fx 7) wis)
+g(Vy Z,VxW)—g(Vy Z,Vx W)
+ g(Vy ZVx W) =g(Vy Z,Vx W)
(4.3.18) deki 4. ve 5. satirlar torsiyonsuz ve alterne Ozelliginden, 2. ve 4. satirlarin
toplam1 sifir oldugundan, 3. ve 7. satirlar ile 6. ve 8. satirlar, alterne 6zelliginden

birbirini  gotiirdiikten ~ sonra  geriye  sadece 1. satir  kalir.  Yani,
2aF(X,Y,Z,W)=2g(Vx Vy Z,W)=2g(Vx Vy Z, W) (4.3.19)
dir. Benzer sekilde

2aF(Y, X, Z,W)=2g(VyVx ZW)-2g(Vy Vi Z,W) (4.3.20)
dir. (4.3.19) ve (4.3.20) deki degerleri (4.3.16) da yerine konulursa
20F(X,Y,Z,W)-2aF(Y,X,Z,W)

—2R(X.Y,ZW)-2R(X.Y.Z.W)

dir. Buradan i) < ii) elde edilir.

Tanim 4.3.10: M bir C” manifold olsun. F simetrik ise M manifolduna eslenik

simetriktir denir (Lauritzen 1987).

Sonug¢ 4.3.6: M bir C” manifold olsun.

Ja#0 i¢in R =0 ise M manifoldu eslenik simetriktir ve M ye « - diizlemsel denir

(Lauritzen 1987).

Sonu¢ 4.3.7: R = R oldugundan Gauss manifoldu eslenik simetriktir (Lauritzen 1987).

Sonu¢ 4.3.8: M bir C” manifold olsun. M deki iistel aileler ¥ 1 — diizlemsel ve eslenik

simetriktir (Lauritzen 1987).

Sonuc 4.3.9: M bir C” manifold olsun. Egrilik tensorii R ,

R(X,Y,Z,W)=-R(X,Y,W,Z)
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R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

esitliklerini saglar (Lauritzen 1987).
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5. ESLENIK KONEKSIYONLARIN KATLI CARPIMLARI

L. Todjihounde (Todjihounde 2006) bir katli ¢arpim manifoldu iizerinde tanimlanan bir
eslenik yapinin, baz ve fiber manifoldlar iizerine izdlistimlerinin de birer eslenik yap1
indirgedigini gdstermistir. Bunun sonucu olarak, eger katli ¢arpim uzayi iizerinde
eslenik olarak diizlemsel bir yap1 var ise o zaman baz manifoldu eslenik olarak
diizlemsel iken fiber manifoldu sabit kesit egriline sahip oldugunu gdstermistir. Bu
calisma, tezimizin orijinal boliimiinii teskil edecek olan bolim 5.2 deki cift kath

carpimlar i¢in yol gosterici olacaktir.

5.1. Kath (warped) Carpim Manifoldu

Analizden bilindigi iizere [J*> =0 x[ seklinde yazilabilir. Fakat diferensiyel geometri
agisindan bakildiginda 0 1- boyutlu, [ * 2-boyutlu bir manifold olur. O halde akla su
soru gelebilir. M ve N sirasiyla m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifold iken
B=MxN, m+n boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olur mu? S$imdi asagida

bunun cevabi verilecektir.
¢ =(x,%y,...,x,):UcM——0U", M’ nin koordinat sistemi,
n=0,Yyy,):VcN——=>0", N ’ninkoordinat sistemi
olsun.
Cxn:UxV cMxN——>[1""
(p,q) —— (& >xm)(p,q)
(& xm)(p.q) = (%, (P): X, (D), X, (D), ¥1(0)> Y2 ()5 > ¥, (@)

carpim fonksiyonu B =M xN iizerinde bir koordinat sistemi olur. Bdylece

(UxV,dxn), M x N ilzerinde bir diferensiyellenebilir m+n boyutlu atlas tanimlar.

Onerme 5.1.1: M ve N sirasiyla m ve n boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold iseler

M x N deki her ¢carpim koordinat sistemi M x N {izerinde bir m+n boyutlu atlastir ve
M xN, M ve N nin ¢arpim manifoldudur (O’Neill 1983).

Ornek 5.1.1: T> =S'x S" toru ele alinsin.
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Sekil 5.1. Tor yiizeyi
Icerideki ¢emberler S' manifoldu distaki ¢emberlerde S' manifoldu olup carpim
manifoldu T> = S' xS" tor yiizeyi elde edilir (Sekil 5.1).
Ornek 5.1.2: M =["x[0"* Gamma 2- manifoldu da bir carpim manifoldu drnegi

olarak verilebilir.

Tamm 5.1.1: M ve N diferensiyellenebilir iki manifold ve bunlarin ¢carpim manifoldlar
M x N olsun.
T MxN—->M , c:MxN—>N

(r.9)—>p (r.9)—>4q
sirasiyla birinci ve ikinci dogal izdiisim fonksiyonlar1 olarak adlandirilir (O’Neill

1983).

Tammm 5.1.2: M ve N swrasiyla m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

olsunlar.

a) ¢eC”(M,J) olmak iizere ¢ nin MxN ye lifti (yiikseltilmisi)

¢p=¢omreC”(MxN,)olarak tanimlanir.

K
M=N — A

NG L

E
b) peM, geN ve X, eT,(M)olsun. X tanjant vektdriiniin  lifti

p’

T, (M xiq})da

7. (p,q)(X(p,q)) = Xp » O, (p,q)(X(pﬂq)) =0

olacak sekilde bir tek X,

(r.g tanjant vektorii olarak tanimlanir.
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¢) X e y(M) vektdr alani olsun. X € y(M x N) olmak iizere her (p,q) € M x N noktasi

icin X (g » X, 1¢in bir lift olusturuyorsa X ye X in lifti denir. Burada ifade edilen

X lere yatay lift adi verilir ve X e L,(M) seklinde gosterilir. Yani
L,(M)=x(M)x{q} dir.
N iizerindeki fonksiyonlarin, tanjant vektorlerin, vektor alanlarinin M x N ye lifti i¢in

de o izdlisim fonksiyonu yardimiyla benzer tanimlamalar verilebilir. Burada ifade
edilecek olan Ylere de dikey lift adi verilir ve Y L,(N)(={p}xx(N)) seklinde
gosterilir (O’Neill 1983).
Sonug¢ 5.1.1: M x N carpim manifold olsun. V(p,q) € M x N noktasindaki
I,,MxN) tanjant uzayi, 7,(M) ile 7 (N) tanjant uzaylannin direkt toplamina
izomorfiktir. Yani

T, ,(MxN)=T (M)®T (N)

dir (O’Neill 1983).

Sonug¢ 5.1.2: X eL,(M), YeL,(N) olsun.
YMxN)=L,(M)®L,(N)
dir (O’Neill 1983).
Onerme 5.1.2: X e L, (M) ve V € L ,(N) olmak iizere [X,V]=0 dir (O’Neill 1983).

Ornek 5.1.3: [J* =[] x[J iizerindeki dogal koordinat vektdr alan1 o =§ , U deki
X

di vektor alaninin yatay liftidir.
X

Ornek 5.1.4: [ iizerinde 7:0x0 >0 ve o:0x0 -0
(3,1)>3 3,)—>1
izdiigim fonksiyonlart olsun. X, =X, =3eT, (') nin (0,0) noktasindaki yatay lifti

(3,0) dir. Benzer sekilde (0,0) noktasindaki dikey lift (0,1) dir. Sonug¢ olarak
(3,1)=(3,0)®(0,1) dir (Sekil 5.2).
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(0, 0% (3,00

Sekil 5.2. [ * de bir vektoriin yatay ve dikey lifti

Tamm 5.1.3: 7:MxN-—->M, o:MxN — N izdisim fonksiyonlart olsun. O
halde Riemann ¢arpim durumunda 7 '(p)={p}xN ( ya dakisaca pxN) ye B nin

fiberi, o' (q) = M x{q} (ya da kisaca M xq) ya da B nin yapraklar1 denir (Sekil 5.3).

Yapraklara teget vektor alanlar1 yatay alanlar, fibere teget olan vektor alanlari da diisey

alanlar olarak adlandirilir (O’Neill 1983).

B:MKN
A
i) 7 T\
H-J
A
P

Sekil 5.3. Carpim manifoldu iizerindeki fiber ve yapraklar

Tanim 5.1.4 (Kath carpmm): f:M — [ diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.
VX,Y € y(B)igin B=M x N {lizerinde

<>=71"(g)+(forn) o (h) (5.1.1)
seklinde tanimli <,> Riemann metrigi ile belli (B,<,>) ikilisine (M,g) ve (N,h) nin
katli(warped) carpimi denir, B=M x ;N seklinde gosterilir ve f fonksiyonu da

katli(warping) fonksiyonu olarak adlandirilir, <,> ye B nin kathh metrigi denir. f =1

ise M x N carpim manifoldu elde edilir (O’Neill 1983).
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Ornek 5.1.5: [’ —{0} 1 bir katli temsili:
0°—{0} da {r,0,¢} kiiresel koordinat sistemi gdz 6niine almsin. Bu halde ds’* metrik
tensori i¢in
ds® =dr* +r*(d6’ +sin” Odp*)

dir. 7 =1 igin S* birim kiiresi iizerindeki metrik elde edilir. Béylece [1° —{0};

[0 >0

t > f()=t

07*,G)ve (Sz,dsz‘,zl) olmak iizere [ “ x, % kath ¢arpimdir ve

pill x, 8 >0°

(t.p)—>tp

izometrik gdmmedir.

Tanmm 5.1.5: (M,g) ve (N,h) iki Riemann manifoldu ve bunlarin kath carpimi

B=Mx, N olsun. M ye B nin baz manifoldu ve N ye ise B nin fiber manifoldu
denir (O*Neill 1983),

Sonug 5.1.2: B=M><f N Katli garpim1 ve her (p,q) € B igin M x g yapragi ile px N

fiberi (p,q) noktasinda ortogonaldir (O’Neill 1983).

Bundan sonra X,Y e L, (M) ve U,V €L ,(N), X € y(M)ve U e y(N)olmak iizere
r.(X)=X, o,U)=U (5.1.2)
ve Mx N Kkath carpim manifoldu iizerinde (<,>, D,D") eslenik yap1 igin,
7,(DY)="V.Y ve n, (D", Y)="V.Y,

. (D,V)="V.V ve o, (D" V)="V.V (5.1.3)
gosterimleri kullanlacaktir. Burada ¥V ,”V M iizerinde, "V ve "V ise N iizerinde

afin koneksiyonlardir.

Onerme 5.1.3: M x N kath ¢arpim manifoldu {izerinde (<,>,D,D") eslenik yapi

olsun. (g,"V,"V'), M iizerinde, (h, "'V, V') ise N iizerindeki eslenik yapis1 i¢in
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MV =("V) ve "V =("V)
dir (Todjihounde 2006).

Ispat: X,Y,Z e y(M) ve bunlarm yatay liftleri sirastyla X,Y,Z e L, (M) olsun.
Xg(V,Z)or=X.<Y,Z >
=<D.,Y,Z>+<Y,D,Z >
=gz (DY), Z)or+g(Y, 7, (DyZ))om
=[g(" VY, Z)+g(Y, "V Z)]on
Buradan X.g(Y,Z2)=g("V.Y,Z)+g(Y,"V.Z) dir
O halde V' =("V)" dir.
U,V,W e y(N)ve bunlarin dikey liftleri sirastyla U,V W €L ,(N) olsun.
Uh(V,Wyoo =(for)*U.<V,W>
=(for)’[<DV W >+<V,DW >]
=(for){(f om) h(o (DY), W)oo +(f ox)* h(V,0.(D,W))° 0}
=[h("V VW) +h(V, "V W )]oo
Buradan UA(V,W)=h("V V,W)+h(V, VW) dr.

O halde V' =("V)’

Tamm 5.1.6: (g,V,V"),M izerinde , (h,V,V") ise N iizerindeki eslenik yap1 ve
D,D M x N katl garpim manifoldu tizerindeki torsiyonsuz afin koneksiyonlar olsun.
X, YeL,(M) ve U,V eL,(N) igin

i) D, Y=(V )"
i) DXU:DUXzXT'fU

i) D ==YV radr +(9,7)

Ve

a) DY =(V.")"

, L X
b)DXU:DUX=TfU
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<U,V >

¢) DV =- gradf +(V.V)"

dir (Todjihounde 2006).
Kolaylik olsun diye f = foxr ve grad(for)=gradf seklinde gosterilmistir.

Onerme 5.1.4: M x /N kath ¢arpim manifoldu tizerinde tamml (<, > D, D) eslenik
yapist verilsin. O halde

D =D
dir (Todjihounde 2006).

Ispat: X.,Y,ZeL, (M) ve U,V,W eL,(N)olsun.
X.<Y,Z>=Xg(Y.,Z)orm
=g(VX}7,Z)ozz+g(I7,V}Z)07z
=<D,Y,Z>+<Y,D,Z >
U.<V,W>= UV ,W)oo
= [NV VW) +h(V VW )]oo
=< (V' W >+<V, (Vi) >

<U,V >

=D,V + gradf ,W >

u,w

+< V,D&W+%gmdf >

=< DUV,W>+<V,D£,W>+%<gmdf,W>

+—< U.W > <V,gradf >

=<D,V,W>+<V,D,W >

Burada

<U,W >

v+ YV s = 7y D;,W+Tgmdf:(?}W)V

0 f
ve gradf € L, (M)oldugundan < gradf ,W >=< gradf,V >=0

dir. Bunlar yerine konulup istenen sonuca ulasilmistir. Benzer sekilde diger degerlerde
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<D,Y,Z>=<Y,D,Z >=0 oldugundan

U.<Y,Z>=<D,Y,Z>+<Y,D,Z>=0,
<D V,Z>=<V,D,Z >=0 oldugundan

X<V,Z>=<D,JV,Z>+<V,D,Z>=0,
<D,Y,W >=<Y,D W >=0 oldugundan

X<Y,W>=<D,Y,W>+<Y,D,W >=0
dir. O halde VA4,B,C € y(M xN)

A<B,C>=<D,B,C>+<B,D,C>

dir. Buradan D' = D" dur.

Onerme 5.1.5: X,Y,ZeL,(M) ve U,V,W e L,(N) olsun.
i) R, Z=(*R;,Z)"
ii) R,,Z= —%Hf(Y,Z)V

iii) R,,/V=R,, X=0

iv) RXVW=—LJ,W>DX<gmdf>

V) R,,U=R@, 0 + gmdf;; §df 21y s W< U>V]
dir (Todjihounde 2006).

Ispat:
ii) X,Y,ZeL,(M)ve U,V,WeL,(N)olsun.
[V,Y]=0 oldugu Onerme 5.1.2 den biliniyor.
R,,Z=R(V,Y)Z=D,D,Z—-D,D,Z~D,, ,/Z
=D,D,Z-D,D,Z

D07~ D(Z(f) j vy 2Dy
/ / f

a f N
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Yz,

D,D,Z =
dirr. D,ZeL,, (M) oldugundan D,D,Z :%f)(f)V olur. Bulunan degerler yerine
konulursa
R, 2= OOy SEDy (0, 21)- @)/ 17
__H'(Y,2) v
f
dir.

iii) [V,W]=0 olsun.
R,,X=D,D,X~-D,D,X-D, ;X
=D,D,X-D,D,X

D,D, X = DV(—X;f) wy=r ELyy s XD

f f
—X;f ), M lzerinde sabit oldugundan V(%f)):o dir.  Bdylece

D,D, X :%DVW ve benzer sekilde D, D, X :%f)DWV olur.

R,, X=D,D,X~-D,D,X = M(DVW -D,V)= @[V, W1l=0
dir.
Egrilik tensoriiniin simetri 6zelliginden ve R ., Z € L,, (M) oldugundan
<RV, Z>=—-<R,,Z,V >=0
<R,V W>=<R,, X, Y >=0
VZel,(M)veVW eL,(N) i¢in saglandigindan R, V=0 dir.

iv) R nin simetri 6zelligi ve (4.1.2) den

<R, W, U>=<R, X,V >=0
dir. Burada U € L, (N)oldugundan R, W €L, (M) olur.

R, , X =0 idi. Egriligin simetri 6zelliginden R, ,W =R, V' oldugu biliniyor.
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_H'(X,Y)

<R, WY >=<R, Y, W >= <V,w>

<V,w>
= —(T) <Dy(gradf),Y >
=-< %Dx(gradf),Y >
Buradan R, W = —%DX (gradf’) olur.

v) *R(V, W)U = D,D,U - D, D,U - D, ,,U
=D ((v 0) —% <W,U> gradfj . [(%U)V—% <V,U> gradfj
( U) ——<[V W]U>gradf}
=V,V, U—i< v,(v,0) > gmdf—i< D,W,U > gradf
A /
1

_7< w,D", U >gmdf—%< w.,U >DVgradf—6W6VU

+% <W,(V,0) > gradf +% <D, V,U > gradf

+%<V,D*WU >gradf+%< V,u >DWgradf—(V[VW U)”

—i<DWV,U > gradf+l<DVW,U > gradf
f f
~\V ~ o~ o~ ~ ~ 1 ~ o~
J) -(V,V, U) —(V[V,W]U)V—7<V,(VWU)V > gradf
1 =~ NV 1 =k TV 1
+7< w,(V,U) >gradf—7< w, (V,U) —7< V,U > gradf | > gradf

+%< V,[(ﬁ}U)V—%<W,U >gradf] >gradf+%< V.,U > D, gradf

—% <W.,U > D, gradf

=RV, W)U —% <V, (V,U0) > gradf +% <W,(V,0)"> gradf

—% <W, (ﬁ;lj) > gradf+% <V,U><W,gradf > gradf
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+% <V, (V,0) "> gradf—% <W,U ><V,gradf > gradf

by >(ij—l<w,u >(—gmdf(f) Vj
/ f / f

=RV, W0 —% <V,(V,U0) =(V;0) "> gradf
+% <W,(V,0) =(ViU)"> gmdf+% <V,U > gradf (/)W
—% <W.,U > gradf (f)V

(4.3.14) den ve <W,gradb >=<V,gradb>=0 oldugundan
=RV, WU —% <V,-D,(W,U)> gradf
+% <W,-D,(V,0) > gradf+%[< V,U>W-<W,U>V]gradf (f)

=R, MUY +% g(V,D, (W,U))gmdb—% g(W,D,(V,0))gradb

+<g”“df;;2gmdf 2 [<V,U>W-<W,U>V]

= (R, 0 +> gmd];; ;gmdf <V U>W—<W,U>V]

Burada gradf (f) =< gradf,gradf > oldugu kullanildu.

Sonug 5.1.3: M baglantili uzay, f sabit olmayan katlama fonksiyonu olsun.
Eger (Mx ,N,<,>D,D") yapist eslenik olarak diizlemsel uzay ise o zaman

(M,g,V,V") yapist da eslenik olarak diizlemseldir ve (N,h,V,V*) yapist sabit kesit
egrilikli Riemann manifoldudur (Todjihounde 2006).

ispat: (M x N,<,>,D,D") eslenik olarak diizlemsel uzay olsun. Onerme 5.1.5 i) den
fR=0
Buradan V koneksiyonu diizlemseldir. Ote yandan Sonug 4.3.5 den V" koneksiyonu da

diizlemseldir. Buda (M, g,V,V") yapisinin eslenik olarak diizlemsel oldugunu gosterir.
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XeL,(M) ve UJV,WeL,(N) olsun. (M xN,<,>,D,D") eslenik olarak diizlemsel

uzay oldugundan Onerme 5.1.5 iv) den
_<V.w>

R, W T

D, (gradf)=0

dir. Buradan
D, (gradf)=0 , VXel,(M)
dir. M baglantili oldugundan gradf sabit vektor alanidir.

Onerme 5.1.5 v) den

R,,U=(R,,0) = gmd];; & >y s wo<w,U>V)=0

R,,0) =<8Y-88Y >y oy cw,U>v)
f
FAR,,0) =|gradf|| (<V,U>W-<W,U>V)
R, ;U =|\gradf| {h(U, VW ~h(U, W)V}

|| gradf ||2 sabit oldugundan M sabit kesit egrilikli Riemann manifoldudur.

5.2. Eslenik Koneksiyonlarin Cift Kath Carpimlar:

Bu alt boliimde 5.1 boliimiindeki katli ¢arpim i¢in yapilanlarin, ¢ift kath ¢arpimlardaki

karsiliklar1 verilmistir. Elde edilen sonuglar orijinaldir.

Tanmmm 5.2.1: (M,g)ve (N,h) Riemann manifoldu ve b: M —0" , f:N—>0"
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. 7: MxN—>M o:MxN—>N
izdiigim fonksiyonlart M x N ¢arpim manifoldu tizerinde tanimli olsun. B=, M x , N
carpim manifolduna cift kath ¢arpim manifoldu ad1 verilir ve lizerindeki metrik tensor
<>=(fc0)'7'(g)+(bom) o' (h)
dir. Kisaca <,>= f’g +b’h seklinde de gosterilir. b, f katli(warping) fonksiyonlaridir.
b=1veya f =1 durumundan biri saglandiginda tek kathi carpim elde edilir (Unal
2000).
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Onerme 5.2.1: B= M, N ¢ift katli ¢arpim manifoldu tizerinde (<,>,D,D")
eslenik yap1 olsun. (g,"V.,”V'), M iizerinde , (h,"V, V') ise N iizerindeki
eslenik yap1 igin

"V =MV) ve 'V =(YV)
dir.

Ispat: X.,Y,Z e y(M) ve bunlarm yatay liftleri sirasiyla X,Y,Z € L, (M) olsun.

Xg(V,Z)or=(fo0o) X.<Y,Z>
=(foo)> (< DY,Z>+<Y,DyZ>)
=(f20) > ((foo) g (DY), Z) oz +(f o0) (Y, 7, (DyZ))ox)
=[g("V Y, Z2)+g(Y, "V Z)]en
Buradan X.g(Y,Z2)=g("V.Y,Z)+g(Y,"V,Z) dir. Yani ¥V ve YV birbirinin
eslenigidir. O halde V' = (V)" dir.
U,V,W e y(N)ve bunlarin dikey liftleri sirasiyla U,V,W €L »(N) olsun.
Uh(V ,WYoo =(bor)*U.<V,W >
=(bom)’[< DV, W >+<V,D,W >]
=(bor)*{(bor)’ h(0.(DyV),W)eo+(bor) h(V,0.(D;W))o o}

=[h("V VW) +h(V, "V W )]oo
Buradan UA(V, W) =h("V V,W)+h(V, "V W) dir. 'V ve "'V birbirinin eslenigidir.

O halde V' =("V)

Onerme 5.2.2: B= Mx, N cift kath carpim manifoldu ve tzerindeki metrik

<,>=f?g+b’h olsun. ¢g:M > ve $:N—>[ olmak iizere M xN iizerindeki

gradient operatorii

1
grad(gom)= 7 grad ,(9)
(feo) (5.2.1)
grad(9oo) = o) grad ()
dir (Unal 2000).
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Tamm 5.2.2: (g,V,V*),M fizerinde , (h,V,V") ise N iizerindeki eslenik yap1 ve
D,D B= Mx, N gift katlh ¢arpim manifoldu tzerindeki torsiyonsuz afin

koneksiyonlar olsun. X,Y e L, (M) ve U,V € L ,(N) igin

i) DXY:(VXY)H—%<X,Y>gmdf

i) Dy =p,x =20 VU
b /

iii) D,V =(V,)) V—% <U,V > gradb

Ve
a) DY = (v’;j)f’—% < X,Y > gradf
b) D,V =D,X = Xlgb)mV;f)X
¢) D,V = (6;17)V—% <U,V > gradb
dir.

Onerme 5.2.3: B= ;M x N lzerinde tanimli (<,>,D, D )eslenik yapis1 verilsin. O
halde
D =D
dir.
Ispat: X.,Y,ZeL, (M) ve U,V,W eL,(N)olsun.

X.<Y,Z>=(foo)X.g(Y,Z)orx
=(fo0){g(VY,Z) o+ g(Y,ViZ)on}
=(f00)g(VyY,Z)om+(fo0)g(Y,ViZ)on
=<(V ", Z>+<Y,(V:2)" >

:<DXY+%<X,Y>gmdf,Z>+<Y,D;(Z+%<X,Z>gmdf>

, 1
=< DXY,Z>+<Y,DXZ>+7<X,Y >< gradf ,Z >
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+%<X,Z ><Y,gradf >

dir. gradf € L ,(N) oldugundan < gradf,Z >=0, <Y,gradf >=0 dir. O halde
X.<Y,Z>=<D,Y,Z>+<Y,D,Z>

dir. Benzer sekilde,

U.<V,W >=(born)'Uh(V,W)oo
=bon)'[WNV VW) +h(V VW )]oo
=(bon) WV V ,W)oo+(borx) h(V,ViW)oo
=< (V' W >+<V, (Vi) >
=< DUV+é<U,V>gradb,W >+ < V,DQ,W+%<U,W > gradb >
=<D,V,W>+<V,D,W >+%<U,V >< gradb,W >

+%<U,W ><V,gradb >

Burada gradb € L ,, (M) oldugundan < gradb,W >=< gradb,V >=0 dir. O halde
U.<V,W>=<D,V,W>+<V,D,W >

dir.

Simdi de U<Y,Z>=<D,Y,Z>+<Y,D,Z> esitliginin saglandigim gdstermeye

calisalim.

U<Y,Z>=U[(fo0) g(Y,Z)orx]
=2(fo0)(U(f°0))g(Y.2)er+(fo0)U(g(Y.Z)ox) (5.2.2)

gY,Z)eC”(M,[1) oldugundan Ug(Y,Z)=0 dir. Boylece (5.2.2) denklemi asagidaki

denkleme indirgenir.

U<Y,Z>=2(fo0)U(fo0)g(Y,Z)ox (5.2.3)
Diger taraftan,
<D,Y,Z>=< Y(b)U+U(f) Y.Z >
b S
:@<U,Z>+M<Y,Z > <U,Z>=0
b S
=D <y 7= 2L a7 Dy n =0 NS 0T D)o
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<Y,D,Z>=<Y, Z[()b) U+ U;f) Z>

_Z(b)
b

U Ly s U0
/

<YU>+U§(f)<Y,Z>, <Y,U>=0

[’8(V,Zyen=U(f)fo0)g(Y,Z)om

dir. Yani
<D,Y,Z>+<Y,D,Z>=2U0(f)fo0)g(Y,Z)ox (5.2.4)
oldugu gortiliir.

(523)ve(5.24)den U<Y,Z>=<D,Y,Z>+<Y,D,Z > dr.

Ayrica,

X<V, Z>=0=<D,V,Z>+<V,D,Z > esitliginin saglandigin1 gdstermek igin;

X(b)

<D,V,Z >=< V+Vi{f)X,Z>:%b)<V,Z>+%f)<X,Z>, <V,Z>=0

D xzsm Vi,f ) p20(%, 7)o = V() f 00)g(R, D)o n

f

, |
<V,D,Z >=< V,(V)?Z)H—7< X,Z > gradf >

=<V ,(V%Z) H>—%<X,Z ><V,gradf >, <V,(V,Z)">=0

:—%<X,Z><V,gmdf>, <V,gradf >=V(f)

_ VD e %f)fzg()?,f)orrZ—V(f)(foa)g()_(j)w

<DV,Z>+<V,D,Z>=0=X <V,Z > oldugu goriiliir. O halde
VA,B,C e y(M xN) i¢in
A<B,C>=<D,B,C>+<B,D,C>

dir. Buradan D = D* dir.

Onerme 5.2.4: B= sMx, N ift kath ¢arpim manifoldu ve tizerindeki Riemann

egriligi“R olsun. X,Y,Ze L, (M) ve U,V,W €L ,(N) igin
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i) *R(X,Y)Z =(R(X,Y)Z)" —%[@ <Y,Z> —% <X,Z >} grad, f

_b%[g(y,Z)X—g(X,Z)Y] grad, f(f)

b f
_H'(2), H(@ZD),

ii) ’R(V,Y)Z =
ii) "R(V.Y) I

Vif)

—M{iﬁﬁg}’ad}\,f— ;

b

5 grad Mb}

Hf(Y,U)X+Hf(X,U)Y
A S
_Hb(W,Z)V+Hb(V,Z)W

iii) “R(X,Y)U =—

iv) RV, W)X =

Hf(V,W)X+ H' (X, W) v

v) "RX, V)W =— P

W)

f {%(ngrade)H_%b)grade}

vi) RV, W)U = R(V,W)U)" +#{< V,U > @— <W,U> %f)} grad, b
+%[k(V,U)W —h(W,U)V |grad,b(b)
dir.

ispat:
i) "R(X,Y)Z =DyDyZ~D,DyZ~Dyy 2

=D, [(VYZ)H—% <Y,Z> gradf]—DY [(VXZ)H—% <X,Z> gradfj
—[(V[X,Y]Z)H—%<[X,Y],Z > gradf)
=DX(<VYZ)”>—DX(%< Y,2 > gradf)- D,(V 12)")

1 = 1
+Dy(7<X,Z >gmdf)—(V[)?j]Z)H+7<[X,Y],Z > gradf
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=(VyV,;2)" —% <X,(V;2)" > gradf

—%[ DY, Z>+<Y,D",Z >]gradf—%< Y,Z > D,gradf

~(V,V.2)" +%< Y, (V. 2)" > gradf

+%[< D,X,Z>+<X,D",Z >]gradf+% <X,Z>Dygradf =(V 3 ,Z)"

1
i D,Y—-D,X,Z > gradf

Y]

=(ViVi )" =(ViViZ)' =(Vii sy Z)H—l< X, (V;Z)" > gradf
f
—%<DXY,Z >gradf—%<Y,D*XZ >gradf—%<Y,Z > D, gradf
+%< Y,(V:2)" >gradf+%<DyX,Z >gradf+%<X,D*yZ > gradf
+%<X,Z >DYgradf+%<DXY,Z >gradf—%<DYX,Z > gradf
=(R(X,Y)Z)" —%< X, (V,Z)" > gradf+%< Y,(V.2)" > gradf
1

_7 < y,((v*xf)”—% <X,Z> gradf] > gradf

—l< Y,Z >(&b)gradf+m)(}
f b f

+%< X,[(V*YZ)H—%< Y. Z >gradf] > gradf
+l <X,Z> [ib)gmdf +—gradf(f) Yj
f b /

=(R(X,Y)Z)" —%<X,(VYZ)H >gmdf+%<Y,(VXZ)H > gradf

_%< Y,(V',Z) "> gradf+%<X,Z ><Y,gradf > gradf

_X()
bf

<Y,Z>gradf—%<Y,Z>gradf(f)X

1 . 5 1
+7<X,(V +Z) H>gradf—F<Y,Z >< X, gradf > gradf
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+%<X,Z>gradf+%<)(,2>gradf(f)Y
=(R(X,Y)Z)" —%[< Y.(V' D)=V Z)" > | gradf
—%[< X,(V,2)" —(V",Z) H>] gradf+% < X,Z><Y,gradf > gradf

—fL<Y,Z>gradf(f)X—%b)

2

<Y,Z > gradf

—fL<Y,Z >< X,gmdf>gradf+%fb)<X,Z>gradf

2
+%<X,Z > gradf (f)Y
(4.3.14)den ve <Y,gradf >=< X, gradf >=0 oldugundan
PR(X,Y)Z =(R(X,Y)Z)" —%[< Y,D,(X,Z)> | gradf
—%[< X,-D,(Y,Z) >} gradf—% <Y,Z> gradf ()X

_X®)
bf

=(R(X,1Z)" - f[g(Y.D,(X,Z)) | gradf

<Y,Z>gradf+%;)<)(,2>gradf+%<X,Z>gmdf(f)Y

+f | g(X.D,(Y,2))] gradf—% <Y,Z > gradf (f)X

_%;)<Y,Z>gmdf+%;)<)(,2>gradf+%<X,Z>gmdf(f)Y

=(R(X,Y)2)" - f.C(Y,X,Z)gradf + { C(X,Y,Z)gradf

_% <Y.Z> gmdf(f)X—%f) <Y.,Z > gradf

O ¥ 75 gradf + L < X, 25 gradf ()Y . C simetrik
bf f

=(R(X,Y)Z)" —é[)((b) <Y,Z>-Y(b)< X,Z >|gradf

_%[<Y,Z>X—<X,Z>Y]gradf(f)

Onerme 5.2.2 den
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X(®) Y
=(R(X,7)Z)" - s [ <Y Z> - X.7 >}grade

_bl_z[g(Y,Z)X—g(X,Z)Y]gmdi(f)

ii)
*R(V,Y)Z=D,D,Z-D,D,Z-D,, ,Z, [V,Y]=0
=D, [(VYZ)”—1< Y,Z> gmde D (@ ) —L27)
f A
- DV@Z)’H%{) <Y,Z> gradf—7[< D,Y,Z>+<Y,D",Z>|gradf

<125 Dygradf 1 ELy 20—y KUy T 7

_(v:2)" CIAD Vi) Yo,
= 5 f(VZ)Jrf <YZ>grdff 5

+%f)Y,Z >gradf—l<Y,ib)

V+%f)Z > gradf

Y(Z(®)) ,,  Z()Y(?)

b’ g

—l<Y,Z>D grad —
f 14

_ZO(Y®), VWD) _YOU), VYD),
b Loy / 2

V(ff)[(v Z)" f<Y Z>gradfj

DO D 50, Dy, 25

_V;{) <Y,Z>gradf—V;{) <Y,Z> gradf —

Y(Z(©)) ,,  Z(D)Y(D)

b’ g

_ZOYW®), ZOWVD, YUY, VYD),

b? bf f f?
—@(VYZ) ;f) <Y,Z > gradf

—%< Y,Z > D,gradf,

:(V?Z)H(b)V_ Yz®) , ZoviHy 1 _v .. p gradf
b b bf ro V
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_ [YZO)-(V:2)" (b) y 20y VINZH 2BV
b f? bf

—% <Y,Z> [(@Vgradf)V—% <V,gradf > gradb} :
Burada ZV(fH)=0V(HZ(f)=0 oldugu kullanilmistir. Boylece,

H'(Y,Z).,, H'(ZV), 1

|
F; Y—7f g(Y,Z)V[; E; grad, [

BR(V,Y)Z = — V+

1 ., 1
+§f gY, 2y (f) 7 grad,b

V;f) grad Mb}

5 ygrad, f—

:_Hb(Yaz)V+Hf(Z>V)Y_g(Y,Z) 16
b / b

elde edilir.
iii) “R(X,Y)U = DyDyU - D, DU — D,y ;U

=DX(Y(bb)U+U;f)YJ—DY(X(b)U+U(f)Xj

b S
_([X, ®) ;U y Y]]
L

b
:X(Y(b)jU+ Y() DXU+X[U(f)]Y+ v DY
b b f f

_Y(Xw)jU_X(b) DU~ Y(U(f)j v YD p ¢
b s s

b

_XOYO)-YX®), U)o U

b
_XAO),, YBOXB),, YO XB),, UL,
b b’ b
LXUWY), UNXS), YXG),,  XOYE),,
f s b b’
_X®) (Y(b) u . W) Yj YUY, UDYY)
b b S f s
_XYO)-YX®),,
b

_YOU)  _YU)  UNDYS) .  XUS)
bf f ’
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_XOUW) , _UWDXD),
bf Iz

Y®) ., Y
-Y(U
f{ e ( f j

Y| X

X0, Y
f
:_(Y(U(f))—DyU(f))X+(X(U(f))—DXU(f))Y
f f
H'(Y,U) Y H(X,U) v
f f
iv) “R(V,W)Z =D,D,Z-D,D,Z—D,, ,\Z

:DV(Z(b)W+W;f) ZJ—DW (@V+mzj

+7{X(U(f)) ( Xj(f) Y

b b f
(D), ZB) g
f b
= V(@)W+@DVW+V(WU))Z+ wf) D, Z
b b f f
_W(Z(b)),,_ Z(b) DWV_W(V(f)} 72-VDp 4
b b f f
YOUNWES) , Z20) p, y Z0)
f b 7 b
_V@zo), Zovo) ,, Wn(ze, vy,
b b’ f b f
AL P V(f)Vz’(f) , Wz, , W(b)zzw) ”
f f b b
V() (Z(b) w ) ZJ WUy, YUy,
f Ub f f f
AU RAUDP®
f
_WWNZ®B), WEZ®), WBZEG), VED),,
/b b b’ b

_YHzd),, ZGYo),,
fb b*
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__1 _[Z20) , W)
- b{W(Z(b)) ( b 7t Zj(b)}/

1 _[20), V()
+b{V(Z(b)) ( . V+ G Zj(b)}W

__(W(Z®) - (D)D) Ve (V(Z®B) - (D)D) W

b b
Hb b
__H' W), H(.2),
b b
v) *R(X, V)W =D, D,W -D,D.W ~D,, ,J¥ ,  [X,V]=0

=D, ((%W)V—é <V,W > gradbj—DV (Xlgb) W+ W;f) Xj

= DXWW)MbizX(b) <V,W> gradb—%< DV, W > gradb

—%<V D" W>gradb—E<V W > D, gradb— V(X;b)jW

_XO) ), W—V[W(f)jX—W(f)D X
b 4 f f Vv

_&(v W) + (f)(f)x b—X(b)<V W > gradb
—1<X(b)V+V(f)X,W>gmdb —<V, X(b)W+W(f)X>gmdb
b b f b S

VX®) ,, Vo)X
b2

—&((V Wy —1<V W>g adbj—wX
b b f
SOV e P ( X@®, V() X]
f roUb S
X®) & iy, Vi)' ()
f

/4

—% <V,W > D,gradb—

——(V W) + X+ b—X(b)<V ,W > gradb
1 1
—b—zX(b) <V,w> gradb—b—zX(b) <V,W > gradb

+%X(b) <V.,w> gradb—%< V.,W > D, gradb
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X0y V(W;(f)) X+W(f;2V(f) v

V) FNHXG),

s of
= V) (/) X - rori) x -1 V,W > D,gradb
f f b
_WWHX®),
of
_ {V(W(f)) - (%W)V(f)} y XOT@) , XBWO),
f b b*

B W(fb}X(b) V_é <V,W> {(ngmdb)'q—%< X, gradb > gradf}

Burada X (W (b)) = X(b)W (b) =0 oldugu kullanilmistir. Boylece,

BR(X, W = _M

+ {X(W(b)) (X Oy W;f ) X)(b)} 14

—%bzh(V,W){(V ;2 grad, b)" _FX(b) grade}

Hf(V,W)X+ Hb(X,W)V

W)
S

vi) “R(V, W)U = D,D,U - D, D,U - D, ,,U

n_X(0)
[f(V radyb)" ——

grade:|

=D, ((V 0) _1<W U >gmdbj ((ﬁﬁﬁ)V—%< V,u >gradbj
( U)V—Z<[V,W],U > gradbj

6 2 U V,(ﬁWU)V > gmdb—é<DVW,U > gradb

@I»—ﬂ

1 Y
—%<W,D*VU >gradb—Z<W,U > D, gradb—V ;V,U

+%< W,(ﬁl;lj)y > gmdb+%<DWV,U > gradb
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1 . 1 - -
+Z <V,D",U> gradb+z <V,U > D, gradb _(V[V,W]U)V

—% <D,V,U > gradb+% <D,W,U > gradb

~(9,9,0) ~(9,9,0) ~(V,y,0) =5 <Vo(9,0) > gradb

+% <W,(V,0)"> gradb—% < W,((V;U)V—é <V,U> gradbj > gradb
+% < V,((%;,U)V—é <w,U > gradbj > gradb+%< V.,U > D,,gradb
—é <W.,U > D, gradb

=RV, W)U —% <V,(V,U0) > gradb +é <W,(V,U)"> gradb
—é <w,(V:U0) "> gmalb+bL2 <V,U ><W,gradb > gradb

+% <V, (@;}0) > graa’b—bi2 <W,U ><V,gradb > gradb

+% <V,u> [gradb(b) W+ Wf) gradbj

—% <w,U> (gradb(b) V+ 405 gradbj

=RV, W)U —% <V, (V,;0) =(V;U)"> gradb

1 ~ o~ o 1
+Z <, (VI;U)V—(VVU) "> gradb +b—2 <V,U > gradb(b)W
+%f) <V,uU> graafb—bl—2 <W,U > gradb(b)V

—m< W.,U > gradb

bf
(4.3.14)denve <W, gradb>=<V, gradb >=0 oldugundan

=RV, W)U —% <V,-D,W,U)> gradb
+% <W,-D,(V,U)> gradb +bi2[< V,.U>W-<W,U>V]gradb(b)

+l{< V,U >M— <w,U >M}gradb
b f f
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2

=RV, W)Y +£—2 gV, f)l(Vf/,(?))gmdb—?:—2 gW.D,(V,U))gradb
! {<V U>W(f) <w,U > (f)}grade
bf S S

+%[h(V, UYW —h(W,U)V | grad,,b(b)

=RV, WO +bC(V,W,U)gradb—bC(W,V,U)gradb

! {<V U>——= ) <w.,U > (f)}grade
bf S A

+F[h(V, UYW —h(W,U)V | grad, b(b) , C simetrik
=RV, 0 +— ! {<VU>W(f) <w,U> (f)}gradb
bf? S S

+%[h(V,U)W —h(W,U)V | grad,,b(b)
dir.

Sonu¢ 5.2.1: M ve N swrasiyla m >1 ve n >1 diferensiyellenebilir manifold,

beC*"(M,") ve feC*(N,[") olsun. Eger (,M x,N,<,>D,D") yapist eslenik

olarak diizlemsel uzay ise o zaman (M,g,V.V") ya da (N,h,V,V") yapilarindan biri

eslenik olarak diizlemsel iken digeri sabit kesit egrilikli Riemann manifoldudur.

ispat: (;Mx,N,<, > D,D") yapist eslenik olarak diizlemsel uzay olsun. Onerme

5.2.41) ‘den
PR(X,Y)Z =0
dir. Bu durumda

X(b)

1 1X®) Y(®)
(R(X,Y)Z)" fb[ R

<X Z>}grade

—W[ g(V,Z)X -g(X,2)Y]=0

olur. Elde edilen bu esitlik yatay ve dikey liftlerin bilesenleri olarak ifade edilirse; yatay
lifti

(R(X,7)Z)" —%[ g(Y,2)X -g(X,2)Y]=0 (5.2.5)
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iken diisey lifti

L[%<}’,Z>—%<X,Z >}gmde:0 (5.2.0)

be

dir. Simdi bu iki denklem yardimiyla bazi sonuclar elde edilecektir.

a) (5.2.6) denkleminden
[X(b)<Y,Z>-Y(b)<X,Z>|grad,f =0
dir. Farz edelim ki grad, f # 0 olsun. Bu durumda

0=XD)<Y,Z>-Y(b)<X,Z>
=< Xb)Y,Z>-<Yb)X,Z>
=< XDb)Y-Y(b)X,Z>

VZelL,(M) icin X(b)Y -Y(b)X =0
dir. Bu esitlik b ’nin sabit oldugunu gosterir. b sabit ise Onerme 5.2.4 vi) dan
RV, WU) =0, YU, V,W e y(N)
Bulunan bu esitlik (N,4,V,V") yapisimn eslenik olarak diizlemsel oldugunu gosterir.
Onerme 5.2.4 ii) den ve b sabit oldugundan

H'(Z,V)
S

Y=0

dir. (4.1.5) denkleminden

W\~ ,grad, f,V)
f

Olmak iizere V ,grad, f =0 dir. Boylece grad, f sabit olur. (5.2.5) esitliginde

Y=0

(R(X,7)Z)" = W[ g(V,Z)X —g(X,Z)Y]

oldugu biliniyor. grad, f =b’gradf ve gradf(f)=<gradf,gradf > oldugu
kullanilirsa
(R(X,7)Z)" =< gradf, gradf >[g(Y,2)X - g(X,Z)Y]
=|\gradf| [g(Y.2)X - g(X,2)Y], gradf = sbt
VX,Y,ZeL,(M) icin || gradf ||2 sabit oldugundan M sabit kesit egrilikli Riemann

manifoldudur.
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b) Benzer sonuglar grad, f =0 ve [X(b) <Y, Z>-Y(b)<X,Z >]grade #0 kabul

ederek (M,g,V,V") yapisiin eslenik olarak diizlemsel, N manifoldunun ise sabit kesit

egrilikli Riemann manifoldu oldugu gosterilebilir.

69



KAYNAKLAR

Amari S., 1985. Differential-Geometrical methods in statistic, Springer Lectures Notes
in Statistics 28.

Amari S., Nagaoka H., 2000. Methods of information geometry, AMS, Oxford
University Press, Vol. 191, s. 25-77.

O’Neill B., 1983. Semi-Riemannian Geometry With Applications to Relativity,
Academic Press, New-York.

Lauritzen S.L., 1987, Statistical Manifolds, Lecture Notes--Monograph Series, Volume
10 Hayward, CA, s. 165-197.

Arwini K.A., Dodson C.T.J., 2008. Information Geometry Near Randomness

and Near Independence, Springer, Berlin, s.1-53.

Matsuzoe H., 2006. Geometry of statistical manifolds and its generalization,
Proceedings of the 8th International Workshop on Complex Structures and Vector
Fields, Bulgaria,

Nomizu K., Sasaki T., 1994. Affine Differential Geometry, Cambridge University
Press.

Akdeniz, F. 2009. Olasilik ve Istatistik, Nobel Kitabevi, Adana, s.147-158, 239-266.
Vos P. W., 1989. Fundamental equations for statistical submanifolds with applications
to the bartlett correction, Ann. Ins. Statist. Math. Vol. 41, No. 3, 429-450.

Todjihounde L., 2006. Dualistic structures on warped product manifolds, Differential
Geometry —Dynamical Systems, Geometry Balkan Press, Vol.8, pp. 278-284.

Chen W.S., 1999. On computing gaussian curvature of some well known distributions,
Turning Administrative Systems Into Information Systems,Statistics of Income
Division, Baltimore, MD., August.

Unal, B. 2000. Doubly warped products. Ph. D. Thesis, the Faculty of the Graduate
School University of Missouri-Columbia, U.S.A.

Nassar H. Abdel-All , H.N. Abd-Ellah, H.M. Moustafa, 2002. Information geometry
and statistical manifold, Chaos, Solitons and Fractals 15 (2003) 161-172

70



Ad1 Soyadi
Dogum Yeri ve Tarihi

Egitim Durumu(Kurum ve Yil)
Lise

Lisans

[letisim(e-posta)

OZGECMIS
Erkan KORKMAZ
Bulgaristan - 06.12.1983
Bursa Erkek Lisesi - 2002

Ege Universitesi - 2008

erkankorkmaz2007 @hotmail.com

71


mailto:erkankorkmaz2007@hotmail.com

