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OZET
Doktora Tezi
BAZI TAMSAYI DIZILERI VE PELL DENKLEMLERI
Arzu OZKOC

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ahmet TEKCAN

Bu ¢alismada tamsayi dizileri ve Pell denklemleri ele alinmis ve bunlarla ilgili baz1 ce-
birsel bagintilar ve 6zdeslikler elde edilmistir.

Birinci bolimde, daha sonraki boéliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teo-
remlere yer verilmistir.

Ikinci béliimde, iki ve dort parametreli tamsay: dizileri ele almmus bu diziler ile ilgili
bazi cebirsel bagintilar elde edilmistir. Ayrica iki parametreli tamsay1 dizisinin paramet-
relerine bagli olarak tanimlanan Pell denkleminin tamsay1 ¢ozlimleri elde edilmistir.

Ucgiincii béliimde, oblong sayilar1 ele alinmis ve bu sayilarin bazi cebirsel ézellikleri
verildikten sonra bu sayilara bagl olarak tanimlanan Pell formu ve Pell denklemi ele
almmugtir. Pell denkleminin tamsayi c¢oziimlerinin oblong sayilarina bagli olarak
verilebilecegi gosterilmis ve Pell formunun indirgenmisinin devri ve has devri ele
aliarak bu formun has otomorfizmlerinin yine oblong saylarina bagli olarak tanimlanan
matris yardimiyla elde edilebilecegi gosterilmistir.

Doérdiincii boliimde ise, balans sayilar1 ele alinmis ve bu sayilarin hem kendi aralarinda
hem de Pell ve Pell-Lucas sayilari ile olan iligkisi incelenmistir. Ayrica balans sayilarina
bagl olarak tam kareler ve pisagor iicliileri elde edilmistir.

Son béliimde ise t >2 tamsayisi igin X* — (t? —t)y? — (4t — 2)x+ (4t> —4t)y = 0 Diop-
hantine denklemi ele alinmis, bu denklemin tamsay1 ¢oziimleri Z de ve p=>5 asal
sayis1 igin sonlu F, cisminde ele alinmugtir.

Anahtar Kelimeler: Diophantine ve Pell denklemleri, Kuadratik formlar, Oblong sayi-
lari, Tamsay1 dizileri, Balans sayilart.

2013, vii +81 sayfa.



ABSTRACT
PhD Thesis

SOME INTEGER SEQUENCES
AND PELL EQUATIONS

Arzu OZKOC

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this work, some algebraic properties are obtained on integer sequences and Pell equa-
tions.

In the first section, the preliminary notations, definitions and theorems which are to be
used in later sections are given.

In the second section, two separate integer sequences with two and four parameters are
discussed and some algebraic relations on them are derived. Moreover, a Pell equation
is defined using the parameters of the sequence with two parameters, and deduced the
integer solutions of it including some recurrence relations.

In the third section, oblong numbers, Pell form and Pell equations have been conside-
red. The integer solutions of Pell equation can be deduced by using oblong numbers.
Also the cycle and proper cycle of the reduction of Pell form are given. Moreover, it is
proved that the set of proper automorphisms of Pell form can be obtained by using the
matrices related to oblong numbers.

In the fourth section balancing numbers are considered. Some algebraic relations on
them and also their relationships with Pell and Pell-Lucas numbers are deduced. Fur-
ther, some formulas on perfect squares and Pythagorean triples related to balancing
numbers are given.

In the last section, integer solutions of Diophantine equation x* — (t* —t)y? — (4t — 2)x

+(4t* —4t)y =0 for an integer t>2 is considered over Z and also over finite fields
[, for primes p>5.

Key words: Diophantine and Pell equations, Quadratic forms, Oblong numbers, Integer
sequences, Balancing numbers.

2013, vii + 81 pages.
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1. GIRIS

Bu boliimde calismanin ilerideki boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara,
notasyonlara ve teoremlere yer verilecektir. Calisma iki ana boliimden olugsmakta olup
bunlar tamsay1 dizileri ve Diophantine denklemleri seklindedir. Bu nedenle bu béliimde

bu iki kavram hakkinda genel bilgiler {izerinde durulacaktir.
1.1 Tamsay Dizileri

Analitik sayilar teorisinde ¢ok dnemli bir yere sahip olan tamsayi dizileri ilk olarak ¢ok
meshur bir tamsay1 dizisi olan Fibonacci tamsay1 dizisi (A000045 OEIS tamsayi dizileri
online ansiklopedisi) ile ortaya ¢ikmistir. Diziye adin1 veren Leonardo Fibonacci (1170-
1250) orta cagin en iinlii matematikgilerinden biridir. Italyan matematik¢i, matematigi
araplardan alip Avrupa’ya tanitan kisi ve on tigiincii ylizyil baglarinda yayinlanan ‘Liber
Abaci’ isimli kitabin yazari olarak bilinmektedir. Daha 6nce Hintli matematikgilerin al-
tinc1 ylizyillda bulmus oldugu say1 dizisi, ‘Liber Abaci’ kitabinda tavsanlarin iireme
probleminin hesaplanmasiyla Fibonacci say1 dizisi olarak 1202 yilinda Fibonacci tara-
findan ortaya konmustur. On dokuzuncu yiizyilin baslarindan itibaren dizi iizerine yapi-
lan aragtirmalarin sayist giderek artmis ve en sasirtict say1 dizisi olarak tarihe adim
yazmistir. Hatta Fibonacci Dernegi kurulup, 1963 yilindan itibaren ‘The Fibonacci
Quartery’ isimli dergi bu konu ile ilgili yapilan ¢aligmalar1 yayinlamaya baglamistir.
Ozellikle dizinin elemanlar ile tabiattaki bagntilar arasindaki benzerlikler iizerine ca-

lismalar yapilmis, Altin Oran olarak bilinen irrasyonel sabitin

1+\/§
2

=1.6180339887---

Fibonacci dizisinin ardigik elemanlarinin oraninin limitine esit oldugu bulunmustur. Fi-
bonacci dizisi, ilk iki terimi haricinde diger tiim terimleri arasinda kendisinden hemen
once gelen ilk iki terimin toplami olarak ifade edilebilme 6zelligine sahiptir. Bu say1 di-
zisi, baslangic degerleri F, =0, F, =1 olanvetiim n>2 i¢in

Fo=Fo +Fos

olarak tanimlanan say1 dizisidir.



Dizinin terimleri arasinda bir¢ok cebirsel baginti olup bu bagintilardan bazilar
Fon = I:n2+1 - I:nzfl =Fo(Foy + Foo) = Fo(Fy +2F ) =3F,, —Fony
Fanet = Pt + F = 3F0 = Fons
Fon = I:n2 + Fn2—1
Fyn = Fn3+1 + Fn3 - Fn3—1 =4F;, 5+ Fn
F.,-F2, =FF

n+2 n+1 n' n+3

Fl, =4F,F,_ +F2,

n+l =

l:n+1 I:m + I:n I:m—l = I:m+n

seklindedir.

Fibonacci say1 dizisine benzer bir diger onemli say1 dizisi ise Lucas say1 dizisidir

(A000032 OEIS dizisi). Bu dizi de Fibonacci say1 dizisine benzemekle birlikte sadece

baslangic degerleri farklidir. Dizi, baslangi¢ degerleri L, =2, L, =1ve n>2 igin
L=l + L

olarak tanimlanan bir say1 dizisidir. Bu dizinin terimleri arasinda da bir¢ok cebirsel ba-

gint1 olup bu bagintilardan bazilart m>n ig¢in

L2mL2n = L%n+n + I-m—n _4(_1)m+n
I—3n+1 - L?] - L3n—1 = 3|-n+1 I-n Ln—l
L +L

2mH2n 2m-2n = L2mL2n

seklindedir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik denklemi ayni olup bu denklem, dizilerin

genel terimleri yardimiyla elde edilir. Fibonacci dizisinin genel terimi F,=F,_, + F,_,

oldugundan F, = X" olarak alinirsa dizinin karakteristik denklemi

Xn — Xn—l + Xn—2 — Xn—2X2 — Xn_2X+ Xn—2

= x"?x* = x" 2 (x+1)
= x2—-x-1=0
olarak elde edilir (Bu ayn1 zamanda Lucas dizisinin de karakteristik denklemidir). Bu

denklemin kokleri



1+/5 1-5

ve b=—
2 2

a=

dir. Bu kokler yardimiyla Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet (Jacques Phillipe Marie

Binet, 1786-1856) formiilleri sirasiyla

a"-pb"

F
" a-b

ve L,=a" +b"

dir.

Fibonacci ve Lucas tamsay1 dizileri arasinda bir¢ok cebirsel baginti olup bu bagintilar-
dan en 6nemli olan1

L,=F._ +F.
dir. Ayrica bu iki dizinin terimleri arasinda

F.L +L.F
I:m+n :%a I:2n = Fan Lﬁ _SFn2 =4(_1)n
2(Fn4 + I:nd;l + Fntz) = (Fn2 + I:n2+1 + Fn2+2)2

n
Z Fsi = GQF o, +2Fm,, —6F, Fyn,, —20=5)/5
i=1

L, +v5F, ) Lon +5Fm
2 2
L2mL2n = L?mn +5Fn%7n

I:n I:n2+3 - Fn3+2 =(-1 ! I:n+1

L(2m+1)(4n+1) —Loma = 5F2n(2m1) F(2m+1)(2n+1)

seklinde bagintilar vardir.

p(x)=x"+ax"" +---+a, X+a, bir polinom olmak iizere, p(x) =0 denklemi igin

—a -8 - —ad,; -8

1 0 0 0

M=| 0 1 0 0
L0 0 10 |




karesel matrisine, p(X) polinomunun kompanion matrisi denir. Buna gore Fibonacci ve

Lucas dizilerinin karakteristik denklemleri x*> —x—1=0 oldugundan bu dizilerin kom-

panion matrisi

dir.

Bu iki tamsay1 dizisinden baska onemli iki tamsay1 dizisi Pell (John Pell 1611-1685)
(A000129 OEIS dizisi) ve Pell-Lucas (kompanion Pell) (A122075 OEIS dizisi) tamsay1
dizileridir. Bu diziler de yukaridaki dizilere benzerlik gostermekle birlikte katsayilarin-
da farkliliklar vardir. Bu iki tamsay1 dizisi

P,=2P_+P._,, Bh=0R=1ve Q,=2Q,,+Q,,,Q,=2,Q, =2
olarak tanimlanmaktadir. Bu iki tamsay1 dizisinin karakteristik denklemi

x> —2x-1=0

olup ve bu denklemin kokleri

a=1++2 ve ﬂzl—\/z

dir. Dolayisiyla bu iki dizi i¢in Binet formiilleri sirastyla

n_ pn
Pn:—a B e Q,=a"+ "

242

seklindedir. Bu iki tamsay1 dizisinin terimleri arasinda da bir¢ok cebirsel baginti olup bu

bagintilardan en 6nemli olanlar1 n > m i¢in asagidaki gibidir:

Pan = I:)n+m + (_1)mPn—m > PZn = I:)an

Qi +Qn-
Ponit = Po + Qni +(_l)n’ P, = = 3 = >
P2 _ Q2n + (_1)n+1 P _ PnQn+l + Qn Pn+l
n — > 12n+l T s
8 2
_ 8|:)n I:>n+1 + QnQn+1 PP _ Q2n+m + (_1)n+lQm
2n+1 — 2 >'n’ n+tm T ] .

Aslinda yukarida bahsedilen Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas tamsay1 dizilerinin
genel hali su sekildedir: P ve Q, P? —4Q # 0 &zelliginde iki tamsay1 olmak iizere bas-

langig¢ degerleri U, =0,U, =1, V, =2,V, = P olan ve genel terimleri n>2 i¢in



Un :Un(P’Q) = I:)Un—l _QUn—z Ve Vn :Vn(P:Q) = I:)Vn—l _QVn—z

olarak tanimlanan U, ve V,, tamsay1 dizileridir. Bu dizilerin karakteristik denklemi

x> —Px+Q=0
ve bu denklemin kokleri
P+./P>-4Q
Ra=Ty

olup ( P2 — 4Q # 0 alinmasinin sebebi, denklemin farkl: iki kokiiniin olmasi istendigi i-

¢in) bu diziler i¢in Binet formiilleri

X%

U
" X =X

_uh n
ve V, =X +X

dir. Dolayisiyla U, ve V,, tamsayi dizilerinde P ve Q nun 6zel halleri i¢in yukarida bah-

sedilen tamsay1 dizileri elde edilmis olur:

Cizelge 1.1 U ve V, dizilerinde P ve Q nun 6zel halleri

P1Q|U, Vi

1 |-1|Fibonacci say1 dizisi | Lucas say1 dizisi

2 |-1|Pell say1 dizisi Pell-Lucas say1 dizisi

1 |-2 |Jacobsthal say1 dizisi |Jacobsthal-Lucas say1 dizisi

(A001045 OEIS dizisi) | (A014551 OEIS dizisi)

U, ve V, tamsay dizilerinin karakteristik denklemi x* — Px+Q =0 oldugundan bu di-
P —
M= Q
1 0

o o) e

dir (Ribenboim 2000 ve Koshy 2001).

zinin kompanion matrisi

olup bu matris i¢in



Ureteg fonksiyonu, tamsay1 dizilerinin terimlerini elde etmekte kullanilan bir fonksiyon

olup belli bir a, dizisi i¢in bu fonksiyon

a(x) =Y ax =ay+axX+aX +o+a X"+

i=0
seklinde bir seri ac¢ilimina sahiptir. Dizilerin iirete¢ fonksiyonlari, dizilerin karakteristik

denklemi yardimiyla elde edilir. Ornegin, yukarida tanimlanan U, dizisinin karakteris-
tik denklemi icin, x> — Px+Q=0,U, =0,U, =1 ve U, =PU_, —-QU,_, oldugundan
dizinin iirete¢ fonksiyonu

(1= Px+Qx*)D U x' =(1=Px+Q<*)(U +U x+U, %7+ U X" +--2)

i=0
=U, +(U, -PU)x+ U, —PU, + QU )X* +---
+(Un _PUn—l +QUn72)Xn e
=X
ve boylece

X

e

olarak elde edilmis olur. Benzer sekilde V,, dizisinin iirete¢ fonksiyonu da

2 —Px

YD oo

dir (Ribenboim 2000).
1.2 Diophantine ve Pell Denklemleri

Bu alt boéliimde ¢alismanin diger bir boliimiinii teskil eden Diophantine denklemleri ve
bu denklemlerin 6zel bir hali olan Pell denklemleri ile ilgili baz1 temel kavramlara ve

teoremlere yer verilecektir.

1.2.1 Tammm. a,b,c,d,e f € Z olmak lizere
ax’ +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0 (1.2)

denklemine ikinci dereceden Diophantine denklemi denir (Barbeau 2003).



Diophantine denklemleri ile ilgili ilk teorem 1657 de Fermat (1601-1665) tarafindan is-
patsiz olarak verilmistir. Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oziimleri hakkindaki ilk is-
pat1 1768 de Lagrange (1736-1813) vermistir. Yirminci yiizyilin baslarinda, M.O. 600
yillarinda Hintli matematikgilerin bu denklemin tamsay1 ¢éziimlerini bulmakla ilgili bir
algoritma bildikleri ortaya ¢ikmistir, fakat verdikleri yontemin bazi 6zel durumlarda so-

nu¢ verdigi anlagilmistir.

1.2.2 Tanmmm. D tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak tizere ikinci dereceden Di-

ophantine denkleminin 6zel bir hali olan
x> =Dy’ =#n (1.3)
denklemine Pell denklemi denir (Barbeau 2003).

x* —Dy? = n denklemine pozitif Pell denklemi, x* — Dy* = —n denklemine ise negatif

Pell denklemi denir. Eger D tam kare, yani D =t? ise verilen denklem

x* = Dy? = (X—ty)(X+ty) =+n
seklinde yazilabileceginden n nin ¢arpanlarina gore denklemin sonlu sayida ¢ozlimii
vardir. Halbuki Teorem 1.2.9 da goriilecegi iizere, D nin tam kare olmayan pozitif bir
tamsay1 olmasi halinde x* — Dy? =+n denkleminin ¢6ziimleri varsa bu ¢dziimlerin sa-

yis1 sonsuzdur.

(1.3) esitliginde 6zel olarak n=1 olarak alinirsa

x* — Dy’ =1 (1.4)
denklemi elde edilir. Bu denkleme klasik Pell denklemi denir. John Pell (1611-1676)
matematikte 6zellikle cebirsel ¢alismalar yapmig, denklemler teorisi ve matematiksel
tablolar gibi konulara yogunlasmustir. Isvigreli bir matematikci olan Johann Heinrich
Rahn (1622-1676) tarafindan 1659 da yayinlanan ‘Teutsche Algebra’ adl1 kitabin diizel-
tilmis baskis1 1668 de Pell tarafindan yaymlanmistir. Bu kitapta yukarida verilen Diop-
hantine denklemleri ele alindigindan, bu tiir denklemleri daha sonraki yillarda Pell

denklemleri diye isimlendirmek adet olmustur. Gergekte ise Pell’in bu denklemlerle bir

ilgisi yoktur. Euler (1707-1783), Archimedes’e (M.O. 287-M.0. 212) kadar uzanan

x? —Dy? =1 denklemi ile ok az ilgilenmis olmasina ragmen ingiliz matematik¢i John



Pell’in adini vermistir. Archimedes X —4729494y2 =1 denklemi ile ilgilenmistir. Bu
denklemin 1880 yilinda Amthor tarafindan bulunan en kiiciik pozitif ¢éziimiinde, y nin
41 basamakli bir tamsay1 oldugu bilinmektedir. Hintli bir matematik¢i olan Baudhayana
(M.0. 800) ise X* —92y* =1 nin en kii¢iik tamsay1 ¢oziimiiniin

(X, y) =(577,408)
< 577 .. .. C
oldugunu ve 208 kesrinin yaklagik degerini bulmustur. Pell denklemleri ile ilgili ilk ay-

rintili incelemelere Hintli matematik¢iler Brahmagupta (M.S. 600) ve Bhaskara (M.S.
1100) tarafindan yapilan ¢aligsmalarda rastlanmaktadir. Pell denklemleriyle ciddi olarak
ilgilenen ilk Avrupali matematik¢i Fermat olmustur. Ayni zamanda John Wallis (1616-

1685) ve onun hocast Lord William Brouncker (1620-1684), VD nin basit siirekli kesir-

li agiliminin belirtilmesine benzeyen bir metodu gelistirerek Pell denklemlerinin ¢6ziim-
leriyle ilgilenmislerdir. Ger¢ek anlamda Euler, x> — Dy* =1 denkleminin en kiigiik po-
zitif ¢6ziimiinii bulmak i¢in VD nin basit siirekli kesirli acilimint kullanmis ve diger
¢Oziimlerin, verilen bir ¢dziimden bir indirgeme formiiliiyle nasil iiretilebilecegini gos-

termistir. Euler bu denklemin biitiin gézﬁmlerinin\/ﬁ nin basit siirekli kesirli agilimin-

dan elde edilebilecegini Lagrange’dan en az on yil once fark etmis olmasina ragmen,

1768 de Lagrange bu iddianin ilk tam ispatini1 ve her ¢6ziimiin VD nin basit siirekli ke-
sirli agilimindan elde edilebilecegini gostermistir (Edward 1996, Jacobson ve Williams

2010, Andreescu ve ark. 2010).

1.2.3 Tanm. x*> —Dy” =+1 Pell denklemini gergekleyen en kiigiik pozitif (X,Y;)

tamsay1 ikilisine bu denklemin temel ¢6ziimii denir (Barbeau 2003).

x* — Dy? =1 pozitif Pell denklemine dikkat edilirse D ne olursa olsun +(1,0) bu denk-
lemi gercekler. Bu ¢oziime denklemin asikar ¢o6ziimii denir. (X,Yy) bu denklemin bir ¢6-
zimii ise gergekte + (X, Y) ciftinin de bu denklemin ¢6ziimii olacag: aciktir. Buna karsi-

lik genellikle denklemin sadece pozitif (X,Yy) tamsayi1 ¢oziimleri ele alinir.



x> — Dy2 = +1 denkleminin temel ¢oziimiiniin bulunmasi ¢ok 6nemlidir. Ciinkii denk-
lemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri (ki bunlarin sayist sonsuzdur) bu temel ¢6zlime bag-

l1 olarak elde edilebilir. Denklemin temel ¢oziimii, VD nin basit siirekli kesirli acilimi-
na bagl olarak bulunur. Bu temel ¢6ziimiin nasil bulunacagi ve bu temel ¢6ziime baglh
olarak diger tiim tamsay1 ¢ozlimlerin nasil elde edilecegi asagidaki teoremlerde veril-

mistir.

1.2.4 Teorem. D tamkare olmayan pozitif tamsay1 ve k=0,1,2,3,--- olmak tizere 8, ler

@y =D ve &, =|a
1

Qi =

A~ 8

indirgeme bagintilar ile tanimlansin. Bu takdirde

\/B = [aO ;alaaza' “7a|_1’2a0]
dir (Mollin 2008).

1.2.5 Tamim. Periyot uzunlugu | olan

VD =[a,:3,.8,:8..2a,]
nin siirekli kesirli agilimi verilsin. Bu takdirde k > 0 olmak iizere,
C=laga,a,, - a]
ya VD nink. yaklagimi denir. A¢ik olarak VD nink. yaklagimi

Ck :%:[aoaalaazaaak]
k

a, +

B+
-1 ak

dir (Mollin 2008).



Yukaridaki agilimda | periyot uzunlugudur, a, =2a, ve k >1 igin a_, =a, dir. Orne-
gin, D =13 i¢in
V13 =3+ (W13 -3)

1
=3+ 0
1

1

1
1+6+(J§—3)

oldugundan \/E =[3;1,1,1,1,6] dir. Bu agilimin periyot uzunlugu 5 dir.

1+

1+

1+

Stirekli kesirlerle ilgili olarak daha fazla bilgi i¢in Mollin (2008) adl1 kaynaga bakilabi-

lir.

1.2.6 Teorem. /D = [a,;8,,8,,,28,], basit siirekli kesirli agilim olsun. k > 0 tamsa-
yistigin A, =0,A,=1,B,=1,B,=0 ve
A =a A, +A, ve By =aB +By,

olarak tanimlanirsa

< Bk a'kBk—l + Bk—2
dir (Jacobson ve Williams 2010).

e A _aALtAL

A

1.2.7 Teorem. D pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere B’ VD nin k.
k

yaklagimi ve VD nin basit siirekli kesirli acilimi

VD =[a,:3,8,8.,.2a,]
olsun. Bu takdirde;
(i) x> =Dy’ =1 Pell denkleminin tiim ¢dziimleri, K >1 olmak iizere | periyodu ¢ift
iken
(6 Y) = (Aci: By
| periyodu tek iken (X, Y) = (A, B, ) ile verilir.
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(ii) | periyodu ¢ift iken x* — Dy” =—1 Pell denkleminin ¢dziimleri yoktur. | periyodu
tek iken denklemin tiim ¢6ziimleri k >1 olmak tizere

(% Y) = (Asyi> Bakoyr)
ile verilir (Mollin 2008).

1.2.8 Sonug. D pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak {izere VD nin basit siirekli

kesirli agilimi+/D =[a, ;a,,8,,--4,,28,] olsun. Bu takdirde x> —Dy* =1 pozitif Pell
denkleminin temel ¢oziimii

(X, Y,) :{ (A—l’ 3_1) | cift .iken
(A, ,B,,) | tek iken

dir. | periyodu ¢ift iken negatif Pell denkleminin ¢6ziimii yoktur. | periyodu tek iken ne-

gatif Pell denkleminin temel ¢6ziimii

(Xl’ yl) = (A—l’ 3—1)
dir (Mollin 2008).

Denklemin tiim tamsay1 ¢oziimleri, temel ¢6ziime bagli olarak asagidaki gibi elde edilir.

1.2.9 Teorem. D pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere x> — Dy* =1 pozi-
tif Pell denkleminin temel ¢oziimii (X;,Yy,) olsun. Bu takdirde denklemin diger tiim
tamsay1 ¢ozlimleri N >1 i¢in

X, +7/Dy, = (X +Dy;)"
olmak tizere (X,,Y,) seklindedir. Eger (X,V;), x* — Dy? = —1 negatif Pell denklemi-
nin temel ¢6ziimii ise denklemin diger tiim tamsay1 ¢ézlimleri Nn>1 i¢in

Xont + VD Yoy = (X +/Dy,)*""
olmak tizere (X,n_;, Yon1) seklindedir (Mollin 2008).

Ornegin, D =13 igin \/B uin basit siirekli kesirli a(;lllmlx/ﬁ =[3;1,1,1,1,6] oldugundan

bu agilimin periyot uzunlugu | =5 dir. Dolayisiyla Teorem 1.2.6 geregi
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A=3A=4A=7 A=1]
A =18, A =119, A =137,
A =256, A =393, A =649

ve
B, =L B =1B,=2,
B, =3, B, =5, B, =33, B, =38,
B, =71, B, =109, B, =180
dir. Buna gore, Sonug 1.2.8 ve Teorem 1.2.9 dan, | tek oldugundan x> —13y? =1 pozitif
Pell denkleminin temel ¢oziimii
(X, Y1) = (A, By) = (649,180)
olup diger tiim tamsay1 ¢oziimleri N>1 i¢in
X, + /13y, = (649 +1804/13)"
seklindedir. Benzer sekilde x* —13y? = —1 negatif Pell denkleminin temel ¢6ziimii
(X, ¥1) = (A, By) = (18,5)
olup diger tiim tamsay1 ¢éziimleri N>1 igin
Xanit + V130, = (18+5¢13)*""
seklindedir.

Teorem 1.2.9 da x* — Dy2 = +1 denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerinin temel ¢oziime

bagli olarak nasil elde edilecegi verildi. Denklemin tamsay1 ¢oziimleri yine temel ¢ozii-

me bagli olarak matrisler yardimiyla da verilebilir.

1.2.10 Teorem. x> —Dy? =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimii (X, Yy,) olsun. Bu

takdirde denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri n>1 i¢in

Yn Yo % 0
olmak iizere (X,,Y,) seklindedir. Eger (X,V,), x* —Dy? = —1 negatif Pell denklemi-

nin temel ¢6ziimii ise denklemin diger tiim tamsay1 ¢ézlimleri n>1 i¢in
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|:X2nl} _ |:X1 D%Tn_l [1}
Yon- Yi X 0

olmak tizere (X,,_;, Yon) seklindedir (Andreescu ve ark. 2010).

x? — Dy? =1 pozitif Pell denkleminin tamsay: ¢6ziimleri arasindaki indirgeme bagmtis

asagidaki gibidir.

1.2.11 Teorem. x> — Dy? =1 pozitif Pell denkleminin ¢6ziimleri arasinda
X0 = %X, + Dy, y,
yn+1 = yl Xn + Xl yn

seklinde bir bagint1 vardir (Mollin 2008).

Bu bagint1 yardimiyla denklemin ¢oziimleri arasinda n> 3 igin
Xo1 = (2% = DX, + Xq1) = Xa
Yorr =@% =D(Yn + Ynii) = Ynoa

seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir. Benzer sekilde Teorem 1.2.10 daki
2n-1
{in_l}{xl Dyl} " H
Yon- Yo % 0
- 2 ~2n-1
[inn}: X Dy1j| {Xl Dy, | F}
Yonur ] Y1 X Yio X 0

[ +Dy}  2Dxy, "xzm}
XY, X{ + Dy} 1LY2n

esitligi

olarak yazilabileceginden x* — Dy* = —1 negatif Pell denkleminin ¢oziimleri arasinda da

Xone = (X + DY )Xon g +2DX, Y, Yo
Yanet = 2% Y1Xan 1 + O + DY) Yan
seklinde bir bagintinin oldugu goriiliir. Ustelik denklemin ¢dziimleri arasinda n >3 icin
Xan = (4% + D0y + Xon3) = Xons
Yona = (4')(12 +D(Yant + Yans) = Yanss

seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir.
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1.2.12 Not. x* — Dy? = n denkleminin eger r + sVD seklinde bir tamsay1 ¢6ziimii var-
sa denklemin sonsuz sayida tamsayi ¢oziimii bulunabilir. Bunun i¢in x* — Dy? =1

denkleminin temel ¢oziimii X, + ylx/B ise denklemin
Xj + yj\/B: (% + yl\/B)j
tiim tamsay1 ¢oziimleri igin
n=(r’ -s’D)(xj — yjD) = (rx; £ sy;D)* = D(ry; £5x;)>
oldugundan

(rX; £sy;D)+ (ry; £ sx; )\/B

de x* —Dy? =n denkleminin bir ¢oziimiidiir. Su halde x*> — Dy? = n denkleminin son-

suz sayida tamsay1 ¢oziimii elde edilmis olur (Mollin 2008).

Yukarida da belirtildigi iizere

ax’ +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0
Diophantine denklemini bu haliyle ¢c6zmek zor olabilir. Bunun yerine denklem, sadece
Oteleme, sadece donme ya da 6teleme ve donme yapilarak daha basit olan Pell denkle-
mine indirgenebilir. Dikkat edilirse bu Diophantine denklemi kartezyen koordinatlarda
bir konik belirtir. Dolayisiyla Diophantine denkleminin ¢éziimlerini bulmak demek ko-

nik lizerindeki tamsay1 nokta ikililerini belirlemek demektir.

ax* +bxy +cy® + dx+ ey + f =0 denklemi i¢cin A =b* —4ac olarak tammlanirsa

1. A<O0 iken bu konik bir elips belirtir ve bu durumda verilen denklemin sonlu

sayida ¢0ziimii vardir.

2. A =0 iken bir parabol belirtir.
i) 2ae—bd =0 ise (2ax+by+d)? =d?* —4af
ii) 2ae—bd # 0 ise X =2ax+by+d veY = (4ae—2bd)y+4af —d*

olarak alinirsa her iki halde de verilen denklem X?+Y =0 denklemine indir-

genmis olur.
3. A>0 iken bir hiperbol belirtir. Yukarida belirtilen diizenlemeler yapildiktan

sonra verilen Diophantine denklemi
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X% —-dY?=n

Pell denklemine indirgenir.

ax® + bxy + ¢y’ + dx+ ey + f =0 Diophantine denklemi igin A >0 olmasi durumu daha

cok incelemeye degerdir. Cilinkii bu denklemin indirgedigi denklem bir Pell denklemi-
dir. Bu durumda bu Pell denkleminin tamsay1 ¢éziimleri elde edilir ve daha sonra elde

edilen tiim bu tamsay1 ¢oziimleri ilk basta ele alinan Diophantine denklemine taginir.

1.2.13 Ornek 1. 2x* —6xy+3y> +1=0 Diophantine denklemi icin A=12>0 oldu-
gundan bu bir hiperbol belirtir. Verilen denklem
X2 =3(y—x)* =1
olarak yazilabileceginden
X=XveY=y-X
degisken degisimi yapilarak Diophantine denklemi
X?-3Y? =1

Pell denklemine indirgenmis olur. Bu denklemin tiim tamsay1 ¢ozlimleri

X.| [2 371

Y, | [1 2]]0
oldugundan 2x* — 6xy +3y* +1=0 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimleri

(Xn> yn) = (Xna Xn +Yn)
seklindedir.
2. X* —2y* —6x+8y =0 Diophantine denklemi i¢in de A =8> 0 dir ve bu denklem de
(x=3)* =2(y-2)* =1
olarak yazilabileceginden
X=Xx=-3Y=y-2
degisken degisimi yapilarak Diophantine denklemi
X?-2v? =1

Pell denklemine indirgenmis olur. Benzer sekilde bu Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢6-

zumleri
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S

oldugundan x* —2y* —6x+8y =0 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢ziimleri
(Xna yn) = (Xn + 37Yn +2)

seklindedir.
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2. TAMSAYI DiZiLERIi

Bu boliim iki alt boliimden olusmakta olup birinci boliimde ilk olarak asal sayilarin gos-
terilmesi problemi ele alinacak ve daha sonra bu probleme bagh olarak tanimlanan iki
parametreli tamsay1 dizisi ile ilgili baz1 cebirsel bagmtilar verilecektir. Daha sonra bu
dizi yardimiyla tanimlanan Pell denklemlerinin tamsay1 ¢éziimleri ve bu tamsay1 ¢o-
ziimleri arasindaki indirgeme bagintilar1 verilecektir. Ikinci alt boliimde ise Fibonacci
ve Pell tamsayi dizileri ile iligkili olan dort parametreli bir tamsay1 dizisi ele alinacak ve

bu dizi ile ilgili baz1 cebirsel 6zellikler elde edilecektir.
2.1 iki Parametreli Tamsayi Dizisi

Bu alt boliimde iki parametreli bir tamsay1 dizisi ele alinacak ve bu dizi ile ilgili bazi
cebirsel bagintilar elde edilecektir. Esasinda bu dizi, asal sayilarin gosterilmesi proble-

mine bagl olarak tanimlanacaktir.

2.1.1 Teorem. Pozitif P ve Q tamsayilari i¢in her bir p =1(mod4) asal sayis1 P2 - 4Q
formunda yazilabilir (Tekcan ve ark. 2012).
Ispat. p=1(mod4) olsun. Bu takdirde k € Z* icin p=1+4k olarak yazilabilir. Buna
gore

p=P>-4Q
denkleminin bir ¢6zimii

(P,Q)=(2k +1, k%)

oldugundan her bir p=1(mod4) asali P2 - 4Q formunda yazilabilir.

Bu teoremde neden asal sayilarin P2 - 4Q formunda yazilmasi probleminin ele alindig1

diisiiniilebilir. Asagida da goriilecegi iizere P2 - 4Q ifadesi, bu problemden hareketle

tanimlanan iki parametreli tamsay1 dizisinin karakteristik denkleminin diskriminantina

esit olacaktir.
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p =1(mod4) asal sayisi igin (P,Q) = (2k +1, k?) olup bu P ve Q tamsayilarina bagh
olarak iki parametreli U, , tamsay1 dizisi, Uy, , =0,U, ; =1 ve n>2 i¢gin

Uk =PUint = QU0 = @K+ DUy —KU
olarak tanimlansin. Bu takdirde bu dizinin karakteristik denklemi x* — Px+Q=0 (bu

denklemin diskriminanti A = P? —4Q = p dir) olup bu denklemin kékleri

=% ve ﬂlzw

o

dir. Dolayisiyla bu dizi i¢in Binet formiili

U _ aln _ﬂln
k,n —
a, - B
dir. Bu dizinin ilk n—terim toplan
: U _Uk,nJrl_kzuk,n_1
2.V = 2k — k>

i=l

olup dizi ile ilgili olarak asagidaki cebirsel bagintilar verilebilir.

2.1.2 Teorem. U, , tamsay1 dizisinin terimleri arasinda n> 2 tamsayisi igin

Ugon = (2k? +4k+ U k2n-2 ~ k*U k,2n-4
Ukanua = (2k +4k+ 1)U k2n-1 ~ kU k,2n-3
seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir (Tekcan ve ark. 2012).

Ispat. U, ,, = (2k+ DU, —k’U, 5, , oldugundan

Uian = 2K+ DU, 50 — KUy 0
= (2k+ DK+ 1)Uy ons =K 50 31- KUy 0
=Una [k +1)7 =K 1= K? 2K+ DU} 5 5
=Uno[(K+1)? —k*1=k* 2K+ DI2K+ DU 54 —K?U 5]
=Uono[k+1)? —=k*1=K* (2K +1)°U 54 + K 2K+ DU o s
=Ujonalk+1)7 =2k 1+ K2 [2K+ DUy 505 —K2Uy 20 4]
—k? 2k +1)°Uy 5ng + K @K+ DU, o s
=Uyonal@k+1)7 =2k 1= k*Uy 5

elde edilir. Diger ifade de benzer sekilde gosterilebilir.
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Dizinin genel terimi P, Q ve p sayilarinin kuvvetlerine bagl olarak asagidaki gibi veri-

lebilir.

2.1.3 Teorem. U, , dizisinin genel terimi n>1 igin

=}
NS}

{N¢R

n . .
( N 1j(zk +1)" @Dk +1)"  nift iken
| +

c
VW
>
I
N
>
T
57
—_O

M-

(=]

n . .
[2. J(2k+1)”‘(2'”)(4k+1)' n tek iken
| +

veya

7
[\S)

N8

—1-i . . _
(n . I](_1)1(2k+1)n—(2I+l)k2| n glft lken
|

C
~
]
|
T
Lo

M-

(=]

“1-i . . _
(n _ IJ(—I)‘ Qk+ 1) K2 N tek iken
|

dir (Tekcan ve ark. 2012).

Ispat. Binet formiiliinden goriiliir.

P=2k+1 ve Q=k’ parametreleri i¢in
_ P—2Q+\/B, N=P-OL H = P+2+\/6, L 2Q—P+\/B’
2{p 2{p 2Q\p
K_PQ+4P+8Q—2+(3Q+2P)\/6
2{p

esitlikleri tanimlanirsa asagidaki teorem verilebilir.

M

2.1.4 Teorem. U, , tamsay1 dizisi igin
n 1 o
i) YU, =—[Ma'-Mp"-1] dir.
® 2V =Mai -MA 1]

(i) N> 0 icin U, , +U, ,, =He —HA di.

(iii) n>2 icin Uy o, +Uy oy = Ka> = KB dir.
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(iv) n>1igin U, -U, ., =Le -La" dir
(Tekcan ve ark. 2012).
Ispat. ) o™ + "™ = (U, . KUy ) +2kU, o, —K°U,,, oldugundan

Uk,n+1 k? Uk n _al Ly n+1 _ZkUk,nH +k2Uk,n

n+1_ n+1 an_ n
:aln n+1 2k( 1 }_sz( 1 IJ
a, - a -
2kar k? 2k k?
=o' a, - L+ + 60 B, + L _
1( b Jak+1 J4k+1J A [ﬂl Jak+1 \/4k+1J
a2k +1-2K? +4/4k +1 g 2k +1-2k* =4k +1
: 24k +1 : 24k +1
_ a[P-2Q+P g P-2Q-+P
i YRS 2P

=Ma;" - Mﬂl

elde edilir. Diger yandan dizinin ilk n—terim toplam1 dikkate alinirsa
n 1 o
DUy =~ IMal -MA" -1]
- N

oldugu goriiliir.

(i) U g = 2k +1)U, , —K°U, ., oldugundan

Uk,n+1 - (2k+ Hu k,n = _kZU k.n-1 < Uk,n+1 -2kU k,n -2U k,n +Uk,n = _kZU k,n-1
< U k,n+1 +U k,n — (2k + 2)U k,n = _k2U k,n—1
<U k,n+1 +U k,n — (2k + 2)U k,n — kZU k,n-1

r=B" n-1 _ pn-l
<:>Uk,n+1'|'uk’n =(2k+2)(0{1 B ]_szal ! j
I Jp

2k +3 2k+3

< Uy tUkn Z{ J;\/i\/_] o ( J;\/—\/_}ﬂl
P+2 P+2

< Uy +Ukn :L +2\/+—\/_J o, ( +2\/—\/_Jﬂ1

SUp g tUgn = Hop' - H,B1

bulunur. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.
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U,  tamsay dizisi i¢in

2k+1 —k? 2k+1 1
M(Uk,n)=|: 1 0 :|Ve W(Uk,n):|: 1 0:|

matrisleri tanimlanirsa (M kompanion matrisidir)

Uk n 1 Uk n+1 Uk n
T l=MU )™ | ve MU )" =] 0 :
|:U k’n_l:| ( ( k,n)) {Oj| ( ( k,n)) { Ukjn Uk’n_l

oldugu aciktir. Bu matrisler yardimiyla asagidaki teorem verilebilir.

2.1.5 Teorem. U, ,, dizisi verilsin. Bu takdirde her n>1 tamsayisi i¢in

|:U k,n+1 u k,n

=(MU “w(u
Uk’n Uk’n1:| ( ( k,n)) ( k,n)

dir (Tekcan ve ark. 2012).
Ispat. n=1 icin

U, Uy U, Uy
[U ’2 U >1:|:W(Uk,n):|:u ’2 U ,1
k,1 k,0 k,1 k,0

olup esitlik dogrudur. Esitligin n—1 i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

Ukn+1 Ukn 1 Ukn Uknfl
’ T =EMMU )" WU ) =MU L) U
|: Uk7n Uk,nfl on on on Uk,nfl Ak,nfz
| @k DU~k Uy kDU o KUy
Uk,n Uk,n—l

oldugundan esitlik her ni¢in dogrudur.
Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

2.1.6 Sonug. U, tamsay: dizisi verilsin. Bu takdirde
(@) nx1i¢in U, Uy —Ug = (k)" dir.
(i) N> 0 icin U ., — QK+ DU, 1 Uy o + KU, =—(K*)™ dir.

(Tekcan ve ark. 2012).
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Simdi p =1(mod4) asal sayisi icin elde edilen P ve Q tamsayilarina bagli olarak tanim-
lanan

X2 N Py2 — Q
Pell denklemi ele alinabilir. Ancak bu Pell denklemi iki halde ele alinmak zorundadir.

Ciinkii p=5 i¢in k=1 oldugundan x* —3y? =1 klasik Pell denklemi elde edilir. Diger
p>5 asallari i¢in ise x> — Py” =Q Pell denklemi elde edilir.

1. Hal. p=5 olsun. Bu takdirde x> —3y? =1 klasik Pell denklemi icin~/3 =[1;1,2]
oldugundan denklemin temel ¢6ziimii Sonug 1.2.8 geregi (X, ;) = (2, 1) dir. Dolayis1y-

la Teorem 1.2.10 geregi denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri n>1 i¢in

A
Y 1 2110
olmak tizere (X,,Y,) seklindedir. Ayrica Teorem 1.2.11 den denklemin ¢dziimleri ara-
sinda N> 2 igin
Xy =2X0 3V Ve Y, =X +2Y0y
seklinde bir bagintt ve n>4 igin
Xy =3(Xno1 T Xn2) = Xn3 Ve Yy =3(Yng + Yna) = Yos
indirgeme bagimtisinin oldugu agiktir. N> 2 icin denklemin (X,,Y,) ¢0ziimii Teorem

1.2.7 (1) geregi

X0 _[151,2,,1,2,1,3]
S ——

n n-2 tane

basit siirekli kesirli agilimu ile verilebilir.
2. Hal. p>5 ise x> — Py? =Q Pell denkleminin temel ¢oziimii (X,,Y;)=(k+1,1) dir.
VP nin basit siirekli kesirli acgilimi

[t; 2t] p=2t>+1ise
VP ={[t:t,2t] p=2t> +3ise
[t—1;1,t-2,1,2t—2] p=2t>—5ise

olup n>1 i¢in x> —Py? =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri (X,,Y,) olmak iizere,

x* — Py? = Q Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri Not 1.2.12 geregi
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Xo| [k+1 2k+1] x,
Y, | | 1 k+1]y,
Uy ] [k+1 2k+17"1
vl | 1 k+1]]o0

olarak tanimlanirsa her nigin u’ — Pv; = Q" dir.

icin (X,,Y,) dir. n>1 i¢in

Son olarak p>35 asalii¢in x> — Py? =Q Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri sonlu F,
cisimlerinde ele alinabilir. Bu denklemin [, deki hali
.y 2 _
D, : X" =Py” =Q (mod p)
olup bu denklemin tamsay1 ¢ézlimlerinin kiimesi
cy2 2 _
D, (F,) = {(% y) e F, xFy :x* —Py? =Q(mod p)}

ile gosterilirse asagidaki teorem verilebilir.

2.1.7 Teorem. x> — Py* =Q Pell denklemi i¢in

p+1 p=5(mod8)ise

#D,(F,) =
() {p—l p=1(mod8) ise

dir (Tekcan ve ark. 2010).
Ispat. p=5(mod8) olsun.y=0 ise
x* =k?(mod p) = x=k ve x=p-k
oldugundan denklemin (k,0) ve (p—Kk,0) gibi iki ¢6ziimii vardir. Benzer sekilde x=0

ise —(2k+1)y* = k? (mod p) kongriiansinin ¢dziimii yoktur. IF; =F, - {0} olmak iizere

2 —_— —
Sp :IF:; —{k, p—k} kiimesinde X 5 Q tam kare olacak sekilde p2 ! tane eleman

vardir. Buna gére U0 icin =u? denilirse

x> —Q
P

y?=u?(modp)< y=uve y=p-u
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olur, yani denklemin (x,u) ve (X, p—u) gibi iki ¢dziimii vardir. S, deki her bir eleman
icin denklemin bu sekilde iki ¢oziimii oldugundan denklemin toplam 2(pT_1) =p-1

tane ¢oztimii vardir. Denklemin (k,0) ve (p—k,0) gibi iki tane daha ¢6ziimii oldugun-
dan toplam p—1+2 = p+1 tane ¢éziimii vardir. Benzer sekilde p=1(mod8) i¢in denk-

lemin p—1 tane ¢oziimii oldugu da gosterilebilir.

2.2 Dort Parametreli Tamsay Dizisi

Bu alt boliimde Fibonacci ve Pell tamsay1 dizileri ile iliskili olan dort parametreli bir T,

tamsay1 dizisi ele alinacak ve bu dizi ile ilgili baz1 cebirsel bagintilar elde edilecektir.
Ustelik dizinin karakteristik denklemi ve dizinin terimleri ile Fibonacci ve Pell dizisi
arasindaki iliski ortaya ¢ikarilacaktir. Esasinda dort parametreli tamsayi dizisi, bir 6nce-

ki alt boliimde ele alinan iki parametreli tamsay1 dizisinin genel bir halidir.

Buna gore P,Q,R, S tamsay1 olmak {izere dort parametreli bir tamsayi dizisi, baglangi¢
degerleri K, K|, K,,K; olan ve genel terimi, N> 4 i¢in
K,=K,(P,Q RS =PK, _,-0QK,_,-RK, ;-K,_,4
olarak verilen bir dizidir. Bu dizinin karakteristik denklemi
X' —PxX’ +Qx* + Rx+S=0

dir. Bu denklemin kokleri yardimiyla dizi i¢in Binet formiilii elde edilir.

Bu agiklamalardan sonra esas problem ele aliabilir. Dort parametreli tamsay1 dizisi

baslangi¢ degerleri T, =0, T, =0, T, =-3, T, =12 ve genel terimi, N>4 i¢in
T,=-5T,,=5T,, +2T,5+2T,,

olarak tanimlansin. Bu kisimda bdyle bir T, dizisi segmemizin nedeni, dizinin karakte-

ristik denkleminin kokleri ve dizinin terimleri ile Fibonacci ve Pell tamsay1 dizilerinin

terimleri arasinda bir bagintinin olmasidir.
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Bu takdirde dizinin karakteristik denklemi
X +5%% +5x2 —2x-2=0

olup bu denklemin kokleri

—1++/5 —-1-+/5
1= —;\/_0’2: 2\/_97’3=_2+\/E Ve7’4=_2_\/E (25)

dir. Buna gore dizi ile ilgili asagidaki teoremler verilebilir.

2.2.1. Teorem. T, dizisinin iirete¢ fonksiyonu

—3x> —3x?
2x* 2%} +5x% +5x+1

T(X) =

dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

ispat. Dizinin karakteristik denklemi x* + 5%’ +5x* —2x—2 = 0 oldugundan
T =D T X" =T +Tx+ T, +-+T X"+
n=0

serisi i¢in
(14 5%+ 5% = 2% = 2xHT(X) = Ty + (T, + 5T, )X + (T, + 5T, + 5T, )x*

+(Ty + 5T, + 5T, - 2T,)X°

+(T, +5T, +5T, = 2T, - 2T, )x*

4ot (T, + 5T, +5T, , —2T, 5 2T, X" +--
elde edilir. T, =0,T, =0,T, ==3,T, =12ve T,=-5T,, —5T, , + 2T 5 + 2T, oldugun-
dan yukaridaki esitlik

(-2x* =2 +5x* +5x+ )T (X) =-3x> —3x>

haline gelir. Buradan dizinin iirete¢ fonksiyonu

—3x° —3x?
2x4 = 2% +5%% +5x+1

T(X) =

olarak elde edilir.

2.2.2 Teorem. T, dizisinin Binet formiilii n> 0 i¢in

T _(7?—7?}_(%”—7?}
=
V3~ 7a 1772

dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).
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Ispat. Dizinin karakteristik denklemi igin
—2xt =2 5 +5x+1 = (2XF + 44X+ 1)(=X* + X+1)
oldugundan dizinin iirete¢ fonksiyonu

X X
2% +4x+1 = x> +x+1

T(X) = (2.6)

olarak yazilabilir. Birinci boliimde U, dizisinin lirete¢ fonksiyonu

X

UX)(P,Q=———
(*(P.Q) 1- Px+Qx*
olarak elde edilmisti. Burada sirasiyla, P=-4, Q=2 ve P=-1, Q =-1 olarak alinirsa

X X
Ux)(-42)=— ve UX)(-1,- 1) =—————
(39(=42) 1+4x+2x> X ) 1+x—x°

olur. Ustelik P ve Q nun bu degerleri igin U, dizisinin Binet formiilleri sirastyla
n_.n n_,n
Un(-4.2)=2"74 ve U, (-1,-)=1"72
V3~ V4 Y1772
dir. Dolayisiyla (2.6) esitligi T(X) =U (—4,2)(X) —U (-1,—1)(X) olarak yazilabileceginden

T |- _(%”—ﬁ}
_
V3~ Va 1= 72

2.2.3 Teorem. T, dizisinin ilk n— terim toplami

olur.

Z”:Ti _ or,+T,, —41;,_2 —2T, ;-6

=1
dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).
Ispat. Dizi igin 5T, + 5T, , = 2T, + 2T, , — T, olup bu esitlikten
5T, +5T, =2T, + 2T, - T,
5T, +5T, =2T, + 2T, - T;

(2.7)

5T, +5T, 3 =2T, 4, +2T, s —T,
5T, +5T,, =2T,5+2T,.,-T,

elde edilir. (2.7) de verilen denklemler taraf tarafa toplanirsa
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5T, +5T,, +10(T5 + Ty 4+ +T, ) =—(T, + Ts +---+ T, +T,)
+4(M +T, + -+ T s +T,4) + 2T, 5 + 2T,
olup buradan
T+, +T 4+ +T,, +T,=2T,_5 + 2T, = 5T, = 5T,
+ T+ L+ +T+ L, + T+ T+ 4T, s +T,_4
—10(T; + T, +---+T,_4,)—=10(T,_; +T,_,)

ve boylece

Z” T 6T+ Ty, 4T, , 2T, 5 -6
|
7
=1

olur.

2.2.4 Teorem. T dizisinin tek ve ¢ift terimleri toplam1

(i) ngift ise

7
(38

_ - 4Tn - 1 7Tn71 - 2Tn72 + 6Tn73 - 3

T2i 7

~32T, 17T, , +12T, , +6T, , -3
7

DM T

Il
(=)

T2i+1 =

(i) ntek ise

n+l1

T

32T, — 17T, +12T, , +6T, 5 -3

T2i 7

INag

=}

-3
— 4T, —17T, 2T, +6T, -3
7

-

T2i+1 =

i=0
dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde dizinin genel terimi kullamlarak gosterilebilir.
2.2.5 Sonug. T, dizisi i¢in n ¢ift iken

n
T - ZTZi =—4T,+2T,,

n
2
i=0

-2
2
=0
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ve ntek iken

n+l
2

i — ZTZi =41, -2T,,
o

>

n-3
i
i=0

dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

2.2.6 Teorem. T dizisinin terimleri arasinda her n> 4 icin
Ton =15T,, ) —41Ty 4 +24T,, 6 — 4T, 5
Tone =15Ty — 41T, 5 + 24T, s —4T,,
seklinde indirgeme bagintis1 vardir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).
Ton ==5Tyn 1 =5Thn 5 + 2Ty 3+ 2T 4
=—5(=5T, 5 =STy 3 + 2Ty 4 + 2T, 5) =5(=5T, 3 = 5Ty, 4 + 2Ty 5 +2T5, )
+2(=5Tyn_4 =5Tyn_s + 2T 6 + 2T 7) + 2T5 4
= 25T2n_2 + 25T2n_3 - IOTzn_4 - 10T2n—5 + 25T2n_3 + 25T2n_4 - 10T2n_5
—10T,,_6 = 8Ty — 10Ty, s + 4Ty ¢ +4T5, 4
=25Tyn_ 5 =10(=5T,_3 = 5Ty 4 + 2T, s + 2Ty, ) — 10T, 5
- 43T2n_4 + 14T2I"I—6 + 4T2n_7 - 10T2I"I—6 + 10T2n_6 - 4T2n_8
= 15T2n_2 - 41T2n_4 =+ 24T2n—6 - 4T2n—8

dir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

2.2.7 Teorem. T dizisinin karakteristik denkleminin kokleri y,,7,, 75,7, olmak lizere
bu kokler ile Fibonacci ve Pell sayilari arasindaki iliskiler;

(i) n>3icin y +y; =(-D)"Q2F, +F,_;)

(i) n>0 icin 5 -9 = (D™ F,5
(iii) n>1 i¢in
n+2
22 (R, +P._) ngift iken
73 +7s =
n+3

~22 P, ntek iken

veE
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n+2

22 P, n cift iken

n+1

~22 (P, +P,_,) n tek iken

bigimindedir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

Ispat. (i) Fibonacci dizisinin karakteristik denkleminin kokleri a= 1+2\/§ , b= #
oldugundan
- —_1_\/;— ve —b—_1+\/g—
> V2 > N
an _ n
dir. Diger yandan Fibonacci dizisinin Binet formiili F, = oldugundan
a_
2(an — bn) 2 n n n 2 n n
IF. = L= (- —(- ]=(=D"—= - 2.8
n NG \/5(72) 71) (-D \/g(Vz 71) (2.8)

dir. Benzer sekilde

n—3_bn—3 N ) N ) N
Fos :aT:(—l) ( jgﬁVz + 35\/571 j (2.9)

dir. (2.8) ve (2.9) esitliklerinden

2F, +F, 5 =(-1)"

2 n n nl —2 5 ., 2 5 4
ﬁm—mw(—l)[ jgfw Dgfnj

ve boylece (-1)"(2F,+ F,_;) =y +7; elde edilir.
(i) —a=y, ve —b=y, oldugu dikkate alinirsa

an_bn 1 n n (_1)n n n
F == —|(— —(— — —
n 5 5 [((=72) = (=711 5 (2 —7)

oldugundan (=)™ F./5 = (=1)>™' (37 = 3"y = y" = 1 elde edilir.
(iii) Pell denkleminin karakteristik denkleminin kokleri o =1+ V2 ve p=1- V2 i¢in

an+1 + ﬂnﬂ

P +F = 5

n

n n E n .

dir. Buna gore n ¢ift ise a +p :Z _ [2" olur. Boylece
2 =\ 2
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n

2n7+2(P +P ):Zzl N e (2.10)
n n-1 — 2| :

elde edilir. Karakteristik denklemin y; = -2+ J2 ve Vi =—2— 2 kékleri igin

n

2 n _
7i+7s = Z(ZJZ”“' @.11)

i=0
oldugundan (2.10) ve (2.11) esitliklerinden

n+2

7/3n+7::2 2 (Pn+Pn—1)

elde edilir. n nin tek olmas1 hali de benzer sekilde gosterilir.

Yukaridaki teoreme benzer sekilde, T, dizisinin terimleri ile Fibonacci ve Pell dizileri-

nin terimleri arasindaki iliski asagidaki gibidir.

2.2.8 Teorem. T dizisi verilmis olsun. Bu takdirde n> 3 icin

n+2

@) n giftise 2 2 (P, +P,_)-2F, —F _, =-3T,+2T,_, dir.

n+3

(i) n tekise — 22 P, +2F,+F,_; =-3T,+2T,_, dir.
(Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

Ispat. Yukaridaki teoremin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

2.2.9 Teorem. n =5 i¢in T, dizisinin ardisik herhangi iki teriminin toplami
T, +T, ., =-3T,_, + 7T, —2T,_;

dir. (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

Ispat. T, =-5T 5T, , +2T, ; +2T, , oldugundan

Tn = _5Tn71 - 5Tn72 + 2Tn73 + 2Tn74

= _4Tn—l _Tn—l - STn_2 + 2Tn_3 + 2Tn_4
= _4Tn_1 - (_STn_2 - 5Tn_3 + 2Tn_4 + 2Tn_5) - STn_2 + 2Tn_3 + 2Tn_4
== _4Tn_1 + 7Tn_3 - 2Tn_5

= _Tn*l _3Tn71 + 7Tn73 _2Tn75
dir. Boylece T, +T, , =-3T,, +7T,; —2T,_s bulunur.
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2.2.10 Uyan. T, dizisinde ardisik herhangi iki terimin toplami daima 3 ile boliiniir, yani

T,+ T,
3

e’

dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

2.2.11 Tamim. N bir tamsay1 olmak iizere N nin ranki p(N) ile gosterilir ve

p  p| N enkiiciik asal

o N asal

p(N>={

olarak tanimlanir (Ribenboim 2000).

Buna gore T, dizisinin terimlerinin ranki agsagidaki teoremde belirtildigi gibi 2 ve 3 diir.

2.2.12 Teorem. n 2= 2 olmak tizere T, dizisinin terimlerinin ranki

2 n=0(mod 3) ise
p(T) = B .
3 n=1,2(mod 3)ise
dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).
ispat. n=0(mod 3), yani k >1 tamsays1 icin n=3K olsun. k=1 ise T, =12 =2%-3
oldugundan p(T;) =2 dir. p(T;,_3) =2 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde u>1vev>0

tamsayilari i¢in Ty, _; =2"-v dir. O halde
Tak = =5Ta = S5Ty o +2T5 3 + 2Ty
=2[10Ty,_, +27-2%"v—4T,,_, —5T; ]
dir, yani p(T,) =2 dir.
Nn=2(mod 3), yani K>0 tamsayisi igin N=3k+2 olsun. k=0 ise T, =-3=3-(-1)
oldugundan p(T,) =3 oldugu agiktir. p(T;,_;) =3 oldugu kabul edilsin, yani x>1 ve
y >0 tamsayilari i¢in Ty, =3* -y dir. O halde

Tai1 = =5Tskp1 = STay + 2T + 25,
= _73T3k71 - 108T3k72 + 30T3k*3 + 40T3k*4
=—T3T3_; —108T5y_, +30T5y 5 +40[—5(T3 5 + Ta_¢) + 2(T3_7 + Ta )]
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dir. Diger yandan % € Z oldugundan K # 0, L # 0 tamsayilar1 i¢in

T3k—5 +T3k—6 = 3K A\ T3k—7 +T3k—8 = 3L
dir. O halde yukaridaki esitlik

T = =551 = STy + 2T5 + 2Ty,
= _73T3k—1 - 108T3k—2 + 30T3k—3 + 40T3k—4

=—=T13T3; —108T5 5 +30T5, 3 +40[-5(T5, 5 + Ta ) + 2(T3_7 + T3 5)]

=3[=73-3%"1 . y—36T,,_, + 10T, _; — 200K +80L]

haline gelir, yani p(T,) =3 diir. n=1(mod 3) hali de benzer sekilde yapilabilir.

T, dizisine dikkat edilirse her n> 2 i¢in her bir terimi 3 ile tam boéliinebilir, yani T?” bir

tamsayidir. Buna gore, W, =0, W, =0 olmak iizere

dizisi tanimlansin. Bu takdirde T, dizisi i¢in

-5 -5 2 2 1

M = M) = 1 0 0 0 B_B(r)_o
B o 1 0 0o "o
0 0 1 0 0

ve
A=AT)=[-45 12 -3 0]
olarak tanimlanan matrisler i¢in, M nin kompanion matrisi ve A nin

A:[T4 T3 Tz Tl]

(2.12)

oldugu agiktir. Boylece M kompanion matrisi ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebi-

lir.

2.2.13 Teorem. T, dizisi i¢in, W, = % olmak tizere

(i) n>5 tekise
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dir.

(ii) n>

M" =

_ nf(—l)iWi S(nzﬂ( l)iHVViJ_ W, —2W,, —2nz+i(—1)‘vvi
=2 1=2 i=0
nii(—l)”lWi S(Zn:( 1)‘V\/i]—2wn_1 S, 2> 1w
=2 =2 i=0
Zn:(—l)iV\/i 5(n 1( l)i“V\/iJ—ZWn_2 —2W, ‘2n§,(—1)iWﬁ
=2 1=2 i=0
nz_i(—l)i“Wi (n 2( 1)WJ W, ; —2W, , —2nz_%:(_1)i+1\/\/i
- = =0 i
4 gift ise
ni( D" S(ni( 1)'W.] —OW,, —2%( 1)'+‘W
i—2
g(—l)iWi —5 ( 1)i+1Wi) W, —2W, —ZZ(—I)iV\/i
=2 1=2 i=0
Zn:( D™ S 1( 1)WJ W, , -2W,, - 2nZ_i<—1)‘”Wi
- 1=2 i=0
n*l( H'W —5[”( 1) 1vvi]—zw ; —2W _2nf‘(_1)i\/\/i
L i=2 i=2 i—0 |

dir (Tekcan, Ozkog ve ark. 2013a).

Ispat. (i) n tek olsun. N =5 igin ifadenin ger¢eklendigi agiktir. N> 5 olmak iizere esit-

ligin n—2 i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

dir. Burada

=5 =5 2 2 xM"™2 = My My My

M, = —s[i(—n‘wij—s{nz_l(—u‘”ij+2(§(—1)‘WJ+2[§(—1)”‘V\4J
i=2 i=2 i=2 i=2

=-5W, -
+2W, -

=-2W,_,
+2W,
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AW W)+ 2(W, W 4+ W, W 5) (2.13)
+5Wn -W, —W3 +5W, —2W, - 2W, +2W,
-2W, +5W,_, —=5W,_, =5W,_, +5W,



-
olur. Diger yandan W, = ?” oldugundan

W, =-W,
W, =5W, +5W, - 2W, - 2W,, (2.14)

_Wn+1 = 5an + 5Wn—l - 2V\/n—z - 2Wn—3

dir. Eger (2.14) deki esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n+1
D DW= W W =W =W,
i=2
+2W, —2W, + 5SW,_, —=SW,_, —=SW,_; + W, _,
n+l1

ve boylece M,, = Z(—l)i“V\/i olarak bulunur. Bu matrisin diger terimleri de benzer
i=2

sekilde elde edilebilir. Dolayisiyla
20 27 -8 -10
-5 -5 2 2
I 0 O 0
0O 1 O 0

xM"2=M"

yani, 0nerme N>5 tek icin dogrudur. Benzer sekilde ispat n > 4¢ift sayisi icinde yapi-

labilir.

2.2.14 Teorem. T, dizisinde n>4 i¢in T, = A(M "B dir (Tekcan, Ozkog ve ark.
2013a).

Ispat. Tiimevarimla yapilabilir.

2.2.15 Ornek. T, dizisi icin n=12 olsun. T, = -886896 dir. Diger yandan

35824 56723 14836 -20954
ME = —-10477 -16561 4338 6118

3059 4818  —1266 —1780

-890  —-1391 368 514

oldugundan A(M®)'B =-886896 =T, dir.
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3. OBLONG SAYILARI VE KUADRATIK FORMLAR

Bu boéliimde oblong ve cooblong sayilar1 ve bu sayilarin bazi cebirsel 6zellikleri ele ali-
nacak ve daha sonra bu sayilar yardimiyla tanimlanan Pell formunun indirgenmiginin
devri ve has devri ile bu Pell formun has otomorfizmleri kiimesi ele alinacaktir. Ayrica
bu boliimde bu Pell formu ile tanimlanan Pell denkleminin tamsay1 ¢ézlimleri ve bu ¢6-
ziimler arasinda indirgeme bagintilar1 ele alinacaktir. Elde edilen tiim sonuglarin oblong

ve dolayisiyla cooblong sayilarina bagli oldugu gosterilecektir.
3.1 Oblong ve Cooblong Sayilari

Bu alt bdliimde oblong ve cooblong sayilari ele alinacak ve bu sayilar ile ilgili bazi ce-

birsel 6zellikler verilecektir. k>0 tamsay1 olmak {izere oblong say1 dizisi

O, =k(k+1)
seklindeki sayilardan olusan tamsay1 dizisidir (A002378 OEIS dizisi). Dizinin ilk bir-
kag terimi 0,2, 6,12, 20, 30, 42, 56, 72, 90, 110, - - dir. Ardisik iki oblong sayisinin ¢ar-

pimu1 da bir oblong sayisidir. Gergekten de O,_, ve O, oblong sayilarinin ¢arpimi

OO =[(k—DK][k(k + ] = (k* =Dk* = O,

-1

ve bu esitlikten Okz _, say1sinin da bir oblong sayis1 oldugu goriiliir. Ayrica bir oblong

sayisinin yarist, % =T, ticgensel bir sayidir (A000217 OEIS dizisi).

Oblong say1 dizisinin tanimina dikkat edilirse k> 1 i¢in O, = O,_, + 2k dir. Dolayisiyla

O1 =0 +2(k+1)
Ok == Ok—l + 2k

oldugundan bu iki esitlik birbirinden cikartilirsa
OkJrl _Ok :Ok _Ok71 +2(k+1)_2k
elde edilir. Benzer sekilde

01 =206,-0Q, +2
Ok = 2Ok—1 - Ok—2 + 2
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olup yine bu iki esitlik birbirinden ¢ikartilirsa
Ok+l - Ok = 2Ok - Ok—l + 2 - 2Ok—l + Ok_2 —2
elde edilir. Bu son esitlikten O, =30, —30,_, + O,_, olup
O =30, -30, +0;

dir. O halde asagidaki teorem ispatlanmis oldu.

3.1.1 Teorem. Oblong sayilarinin indirgeme bagimtis1 O, =0, O, = 2,0, = 6 olmak iize-
re K>3 i¢in

O =30, -30, +0;
dir (Gozeri ve ark 2013).

3.1.2 Teorem. Oblong sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

2X

O(X) =
() 1-3x+3x> - %

dir (Gozeri ve ark 2013).
Ispat. O, =30, , 30, , + O, ; oldugundan oblong sayilarinin karakteristik denklemi

x> —3%x* +3x—1=0 dir. Dolayisiyla
O(X) = D 0,X" =0y + O X+ 0, X% + -+ O X" +---
n=0
serisi igin
(1-3%x+3x* = x)O(X) = O, + (O, —=30,)x+ (0, —30, +30,)x
+(0, =30, +30, —0Qy)X* +---
+(0,-30, ,+30, , -0, X" +---
dir. 0, =0,0,=2,0, =6 ve O, =30,_, =30, _, + O,_; oldugundan yukaridaki esitlik
(1-3x+3x* —x*)O(X) = 2x

haline gelir. Buradan O(X) = 2X elde edilir.

1-3x+3x> - x°

Oblong sayilarinin genel teriminin O, = k(k +1) oldugu dikkate alinirsa bu sayilarin ilk

k —terim toplaminin

36



O

K K (i2+i)_k3+3k2+2k
i=1 =1 3

seklinde oldugu gériiliir. Ustelik bu toplam oblong sayilarina bagl olarak

k 2 _
ZO _ Ok —O._, +40,
|
i=1 6
seklinde de verilebilir. Teorem 3.1.12 den oblong sayilar1 arasindaki indirgeme baginti-

s1 agagidaki gibi verilebilir.

3.1.3 Teorem. Oblong sayilari, her k > 3 tamsayisi igin

O, =3055 =30, 4 + Oy s ve Oypy =305 =30, 3+ Oy s
indirgeme bagintilarin1 gergekler (Gozeri ve ark 2013).
Ispat. Q, =30,, , -30,, , + O, _; oldugundan

O, =30, =305, + Oy 5
=330, =3Qu 3 + Oy _4) =305, + Oy ;5
=90, =90, 3 +30,_4 —3Qy, + Oy 3
=60,_; —8(30,_4 =305 + Oy _¢) + 30,4
=60,_, =210, 4 +240,,_5 —80,
=60, _, =30y ; +30,_, =210, 4 + 240, _s —80,
= 30,5 +3(305_3 =30, 4 + Oy _5) — 210, _4 + 240, s 80, ¢
=305, 93054 =305 5 + Oy _6) =90, 4 + 30,5 — 210,
+240,,_s —80,, ¢
=30,,_, +270,_4 =270, _5s + 90, _¢c =300, _, +270,,_s =80, _¢
=305 =30,4 + Oy ¢

elde edilir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

Oblong sayilarinin genel teriminin ve ardigik iki teriminin oranlarinin stirekli kesirli ag1-

limlar1 agsagidaki gibidir.

3.1.4 Teorem. O, oblong say1s1 i¢in /O, nin basit siirekli kesirli devirli agilimi

ﬁ:{ ;2] k=1 iken

[k;2,2k]  k>1 iken

37



ve —&*L nin basit siirekli kesirli agilim1

k
{l;k_l,% k>3 tek iken
Ok {l;g} k>4 cift iken

dir (Gozeri ve ark 2013).
Ispat. k=1 icin ﬁ:[l;i] oldugu agiktir. O, = k? +k oldugundan /O, =[k;2,2K]
dir.

(ii) k tek yani, t € Z" i¢in k =2t +1 olsun. Bu takdirde
O k+2 2t+3 .

O, k  2t+1 t+;

oldugundan
Ok +1

k

k-1

=[Lt,2]=[L 2]

dir. Benzer sekilde k ¢ift yani k = 2t igin

O k+2 :t+1 :1+l
O, k t t

oldugundan
Ok +1

11=p1: K
) =LLt=1L 7]

dir.

Simdi cooblong sayilari ele aliabilir. O, bir oblong sayis1 olmak tizere O, = k(k +1)
esitliginden

= T1T 140

2

olur. Dolayisiyla k. cooblong sayisi

olarak tanimlanirsa O, = k* + k oldugundan 0, = 2k +1 oldugu gériiliir. Bu say1 dizisi-

nin ilk K —terim toplami
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Zk:q =k* + 2k

i=1
dir ve bu toplam cooblong sayilarina bagli olarak

K 2
i=1 4
seklinde de verilebilir. Ustelik bu sayilar ile ilgili olarak asagidaki sonuglar verilebilir

(ispatlar1 bir 6nceki teoremlere benzer sekilde yapilabilir).

3.1.5 Teorem. Cooblong sayilar1 baglangi¢ degerleri 0, =1, 0, =3, 0, =5ve k>3 tam-
sayist i¢in
Ok = 30k—1 - 3Ok_2 + Ok—3

genel terimi ile verilen bir tamsay1 dizisidir (Gozeri ve ark 2013).

3.1.6 Teorem. Cooblong sayilarinin tirete¢ fonksiyonu

1-x?
1-3x+3x> - %’

o(x) =

diir (Gozeri ve ark 2013).

3.1.7 Teorem. k >3 tamsayisi igin cooblong sayilari
Oy =305k 5 =305k 4 +0gg V€ Oppy; = 30y =303 + 0y s

indirgeme bagintilarin1 gergekler (Gozeri ve ark 2013).
3.1.8 Teorem. Cooblong sayilarinin ardisik iki teriminin basit siirekli kesirli agilim1

el Z 11k, 2]
k

dir (Gozeri ve ark 2013).
3.2 Oblong Sayilar1 ve Kuadratik Formlar

Bu alt boliimde, bu boliimiin bir 6nceki kisminda ele alinan oblong sayilarina bagh ola-

rak tanimlanan ikinci dereceden bir form olan Pell formu ve Pell denklemi ele alinacak-
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tir. Bu Pell formun indirgenmisinin devri ve has devri ile Pell formun has otomor-
fizmlerinin kiimesi elde edilecektir. Ayrica Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri ve bu
¢Oziimler arasinda indirgeme bagintilar1 verilecektir. Elde edilecek tiim sonuglarin

oblong ve dolayisiyla cooblong sayilarina bagli oldugu gosterilecektir.

Bunun i¢in ilk olarak kuadratik formlar ile ilgili baz1 temel kavramlar ve notasyonlar

verilecektir.

3.2.1 Tanim. a,b,ce R olmak tizere

axX? +bXyY +cY?

seklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form kisaca katsa-

yilar yardimiyla F = (@&, b, €) ile gosterilir (Flath 1989).

Bu formun determinantt A(F) ile gsterilir ve A(F) =b? —4ac olarak tanimlanir. Uste-
lik “F tam < ab,ceZ”, “F pozitif tannomh < A(F)<0, a,c>0" ve “F belirsiz

(indefinite) formdur < A(F) >0 dur.

3.2.2 Tamm. A # 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olmak tizere F, (X, Yy) Pell formu

x? —% y? A =0(mod4) ise

x* + xy—% y> A =1(mod4) ise

FA(Xa y) =
olarak tanimlanir (Flath 1989).

Bu Pell form yardimiyla Pell denklemi F,(X,Y) = +1 olarak tanimlanir.

r s
9={ } r,stueZz, ru—st=1
t u

seklindeki matrislerin kiimesi SL(2,7Z ) olmak tizere, SL(2,7Z ) matrislerin ¢arpma isle-
mine gore bir gruptur. Bu matrise karsilik gelen ze C igin

z—>T(2)= fz+5s
tz+u

, ru—st=1
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biciminde taniml1 doniisiimlerin kiimesi PSL(2,Z ) de dontisiimlerin bileske islemine
gore bir gruptur. Su halde bu iki grup arasinda bir
@ :SL(2,7Z) —> PSL(2,7Z)

r s rz+s
%
L u} tz+u

grup homomorfizmi vardir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi

r s r s
Cek(D) = {L u} eSL(2,Z): qﬂt UD = z} = {1

dir. Buna gore birinci izomorfizm teoremi geregi SL(2,7Z)/{xl} grubu ile ®(SL(2,7Z))

grubu izomorftur. ® homomorfizmi iizerine oldugundan
SL(2,72)/{£l} = PSL(2,7Z)
dir. PSL(2,7Z) grubu, modiiler grup olarak isimlendirilir ve genellikle I'ile gosterilir.
R(2) = —z, sanal eksene gbre yansima doniisiimii olmak iizere I'U RI" kiimesi de bir
grup olup bu gruba genisletilmis modiiler grup denir ve T ile gosterilir, yani
T =TURCD
dir. Dolayisiyla yukarida belirtilen agiklamalar neticesinde, r,s,t,ueZ ve ru—st ==1

+S

rz . . .
olmak iizere doniisiimii (yani modiiler veya genisletilmis modiiler grubun ele-

manlart)

matrisi ile gosterilecektir.

Formlarin birgok 6nemli 6zelligi (denkligi, devirleri, has devirleri, indirgenmisi) modii-

ler veya genisletilmis modiiler grup yardimiyla verilir. F =(a,b,c) herhangi bir form
r s| — .. . . .
ve g = L } € I doniigiimii i¢in F nin g altindaki gF resmi
u

gF(X.,Y)=(ar? +brs+cs?)X? + (2art + bru + bts+ 2csu) XY

+ (at? +btu + cu?)Y?
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olarak tanimlanir. Bu tanima gore gF de ikinci dereceden bir form olup F ile ayn1 de-
terminantl, yani A(F) = A(gF) dir. Yukaridaki tanima gore

gF = F(rX +tY,sX +uY)
dir. gF nin bu sekildeki tanim1 genisletilmis modiiler grubun formlar kiimesi iizerinde

bir grup etkisidir, yani her g,he T icin

g(hF) = (gh)F ve Ll) ﬂFZF

dir.

F ve G herhangi iki form olsun. gF =G olacak sekilde en az bir ge T varsa bu iki for-
ma denktir denir. det(g) =1 ise formlara has denk, det(g)=—1 ise has olmayan denk
denir. Eger bir g doniisiimii F y1 kendisine resmediyor, yani gF = F ise g ye F nin bir
otomorfizmi denir. Eger det(g) =1 ise g ye has otomorfizm, det(g)=—1 ise has olma-

yan otomorfizm denir. F nin has otomorfizmlerinin kiimesi Aut” (F), has olmayan oto-

morfizmlerinin kiimesi ise Aut™ (F) ile gosterilir.

F =(a,b,c) belirsiz formu igin |vVA —2]al<b<~/A esitsizligi gercekleniyor ise F ye
indirgenebilir form denir. Eger F formu indirgenebilir degilse, bu form asagida verilen

indirgeme algoritmasi kullanilarak indirgenebilir hale getirilebilir (Buell 1989).

3.2.3 Teorem. F =(a,b,c) belirsiz formu indirgenebilir olmasin. Bu takdirde i > 0 i¢in

sgn(C; )LLJ G [2 JA

2| |

sen(s )P ”XJ 6 <A

2[q |
olmak iizere F nin indirgenmisi

P (F)=(c.,—h +2cr, ¢’ —hr +&)
dir (Buchmann ve Vollmer 2007).
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Bu teoreme gore, F formu indirgenebilir degilse bu forma yukaridaki algoritma uygula-

narak p'(F) formu elde edilir. Eger p'(F) indirgenebilir degilse, bu forma bir kez da-
ha indirgeme algoritmas1 uygulanarak p*(F) formu elde edilir. Bu sekilde devam edi-

lirse sonlu bir j >1 adimda indirgenebilir ,oj (F) formu elde edilmis olur. Elde edilen

bu son forma, F nin indirgenmisi denir. Ustelik

S
g= el
-1

icin p'(F) = gF dir. Dolayisiyla F ve p'(F) birbirine has denktir. Belirsiz formlarin

devirleri ve has devirleri asagidaki gibidir.

3.2.4 Tamm. F =(a,b,c) indirgenebilir belirsiz formunun devri, birbirine denk olan

formlarin Fy ~ F, ~F, ~---~ F_, bir dizisidir. Bu dizideki formlar i > 0 i¢in
s = b, +JA
216 |

olmak iizere

Fa=(cl-b+2s|c | -a-hs -¢s)
seklindedir. 7(F) = (—-a,b,— ¢) doniistimii i¢in F nin has devri, birbirine has denk olan
formlarin bir dizisi olup bu dizi | ¢ift iken

Fo~t(F)~F~7(F)~~F_,, ~7(FR,)

ve | tek iken

Fo~t(F)~F ~2(F)~~2(F,)~F ~2(F) ~F ~2(F)~~F, ~z(F,)

dir (Buchmann ve Vollmer 2007).

Kuadratik formlarla ilgili olarak bu ac¢iklamalardan sonra esas problem ele alinabilir.

O, oblong sayist i¢in A, =40, olarak tanimlansin. Bu secim A, = 0(mod4) olmasi
icin yapilmustir. Bu takdirde Tanim 3.2.2 den Pell formu
Fr (6 Y) =X Oy

dir. Dolayisiyla bu Pell forma karsilik gelen Pell denklemi de
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Fa (6 Y) =X =Oy? =1
olur. Burada ilk olarak F, (X, y)=1 Pell denklemi ele aliacaktir. Bir 6nceki kisimda
\/O_k nin basit siirekli kesirli a¢iliminin \/O_ =[k; 2,7(] seklinde oldugu goriilmiistii.
Bu agilim oblong sayilarina bagl olarak

[1;0,] k=1 ise
Jo. ={[J40 +1-1
O +;q, 20 +1-1| k>1 ise

seklinde de verilebilir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

3.2.5 Teorem. F, (x,y)=1 Pell denkleminin temel ¢oziimii (X;,Y;) =(y/40, +1,0))

ve diger tiim tamsay1 ¢6ziimleri, N> 2 i¢in

40, +1-1
o (NPT, /40, +1-1,0,
Yo 2

n—-1 tane

olmak iizere (X,,Y,) seklindedir. Denklemin ¢oziimleri arasinda n>2 igin

X, =+/40, + 1%, + OO0V,
Yn = lenfl +4 4'Ok + 1Ynfl
bagintisi ve N> 4 i¢in
Xy = (2\/ 4ok +1- 1)(Xn—l + Xn—2) — X3
Yn =240 +1-D(Yy_1 + Yn2) = Yno3

indirgeme bagintis1 vardir (Tekcan ve Ozkog 2013).

40, +1-1
Ispat. /O, = NPT ;0,,4/40, +1 1| oldugundan bu devrin uzunlugu 2 dir.

Dolayisiyla Sonug 1.2.8 geregi

40, +

A = f A =,40,+1,B,=1, B =0,

olup denklemin temel ¢oziimii (X;,Y,)=(A,B)=(/40, +1,0,) dir. (X,_;,Y¥n), bu

denklemin bir ¢6ziimii, yani

Xr%—l - O yr21—1 =1

44



olsun. Bu takdirde Teorem 1.2.7 (i) geregi denklemin tiim ¢6ziimleri

40, +1-1
Jo VTR0, 40, +1-1,0,
Yn 2

n-1 tane

seklindedir.
Denklemin temel ¢oziimii (X, Y,) = (y/40, +1,0,) oldugundan Teorem 1.2.11 geregi

denklemin ¢oziimleri arasinda

X, =4/40, +1X,; + 0,0, Y,
Yn = Ol Xno1 T4/ 4'Ok + 1yn—l

seklinde bir bagint1 ve

Xy = (2\/ 4ok +1- 1)(Xn—l + Xn—z) — Xh3
Yn = (2\/ 4Ok +1 _1)(yn—1 + yn—2) ~ Yn3

seklinde bir indirgeme bagintis1 oldugu agiktir.

O, oblong sayis1 igin

M =

J40,+1 00, }

o) 40, +1

matrisi tanimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.6 Teorem. n>1 tamsayisi icin M matrisinin n. kuvveti

(i) n cift iken

SEE=

ZC(n 21)(,/40, + )™ 200 =M1,

n—

—2
n2 Z (n i -I-l)(W)n —1— 2|02|+IO|+1

i=0

n-2
Mznl ZC(I’] 2i +1)(\/m)n -1- 2|02|+1Ok

NS
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(i) n tek iken

ST 7
iz OM~\

C(n,2i)(,/40, + )" 200}, = M1,

C(n 2| +1)(W)n —1— 2I02I+lol+1

N:’
Il

>
L

MN\

C(n,2i +1)(,/40, + )2 020}

M" = M} Mp
M2 My

dir (Burada C(n,i), n nin i-li kombinasyonudur) (Tekcan ve Ozkog 2013).

I
(=]

olmak tuzere

Ispat: n¢ift olsun. n=2icin
M = XCC.20/40,+1)* 070} = M,
M2 = 20(2 2i +1)({/40, + 1) P OF 0! =20,0, /40, +1
M2 = z()C(z,zi +1)(/40, + )P OO, = 20,,/40, +1
=

olmak tlizere
M2 —| 40k +1+0%0, 20,0,,/40, +1
20,,/40, +1 40, +1+ 00,

elde edilir, yani esitlik n=2 i¢in dogrudur. Esitlik n—2 i¢in dogru olsun, yani

n—.

M/T? = > C(n-2,2i)(,/40, + )" OO, =M’

> ‘
[}S)

i=0
n;4
2
M2 =) C(n-2,2i +1)(,/40, + D2 Op oy
i=0
n-4

M ;1_2 = Z C(n-2,2i + 1)(\/m)n_3_2i012i+10:<
i=0
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n-2 n-2
M 11 M 12

n-2 n-2
M 21 M 22

V2 {4ok+1+ofok 20,0,,/40, +1

icin M "2 { } olsun. Bu takdirde M" =M ™2 .M? ve

| 20,/40, 11 40, +1+ 00,

oldugundan
M =M"2(40, +1+020,)+MT2(20,,/40, +1)

=[(+/40, +1)™2 +C(n-2,2)(/40, +1)"* 020, +---+C(N—2,n—4)(,/40, +1)>
n-4 n-2

0™, 2 +0M20, 2 |[40, +1+020, ]
+[C(n=2,1)(/40, +1)™30,0, +C(n-2,3)(;/40, +1)"° OO} +---
n-4

+C(nN-2,n=5)(4/40, +1)’0O"°0, 2

n-2
+C(nN-2,n-3)(,40, + NO>0, 2 1[20,,/40, +1]
= (/40 +1)"+[C(n—2,2)+1+2C(n-2,1)](/40, +1)" 0O,
+[C(n—2,4)+C(n-2,2)+2C(n-2,3)](,/40, +1)"*0O/'0?

s

+---+[C(N—2,n—4)+C(n—2,n—6) +2C(n—2,n-5)](,J40, +1)*O*O, >

n-2 n

+[1+C(n—2,n—4)+2C(n-2,n—3)](,/40, +1)2°0"20,2 +0/'0?

= (J40, +1)" + C(n,2)(y/40, +1)™ 2020, +C(n,4)(/40, +1)" O} O2 +--
n-2 n
+C(n,n-2)(4/40, +1)*0M*0, 2 +0O"O?

C(n,2i)(y/40, +1)" 00}

elde edilir (Burada i =1, 2,- -, n-

e

i¢in
C(n,2i)=C(n—-2,21)+C(n—-2,2i -2)+2C(n—-2,2i —1)
oldugu dikkate alinmistir). Benzer sekilde
M5 = M|} 2[20,0,,/40, +11+ M} *[40; +1+ 00y ]
M3, = M2 [40, +1+ 070, ]+ M 5 7[20,,/40, +1]
M3, = M2 [20,0,4/40, +1]+M5%2[40, +1+ 020, ]
oldugu gosterilebilir. O halde esitlik her n i¢in gerceklenmis olur. n nin tek olmasi du-

rumu da benzer sekilde gosterilebilir.
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3.2.7 Teorem. F, (X, y)=1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri, N> 2 i¢in

n
2
3C(n,21)(1/40, + 1) ¥ OO nift iken
X, = g
ﬁ C(n,2i)(30 + 1) 0%0l  ntek iken
Ve
n-2
2
3 C(n,2i +1)(,/40, + 1) OF 'O} nift iken
Yn= In=—01
2
ZC(n 2i +1)(/40, + )™ 20Ol ntek iken

olmak iizere (X,,Y,) seklindedir (Tekcan ve Ozkog 2013).

Ispat. Tiimevarimla benzer sekilde gosterilebilir.

SimdiF, Pell formu ele alinabilir. Burada ilk olarak bu formun indirgenmisi, indir-

genmiginin devri, has devri ve son olarak da bu formun has otomorfizmleri kiimesi ele

alinacaktir.

3.2.8 Teorem. F, Pell formunun indirgenmisi
1-,/40, +1
pZ(FAk):(l, 4ok+1—1,+]

dir (Tekcan ve Ozkog 2013).
Ispat. F,, Pell formu indirgenebilir degildir. Clinki

|40, —2|=21,/O ~1[>0

dir. Fy, =(1, 0,—Oy) olsun. Bu takdirde Teorem 3.2.4 den r, =0 olup

- Ako

pl(FAk ) = (_Oka 07 1)
formu elde edilir. Bu form indirgenebilir olmadigindan bir kez daha indirgeme algorit-

J40, +1-1

mas1 uygulanirsa I, B olup
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1-.,/40, +1

2 _
pP(Fy ) =|1, 40 +1-1, :

formu elde edilir. Bu form indirgenebilir oldugundan teorem ispatlanmis olur.

F,, formunun p’ (F,, ) indirgenmisinin devri ve has devri ise asagidaki gibidir.

3.2.9 Teorem. pz(FAk) formunun devri 2 uzunlukludur ve

1-,/40, +1 40, +1-1
1, \[40, +1—1, ~

, 40, +1-1,-1
2 2

seklindedir. Has devri ise

1-/40, +1) (1-,/40 +1
[1, 40, +1-1, K J~[ 2k , 4ok+1—1,1j

2

dir (Tekcan ve Ozkog 2013).

olsun. Bu takdirde Teorem 3.2.5 ge-

. ) 1-,/40, +1
Ispat. p (FAk,o): I, 40O, +1-1, ————

regi S, = O, olup

P (FAk’l): —2

, 4Ok+1_1’_1J

dir. Bu son form i¢in s; = /40, +1—1 olup

1-,/40, +1
pZ(FAu):[L 4ok+1—1,+]=p2<F

AK,O)

dir. Dolayisiyla p? (F,,) formunun devri p’ (Fa )~ p’ (Fa,,) dir. Bu devrin uzunlu-

gu | =2 oldugundan yine ayni teorem geregi has devri

1-/40,+1) (1-./40, +1
[1, 40, +1-1, X J~[ 2" , 4ok+1—1,1]

2

olarak elde edilir.
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O, oblong sayis1 i¢in

gFAk =

V40, +1 0}
00, 40, +1

matrisi tamimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.10 Teorem. 9F,, yukaridaki matris olmak iizere
(i) F,, Pell formunun has otomorfizmlerinin kiimesi
+ _ n .
Aut” (Fy )= {igFAk ‘neZ}

dir.

(i) n>1 i¢in F, (X, y)=1 Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri

Xo | o i1
Y, _(gFAk) 0

olmak iizere (X,,Y,) dir (Tekcan ve Ozkog 2013).

Ispat. Tiimevarimla yapilabilir.

3.2.11 Ornek. k =3 olsun. Bu takdirde O, =12 ve V12 = [3;2,6] dir.

[7 2
9 Tlog 7

olupF,. (X, y): x* —12y* =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri

X, | 1] [97
BECERINE }
Y, | 0| |28
ES (1] [1351
=) = }
A 0] [390
X, | 1] [18817
NECERNE }
M 0| | 5432
[ Xs | (17 [262087
=(9%, )|, |=
Y | 3710 | 75658

seklinde devam etmektedir.
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Fo, (X Y) = x* —12y?* formunun indirgenmisi p’ (Fy,) =(1,6,—3) olup bu formun devri

p*(Fyy ) =(1,6,=3)~ p*(Fy ) = (3,6,~1)
ve has devri
P*(Fy,,) =(1,6,-3) ~ p*(Fy, ) = (-3,6,1)
dir. FA3 un has otomorfizmlerinin kiimesi ise
Aut*(Fy,) = {igEA3 ‘NeZ}

dir.

3.2.12 Not. O, bir oblong sayis1 olmak iizere k. cooblong say1s1

0 =+/1+40,

olarak tanimlanmisti. Bu alt boliimde elde edilen tiim teoremlere dikkat edilirse her bi-

rinde /1+40, ifadesinin oldugu goriiliir. Dolayisiyla elde edilen tiim bagintilar coob-

long sayilarina bagl olarak elde edilmis olur.
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4. BALANS SAYILARI

Bu boliimde balans sayilar1 ve bu sayilarin Pell ve Pell-Lucas sayilart ile olan iligkisi ele

alinacaktir.

Balans sayilar1 tamsay1 dizilerinde yeni bir konu olup ilk defa 1999 yilinda Panda ve
Behera tarafindan ele alinmistir ve esasinda r pozitif bir tamsay1 olmak {izere
1+2+---+(M=D)=n+D)+(N+2)+---+(N+T) 4.1)

seklindeki Diophantine denklemleri ile ¢alisilirken ortaya ¢ikmistir. (4.1) esitligini ger-
cekleyen pozitif n tam sayisina bir balans sayisi denir. Bu esitlikteki r sayisina ise ba-
lans sayisiin balansiri-dengeleyicisi (veya cobalans sayis1) denir. Ornegin 6, 35, 204
sayilari, cobalanslar sirasiyla 2, 14, 84 olan birer balans sayisidir.

(4.1) esitliginden

(n-bn_ - r(r+D)

olup bu denklem r ve n ye gore ¢oziiliirse

. —(2n+1)++/8n” +1 ve ne 2r +1++/8r° +8r +1

2 2

(4.2)

elde edilir. Buna gore, n bir balans sayis1 ise asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1. nbir balans sayisidir.

ii.  n? biriiggensel sayidir, yani k e Z* igin n* = dir.

K(k+1)
2
iii.  8n? +1 bir tam karedir.

Balans sayilar1 B, ve cobalans sayilari by, ile gosterilirse bu sayilar i¢in indirgeme for-
miilleri, N> 2 i¢in
B =1B,=6, B,,=6B,-B,,

bl =0, bz =2, bn+l :6bn _bh—l +2
seklindedir.
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(4.2) esitligine gore, B, balans ve b, cobalans sayilart oldugundan
8B +1 ve 8b7 +8hb, +1

birer tam karedir. Buna gore

C,=+/8B>+1 ve c, =+/8b% +8b, +1

olarak tanimlanan sayilara ise sirasiyla n. Lucas balans ve n. Lucas cobalans sayilari

denir. Behera ve Panda (1999) balans sayilar1 i¢in agsagidaki sonuglari elde etmislerdir.

4.1 Teorem. Her bir n > 1 tamsayisi igin
Bh.iBny = (B, +1D(B, —1)
Bn = BxBn« —Bx1Brk
B,, =B, — By,
Bynit = Bn(Bri = Bny)

n+1

dir (Behera ve Panda 1999).

4.2 Teorem. mve k dogal sayilar ve k < m olmak {izere
(Bm + B)(Byy, = By) = By Bk
dir (Panda 2009).

4.3 Teorem. B, balans sayis1 i¢in

B +B, +---+ B,y = By (ByBri)

dir (Panda 2009).

Behera ve Panda (1999), verilen herhangi bir X ve y balans sayilari i¢in

F(X) =2xV8%% +1, G(X) =3Xx+vV8x> +1, H(X) =17x+ 6v/8x* +1

ve

f(xy)= x\/8y2 14 yV8xE +1

fonksiyonlarini tanimlamiglar ve asagidaki teoremi elde etmislerdir.

53



4.4 Teorem. Her bir X ve Yy balans sayilari i¢in, yukarida tanimlanan F, G ve H fonksi-

yonlarmin X de aldig1 deger ile f fonksiyonunun (X, y) de aldig1 deger de birer balans

sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Balans sayilarina benzer sekilde Ray (2009) da herhangi iki X ve y cobalans sayilari igin

f(X)=3X+V8X> +8X+1+1

g(X) = 17X+ 68x* +8x+1+8
h(X) = 8x* +8X+1+ (2X+1)V8X* +8X+1+1

t(X,y) = %[2(2x+ DY +1)+(2x+1)8y* +8y+1
+(Q2y+1)V8x* +8x+1

/8% +8X+14/8y> +8y+1—1]

fonksiyonlarii tanimlayarak asagidaki teoremleri vermistir.

4.5 Teorem. Herhangi iki X ve y cobalans sayist i¢in yukarida tanimlanan f,g,h fonk-
siyonlarinin X de aldig1 deger ile t fonksiyonunun (X, y) de aldig1 deger de birer coba-

lans sayisidir (Ray 2009).

4.6 Teorem. X herhangi bir cobalans sayisi olmak iizere, X den 6nce ve sonra gelen co-

balans sayilar1 sirasiyla

F(X)=3x—V8x* +8x+1+1 ve f(X)=3x+8x> +8x+1+1

fonksiyonlarinin x de aldig1 degerlerdir (Ray 2009).

Ray (2009) balans sayilari ile Pell sayilar arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikartarak Pell say1-

lar1 ile ilgili baz1 cebirsel 6zellikleri balans sayilarina bagl olarak ifade etmeyi basar-

mustir. X in bir balans sayis1 iken 8x* +1 in bir tam kare olacagi gerceginden hareketle

Ray (2009) asagidaki gibi bir iliski ortaya ¢ikarmistir: y # 0 igin

82 +1=y? < y* -8x* =1
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olsun. Bu durumda y? —8x* =1 bir Pell denklemi olup bu Pell denkleminin temel ¢&-
ziimii (Y,;,%)=(3,1) dir. Dolayisiyla da denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri Teo-
rem 1.2.9 geregi n>1 i¢in

Y, + X8 = (3++/8)"
seklindedir. Benzer sekilde

Yn— Xn\/gz (3_\/§)n

dir. Bu son iki esitlikten

Xn=(3+®”—<3—¢§)”
248

elde edilir. Bu ise balans sayilar1 i¢in Binet formiiliidiir. Buna gore

y=3+\/§ ve 5=3—\/§

n n
olarak alinirsa X, = 4 5 olur. O halde balans sayilar1 i¢in Binet formiilii
)/ —
n n
g, =22
y—0

dir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

4.7 Teorem. B, balans sayisi1 i¢in

limh=3+\/§=}/
N—o0 n

dir (Behera ve Panda 1999).

Pell sayilariin karakteristik denkleminin kdkleri olan o =1+ V2 ve p=1- V2 sayila-
r1 i¢in
a’=3+2J2=y ve f2=3-22=¢

oldugundan balans sayilarinin Binet formiilii & ve £ ya bagl olarak

B _ a2n_ﬂ2n

n 4 \/E
elde edilir. Dolayisiyla da balans sayilar1 ile Pell sayilar1 arasinda bir iligki kurulmus

olur. Balans sayilarina benzer sekilde cobalans, Lucas balans ve Lucas cobalans sayila-
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rinin Binet formiilleri de yine Pell sayilarinin karakteristik denkleminin koklerine bagh

olarak

2n-1 2n-1 2n 2n 2n-1 2n-1
a - 1 a” + a +
b = p L 0 tF oo % P

n 4\/5 5’ N n 9

seklindedir (Panda ve Ray (2005) ve (2011)).

Yukarida verilen balans sayilari ile ilgili cebirsel bagintilardan farkli olarak asagidaki

teoremler verilebilir.

4.8 Teorem. Balans sayilarinin Pell sayilari ile olan iligkisi
Bn = I:)nz + I:)n Pn—l
b - P, +PP., n>I tek ise
" |PL +PP., -1 n>2ift ise
C,=PRn+Pyy
Coh =Py + Py

seklindedir (Gozeri ve ark 2013).

. a — a
Ispat. Pell ve balans sayilarinin Binet formiilleri P, =——F— ve B, =—F—
22 a2

oldugundan

5 :a2n_ﬂ2n:(a2n+ﬂ2n)\/§

n 4\/5 8

2n l 2n l_ n l l
_a (1+a)+'8 (1+,5) (af) (2+a+,8)

8
_ aZn _,an —2(0{,8)n _I_azn—l +ﬂ2n—1 _anﬂn—l _an—lﬂn
8
2
_ an _ﬂn N an _ﬂn an—l _ﬂﬂ*l
242 242 2V2

= I:)nz + B P

dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.
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4.9 Sonug. Balans ve Pell sayilar1 i¢in

(i) Ardisik iki balans ve cobalans sayilariin toplami ve farki

B, + By =Py + Py ve B,-B,, = I:)nz + Pn2—1

bn + bn—l =Py +Pns—1 bn - bnfl =P,
dir.
(ii) n. balans sayisinin, N. cobalans sayisina orani
P
L n>3 tekise
B Pn—l
_n _
bn I:)n + I:)n—l o
—————— n2>2giftise
P + P

dir.
(i) C, =+/8B7 +1 ve C, =+/807 +8b, +1 esitliklerinden farkl1 olarak Lucas balans,
Lucas cobalans ve balans sayilar1 arasindaki iliski
C,=2B,+2b,+1 ve c,=2B,-2b, -1
dir.
(iv) Ardisik iki Pell sayisinin toplami

B,., +b,. n>1 tekise
P,+P,, =1+2 B.,-b., -1 n>2giftise
2 2

dir.
(v) Ardisik iki Pell sayisinin kareleri fark:

Pn2 _ P2 —

n-1

b,+B,,;+1 nx1 tekise
b,+B,, n>2ciftise

dir
(vi) n>1 tek tamsayisi i¢in Nn. balans ve cobalans sayilarinin toplami bir tam kare,
yani
B, +b,=(P,+P.)’
dir. Farklar ise iki kare farki, yani
B,-b, =P/ - P,
dir.
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(vii) N> 2 cift tamsayis1 i¢in Nn. balans ve cobalans sayilarinin toplami tam karenin 1
eksigi, yani
B,+b,=(P,+P,)* -1
dir. Farklar ise iki kare farkinin 1 fazlasi, yani
B,-b, =P/ —P, +1
dir. (Gozeri ve ark 2013).

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde balans sayilar1 ve Pell sayisinin Binet formiil-

lerinden elde edilir.

Panda ve Ray (2011), Pell sayilarinin terimlerinin toplamlar1 ile balans sayilar1 arasinda

asagidaki gibi sonuglar elde etmislerdir.

4.10 Teorem. ilk (2n—1) Pell sayisin toplami, n. balans ve cobalans sayilarmin top-

lamina esittir, yani

2n-1

ZPI :Bn+bn
i=1

dir (Panda ve Ray 2011).

4.11 Teorem. ilk (2n) Pell sayismin toplami, Nn. balans ve (n+1). cobalans sayilarinin
toplamina esittir, yani

2n

Z R =B,+b,,

i=1

dir (Panda ve Ray 2011).

4.12 Teorem. 1 den n ye kadar cift Pell sayilarinin toplami (n+1). cobalans sayisina

esittir, yani

n

Z Py =b,.,

i=l1

dir (Panda ve Ray 2011).

Yukarida verilen teoremlerden farkli olarak asagidaki ii¢ teorem verilebilir.
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4.13 Teorem. Balans sayilarinin toplamlari

2n
Z Bi = BnCn+1
i=l1

2n+l1

>

i=l

=C_cC

n*n+l

PP

n' 2n+l

2n
=BniCo Z B,
i=1

2n+1

Z(Bi + Bi+1) = Cni1Chnsa

i=l

2n
D (B +B.,)=8B,B,,,

i=l

2n
Z(Bzm +Byi12) = CriiConi2 Pon
i=0

dir (Gozeri ve ark. 2013).
Ispat. Pell sayilariin karakteristik denkleminin kokleri olan o =1 +4/2 ve p=1- V2

sayilar igin

esitliklerinin dogru oldugu dikkate alinirsa

2n
D> B =B +B,++B,,

i=1

_L 2 4 4n _ 2 4 4n
_4ﬁ[(a vt bt a™) = (B4 Bt g

)

B 1 a4n_1 ﬂ4n
—m(uﬁ)( : )= (1-2)( :

a"(2+V2)+ g (2-+2)-4

16

B Q" — g Y @ = BN 4 g2 _ g
42 22

B aZn _,an aZn(Z_I_\/E)_I_ﬂZn(_z_i_\/E)
42 22

B Q" — g Y @™ 4 g
42 2

=B,Ch.

elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Ayrica, Pell ve Pell-Lucas sayilarinin toplamlari ile balans sayilari arasinda da bir iligki

vardir. Bu iliski ise asagidaki iki teoremde verilmistir (Ispatlar1 yukaridaki teoreme ben-

zer sekilde yapilabilir).
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4.14 Teorem. P, Pell sayis1 i¢in

(i) 0 dan (2n) ye kadar (2i +1). ve (2i +2). Pell sayilarinin toplami, (n+1). Lucas
balans ve Lucas cobalans sayilariin ¢arpimi, yani

2n
Z(P2i+1 + P2i+2) = Cn+1Cn+1

i=0
dir.
(ii) 0 (veya 1 den) dan (2n) ye kadar tek ve cift Pell sayilarinin toplamlari

2n 2n 2n
Z Py =2B,Cp Z Pois1 = Cnit Pana Z P =2B,C,

i=l i=0 i=l

dir (Gozeri ve ark. 2013).

4.15 Teorem. Q, Pell-Lucas sayist i¢in

(i) 0 dan (2n—1) e kadar Pell-Lucas sayilarinin toplami, n. Lucas balans ve Lucas

cobalans sayilarinin toplami, yani

2n-1
> Q =C,+g,
i=0
dir.
(ii) 1 den (2n) e kadar Pell-Lucas sayilarinin toplami, (n+1). cobalans sayisinin 4

kat1, yani

2n
ZQi = 4bn+1
i=1

dir.
(iii) 1 den n ye kadar (2i —1). Pell-Lucas sayilarin toplami, n. balans ve cobalans

sayilari ile 1 den n ye kadar Lucas cobalans sayilarinin toplami, yani

n n
Zin—l =B, +b, +Zci
i=1 i=1

dir.
(iv) 1 den nye kadar (2i). Pell-Lucas sayilarinin toplami, (n+1). balans, n. cobalans

sayilari ile 1 den (n—1) e kadar Lucas balans sayilarinin toplami, yani
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n n-1
Zin =B, +b, +Zci
i=1 i=1

dir.
(v) 1 den (2n) ye kadar ¢ift Pell-Lucas sayilarinin toplami ve 1 den (2n+1) e kadar

Pell-Lucas sayilarinin toplamlar1 sirasiyla

2n+1

2n
D Qy =8B,(2b,, +1) ve Y Q =2(2B,, -1)
i=1 i=1

dir (Gozeri ve ark. 2013).

Santana ve Diaz Barrero (2006), ilk (4n+1) Pell sayisinin toplaminin bir tam kare, yani
4n+1 nn+1) . 2
Sa- 12
i=1 o\ 2

oldugunu gostermislerdir. Bu bagintiya benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

4.16 Teorem. Pell, Pell-Lucas ve balans sayilar1 i¢in

(i) 1 den (4n-3) e kadar Pell sayilarinin toplami, n. Lucas cobalans sayisinin karesi,

yani

4n-3
2
Z F:: = (Cn)
i=1
dir.
(ii) 1 den (4n—1) e kadar Pell sayilarinin toplaminin 1 fazlasi, n. Lucas balans sayi-

sinin karesi, yani

4n-1

1+ R =(Cy)’
i=1

dir.
(iii) 1 den (2n) ye kadar (2i —1). Pell-Lucas sayilarinin toplami, n. balans sayisinin 4

katinin karesi, yani
2n 5
D Qi =(4By)
i=1

dir.
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(iv) 0 dan (2n) ye kadar (2i +1). Pell-Lucas sayilarinin toplaminin yarisi, (n+1).

Lucas cobalans sayisinin karesi, yani

2n
ZQZHI
= 5 = (Cn+1)2
dir.

(v) 0 dan (2n) ye kadar (2i +1). balans sayilarinin toplami, (2n+1). balans sayisi-

nin karesi, yani
2n
_ 2
Z BZi+1 - (B2n+1)
i=0

dir.
(vi) 1 den (2n) ye kadar (2i —1). balans sayilarinin toplami, (2n). balans sayisinin

karesi, yani
2n 5
Z B, =(Byy)
i=1

dir (Gozeri ve ark. 2013).

- P,+P,., —1

Ispat (i) Pell sayilarinmn ilk n— terim toplammin Z P = % oldugu dikkate
=
alinirsa
a4n73 _ﬂ4n73 s a4n72 _ﬂ4n72 »
4n73P. ~ ) \/5 ) \/5
 —
2

a2 e )= (BT ) - 242
- 42
_ M)+ W) - 22
- 42
a4n—2 +ﬂ4n—2 +2(0[,8)2n_1
4

) & 4 Al 2
2

=(c,)’

elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.
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Santana ve Diaz Barrero (2006), yukarida elde ettikleri Pell sayilariin toplamlarina

benzer sekilde

I:>2n+1

2n
szm ve P,
i=0

2n
I
i=1

esitliklerinin de dogru oldugunu gostermislerdir. Eger yukaridaki toplamlar daha agik

bir sekilde yazilirsa, bu toplamlarin

2n 2n
Z Pyt = P (P + Pypyy) ve Z Pyt = P (Pon + Py )
i=0 i=I

seklinde oldugu goriiliir. Dolayisiyla

2n 2n
(P + P2n+l)z P ve (P + PZn—l)Z Py
i=0 i~0

dir. Yukarida elde edilen 4.13-4.16 Teoremlerinden asagidaki teorem verilebilir.

4.17 Teorem. Balans, Pell ve Pell-Lucas sayilari i¢in asagidaki boliinebilme 6zellikleri

gerceklenir:
2n 2n 2n 2n
Bn Z Bi Cni Z Bi Cn Z Bzi Cni1 Z BZi
i=1 i=1 i=1 i=1

2n 2n 2n 2n
Cnit Z I:)2i+1 I:)2n+1 Z I:)2i+1 bn+l ZQl Bn Zin
i=0 i=0 i=1 i=1
4n-3 2n 2n 2n
Ch Z R B, ZQ2i—l Cnii Zsz Bina Z Byisi
i=1 i=1 i=0 i=0
2n 2n 2n
Byn| ) Bai Bo[>(Bi +Bi) Bra| D (B +B,)
i=1 i=1 i=1
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2n+1

2n
Z(Bi + Bi+1) Cnii Z(BZHI + Bzi+2)
i=1 i=0

2n+1

Z (Bi + Bi+1) Cnia

i=1

c:n+1

2n
Z (B +Byia) Py

i=0

Cone2

2n 2n
Z(Bzm +By.2) Gy Z(sz +Pi0)
i=0

i=0

2n

Z(PZHI + P2i+2)

i=0

(Gozeri ve ark. 2013).

Cn+1

Simdi balans sayilar1 ve tam kareler ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

4.18 Teorem. Balans ve Pell sayilar1 i¢in

(i) n>1 tek ise

P2 +4b, =P, +2P, |

ve n>2 cift ise

VP2 +4b, +4 =P, +2P,

dir.

(ii) n>1 ise

Jb2+B, +b, +2Bb, =B, ve B -B, b, —2B,b, =bh,

dir.

(iii) N> 0 ise

V I:)n2+1 + PP =B+ P

dir (Gozeri ve ark. 2013).
Ispat (i) ntek yani, n=2k +1 olsun. Bu takdirde

2kl pok+l )2 ak+l_ pakel
JPrian = & A e = h L
242 42 2
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" ﬁ
_ @™ o- 4J3+ﬂ“”@+4f3 14
8

2t _ kel o — K 2
J{ A5F)

=B, + 2Pn_1

\/0{4k+2 2 ﬁ)2k+l ,34k+2 ke _ 4k+l 2\/_

dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilir.

4.19 Tammm. a,b,c pozitif tamsayilar olmak iizere
a’+b’=c’

esitligini ger¢ekleyen (a,b,c) tgliisiine Pisagor tigliisii denir (Mollin 2010).

Tamsay: dizileri ile Pisagor iigliileri arasinda bir iliski vardir. Ornegin Pell sayilari igin

(2P,P...,P., —P:, P2 +P?)

n' n+lo T nsl
bir Pisagor ticliistidiir.
4.20 Tammm. a,b,c herhangi {i¢ pozitif say1 olmak {izere, kenarlar1 a,b,c olan dik tig-
genin alanina (yani a?b sayisina) bir kongruent (congruent) say1 (A003273 OEIS dizisi)

denir (Mollin 2010).

Bu tanima gore, (a,b,c) bir Pisagor t¢liisii ise % bir kongruent sayidir. Ornegin, ke-

narlar1 E, 3 ve 4 olan dik {iggenin alan
3 2 6
20,3
SN )
2

oldugundan 5 bir kongruent sayidir.

Balans sayilar1 ve Pisagor ti¢liileri arasindaki iliski asagidaki gibidir.
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4.21 Teorem. Balans sayilar1 i¢in
@)
(Bt =Bhnit> Bay =boyy =120, +1)
bir Pisagor iicliisiidiir.

(i)
[4(—1)”%(—1)”Bi,(—l)”{1+4i<—l>”8i } By., — B J
i=1 i=1

bir Pisagor ticliisiidiir.
(iii) n tek ise
a= (bn+3 - bn+1 )(bn+3 - 2bn+1 + bni—l)

2 2 2 2
b=3Bp, +2B,, By, —Bp
S
Cc=5Bn, —2By, By +Boy
2 2 2 2

ve N ¢ift ise
a= (bn+2 -b )(bn+4 n+2 +b )

2 2 2 2 2
b Bﬁ+2 ZBn+2 B 38%

2 2 2 2
c= By, ~2B,,,B, +5B;

2 2 2 2

olmak tiizere (a,b,c) bir Pisagor ti¢liistidiir (Gozeri ve ark. 2013).
Ispat. (i)

— + —

42 42 2
242 p2ne22ndl | p2n+l 2
+{a P i P +l—1}

242 2n+2 2n+l 2+ 2
a — o — 1
(Bn+l n+1) + (Bn+1 n+1 - 1)2 = { 'B 'B ]

42 42 2
~ a2 _ g2l _ﬂ2n+2 +ﬂ2n+1 _'_2\/5 2
42

Q2 _ P _ g2 L ganl o [ 2
_I_
42
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2 (a2n+2 _a2n+l)2 _2(a2n+2 _a2n+1) 16
2n+2 2n+l1 2n+2 2n+1\2 +
x4 (5P -

32
_a4n+2+ﬂ4n+2+2
8
a2n+l _'82n+1 1 2
=2 TF—EF——— |+1
42 2
=(2b,, +1)°

elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

4.22 Sonug. Balans sayilari i¢in

(Bn+1 B bn+1)( Bn+1 B bn+1 B 1)
2

(ii) (2(—1)”%(—1)n B, ][(—1){1 + 4Zn: (-D)"B; D, n=0
i=1 i=1

(D3 —Bpe )0y — 2By, +b, DIBBY, +2B,, By, —BY ]

(@)

,h>0

(iif) 2 2 2 2 2 2 2 N tek
2
[(Bn.2 =00 )(byy — 2D, +b,)IB3B.; +2By,, B, —3B7 ]
(iV) 2 2 2 2 22 2 2 2 2 . n Qift

sayilar1 birer kongruent sayidir (Gozeri ve ark. 2013).

3. Boliimde oblong sayilar1 ele alinmis ve bu sayilar ile ilgili baz1 cebirsel bagintilar

elde edilmisti. Bu sayilarin balans sayilari ile olan iliskisi ise asagidaki teoremdeki gibi-
dir.
4.23 Teorem. Oblong ve balans sayilar1 i¢in

3B,-B,, -1 . .
(i) [%) oblong sayisinin yarisi, n. balans sayisinin karesi, yani

Oig.B -

dir.
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b, —3b, -2
(ii) (%j oblong sayisinin yarisi, N. cobalans sayisinin karesi ile kendi-

sinin toplami, yani

O tyy-300-2
—( 122 ) =b; +b,

dir.

C,-1 .
(iii) ( ”2 J oblong sayisinin dort katinin bir fazlasi, n. Lucas balans sayisinin

karesi, yani

40[Cnlj +1=C2

2

dir.

c,—1 .
(iv) ( ”2 j oblong sayisinin dort katinin bir fazlasi, n. Lucas cobalans sayisinin

karesi, yani

dir (Gozeri ve ark. 2013).

Ispat. (i) Balans ve cobalans sayisi arasindaki iliski

b, - el _’anq _l
42 2
™! _ﬂZn—l _2\5
42
_a@Na-a)- - -2
82
a®" _,BZn B a2 _ﬂzn—z »

42 42

_ Bn _Bn—l -1
2

O
dir. Buna gore k. oblong sayisi i¢in 7" = B? esitliginden
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—1++/1+8B2
k?+k-2B2=0=>k=——Y—"

2
elde edilir. Diger yandan balans ve cobalans sayilar1 arasindaki
b — Bn - anl _1
! 2

iliski dikkate alinirsa (4.2) esitliginden

B, - B,,—1_ —(2B,+1)+41+8B]

b ="
" 2 2

oldugu goriiliir. O halde

_ _ —1+4/1+8B2
m—_B +—n:_Bn+k

2 S 2

3B,-B, ;-1
ve boylece k = % olarak elde edilir. Dolayisiyla

O(3Bn—sn1—1j -

n

2

dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.
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5. x> —(t> —t)y’ — (4t —2)x + (4t> — 4t)y = 0 DIOPHANTINE DENKLEMI

Bu boliimde t > 2 tamsayist i¢in
D: x> —(t? —t)y? — (4t —2)x+ (4t> —4t)y =0 (5.1

Diophantine denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri, Z de ve p>35 asali i¢in sonlu I cismin-

de ele alinacak ve bu ¢6ziimleri arasinda indirgeme bagintilar1 elde edilecektir.

h ve Kk herhangi iki sabit say1 olmak iizere

X=u+h
T: (5.2)
{y=v+k

Oteleme doniisiimii ele alinsin. Bu durumda {h,k} ikilisine T doniisiimiiniin baz1 (taba-

n1) denir ve T[h,k] = {h,k} ile gosterilir.

(5.1) de verilen Diophantine denklemine bu T doniisiimii uygulanirsa
T(D)=D:(u+h)> =2 —t)(v+k)> = (4t = 2)(u+ h) + (4t> —4t)(v+ k) =0
denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

D:u? —(t? —t)v* + u(2h— 4t + 2) + v(=2kt? + 2tk + 4t> — 4t)
+h? —t?k? +tk? — 4th+ 2h+ 4t’k — 4tk = 0

elde edilir. u ve v nin katsayilar1 sifir olacagindan

h=2t—1ve k=2 (5.3)
olarak elde edilir. Dolayisiyla Xx=u+2t—-1 ve y=Vv+2 oldugundan (5.1) deki
Diophantine denklemi

D:u?—(t* -tV =1 (5.4)

Pell denklemine indirgenmis olur. Burada ilk olarak bu Pell denkleminin tamsay1 ¢o-

ziimleri ele aliacak, bu ¢oziimler arasinda bagintilar ve indirgeme formiilleri elde edi-
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lecektir. Daha sonra bu Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri p > 5Sasali i¢in sonlu F

cisminde ele alinacaktir. Son olarak elde edilen tiim sonuglar T doniigiimiiniin tersi ile

(5.1) de verilen Diophantine denklemine tasinacaktir.

5.1 Teorem. (5.4) de tamimlanan D Pell denklemi icin

(i) Vt* —t nin basit siirekli kesirli agilim1

e {[1;5] t=2 ise

[t-1;2,2t-2] t>2ise

dir.

(ii) Denklemin temel ¢6ziimi (U;,V,) = (2t —1,2) dir.

uy] [2t-1 2t —2t|T1
Vol | 2 2t=1 0

olmak tizere denklemin tiim tamsay1 ¢éztimleri (u,,V,,) seklindedir.

(i) n>1 icin

(iv) Denklemin (u,,V,) c¢oziimleri arasinda n =2 i¢in
u, = (2t —u, , +(2t> =2t ve v, =2u, , + 2t =1)v,,
bagintis1 vardir.
(v) Denklemin (u,,V,) ¢oziimleri n =4 i¢in
u, = (4t — 3)(un—l + un—2) —Up3 Ve Vy = (4t — 3)(Vn—l + Vn—2) ~Vns
indirgeme bagintisin1 gercekler.

(vi) n>1 icin denklemin (u,,V,) tamsay1 ¢ozimii

Un 1t 12,2t—2,2,2t-2,2
Vrl

n-1 tane
basit siirekli kesirli agilimu ile de verilebilir (Ozkog ve Tekcan 2010).
Ispat. (i) t =2 olsun. Bu takdirde V2 = [1; E] oldugu agiktir. t > 2 i¢in

V-t =t—1+@t2 -t —t+)=t—1+

1
V2 -t —(t-1)

71



1 1

=t-l+— =t—1+
N2 —t+t—1 t2 -t —t+1
- - = 2+—
t—1 t—1
=t-1+ ! =t-1+ !
2_’_; 2+;
o t=1 Vi —t+t—1
t2 —t—t+1
=t-1+ !

2

1
T2 (e —t—t1)
oldugundan \/tz—— =t —1;2,T—2] dir.
(ii) \/tz—— =t —1;2,T—2] oldugundan Sonug¢ 1.2.8 geregi denklemin temel ¢oziimii
(u,v)) =2t -1,2) dir.
(iii) Denklemin temel ¢oziimi (U;,V,) =(2t—1,2) oldugundan Teorem 1.2.10 geregi

denklemin tiim tamsay1 ¢oziimleri

{wl:{ﬂ—l ﬂz—ﬂy[ﬁ
Vi 2 2t -1 0
olmak tizere (U,,V,) seklindedir.
(iv-v) Denklemin temel ¢oziimii (U;,V;)=(2t—1,2) oldugundan Teorem 1.2.11 geregi
denklemin (u,,V,) ¢0ziimleri arasinda N> 2 igin
u,=Qt-lu_, +Q2t> =2ty _ ve v. =2u_, + (2t =1V,

seklinde bir bagint1 ve n> 4 i¢in

u, =(4t-3)U,,; +U,_,)—U, 5 ve V, = (4t =3)(V,; +V,,) = Vy3
seklinde bir indirgeme bagintisi oldugu agiktir.

(vi) Teorem 1.2.7 (i) den gortiliir.

5.2 Ornek. t =4 olsun. Bu takdirde D:u?—12v? =1 Pell denkleminin temel ¢Ozimii

(U, vy) =(7,2) ve baz1 tamsay1 ¢oztimleri

w3
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fu,] [7 247 [1] [1351
vi| |2 7] 0] |39
u| [7 247 [1] [18817
v,| [2 7] 0] [5432
7 247[17 [262087
2 70| | 75658

seklindedir. Denklemin tamsay1 ¢oziimleri arasinda n> 2 igin

U, =7U, +24v,, ve V, =2U,, + 7V,
seklinde bir bagint1 ve n> 4 igin
u,=13(,_, +U,_,)—U,_5 ve V, =13(V,_; +V,_,) — Vo3
seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir. Ayrica denklemin yukaridaki tamsay1 ¢oziimleri

siirekli kesirli agilim cinsinden

Y [3;2,6,2] =9_7

\2) 28

b [32,6,2,6,2]=22

Vs 390

U_4 = [3;2,6,2,6,2,6,2] :w

Vs 5432

Y 13,2,6,2,6,2,6,2,6,2] = 22087
Vs 75658

olarak da elde edilebilir.

Bu bolimde, neden D:x* —(t? —t)y? — (4t —2)x+ (4t> —4t)y =0 seklinde bir Diop-
hantine denkleminin ele alindig1 merak edilebilir. Bunun sebebi asagidaki sonucta da

goriilecegi iizere, bu Diophantine denklemine uygulanan T déniisiimiiniin bazimn, D

Pell denkleminin temel ¢oziimiine karsilik gelmesidir.
5.3 Sonug. (5.2) deki T déniisiimiiniin taban1 D Pell denkleminin temel ¢dziimii, yani

T[h,k] = {h, Kk} = {u;, v}
dir (Ozkog ve Tekcan 2010).
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ispat. Teorem 5.1 de D Pell denkleminin temel ¢dziimiiniin (U, V) =(2t-1,2) oldugu

goriildii. Diger yandan T doniisiimii i¢in h=2t —1 ve k =2 oldugu g6z oniine alinirsa
T[h,k]={h,k} = {2t —1,2}

oldugu agiktir.

Simdi D Pell denklemi icin yukarida elde edilen sonuglar T doniisiimiiniin tersi ile D

Diophantine denklemine tasmabilir. X=U+2t—-1 ve y=V+ 2 oldugu dikkate alinirsa

D Diophantine denklemi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

5.4 Teorem. (5.1) deki D Diophantine denklemi icin
(i) Denklemin temel ¢oziimii (X, Y,) = (4t —2,4) diir.
(i) {(u,,V,)} dizisi yardimiyla
{(X,, Vo)t =1{(u, +2t =1L,v, +2)}, n>1
tanimlanan dizi i¢in (X, Y, ) tamsay1 ikilisi, D Diophantine denkleminin bir ¢ézlimii-
diir. Su halde denklemin sonsuz goklukta (X,,Y,,) € Z x Z tamsay1 ¢dziimii vardir. Uste-

lik tlim tamsay1 ¢6ziimleri bu sekildedir.

(iii) Denklemin (X,, Y,) ¢Oziimleri arasinda n = 2 i¢in
X, = (2t —1)x,_, +(2t> —2t)y, , — 8t +10t -2
Yo =2X,, +(2t=1)y,, -8t +6
bagintisi ve N >4 i¢in
Xy = (4t =3)(Xy_y + Xy_p) — Xy —16t% +24t —8
Yo =@ =3)(Yn_1 + Yn2) = Yoz — 16t +16

indirgeme bagintis1 vardir (Ozkog ve Tekcan 2010).

Ispat. Teorem 5.1 in ispatina benzer yolla yapilabilir.

Simdi D Diophantine denkleminin tamsay1 ¢dziimleri p>35 asali i¢in sonlu F, cis-

minde ele alinabilir. Ancak bunun i¢in ilk olarak ikinci dereceden kalan tanimina ihtiyag

vardir.
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5.5 Tanim. a€ Z, ne N ve (a,n) =1 olmak tizere
x* = a(mod n)
olacak sekilde bir X € Z varsa a ya modiilo n de bir ikinci dereceden kalan denir. Ikinci

dereceden kalanlarin kiimesi Q, ile gosterilir (Mollin 2008).

t = 0,1 olmak iizere t* —t = d (mod p) olarak tanimlanirsa D Pell denklemi
Rd . 2 2 _
Dp :u” —dv” =1(mod p) (5.5)
Pell denklemine indirgenmis olur. Bu denklemin tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi
~d .12 2 _
Dp(Fp)={(u,v) e F, xF, :u” —dv” =1(mod p)}

ile gosterilirse asagidaki teorem verilebilir.

5.6 Teorem. (5.5) deki 5;’ Pell denklemi i¢in

p-1 deQ, ise

~d ~
#DP(FP)_{p+1 d¢Q, ise

dir (Ozkog ve Tekcan 2010).
Ispat. d € Q, olsun.
1. Hal. p=1,5(mod8) olsun. Eger v=0 ise

u® = 1I(mod p) < u = £1(mod p)
dir. Dolayisiyla 53 Pell denkleminin (1,0) ve(p—1,0) gibi iki tamsay1 ¢oziimii vardir.
Eger u=0 ise

—dv? =1(mod p)

olur. Bu takdirde d € Q, oldugundan bu kongriiansin V;,V, gibi iki ¢oziimii ve bdylece
DS Pell denkleminin (0,v;) ve (0,V,) gibi iki ¢dziimii vardir. S, =F, —{I, p—1} ol-

u? -1 p->5
2

sun. Bu takdirde ifadesi tam kare olacak sekilde S, de tane U elemani

2
=¢? denilirse

vardir. O halde belli bir ¢ # 0 tamsayis1 i¢in u

v? = c?(mod p) < v =+c(mod p)
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olur. Dolayisiyla 53 Pell denkleminin (u,c) ve (u, p—c) gibi iki ¢oziimii vardir. S,

deki her bir udegeri i¢in 5;’ Pell denkleminin bu sekilde iki ¢6ziimii oldugundan denk-

lemin 2(pT_5) = p—5 tane ¢oziimii vardir. Yukarida elde edilen ¢oziimler de dikkate

alinirsa denklemin toplam p—-5+4 = p—1 tane ¢dziimiiniin oldugu goriiliir.
2.Hal. p=3,7(mod&) olsun. Eger v=0 ise
u® =1(mod p)
oldugundan bu kongriiansin u=1 ve u= p—1 gibi iki ¢6zliimii vardir. Dolayisiyla EN)g
Pell denkleminin (1,0) ve(p—1,0) gibi iki ¢céziimii vardir. Eger u =0 ise
—dv? =1(mod p)
kongriiansinin ¢6ziimii yoktur, yani 5;’ Pell denkleminin (0,V) gibi bir ¢oziimii yoktur.

2 —_— f—
Ustelik S, de u r ! tam kare olacak sekilde p2 3 tane U eleman1 vardir. Eger | # 0

2

icin L j* denilirse

V2 = j%(mod p) < V=] (mod p)
olur. Bu ise 5g Pell denkleminin (u, j) ve (u, p— j) gibi iki ¢6ziimiiniin olmas1 de-

mektir, yani S,deki her bir u elemant igin 53 Pell denkleminin iki ¢6ziimii vardir. Do-
layistyla denklemin 2(pT_3) = p—3 tane ¢6zlimii vardir. Ayrica (1,0) ve (p—1,0) da

bu denklemin birer ¢6ziimii oldugundan denklemin p—3+2= p—1 tane ¢éziimii var-
dir. Su halde her iki halde de d € Q, i¢in ISg Pell denkleminin p—1 tane ¢oziimii var-

dir. Benzer sekilde d ¢ Q,, iken denklemin p+1 tane ¢6ziimiiniin oldugu da gosterile-

bilir.

5.7 Ornek. p=7 icin Q, ={1,2,4} dir. t =4 igin 4* —4=5(mod7) oldugundan
IS;S :u? —5v? =1(mod?7)

Pell denklemi elde edilir. Bu denklemin tamsay1 ¢éztimlerinin kiimesi
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D3 (F;) = {(0,2),(0,5),(1,0),(2,3),(2,4),(5,3),(5,4),(6,0)}
dir. Buna gore # 575 (IF;) =8 dir. Benzer sekilde t =6 icin 6% —6=2(mod7) oldugun-
dan
D7 :u® —2v* =1(mod7)
dir. Bu Pell denkleminin tamsay1 ¢ézlimlerinin kiimesi
D3 (F,) = {(1,0),(3,2),3,5),(4,2),(4,5),(6,0)}
dir. Buna gore # 572 (IF;) =6 dur.
Son olarak D Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oziimleri sonlu F, cisminde ele ali-
nirsa bu denklemin tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi
D(F,) ={(xy) € Fy xF : X* = (t* —t)y* — (4t - 2)x + (4t> — 4t)y = 0 (mod p)}

icin agagidaki teorem verilebilir.

5.8 Teorem. D Diophantine denklemi i¢in

p—1 t? —teQ, ise

#D(F,) =
(") {p+1 t* —tegQ, ise

dir (Ozkog ve Tekcan 2010).

Ispat. Bir 6nceki teoreme benzer sekilde gosterilebilir.
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