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Fen Bilimleri Enstitüsü 
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Danışman: Doç. Dr. Ahmet TEKCAN 

 
 
Bu çalışmada tamsayı dizileri ve Pell denklemleri ele alınmış ve bunlarla ilgili bazı ce-
birsel bağıntılar ve özdeşlikler elde edilmiştir.  
 
Birinci bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teo-
remlere yer verilmiştir.  
 
İkinci bölümde, iki ve dört parametreli tamsayı dizileri ele alınmış bu diziler ile ilgili 
bazı cebirsel bağıntılar elde edilmiştir. Ayrıca iki parametreli tamsayı dizisinin paramet-
relerine bağlı olarak tanımlanan Pell denkleminin tamsayı çözümleri elde edilmiştir.  
 
Üçüncü bölümde, oblong sayıları ele alınmış ve bu sayıların bazı cebirsel özellikleri 
verildikten sonra bu sayılara bağlı olarak tanımlanan Pell formu ve Pell denklemi ele 
alınmıştır. Pell denkleminin tamsayı çözümlerinin oblong sayılarına bağlı olarak 
verilebileceği gösterilmiş ve Pell formunun indirgenmişinin devri ve has devri ele 
alınarak bu formun has otomorfizmlerinin yine oblong saylarına bağlı olarak tanımlanan 
matris yardımıyla elde edilebileceği gösterilmiştir.  
 
Dördüncü bölümde ise, balans sayıları ele alınmış ve bu sayıların hem kendi aralarında 
hem de Pell ve Pell-Lucas sayıları ile olan ilişkisi incelenmiştir. Ayrıca balans sayılarına 
bağlı olarak tam kareler ve pisagor üçlüleri elde edilmiştir.  
 

Son bölümde ise  tamsayısı için  Diop-
hantine denklemi ele alınmış, bu denklemin tamsayı çözümleri   de ve  asal 

sayısı için sonlu  cisminde ele alınmıştır. 
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Anahtar Kelimeler: Diophantine ve Pell denklemleri, Kuadratik formlar, Oblong sayı-
ları, Tamsayı dizileri, Balans sayıları. 
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In this work, some algebraic properties are obtained on integer sequences and Pell equa-
tions. 
 
In the first section, the preliminary notations, definitions and theorems which are to be 
used in later sections are given. 
 
In the second section, two separate integer sequences with two and four parameters are 
discussed and some algebraic relations on them are derived. Moreover, a Pell equation 
is defined using the parameters of the sequence with two parameters, and deduced the 
integer solutions of it including some recurrence relations.  
 
In the third section, oblong numbers, Pell form and Pell equations have been conside- 
red. The integer solutions of Pell equation can be deduced by using oblong numbers. 
Also the cycle and proper cycle of the reduction of Pell form are given. Moreover, it is 
proved that the set of proper automorphisms of Pell form can be obtained by using the 
matrices related to oblong numbers.  
 
In the fourth section balancing numbers are considered. Some algebraic relations on 
them and also their relationships with Pell and Pell-Lucas numbers are deduced. Fur-
ther, some formulas on perfect squares and Pythagorean triples related to balancing 
numbers are given.  
 

In the last section, integer solutions of Diophantine equation   xtyttx )24()( 222 

0)44( 2  ytt

p p

 for an integer  is considered over  and also over finite fields 

 for primes . 
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1. GİRİŞ 

  

Bu bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel kavramlara, 

notasyonlara ve teoremlere yer verilecektir. Çalışma iki ana bölümden oluşmakta olup 

bunlar tamsayı dizileri ve Diophantine denklemleri şeklindedir. Bu nedenle bu bölümde 

bu iki kavram hakkında genel bilgiler üzerinde durulacaktır. 

 

1.1 Tamsayı Dizileri 

 

Analitik sayılar teorisinde çok önemli bir yere sahip olan tamsayı dizileri ilk olarak çok 

meşhur bir tamsayı dizisi olan Fibonacci tamsayı dizisi (A000045 OEIS tamsayı dizileri 

online ansiklopedisi) ile ortaya çıkmıştır. Diziye adını veren Leonardo Fibonacci (1170-

1250) orta çağın en ünlü matematikçilerinden biridir. İtalyan matematikçi, matematiği 

araplardan alıp Avrupa’ya tanıtan kişi ve on üçüncü yüzyıl başlarında yayınlanan ‘Liber 

Abaci’ isimli kitabın yazarı olarak bilinmektedir.  Daha önce Hintli matematikçilerin al-

tıncı yüzyılda bulmuş olduğu sayı dizisi, ‘Liber Abaci’ kitabında tavşanların üreme 

probleminin hesaplanmasıyla Fibonacci sayı dizisi olarak 1202 yılında Fibonacci tara-

fından ortaya konmuştur. On dokuzuncu yüzyılın başlarından itibaren dizi üzerine yapı-

lan araştırmaların sayısı giderek artmış ve en şaşırtıcı sayı dizisi olarak tarihe adını 

yazmıştır. Hatta Fibonacci Derneği kurulup, 1963 yılından itibaren ‘The Fibonacci 

Quartery’ isimli dergi bu konu ile ilgili yapılan çalışmaları yayınlamaya başlamıştır. 

Özellikle dizinin elemanları ile tabiattaki bağıntılar arasındaki benzerlikler üzerine ça-

lışmalar yapılmış, Altın Oran olarak bilinen irrasyonel sabitin  

   


6180339887.1
2

51
 

Fibonacci dizisinin ardışık elemanlarının oranının limitine eşit olduğu bulunmuştur. Fi-

bonacci dizisi, ilk iki terimi haricinde diğer tüm terimleri arasında kendisinden hemen 

önce gelen ilk iki terimin toplamı olarak ifade edilebilme özelliğine sahiptir. Bu sayı di-

zisi, başlangıç değerleri için2tümveolan1,0 10  nFF  

21   nnn FFF  

olarak tanımlanan sayı dizisidir.  
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Dizinin terimleri arasında birçok cebirsel bağıntı olup bu bağıntılardan bazıları 
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şeklindedir.  

 

Fibonacci sayı dizisine benzer bir diğer önemli sayı dizisi ise Lucas sayı dizisidir 

(A000032 OEIS dizisi). Bu dizi de Fibonacci sayı dizisine benzemekle birlikte sadece 

başlangıç değerleri farklıdır. Dizi, başlangıç değerleri 1,2 10  LL ve   için  2n

21   nnn LLL  

olarak tanımlanan bir sayı dizisidir. Bu dizinin terimleri arasında da birçok cebirsel ba-

ğıntı olup bu bağıntılardan bazıları  için nm 

nmnmnm

nnnnnn
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nmnmnm
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222222
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şeklindedir.  

 

Fibonacci ve Lucas dizilerinin karakteristik denklemi aynı olup bu denklem, dizilerin 

genel terimleri yardımıyla elde edilir. Fibonacci dizisinin genel terimi 21   nnn FFF  

olduğundan  olarak alınırsa dizinin karakteristik denklemi n
n xF 

01

)1(
2

222

222221
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xxxxxxxx
nn
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olarak elde edilir (Bu aynı zamanda Lucas dizisinin de karakteristik denklemidir). Bu 

denklemin kökleri  
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dir. Bu kökler yardımıyla Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet (Jacques Phillipe Marie 

Binet, 1786-1856) formülleri sırasıyla    
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dır.  

 

Fibonacci ve Lucas tamsayı dizileri arasında birçok cebirsel bağıntı olup bu bağıntılar-

dan en önemli olanı  

11   nnn FFL  

dir. Ayrıca bu iki dizinin terimleri arasında  
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şeklinde bağıntılar vardır.  
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karesel matrisine,  polinomunun kompanion matrisi denir. Buna göre Fibonacci ve 

Lucas dizilerinin karakteristik denklemleri  olduğundan bu dizilerin kom-

panion matrisi  

)(xp

012  xx

        









01

11
M

dir.  

 

Bu iki tamsayı dizisinden başka önemli iki tamsayı dizisi Pell (John Pell 1611–1685) 

(A000129 OEIS dizisi) ve Pell-Lucas (kompanion Pell) (A122075 OEIS dizisi) tamsayı 

dizileridir. Bu diziler de yukarıdaki dizilere benzerlik göstermekle birlikte katsayıların-

da farklılıklar vardır. Bu iki tamsayı dizisi  

212   nnn PPP , 1,0 10  PP  ve  212   nnn QQQ ,  2 ,2 10  QQ

olarak tanımlanmaktadır. Bu iki tamsayı dizisinin karakteristik denklemi  

0122  xx  

olup ve bu denklemin kökleri  

21ve21    

dir. Dolayısıyla bu iki dizi için Binet formülleri sırasıyla 

22

nn

nP
 

   ve   nn
nQ  

şeklindedir. Bu iki tamsayı dizisinin terimleri arasında da birçok cebirsel bağıntı olup bu 

bağıntılardan en önemli olanları  için aşağıdaki gibidir:  mn 
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Aslında yukarıda bahsedilen Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas tamsayı dizilerinin 

genel hali şu şekildedir: P ve Q,  özelliğinde iki tamsayı olmak üzere baş-

langıç değerleri 

042  QP

1,0 10  UU , PVV  10 ,2  olan ve genel terimleri  için 2n

 4



21),(   nnnn QUPUQPUU   ve  21),(   nnnn QVPVQPVV  

olarak tanımlanan  tamsayı dizileridir. Bu dizilerin karakteristik denklemi  nn VU ve

02  QPxx  

ve bu denklemin kökleri  

2

42

2,1
QPP

x


   

olup (  alınmasının sebebi, denklemin farklı iki kökünün olması istendiği i-

çin) bu diziler için Binet formülleri 

042  QP
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   ve    nn
n xxV 21 

dir. Dolayısıyla  ve  tamsayı dizilerinde P ve Q nun özel halleri için yukarıda bah-

sedilen tamsayı dizileri elde edilmiş olur:  

nU nV

 

 Çizelge 1.1  ve  dizilerinde P ve Q nun özel halleri  nU nV

 

P Q nU  nV  

1 -1 Fibonacci sayı dizisi Lucas sayı dizisi 

2 -1 Pell sayı dizisi Pell-Lucas sayı dizisi 

1 -2 Jacobsthal sayı dizisi 

(A001045 OEIS dizisi)

Jacobsthal-Lucas sayı dizisi 

(A014551 OEIS dizisi) 

 

nU  ve  tamsayı dizilerinin karakteristik denklemi  olduğundan bu di-

zinin kompanion matrisi  

nV 02  QPxx
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 0

11

1

n

n

n M
U

U
   ve    
















 

 2
1

1

P
M

V

V n

n

n

dir (Ribenboim 2000 ve Koshy 2001). 
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Üreteç fonksiyonu, tamsayı dizilerinin terimlerini elde etmekte kullanılan bir fonksiyon 

olup belli bir  dizisi için bu fonksiyon na
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şeklinde bir seri açılımına sahiptir. Dizilerin üreteç fonksiyonları, dizilerin karakteristik 

denklemi yardımıyla elde edilir. Örneğin, yukarıda tanımlanan  dizisinin karakteris-

tik denklemi için, , 

nU

02  QPxx 1,0 10  UU  ve 21  nn QUPUU n  olduğundan 

dizinin üreteç fonksiyonu 
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olarak elde edilmiş olur. Benzer şekilde  dizisinin üreteç fonksiyonu da  nV
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dır (Ribenboim 2000). 

 

1.2 Diophantine ve Pell Denklemleri 

 

Bu alt bölümde çalışmanın diğer bir bölümünü teşkil eden Diophantine denklemleri ve 

bu denklemlerin özel bir hali olan Pell denklemleri ile ilgili bazı temel kavramlara ve 

teoremlere yer verilecektir. 

 

1.2.1 Tanım.  olmak üzere  fedcba ,,,,,

022  feydxcybxyax                                                                              (1.2)                 

denklemine ikinci dereceden Diophantine denklemi denir (Barbeau 2003).  
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Diophantine denklemleri ile ilgili ilk teorem 1657 de Fermat (1601-1665) tarafından is-

patsız olarak verilmiştir. Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri hakkındaki ilk is-

patı 1768 de Lagrange (1736-1813) vermiştir. Yirminci yüzyılın başlarında, M.Ö. 600 

yıllarında Hintli matematikçilerin bu denklemin tamsayı çözümlerini bulmakla ilgili bir 

algoritma bildikleri ortaya çıkmıştır, fakat verdikleri yöntemin bazı özel durumlarda so-

nuç verdiği anlaşılmıştır.  

 

1.2.2 Tanım. D tam kare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere ikinci dereceden Di-

ophantine denkleminin özel bir hali olan  

nDyx  22                (1.3)  

denklemine Pell denklemi denir (Barbeau 2003).  

 

nDyx  22  denklemine pozitif Pell denklemi,  denklemine ise negatif 

Pell denklemi denir. Eğer D tam kare, yani  ise verilen denklem 

nDyx  22

2tD 

ntyxtyxDyx  ))((22  

şeklinde yazılabileceğinden n nin çarpanlarına göre denklemin sonlu sayıda çözümü 

vardır. Halbuki Teorem 1.2.9 da görüleceği üzere, D nin tam kare olmayan pozitif bir 

tamsayı olması halinde  denkleminin çözümleri varsa bu çözümlerin sa-

yısı sonsuzdur.  

nDyx  22

 

(1.3) eşitliğinde özel olarak 1n  olarak alınırsa 

122  Dyx               (1.4) 

denklemi elde edilir. Bu denkleme klasik Pell denklemi denir. John Pell (1611-1676) 

matematikte özellikle cebirsel çalışmalar yapmış, denklemler teorisi ve matematiksel 

tablolar gibi konulara yoğunlaşmıştır. İsviçreli bir matematikçi olan Johann Heinrich 

Rahn (1622-1676) tarafından 1659 da yayınlanan ‘Teutsche Algebra’ adlı kitabın düzel-

tilmiş baskısı 1668 de Pell tarafından yayınlanmıştır. Bu kitapta yukarıda verilen Diop-

hantine denklemleri ele alındığından, bu tür denklemleri daha sonraki yıllarda Pell 

denklemleri diye isimlendirmek adet olmuştur. Gerçekte ise Pell’in bu denklemlerle bir 

ilgisi yoktur. Euler (1707-1783), Archimedes’e (M.Ö. 287-M.Ö. 212) kadar uzanan 

 denklemi ile çok az ilgilenmiş olmasına rağmen İngiliz matematikçi John 122  Dyx
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Pell’in adını vermiştir. Archimedes  denklemi ile ilgilenmiştir. Bu 

denklemin 1880 yılında Amthor tarafından bulunan en küçük pozitif çözümünde, nin 

41 basamaklı bir tamsayı olduğu bilinmektedir. Hintli bir matematikçi olan Baudhayana 

(M.Ö. 800) ise  nin en küçük tamsayı çözümünün  

14729494 22  yx

)408,577(),

y

192 22  yx

yx   (

olduğunu ve 
408

577
 kesrinin yaklaşık değerini bulmuştur. Pell denklemleri ile ilgili ilk ay-

rıntılı incelemelere Hintli matematikçiler Brahmagupta (M.S. 600) ve Bhaskara (M.S. 

1100) tarafından yapılan çalışmalarda rastlanmaktadır. Pell denklemleriyle ciddi olarak 

ilgilenen ilk Avrupalı matematikçi Fermat olmuştur. Aynı zamanda John Wallis (1616-

1685) ve onun hocası Lord William Brouncker (1620-1684), D  nin basit sürekli kesir-

li açılımının belirtilmesine benzeyen bir metodu geliştirerek Pell denklemlerinin çözüm-

leriyle ilgilenmişlerdir. Gerçek anlamda Euler,  denkleminin en küçük po-

zitif çözümünü bulmak için 

122  Dyx

D  nin basit sürekli kesirli açılımını kullanmış ve diğer 

çözümlerin, verilen bir çözümden bir indirgeme formülüyle nasıl üretilebileceğini gös-

termiştir. Euler bu denklemin bütün çözümlerinin D  nin basit sürekli kesirli açılımın-

dan elde edilebileceğini Lagrange’dan en az on yıl önce fark etmiş olmasına rağmen, 

1768 de Lagrange bu iddianın ilk tam ispatını ve her çözümün D  nin basit sürekli ke-

sirli açılımından elde edilebileceğini göstermiştir (Edward 1996, Jacobson ve Williams 

2010, Andreescu ve ark. 2010). 

 

1.2.3 Tanım.  Pell denklemini gerçekleyen en küçük pozitif  

tamsayı ikilisine bu denklemin temel çözümü denir (Barbeau 2003). 

122  Dyx

),( yx

)( 1,1 yx

 

122  Dyx  pozitif Pell denklemine dikkat edilirse D ne olursa olsun  bu denk-

lemi gerçekler. Bu çözüme denklemin aşikar çözümü denir.  bu denklemin bir çö-

zümü ise gerçekte  çiftinin de bu denklemin çözümü olacağı açıktır. Buna karşı-

lık genellikle denklemin sadece pozitif  tamsayı çözümleri ele alınır.  

)0,1(

),( yx

),( yx
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122  Dyx  denkleminin temel çözümünün bulunması çok önemlidir. Çünkü denk-

lemin diğer tüm tamsayı çözümleri (ki bunların sayısı sonsuzdur) bu temel çözüme bağ-

lı olarak elde edilebilir. Denklemin temel çözümü, D  nin basit sürekli kesirli açılımı-

na bağlı olarak bulunur. Bu temel çözümün nasıl bulunacağı ve bu temel çözüme bağlı 

olarak diğer tüm tamsayı çözümlerin nasıl elde edileceği aşağıdaki teoremlerde veril-

miştir.  

 

1.2.4 Teorem. D tamkare olmayan pozitif tamsayı ve  ,3,2,1,0k olmak üzere ler  ja

 

kk
k

kk

a

aD






 



1

,ve

1

0

 

 indirgeme bağıntıları ile tanımlansın. Bu takdirde 

]2,,,,;[ 01210 aaaaaD l  

 dır (Mollin 2008). 

 

1.2.5 Tanım. Periyot uzunluğu l olan  

]2,,,,;[ 01210 aaaaaD l   

nin sürekli kesirli açılımı verilsin. Bu takdirde olmak üzere, 0k

],,,;[ 210 kk aaaaC   

 ya D  nin k. yaklaşımı denir. Açık olarak D  nin k. yaklaşımı 

k
k

k
k

k
k

a
a

a
a

aaaa
B

A
C

1
1

.

.

.
1

1

],,,;[

1

1

0

210










 

dır (Mollin 2008). 
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Yukarıdaki açılımda l periyot uzunluğudur, 12 0  kveaal  için  dır. Örne-

ğin,  için  

kkl aa 

13D

)313(6

1
1

1
1

1
1

1
1

1
3

)313(313












 

olduğundan ]6,1,1,1,1;3[13   dır. Bu açılımın periyot uzunluğu 5 dir.  
 

Sürekli kesirlerle ilgili olarak daha fazla bilgi için Mollin (2008) adlı kaynağa bakılabi-

lir. 

 

1.2.6 Teorem. ]2,,,;[ 0210 aaaaD  , basit sürekli kesirli açılım olsun.  tamsa-

yısı için 

0k

0,1,1,0 1212   BBAA  ve 

 21   kkkk AAaA  ve 21   kkkk BBaB   

olarak tanımlanırsa 

21

21









kkk

kkk

k

k
k BBa

AAa

B

A
C  

dır (Jacobson ve Williams 2010). 

 

1.2.7 Teorem. D pozitif tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere D
B

A

k

k ,  nin k. 

yaklaşımı ve D  nin basit sürekli kesirli açılımı 

]2,,,,;[ 01210 aaaaaD l  

olsun. Bu takdirde; 

     (i) 1 Pell denkleminin tüm çözümleri,  olmak üzere l periyodu çift 

iken 

22  Dyx 1k

),(),( 11  lklk BAyx , 

l periyodu tek iken   ile verilir. ),(),( 1212  lklk BAyx
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     (ii) l periyodu çift iken  Pell denkleminin çözümleri yoktur. l periyodu 

tek iken denklemin tüm çözümleri  olmak üzere 

122  Dyx

1k 

),(),( 1)12(1)12(  lklk BAyx  

ile verilir (Mollin 2008). 

 

1.2.8 Sonuç. D pozitif tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere D  nin basit sürekli 

kesirli açılımı ]2,,,,;[ 01210 aaaaaD l  olsun. Bu takdirde  pozitif Pell 

denkleminin temel çözümü 

122  Dyx










ikentek),(

ikençift),(
),(

1212

11
11 lBA

lBA
yx

ll

ll  

dir. l periyodu çift iken negatif Pell denkleminin çözümü yoktur. l periyodu tek iken ne-

gatif Pell denkleminin temel çözümü  

),(),( 1111  ll BAyx  

dir (Mollin 2008). 

 

Denklemin tüm tamsayı çözümleri, temel çözüme bağlı olarak aşağıdaki gibi elde edilir.   

 

1.2.9 Teorem. D pozitif tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere  pozi-

tif Pell denkleminin temel çözümü  olsun. Bu takdirde denklemin diğer tüm 

tamsayı çözümleri  için  

122  Dyx

),( 11 yx

1n

n
nn yDxyDx )( 11   

olmak üzere  şeklindedir. Eğer ,  negatif Pell denklemi-

nin temel çözümü ise denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için  

),( nn yx ),( 11 yx 122  Dyx

n 1

12
111212 )( 

  n
nn yDxyDx  

olmak üzere  şeklindedir (Mollin 2008). ),( 1212  nn yx

 

Örneğin,  için 13D 13  ün basit sürekli kesirli açılımı ]6,1,1,1,1;3[13   olduğundan 

bu açılımın periyot uzunluğu 5l  dir. Dolayısıyla Teorem 1.2.6 gereği  
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649,393,256

,137,119,18

,11,7,4,3

987

654

3210






AAA

AAA

AAAA

 

ve  

180,109,71

,38,33,5,3

,2,1,1

987

6543

210






BBB

BBBB

BBB

 

dir. Buna göre, Sonuç 1.2.8 ve Teorem 1.2.9 dan, l tek olduğundan pozitif 

Pell denkleminin temel çözümü  

113 22  yx

)180,649(),(),( 9911  BAyx  

olup diğer tüm tamsayı çözümleri  için  1n

n
nn yx )13180649(13   

şeklindedir. Benzer şekilde  negatif Pell denkleminin temel çözümü  113 22  yx

)5,18(),(),( 4411  BAyx  

olup diğer tüm tamsayı çözümleri  için  1n

12
1212 )13518(13 
  n

nn yx  

şeklindedir. 

 

Teorem 1.2.9 da  denkleminin tüm tamsayı çözümlerinin temel çözüme 

bağlı olarak nasıl elde edileceği verildi. Denklemin tamsayı çözümleri yine temel çözü-

me bağlı olarak matrisler yardımıyla da verilebilir. 

122  Dyx

 

1.2.10 Teorem.  pozitif Pell denkleminin temel çözümü  olsun. Bu 

takdirde denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için 

122  Dyx ),( 11 yx

1n


























0

1

11

11
n

n

n

xy

Dyx

y

x
 

olmak üzere  şeklindedir. Eğer ,  negatif Pell denklemi-

nin temel çözümü ise denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için  

),( nn yx ),( 11 yx 122  Dyx

n 1
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0

1
12

11

11

12

12
n

n

n

xy

Dyx

y

x
 

olmak üzere  şeklindedir (Andreescu ve ark. 2010). ),( 1212  nn yx

 

122  Dyx  pozitif Pell denkleminin tamsayı çözümleri arasındaki indirgeme bağıntısı 

aşağıdaki gibidir. 

  

1.2.11 Teorem.  pozitif Pell denkleminin çözümleri arasında  122  Dyx

nnn

nnn

yxxyy

yDyxxx

111

111






  

şeklinde bir bağıntı vardır (Mollin 2008). 

 

Bu bağıntı yardımıyla denklemin çözümleri arasında  için  3n

2111

2111

))(12(

))(12(








nnnn

nnnn

yyyxy

xxxxx
 

şeklinde bir indirgeme bağıntısı vardır. Benzer şekilde Teorem 1.2.10 daki 
































0

1
12

11

11

12

12
n

n

n

xy

Dyx

y

x
 

eşitliği  



































































12

12
2
1

2
111

11
2
1

2
1

12

11

11
2

11

11

12

12

2

0

1

n

n

n

n

n

y

x

Dyxyx

yDxDyx

xy

Dyx

xy

Dyx

y

x

 

olarak yazılabileceğinden  negatif Pell denkleminin çözümleri arasında da  122  Dyx

12
2
1

2
1121112

121112
2
1

2
112

)(2

2)(









nnn

nnn

yDyxxyxy

yyDxxDyxx
        

şeklinde bir bağıntının olduğu görülür. Üstelik denklemin çözümleri arasında  için  

şeklinde bir indirgeme bağıntısı vardır. 

3n

523212
2
112 ))(14(   nnnn yyyxy

 523212
2
112 ))(14(   nnnn xxxxx
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1.2.12 Not. nDyx  22  denkleminin Dsr   eğer şeklinde bir tamsayı çözümü var-

ü bulunsa denklemi ıda tamsayı çözüm abilir. Bunun için 122  Dyx  

denkleminin temel çözümü 

n sonsuz say

Dyx 11   ise denklemin 

j
jj DyxD ( 11 yx )  

tüm tamsayı çözümleri için  

olduğundan  

22( Dsrn  2222 )()())( jjjjjj sxryDDsyrxDyx   

DsxryDsyrx jjjj )()(    

de  denkleminin bir çözümüdür. Şu halde  denkleminin son-

 sayıda tamsa 8). 

ukarıda da belirtildiği üzere  

Diophantine denklemini bu haliyle çözmek zor olabilir. Bunu  yerine denklem, sadece 

 

 denklemi için  olarak tanımlanırsa 

1.  iken bu konik bir elips belirtir ve bu durumd sonlu 

belirtir.  

nDyx  22 nDyx 22 

suz yı çözümü elde edilmiş olur (Mollin 200

 

Y

2ax 02  feydxcybxy   

n

öteleme, sadece dönme ya da öteleme ve dönme yapılarak daha basit olan Pell denkle-

mine indirgenebilir. Dikkat edilirse bu Diophantine denklemi kartezyen koordinatlarda

bir konik belirtir. Dolayısıyla Diophantine denkleminin çözümlerini bulmak demek ko-

nik üzerindeki tamsayı nokta ikililerini belirlemek demektir.  

 

022  feydxcybxy acb 42 ax

a verilen denklemin 0

sayıda çözümü vardır. 

2. 0  iken bir parabol 

i) 02  bdae  ise dbyax2(  afd 4) 22 

dbyaxX

  

ii)  ise 02  bdae  2  ve Y  24)2 dafybdae 4(

olar er ik ine indir-

   

ak alınırsa h i halde de verilen denklem denklem

3. r hiperbol belirtir. Yukarıda belirtilen düzenlemeler yapıldıktan 

sonra verilen Diophantine denklemi  

 02 YX  

genmiş olur.  

0  iken bi
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ndYX  22   

      Pell denklemine indirgenir. 

 

iophantine denklemi için 02  feydxcybxy  D2ax 0  olması durumu daha 

ok incelemeye değerdir. Çünkü bu denklemin indirgediği denklem bir Pell denklemi-

dir. Bu durumda bu Pell denklem

u-

undan bu bir hiperbol belirtir. Verilen denklem  

ç

inin tamsayı çözümleri elde edilir ve daha sonra elde 

edilen tüm bu tamsayı çözümleri ilk başta ele alınan Diophantine denklemine taşınır.  

 

1.2.13 Örnek 1. 01362 22  yxyx  Diophantine denklemi için 012   old

ğ

1)( 2  xy  

olarak yazılabileceğinden 

32 x

xyYxX  ve   

değişken değişimi yapılarak Diophantine denklemi 

 tamsayı çözümleri  

olduğ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri  

13 22  YX  

Pell denklemine indirgenmiş olur. Bu denklemin tüm

















 021nY

 



 32

n
nX 1

undan 01362 22  yxyx

),(),( nnnnn YXXyx   

şeklindedir.  

2.  Diophantine denklemi için de 0862 22  yxyx 08   dır ve bu denklem de  

rak yazılabileceğinden

1)2(2)3( 22  yx  

ola  

2,3  yYxX   

değişken değişimi yapılarak Diophantine denklemi 

12 22  YX  

Pell denklemine indirgenmiş olur. Benzer şekilde bu Pell denkleminin tüm tamsayı çö-

zümleri  

 15



















 032n

n

Y
 

 143
n

X
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olduğ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri  undan 0862 22  yxyx

)2,3(),(  nnnn YXyx  

şeklindedir.  

 



2. TAMSAYI DİZİLERİ 

 

Bu bölüm iki alt bölümden oluşmakta olup birinci bölümde ilk olarak asal sayıların gös-

terilmesi problemi ele alınacak ve daha sonra bu probleme bağlı olarak tanımlanan iki 

parametreli tamsayı dizisi ile ilgili bazı cebirsel bağıntılar verilecektir. Daha sonra bu 

dizi yardımıyla tanımlanan Pell denklemlerinin tamsayı çözümleri ve bu tamsayı çö-

zümleri arasındaki indirgeme bağıntıları verilecektir. İkinci alt bölümde ise Fibonacci 

ve Pell tamsayı dizileri ile ilişkili olan dört parametreli bir tamsayı dizisi ele alınacak ve 

bu dizi ile ilgili bazı cebirsel özellikler elde edilecektir.  

 

2.1 İki Parametreli Tamsayı Dizisi 

 

Bu alt bölümde iki parametreli bir tamsayı dizisi ele alınacak ve bu dizi ile ilgili bazı 

cebirsel bağıntılar elde edilecektir. Esasında bu dizi, asal sayıların gösterilmesi proble-

mine bağlı olarak tanımlanacaktır.  

 

2.1.1 Teorem. Pozitif P ve Q tamsayıları için her bir )4(mod1p  asal sayısı  

formunda yazılabilir (Tekcan ve ark. 2012).  

QP 42 

İspat.  olsun. Bu takdirde  için )4(mod1p k kp 41  olarak yazılabilir. Buna 

göre  

QPp 42   

denkleminin bir çözümü  

),12(),( 2kkQP    

olduğundan her bir  asalı  formunda yazılabilir. )4(mod1p QP 42 

 

Bu teoremde neden asal sayıların  formunda yazılması probleminin ele alındığı 

düşünülebilir. Aşağıda da görüleceği üzere  ifadesi, bu problemden hareketle 

tanımlanan iki parametreli tamsayı dizisinin karakteristik denkleminin diskriminantına 

eşit olacaktır.  

QP 42 

QP 42 
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)4(mod1p asal sayısı için  olup bu P ve Q tamsayılarına bağlı 

olarak iki parametreli  tamsayı dizisi, 

),12(),( 2kkQP 

00,nkU , kU , 11, kU  ve  için  2n

2,
2

1,2,1,, )12(   nknknknknk UkUkQUPUU  

olarak tanımlansın. Bu takdirde bu dizinin karakteristik denklemi  (bu 

denklemin diskriminantı  dir) olup bu denklemin kökleri   

02  QPxx

pQP  42

2

12
ve

2

12
11

pkpk 



        

dır. Dolayısıyla bu dizi için Binet formülü  

11

11
, 






nn

nkU   

dir. Bu dizinin ilk terim toplamı n

             









n

i

nknk
ik

kk

UkU
U

1
2

,
2

1,
,

2

1
                                                       

olup dizi ile ilgili olarak aşağıdaki cebirsel bağıntılar verilebilir.  

 

2.1.2 Teorem.  tamsayı dizisinin terimleri arasında  tamsayısı için  nkU , 2n

32,
4

12,
2

12,

42,
4

22,
2

2,

)142(

)142(









nknknk

nknknk

UkUkkU

UkUkkU
 

şeklinde bir indirgeme bağıntısı vardır (Tekcan ve ark. 2012).  

İspat.  olduğundan  22,
2

12,2, )12(   nknknk UkUkU

42,
422

22,

,
4

42,
22

42,
2

32,
222

22,

5,2
4

4,2
2222

2,2

5,2
2

4,2
222

2,2

32,
222

2-,2

22,
2

32,
2

22,

22,
2

12,2,

]21)[(2 

1)(2

]1)[(2]21)[(2

1)(21)(2]1)(2[

]1)(2[1)(2]1)(2[

1)(2]1)(2[

]1)(2)[12(

)12(

































nknk

nknk

nknknk

nknknk

nknknk

nknk

nknknk

nknknk

UkkkU

UkkUkk

UkUkkkkU

UkkUkkkkU

UkUkkkkkU

UkkkkU

UkUkUkk

UkUkU

 

elde edilir. Diğer ifade de benzer şekilde gösterilebilir.  
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Dizinin genel terimi  ve p sayılarının kuvvetlerine bağlı olarak aşağıdaki gibi veri-

lebilir.  

QP,

 

2.1.3 Teorem.  dizisinin genel terimi  için nkU , 1n





















































ikentek1)(41)(2
12

ikençift1)(41)(2
12

2

1

2

1

0

1)(2

2

2

0

1)(2

1,

nkk
i

n

nkk
i

n

U n

i

iin

n

i

iin

nnk  

veya 





















 








 


















ikentek1)(21)(
1

ikençift1)(21)(
1

2

1

0

21)(2i

2

2

0

21)(2i

,

nkk
i

in

nkk
i

in

U n

i

iin

n

i

iin

nk  

 

dir (Tekcan ve ark. 2012).  

İspat. Binet formülünden görülür. 

 

12  kP  ve  parametreleri için  2kQ 

p

pPQQPPQ
K

pQ

pPQ
L

p

pP
HQPN

p

pQP
M

2

)23(284

,
2

2
,

2

2
,1,

2

2













 

eşitlikleri tanımlanırsa aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.1.4 Teorem.  tamsayı dizisi için  nkU ,

(i) ]1[
1

11
1

, 


nn
n

i
ik MM

N
U   dir. 

(ii)  için 0n nn
nknk HHUU 111,,     dır. 

(iii)   için 2n 2
1

2
11,1,


  nn

nknk KKUU   dir. 
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(iv)    için 1n nn
nknk LLUU 111,,     dir. 

(Tekcan ve ark. 2012). 

İspat. (i)   olduğundan  nknknknk
nn UkkUUkU ,

2
1,,

2
1,

1
1

1
1 2)(  

 

nn

nn

nn

nn

nnnn
nn

nknk
nn

nknk

MM

P

PQP

P

PQP

k
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k
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k

k

k

k

k

kk

UkkUUkU
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2
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2
1

11

11

112
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1
1

1
11

1
1

1

,
2

1,
1

1
1

1,
2

1,

2

2

2

2

142

14212

142

14212

1414

2

1414

2

2

2
































 








 





























































































 

elde edilir. Diğer yandan dizinin ilk n terim toplamı dikkate alınırsa  

]1[
1

11
1

, 


nn
n

i
ik MM

N
U    

olduğu görülür. 

(ii)  olduğundan  1,
2

,1, 1)(2   nknknk UkUkU

nn
nknk

nn
nknk

nn
nknk

nnnn

nknk

nknknknk

nknknknk

nknknknknknknknk
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p
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p
kUU

UkUkUU

UkUkUU

UkUUkUUUkUkU

11,1,

11,1,

11,1,

1
1

1
1211

,1,

1,
2

,,1,

1,
2

,,1,

1,
2

,,,1,1,
2

,1,

2

2

2

2

2

32

2
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)22(

)22(
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221)(2




















 










 











 










 











 










 
























 

bulunur.  Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. 
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nkU ,  tamsayı dizisi için  








 


01

12
)(

2

,
kk

UM nk ve  






 


01

112
)( ,

k
UW nk

matrisleri tanımlanırsa (M kompanion matrisidir)  
































 1,,

,1,
,

1
,

1,

,
))((ve

0

1
))((

nknk

nknkn
nk

n
nk

nk

nk

UU

UU
UMUM

U

U
 

olduğu açıktır. Bu matrisler yardımıyla aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.1.5 Teorem.  dizisi verilsin. Bu takdirde her  tamsayısı için         nkU , 1n

  )())(( ,
1

,
1,,

,1,
nk

n
nk

nknk

nknk
UWUM

UU

UU 



 








dir (Tekcan ve ark. 2012). 

 İspat.  için 1n

       

















0,1,

1,2,
,

0,1,

1,2,
)(

kk

kk
nk

kk

kk

UU

UU
UW

UU

UU

olup eşitlik doğrudur. Eşitliğin 1n  için doğru olduğu kabul edilsin. Bu takdirde  











 
































1,,

2,
2

1,1,
2

,

2,1,

1,,
,,

1
,

1,,

,1,

)12()12(

)()())((

nknk

nknknknk

nknk

nknk
nknk

n
nk

nknk

nknk

UU

UkUkUkUk

U
AU

UU
UMUWUM

UU

UU

 

olduğundan eşitlik her n için doğrudur.  

 

Yukarıdaki teoremden aşağıdaki sonuç verilebilir.  

 

2.1.6 Sonuç.  tamsayı dizisi verilsin. Bu takdirde  nkU ,

(i)  için  dir.  1n n
nknknk kUUU )( 22

,1,1, 

(ii)  için  dir.  0n 122
,

2
,1,

2
1, )(1)(2 

  n
nknknknk kUkUUkU

(Tekcan ve ark. 2012). 
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Şimdi asal sayısı için elde edilen P ve Q tamsayılarına bağlı olarak tanım-

lanan  

)4(mod1p

QPyx  22  

Pell denklemi ele alınabilir. Ancak bu Pell denklemi iki halde ele alınmak zorundadır. 

Çünkü  için  olduğundan  klasik Pell denklemi elde edilir. Diğer 

 asalları için ise  Pell denklemi elde edilir.  

5p 1k

x2

13 22  yx

5p QPy  2

1. Hal.  olsun. Bu takdirde  klasik Pell denklemi için5p 13 22  yx ]2,1;1[3   

olduğundan denklemin temel çözümü Sonuç 1.2.8 gereği  dir. Dolayısıy-

la Teorem 1.2.10 gereği denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için 

)1,2(),( 11 yx

1n


























0

1

21

32
n

n

n

y

x
 

olmak üzere  şeklindedir. Ayrıca Teorem 1.2.11 den denklemin çözümleri ara-

sında  için  

),( nn yx

2n

1111 2ve32   nnnnnn yxyyxx  

şeklinde bir bağıntı ve  için  4n

321321 )(3ve)(3   nnnnnnnn yyyyxxxx  

indirgeme bağıntısının olduğu açıktır.  için denklemin  çözümü Teorem 

1.2.7 (i) gereği 

2n ),( nn yx

]3,1,2,1,,2,1;1[
etan2





nn

n

y

x
 

basit sürekli kesirli açılımı ile verilebilir.  

2. Hal.  ise  Pell denkleminin temel çözümü  dir. 5p QPyx  22 )1,1(),( 11  kYX

P  nin basit sürekli kesirli açılımı  

  













ise52]22,1,2,1;1[

ise32]2,;[

ise12]2;[

2

2

2

tpttt

tpttt

tptt

P  

olup  için  Pell denkleminin tamsayı çözümleri  olmak üzere, 

 Pell denkleminin tamsayı çözümleri Not 1.2.12 gereği 

1n

Py 2

122  Pyx ),( nn yx

Qx 2

 22































n

n

n

n

y

x

k

kk

Y

X

11

121
 

için  dir.  için ),( nn YX 1n




























0

1

11

121
n

n

n

k

kk

v

u
 

olarak tanımlanırsa her n için  dir.  n
nn QPvu  22

 

Son olarak  asalı için  Pell denkleminin tamsayı çözümleri sonlu  

cisimlerinde ele alınabilir. Bu denklemin  deki hali 

5p QPyx  22
p

p

)(mod: 22 pQPyxDp   

olup bu denklemin tamsayı çözümlerinin kümesi  

                                  )}(mod:),{()( 22 pQPyxyxD pppp  

ile gösterilirse aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.1.7 Teorem.  Pell denklemi için  QPyx  22

                                       








1

1
)(#

pp

pp
D pp 

ise)8(mod1

ise)8(mod5

dir (Tekcan ve ark. 2010). 

İspat.  olsun.)8(mod5p 0y  ise  

kpxkxpkx  ve)(mod22  

olduğundan denklemin  ve )0,(k )0,( kp   gibi iki çözümü vardır. Benzer şekilde 0x  

ise kongrüansının çözümü yoktur.  olmak üzere 

 kümesinde 

)(mod p)12( 22 kyk 

},{* kpkp  

}0{*  pp 

S p P

Qx 2

 tam kare olacak şekilde 
2

1p
 tane eleman 

vardır. Buna göre  için 0u 2u
Q


2

P

x
 denilirse 

upyuypuy  ve)(mod22  
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olur, yani denklemin  ve ),( ux ),( upx   gibi iki çözümü vardır.  deki her bir eleman 

için denklemin bu şekilde iki çözümü olduğundan denklemin toplam 

pS

1)
2

1
(2 


p

p
 

tane çözümü vardır. Denklemin  ve )0,(k )0,( kp   gibi iki tane daha çözümü olduğun-

dan toplam 121 pp

1

 tane çözümü vardır. Benzer şekilde  için denk-

lemin  tane çözümü olduğu da gösterilebilir. 

)8(mod1p

p

 

 

2.2 Dört Parametreli Tamsayı Dizisi 

 

Bu alt bölümde Fibonacci ve Pell tamsayı dizileri ile ilişkili olan dört parametreli bir  

tamsayı dizisi ele alınacak ve bu dizi ile ilgili bazı cebirsel bağıntılar elde edilecektir. 

Üstelik dizinin karakteristik denklemi ve dizinin terimleri ile Fibonacci ve Pell dizisi 

arasındaki ilişki ortaya çıkarılacaktır. Esasında dört parametreli tamsayı dizisi, bir önce-

ki alt bölümde ele alınan iki parametreli tamsayı dizisinin genel bir halidir.  

nT

 

Buna göre  tamsayı olmak üzere dört parametreli bir tamsayı dizisi, başlangıç 

değerleri  olan ve genel terimi,  için  

SRQP ,,,

,, 10 K 2 , KKK 3 4n

4321),,,(   nnnnnn SKRKQKPKSRQPKK  

olarak verilen bir dizidir. Bu dizinin karakteristik denklemi 

0234  SRxQxPxx  

dir. Bu denklemin kökleri yardımıyla dizi için Binet formülü elde edilir.  

 

Bu açıklamalardan sonra esas problem ele alınabilir. Dört parametreli tamsayı dizisi 

başlangıç değerleri 12,3,0,0 3210  TTTT  ve genel terimi,  için 4n

4321 2255   nnnnn TTTTT  

olarak tanımlansın. Bu kısımda böyle bir  dizisi seçmemizin nedeni, dizinin karakte-

ristik denkleminin kökleri ve dizinin terimleri ile Fibonacci ve Pell tamsayı dizilerinin 

terimleri arasında bir bağıntının olmasıdır.  

nT
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Bu takdirde dizinin karakteristik denklemi 

02255 234  xxxx  

olup bu denklemin kökleri  

22ve22,
2

51
,

2

51
4321 





                                    (2.5)                    

dir. Buna göre dizi ile ilgili aşağıdaki teoremler verilebilir.  

 

2.2.1. Teorem.  dizisinin üreteç fonksiyonu nT

15522

33
)(

234

23





xxxx

xx
xT  

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. Dizinin karakteristik denklemi olduğundan  02255 234  xxxx






n
n

n

n
n xTxTxTTxTxT 2

210
0

)(  

serisi için 










n

nnnnn xTTTTT

xTTTTT

xTTTT

xTTTxTTTxTxxxx

)2255(

)2255(

)255(

)55()5()()22551(

4321

4
01234

3
0123

2
012010

432

 

elde edilir. 12,3,0,0 3210  TTTT ve 4321 2255   nnnnn TTTTT  olduğun-

dan yukarıdaki eşitlik  

23234 33)()15522( xxxTxxxx   

haline gelir. Buradan dizinin üreteç fonksiyonu  

15522

33
)(

234

23





xxxx

xx
xT  

olarak elde edilir.  

 

2.2.2 Teorem.  dizisinin Binet formülü  için  nT 0n

























21

21

43

43





 nnnn

nT  

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 
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İspat. Dizinin karakteristik denklemi için  

15522 234  xxxx   )1)(142( 22  xxxx

olduğundan dizinin üreteç fonksiyonu  

1142
)(

22 





xx

x

xx

x
xT                                                                               (2.6) 

olarak yazılabilir. Birinci bölümde dizisinin üreteç fonksiyonu nU

21
),)((

QxPx

x
QPxU


  

olarak elde edilmişti. Burada sırasıyla, 2,4  QP  ve 1,1  QP  olarak alınırsa  

2241
)2,4)((

xx

x
xU


  ve 

21
)1,1)((

xx

x
xU


  

olur. Üstelik P ve Q nun bu değerleri için dizisinin Binet formülleri sırasıyla nU

21

21

43

43 )1,1(ve)2,4(














nn

n

nn

n UU  

dir. Dolayısıyla (2.6) eşitliği ))(1,1())(2,4()( xUxUxT  olarak yazılabileceğinden  

























21

21

43

43





 nnnn

nT   

olur. 

 

2.2.3 Teorem.  dizisinin ilk nT n terim toplamı  

7

6246 321

1


 


 nnnn

n

i
i

TTTT
T  

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. Dizi için nnnnn TTTTT   4321 2255  olup bu eşitlikten  

nnnnn

nnnnn

TTTTT

TTTTT

TTTTT

TTTTT












4321

15432

51234

40123

2255

2255

2255

2255

                                                                           (2.7)                      

elde edilir. (2.7) de verilen denklemler taraf tarafa toplanırsa 
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034521

15424312

22)(4

)()(1055

TTTTTT

TTTTTTTTT

nnn

nnnn






  

olup buradan  

)(10)(10

5522

23443

454321321

12031321












nnn

nn

nnnn

TTTTT

TTTTTTTTT

TTTTTTTTT

 

ve böylece  

7

6246 321

1


 


 nnnn

n

i
i

TTTT
T   

olur. 

 

2.2.4 Teorem.  dizisinin tek ve çift terimleri toplamı  nT

(i) n çift ise 

7

36121732

7

362174

321
2

0
12

321
2

2

0
2






















nnnn

n

i
i

nnnn

n

i
i

TTTT
T

TTTT
T

 

 

(ii) tek ise n

7

362174

7

36121732

321
2

3

0
12

321
2

1

0
2
























nnnn

n

i
i

nnnn

n

i
i

TTTT
T

TTTT
T

 

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. Yukarıdaki teoreme benzer şekilde dizinin genel terimi kullanılarak gösterilebilir.  

 

2.2.5 Sonuç.  dizisi için  çift iken  nT n








 

2

2

0
22

2

0
12 24

n

i
nni

n

i
i TTTT  
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ve tek iken  n










 

2

1

0
22

2

3

0
12 24

n

i
nni

n

i
i TTTT  

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

 

2.2.6 Teorem.  dizisinin terimleri arasında her  için nT 4n

826242222 4244115   nnnnn TTTTT  

                      7252321212 4244115   nnnnn TTTTT  

şeklinde indirgeme bağıntısı vardır (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. 423222122 2255   nnnnn TTTTT  olduğundan 

82624222

826262726242

526252423222

7262524262

52423252423222

4272625242

6252423252423222

423222122

4244115

4101041443

10)2255(1025

4410810

10252510102525

2)2255(2

)2255(5)2255(5

2255





























nnnn

nnnnnn

nnnnnn

nnnnn

nnnnnnn

nnnnn

nnnnnnnn

nnnnn

TTTT

TTTTTT

TTTTTT

TTTTT

TTTTTTT

TTTTT

TTTTTTTT

TTTTT

 

dır. Diğer eşitlik de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

2.2.7 Teorem.  dizisinin karakteristik denkleminin kökleri nT 4321 ,,,   olmak üzere 

bu kökler ile Fibonacci ve Pell sayıları arasındaki ilişkiler;  

(i)   için   3n )2()1( 321  nn
nnn FF

(ii)   için 0n 5)1( 1
21 n

nnn F   

            (iii)  için  1n
























ikentek2

ikençift)(2

2

3

1
2

2

43

nP

nPP

n

n

nn

n

nn   

ve 
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ikentek)(2

ikençift2

1
2

1

2

2

43

nPP

nP

nn

n

n

n

nn   

biçimindedir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. (i) Fibonacci dizisinin karakteristik denkleminin kökleri 
2

51
,

2

51 



 ba  

olduğundan  

12 2

51
ve

2

51  





 ba  

dir. Diğer yandan Fibonacci dizisinin Binet formülü 
ba

ba
F

nn

n 


  olduğundan  

)(
5

2
)1(])()[(

5

2

5

)(2
2 1212

nnnnn
nn

n
ba

F  


                                 (2.8) 

dır. Benzer şekilde  








 











nnn

nn

n
ba

F 12

33

3
5

52

5

52
)1(

5
                                              (2.9) 

dir. (2.8) ve (2.9) eşitliklerinden  








 



 

nnnnnn
nn FF 12123

5

52

5

52
)1()(

5

2
)1(2   

ve böylece  elde edilir.  nn
nn

n FF 213)2()1(   

(ii)  ve olduğu dikkate alınırsa  2 a 1 b

)(
5

)1(
])()[(

5

1

5
1212
nn

n
nn

nn

n
ba

F  





  

olduğundan nnnnn
n

n F 2112
121 )()1(5)1(     elde edilir.  

(iii) Pell denkleminin karakteristik denkleminin kökleri 21ve21    için  

2

11

1







nn

nn PP


 

dir. Buna göre  çift ise n i

n

i

nn

i

n
2

22

2

0













 
 olur. Böylece  
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in

n

i
nn

n

i

n
PP 






 







 1

2

0
1

2

2

2
2

)(2                                                                                 (2.10)             

elde edilir. Karakteristik denklemin 22ve22 43    kökleri için  

in

n

i

nn

i

n 


 








 1

2

0
43 2

2
                                                                                              (2.11) 

olduğundan (2.10) ve (2.11) eşitliklerinden  

)(2 1
2

2

43 



 nn

n
nn PP  

elde edilir.  nin tek olması hali de benzer şekilde gösterilir. n

 

Yukarıdaki teoreme benzer şekilde,  dizisinin terimleri ile Fibonacci ve Pell dizileri-

nin terimleri arasındaki ilişki aşağıdaki gibidir.  

nT

 

2.2.8 Teorem.  dizisi verilmiş olsun. Bu takdirde için nT 3n

(i) n  çift ise 231
2

2

232)(2 



 nnnnnn

n

TTFFPP  dir. 

(ii)   tek ise n 23
2

3

2322 



 nnnnn

n

TTFFP  dir.  

(Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. Yukarıdaki teoremin ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 

2.2.9 Teorem.  için  dizisinin ardışık herhangi iki teriminin toplamı 5n nT

5311 273   nnnnn TTTTT  

dir. (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. 4321 2255   nnnnn TTTTT  olduğundan 

5311

531

43254321

43211

4321

273

274

225)2255(4

2254

2255



















nnnn

nnn

nnnnnnnn

nnnnn

nnnnn

TTTT

TTT

TTTTTTTT

TTTTT

TTTTT

 

dir. Böylece 5311 273   nnnnn TTTTT  bulunur. 
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2.2.10 Uyarı.  dizisinde ardışık herhangi iki terimin toplamı daima 3 ile bölünür, yani  nT

 

3
1nn TT

 

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

 

2.2.11 Tanım. N bir tamsayı olmak üzere N nin rankı )(N  ile gösterilir ve  







asal

asalküçüken|
)(

N

Npp
N  

olarak tanımlanır (Ribenboim 2000).  

 

Buna göre  dizisinin terimlerinin rankı aşağıdaki teoremde belirtildiği gibi 2 ve 3 dür.  nT

 

2.2.12 Teorem.   olmak üzere  dizisinin terimlerinin rankı  2n nT









ise)3(mod2,13

ise)3(mod02
)(

n

n
Tn  

dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. ) , yani  tamsayısı için 3(mod0n 1k kn 3  olsun.  ise  

olduğundan 

1k 3212 2
3 T

2)( 3 T  dir. 2)3( 3 kT olduğu kabul edilsin. Bu takdirde   0ve1  vu

tamsayıları için  dır. O halde vT u
k  233

]5422710[2

1082720

2255

5343
1

23

53433323

433323133















kk
u

k

kkkk

kkkkk

TTvT

TTTT

TTTTT

 

dir, yani 2)( nT dir.  

)3(mod2n , yani  tamsayısı için 0k 23  kn  olsun. 0k  ise )1(332 T  

olduğundan 3)2 T(  olduğu açıktır. 3)13( kT  olduğu kabul edilsin, yani  ve 

 tamsayıları için  dır. O halde  

1x

0y yx  31T k 3

)](2)(5[403010873

403010873

1082720

2255

83736353332313

43332313

3323133

231331313















kkkkkkk

kkkk

kkkk

kkkkk

TTTTTTT

TTTT

TTTT

TTTTT
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dir. Diğer yandan  

3
1nn TT

 olduğundan 0,0  LK  tamsayıları için 

KTT kk 36353    ve LTT kk 38373    

dir. O halde yukarıdaki eşitlik  

]802001036373[3

)3(80)3(2003010873

)](2)(5[403010873

403010873

1082720

2255

3323
1

332313

83736353332313

43332313

3323133

231331313

LKTTy

LKTTT

TTTTTTT

TTTT

TTTT

TTTTT

kk
x

kkk

kkkkkkk

kkkk

kkkk

kkkkk























 

haline gelir, yani 3)( nT  dür. )3(mod1n hali de benzer şekilde yapılabilir.  

 

nT  dizisine dikkat edilirse her n için her bir terimi 3 ile tam bölünebilir, yani 2  
3
nT

  

tamsayıdır. Buna göre, 0

bir

00, 1   WW ak üzere  olm

3
n

n
T

W                                                                                                                       (2.12) 

dizisi tanımlansın. Bu takdirde  dizisi için  nT





































 



0

0

0

1

)(,

0100

0010

0001

2255

)( nn TBBTMM  

ve  

 031245)(  nTAA  

olarak tanımlanan matrisler için, M nin kompanion matrisi ve A nın  

][ 1234 TTTTA   

olduğu açıktır. Böylece M kompanion matrisi ile ilgili olarak aşağıdaki teorem verilebi-

lir.  

 

2.2.13 Teorem.  dizisi için, nT
3
n

n
T

W   olmak üzere  

 (i)   tek ise  5n

 32






















































































































































2

0

1
23

2

2

1

2

1

1

0
12

1

2

1

2

0

1
1

2

1

2

1

1

0
1

1

2

1
2

2

)1(222)1(5)1(

)1(222)1(5)1(

)1(222)1(5)1(

)1(222)1(5)1(

n

i
i

i
nn

n

i
i

i
n

i
i

i

n

i
i

i
nn

n

i
i

i
n

i
i

i

n

i
i

i
nn

n

i
i

i
n

i
i

i

n

i
i

i
nn

n

i
i

i
n

i
i

i

n

WWWWW

WWWWW

WWWWW

WWWWW

M  

dir. 

(ii)  çift ise  4n
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dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 2013a). 

İspat. (i)  tek olsun.  için ifadenin gerçeklendiği açıktır.  olmak üzere eşit-

liğin  için doğru olduğu kabul edilsin. Bu takdirde  

n

2

5n 5n

n
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 olur. Diğer yandan 
3
n

n
T

W   olduğundan 

3211

01234

33
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2255

2255

 






nnnnn WWWWW

WWWWW
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WW

                                                                (2.14) 

dır. Eğer (2.14) deki eşitlikler taraf tarafa toplanırsa  

112222

1102322

132

1

2

1

555522

222552

)1(


















nnnn

nn

nn

n

i
i

i

WWWWWW

WWWWWWWW

WWWWW

 

ve böylece  olarak bulunur. Bu matrisin diğer terimleri de benzer 

şekilde elde edilebilir. Dolayısıyla  
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nn MM 
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0010
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2255

1082720

 

yani, önerme  tek için doğrudur. Benzer şekilde ispat çift sayısı içinde yapı-

labilir.  

5n 4n

 

2.2.14 Teorem.  dizisinde  için  dir (Tekcan, Özkoç ve ark. 

2013a). 

nT 4n BMAT tn
n )( 4

İspat. Tümevarımla yapılabilir.  

 

2.2.15 Örnek.  dizisi için nT 12n  olsun. 88689612 T  dir. Diğer yandan  



























5143681391890

1780126648183059

611843381656110477

20954148365672335824

8M  

olduğundan  dir. 12
8 886896)( TBMA t 
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3. OBLONG SAYILARI VE KUADRATİK FORMLAR 

 

 

Bu bölümde oblong ve cooblong sayıları ve bu sayıların bazı cebirsel özellikleri ele alı-

nacak ve daha sonra bu sayılar yardımıyla tanımlanan Pell formunun indirgenmişinin 

devri ve has devri ile bu Pell formun has otomorfizmleri kümesi ele alınacaktır. Ayrıca 

bu bölümde bu Pell formu ile tanımlanan Pell denkleminin tamsayı çözümleri ve bu çö-

zümler arasında indirgeme bağıntıları ele alınacaktır. Elde edilen tüm sonuçların oblong 

ve dolayısıyla cooblong sayılarına bağlı olduğu gösterilecektir.  

 

3.1 Oblong ve Cooblong Sayıları 

 

Bu alt bölümde oblong ve cooblong sayıları ele alınacak ve bu sayılar ile ilgili bazı ce-

birsel özellikler verilecektir.  tamsayı olmak üzere oblong sayı dizisi  0k

)1(  kkOk  

şeklindeki sayılardan oluşan tamsayı dizisidir (A002378 OEIS dizisi).  Dizinin ilk bir-

kaç terimi ,110,90,72,56,42,30,20,12,6,2,0

kO ve1

 dir. Ardışık iki oblong sayısının çar-

pımı da bir oblong sayısıdır. Gerçekten de  oblong sayılarının çarpımı kO

1

22
1 2)1()]1(][)1[(

 
kkk OkkkkkkOO  

ve bu eşitlikten sayısının da bir oblong sayısı olduğu görülür. Ayrıca bir oblong 

sayısının yarısı, 

12 k
O

k
k T

O


2
 üçgensel bir sayıdır (A000217 OEIS dizisi).  

 

Oblong sayı dizisinin tanımına dikkat edilirse  için 1k kOO kk 21    dır. Dolayısıyla  

kOO

kOO

kk

kk

2

)1(2

1

1






  

olduğundan bu iki eşitlik birbirinden çıkartılırsa  

kkOOOO kkkk 2)1(211    

elde edilir. Benzer şekilde  

22

22

21

11








kkk

kkk

OOO

OOO
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olup yine bu iki eşitlik birbirinden çıkartılırsa  

2222 2111   kkkkkk OOOOOO  

elde edilir. Bu son eşitlikten 211 33   kkkk OOOO  olup  

321 33   kkkk OOOO   

dir. O halde aşağıdaki teorem ispatlanmış oldu. 

 

3.1.1 Teorem. Oblong sayılarının indirgeme bağıntısı 6,2,0 210  OOO  olmak üze-

re  için  3k

321 33   kkkk OOOO  

dir (Gözeri ve ark 2013). 

 

3.1.2 Teorem. Oblong sayılarının üreteç fonksiyonu 

32331

2
)(

xxx

x
xO


  

dir (Gözeri ve ark 2013). 

İspat.  olduğundan oblong sayılarının karakteristik denklemi 

 dir. Dolayısıyla  

321 33   kkkk OOOO

0132  xx33 x






n
n

n

n
n xOxOxOOxOxO 2

210
0

)(  

serisi için  








n

nnnn xOOOO

xOOOO

xOOOxOOOxOxxx

)33(

)33(

)33()3()()331(

321

3
0123

2
012010

32

 

dir.  ve 6,2,0 210  OOO 321 33   kkkk OOOO  olduğundan yukarıdaki eşitlik  

xxOxxx 2)()331( 32   

haline gelir. Buradan 
32331

2
)(

xxx

x
xO


  elde edilir.  

 

Oblong sayılarının genel teriminin )1(  kkOk  olduğu dikkate alınırsa bu sayıların ilk 

terim toplamının k
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3

23
)(

23

1

2

1

kkk
iiO

k

i

k

i
i






 

şeklinde olduğu görülür. Üstelik bu toplam oblong sayılarına bağlı olarak  

6

4
1

2

1

2 kkk
k

i
i

OOO
O


 


  

şeklinde de verilebilir.  Teorem 3.1.12 den oblong sayıları arasındaki indirgeme bağıntı-

sı aşağıdaki gibi verilebilir.  

 

3.1.3 Teorem. Oblong sayıları, her  tamsayısı için  3k

6242222 33   kkkk OOOO   ve  52321212 33   kkkk OOOO  

indirgeme bağıntılarını gerçekler (Gözeri ve ark 2013). 

İspat. 3222122 33   kkkk OOOQ  olduğundan 

624222

62524262524222

6252

42524262524222

62524252423222

625242222222

62524222

4262524222

3222423222

3222423222

3222122

33

82730927273

824

2139)33(93

82421)33(33

82421336

824216

3)33(86

3399

3)33(3

33
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kkkkk

kkkk

OOO

OOOOOOO

OO

OOOOOOO

OOOOOOO

OOOOOO

OOOO

OOOOO

OQOOO

OOOQO

OOOO

 

elde edilir. Diğer eşitlik de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

Oblong sayılarının genel teriminin ve ardışık iki teriminin oranlarının sürekli kesirli açı-

lımları aşağıdaki gibidir. 

 

3.1.4 Teorem.  oblong sayısı için kO kO  nın basit sürekli kesirli devirli açılımı 









iken1]2,2;[

iken1]2;1[

kkk

k
Ok  
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ve  
k

k

O

O 1  nin basit sürekli kesirli açılımı 




















 



ikençift4
2

;1

ikentek32,
2

1
;1

1

k
k

k
k

O

O

k

k  

dir (Gözeri ve ark 2013). 

İspat.  için 1k ]2;1[2   olduğu açıktır.  olduğundan kkOk  2 ]2,2;[ kkOk   

dır. 

(ii) k  tek yani,  için t 12  tk  olsun. Bu takdirde  

2

1
1

1
12

3221












tt

t

k

k

O

O

k

k  

olduğundan  

]2,
2

1
;1[]2,;1[1 

 k
t

O

O

k

k   

dir. Benzer şekilde  çift yani k tk 2  için  

tt

t

k

k

O

O

k

k 1
1

121 





  

olduğundan  

]
2

;1[];1[1 k
t

O

O

k

k    

dir. 

 

Şimdi cooblong sayıları ele alınabilir.  bir oblong sayısı olmak üzere kO )1(  kkOk  

eşitliğinden  

2

411 kO
k


  

olur. Dolayısıyla k. cooblong sayısı 

kk Oo 41  

olarak tanımlanırsa olduğundankkOk  2 12  kok  olduğu görülür. Bu sayı dizisi-

nin ilk terim toplamı k
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kko
k

i
i 22

1




 

dir ve bu toplam cooblong sayılarına bağlı olarak  

4

322

1






kk
k

i
i

oo
o  

şeklinde de verilebilir. Üstelik bu sayılar ile ilgili olarak aşağıdaki sonuçlar verilebilir 

(ispatları bir önceki teoremlere benzer şekilde yapılabilir).  

 

3.1.5 Teorem. Cooblong sayıları başlangıç değerleri 5,3,1 210  ooo ve  tam-

sayısı için  

3k

321 33   kkkk oooo  

genel terimi ile verilen bir tamsayı dizisidir (Gözeri ve ark 2013). 

 

3.1.6 Teorem. Cooblong sayılarının üreteç fonksiyonu 

32

2

331

1
)(

xxx

x
xo




  

dür (Gözeri ve ark 2013). 

 

3.1.7 Teorem.  tamsayısı için cooblong sayıları  3k

6242222 33   kkkk oooo  ve 52321212 33   kkkk oooo  

indirgeme bağıntılarını gerçekler (Gözeri ve ark 2013). 

 

3.1.8 Teorem. Cooblong sayılarının ardışık iki teriminin basit sürekli kesirli açılımı  

]2,;1[1 k
o

o

k

k   

dir (Gözeri ve ark 2013). 

 

3.2 Oblong Sayıları ve Kuadratik Formlar 

 

Bu alt bölümde, bu bölümün bir önceki kısmında ele alınan oblong sayılarına bağlı ola-

rak tanımlanan ikinci dereceden bir form olan Pell formu ve Pell denklemi ele alınacak-
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tır. Bu Pell formun indirgenmişinin devri ve has devri ile Pell formun has otomor-

fizmlerinin kümesi elde edilecektir. Ayrıca Pell denkleminin tamsayı çözümleri ve bu 

çözümler arasında indirgeme bağıntıları verilecektir. Elde edilecek tüm sonuçların 

oblong ve dolayısıyla cooblong sayılarına bağlı olduğu gösterilecektir.  

 

Bunun için ilk olarak kuadratik formlar ile ilgili bazı temel kavramlar ve notasyonlar 

verilecektir.  

 

3.2.1 Tanım.  olmak üzere cba ,,

                                  22 cYbXYaX 

şeklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form kısaca katsa-

yılar yardımıyla  ile gösterilir (Flath 1989).  ),,( cbaF 

 

Bu formun determinantı )  ile gösterilir ve  olarak tanımlanır. Üste-

lik “F  tam   ”, “F  pozitif tanımlı  0

(F


acbF 4)( 2 

,0)(cba ,, ,  caF ” ve “F  belirsiz 

(indefinite) formdur  ” dır. 0)(  F

 

3.2.2 Tanım. 0  tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere  Pell formu  ),( yxF




















ise)4(mod1
4

1

ise)4(mod0
4),(

22

22

yxyx

yx
yxF  

olarak tanımlanır (Flath 1989).  

 

Bu Pell form yardımıyla Pell denklemi 1),(  yxF  olarak tanımlanır.  

1,,,,, 







 struutsr

ut

sr
g   

şeklindeki matrislerin kümesi SL(2, ) olmak üzere, SL(2, ) matrislerin çarpma işle-

mine göre bir gruptur. Bu matrise karşılık gelen 

 
z  için 

1,)( 



 stru
utz

srz
zTz  
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biçiminde tanımlı dönüşümlerin kümesi PSL(2, ) de dönüşümlerin bileşke işlemine 

göre bir gruptur. Şu halde bu iki grup arasında bir 



utz

srz

ut

sr













 ),2(PSL),2(SL: 
 

grup homomorfizmi vardır. Bu homomorfizmin çekirdeği  

}{:),2(SL)(Çek Iz
ut

sr

ut

sr







































   

dir. Buna göre birinci izomorfizm teoremi gereği }/{),2(SL I  grubu ile  

grubu izomorftur. homomorfizmi üzerine olduğundan  

)),2(SL( 



),2(PSL}/{),2(SL  I  

dir.  grubu, modüler grup olarak isimlendirilir ve genellikle ile gösterilir. ),2(PSL  

zzR )( , sanal eksene göre yansıma dönüşümü olmak üzere  R  kümesi de bir 

grup olup bu gruba genişletilmiş modüler grup denir ve   ile gösterilir, yani 

  R   

dır. Dolayısıyla yukarıda belirtilen açıklamalar neticesinde,  ve utsr ,,, 1 stru  

olmak üzere 
utz

srz




dönüşümü (yani modüler veya genişletilmiş modüler grubun ele-

manları) 











ut

sr
g  

matrisi ile gösterilecektir.  

 

Formların birçok önemli özelliği (denkliği, devirleri, has devirleri, indirgenmişi) modü-

ler veya genişletilmiş modüler grup yardımıyla verilir. ),,( cbaF   herhangi bir form 

ve 









ut

sr
g dönüşümü için F nin g altındaki  resmi  gF

222

222

)(

)22()(),(

Ycubtuat

XYcsubtsbruartXcsbrsarYXgF
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olarak tanımlanır. Bu tanıma göre  de ikinci dereceden bir form olup F ile aynı de-

terminantlı, yani  dir. Yukarıdaki tanıma göre  

gF

)()( gFF 

),( uYsXtYrXFgF   

dir. gF nin bu şekildeki tanımı genişletilmiş modüler grubun formlar kümesi üzerinde 

bir grup etkisidir, yani her hg,  için  

g(hF) = (gh)F   ve  F = F 







10

01

dir. 

 

F ve G herhangi iki form olsun. GgF   olacak şekilde en az bir g  varsa bu iki for-

ma denktir denir.  ise formlara has denk, 1)det( g 1)det( g

gF

 ise has olmayan denk 

denir. Eğer bir g dönüşümü F yi kendisine resmediyor, yani ise g ye F nin bir 

otomorfizmi denir. Eğer 

F

1)det( g



 ise g ye has otomorfizm,  ise has olma-

yan otomorfizm denir. F nin has otomorfizmlerinin kümesi , has olmayan oto-

morfizmlerinin kümesi ise  ile gösterilir.  

1) g

)F

det(

(Aut 

)(FAut

 

),,( cbaF   belirsiz formu için  ba |||2|  eşitsizliği gerçekleniyor ise F ye 

indirgenebilir form denir. Eğer F formu indirgenebilir değilse, bu form aşağıda verilen 

indirgeme algoritması kullanılarak indirgenebilir hale getirilebilir (Buell 1989). 

 

3.2.3 Teorem.  belirsiz formu indirgenebilir olmasın. Bu takdirde  için  ),,( cbaF  0i





















 












||
||2

)sgn(

||
||2

)sgn(

i
i

i
i

i
i

i
i

i

c
c

b
c

c
c

b
c

r  

olmak üzere F nin indirgenmişi 

),2,()( 21
iiiiiiiii

i arbrcrcbcF   

dir (Buchmann ve Vollmer 2007). 
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Bu teoreme göre, F formu indirgenebilir değilse bu forma yukarıdaki algoritma uygula-

narak  formu elde edilir. Eğer  indirgenebilir değilse, bu forma bir kez da-

ha indirgeme algoritması uygulanarak  formu elde edilir. Bu şekilde devam edi-

lirse sonlu bir  adımda indirgenebilir  formu elde edilmiş olur. Elde edilen 

bu son forma, F nin indirgenmişi denir. Üstelik  

)(1 F )(1 F

(2 F



)

(j1j )F












r

g
1

10
 

için dir. Dolayısıyla F ve  birbirine has denktir. Belirsiz formların 

devirleri ve has devirleri aşağıdaki gibidir.  

gFF )(1 )(1 F

 

3.2.4 Tanım.  indirgenebilir belirsiz formunun devri, birbirine denk olan 

formların  bir dizisidir. Bu dizideki formlar  için  

),,( cbaF 

21 ~~~ FF 10 ~  lFF 0i

      






 


||2 i

i
i c

b
s   

olmak üzere  

)|,|2|,(| 2
1 iiiiiiiiii scsbacsbcF    

şeklindedir. ),,()( cbaF   dönüşümü için F nin has devri, birbirine has denk olan 

formların bir dizisi olup bu dizi l çift iken  

)(~~~)(~~)(~ 123210  ll FFFFFF    

ve l tek iken  

)(~~~)(~~)(~~)(~~)(~~)(~ 12210123210   llll FFFFFFFFFFF   

dir (Buchmann ve Vollmer 2007). 

 

Kuadratik formlarla ilgili olarak bu açıklamalardan sonra esas problem ele alınabilir. 

 oblong sayısı için  olarak tanımlansın. Bu seçim olması 

için yapılmıştır. Bu takdirde Tanım 3.2.2 den Pell formu  

kO kk O4 )4(mod0k

22),( yOxyxF kk
  

dır. Dolayısıyla bu Pell forma karşılık gelen Pell denklemi de  
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1),( 22  yOxyxF kk
 

olur. Burada ilk olarak 1),(  yxF
k

 Pell denklemi ele alınacaktır. Bir önceki kısımda 

kO  nın basit sürekli kesirli açılımının ]2,2;[ kkOk   şeklinde olduğu görülmüştü. 

Bu açılım oblong sayılarına bağlı olarak  



























ise1114,;

2

114

ise1];1[

1

1

kOO
O

kO

O
k

kk  

şeklinde de verilebilir.  Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.5 Teorem.  Pell denkleminin temel çözümü 1),(  yxF
k

),14(),( 111 OOyx k   

ve diğer tüm tamsayı çözümleri,  için  2n























1

tane1

1 ,114,;
2

114
OOO

O

y

x

n

k
k

n

n

  
                               

olmak üzere  şeklindedir.  Denklemin çözümleri arasında  için ),( nn yx 2n

111

111

14

14









nknn

nknkn

yOxOy

yOOxOx
 

bağıntısı ve  için 4n

321

321

))(1142(

))(1142(









nnnkn

nnnkn

yyyOy

xxxOx
 

indirgeme bağıntısı vardır (Tekcan ve Özkoç 2013). 

İspat. 














 114,;

2

114
1 k

k
k OO

O
O  olduğundan bu devrin uzunluğu 2 dir. 

Dolayısıyla Sonuç 1.2.8 gereği  

11010 ,1,14,
2

114
OBBOA

O
A k

k 


  

olup denklemin temel çözümü ),14(),(),( 11111 OOBAyx k   dir.  bu 

denklemin bir çözümü, yani  

),,( 11  nn yx

12
1

2
1   nkn yOx  
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olsun. Bu takdirde Teorem 1.2.7 (i) gereği denklemin tüm çözümleri   
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şeklindedir. 

Denklemin temel çözümü ),14(),( 111 OOyx k   olduğundan Teorem 1.2.11 gereği 

denklemin çözümleri arasında  
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şeklinde bir bağıntı ve  
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şeklinde bir indirgeme bağıntısı olduğu açıktır.  

 

kO  oblong sayısı için  
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matrisi tanımlansın. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir.  
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(ii)   tek iken n
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olmak üzere  
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1211  

dir (Burada , n nin i-li kombinasyonudur) (Tekcan ve Özkoç 2013). ),( inC
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için  olsun. Bu takdirde 
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elde edilir (Burada 
2

2
,,2,1




n
i  için  

)12,2(2)22,2()2,2()2,(  inCinCinCinC   

olduğu dikkate alınmıştır).  Benzer şekilde 

]14[]142[
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olduğu gösterilebilir. O halde eşitlik her n için gerçeklenmiş olur.  nin tek olması du-

rumu da benzer şekilde gösterilebilir. 

n
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3.2.7 Teorem.   Pell denkleminin tamsayı çözümleri,  için 1),(  yxF
k

2n































ikentek)14)(2,(
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k
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olmak üzere  şeklindedir (Tekcan ve Özkoç 2013). ),( nn yx

İspat. Tümevarımla benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Şimdi  Pell formu ele alınabilir. Burada ilk olarak bu formun indirgenmişi, indir-

genmişinin devri, has devri ve son olarak da bu formun has otomorfizmleri kümesi ele 

alınacaktır.  

k
F

 

3.2.8 Teorem.   Pell formunun indirgenmişi 
k

F










 
 2

141
,114,1)(2 k

k

O
OF

k
  

dir (Tekcan ve Özkoç 2013). 

İspat.  Pell formu indirgenebilir değildir. Çünkü  
k

F

0|1|2|24|  kk OO  

dır.  olsun. Bu takdirde Teorem 3.2.4 den  olup ),0,1(
0, kOFF

kk
  00 r

)1,0,()(1
kOF

k
  

formu elde edilir.  Bu form indirgenebilir olmadığından bir kez daha indirgeme algorit-

ması uygulanırsa 
2

114
1


 kO

r  olup  
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141
,114,1)(2 k
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O
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k
  

formu elde edilir. Bu form indirgenebilir olduğundan teorem ispatlanmış olur. 

 

k
F  formunun  indirgenmişinin devri ve has devri ise aşağıdaki gibidir.  )(2

k
F

 

3.2.9 Teorem.  formunun devri  uzunlukludur ve  )(2
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şeklindedir. Has devri ise  
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dir (Tekcan ve Özkoç 2013). 

İspat. 
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olarak elde edilir.  
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kO  oblong sayısı için  
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g
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matrisi tanımlansın. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.10 Teorem. yukarıdaki matris olmak üzere  
kFg



(i) Pell formunun has otomorfizmlerinin kümesi 
k

F

}:{)( 


 ngFAut n
F kk

 

dir. 

(ii)  için 1n 1),(  yxF
k

 Pell denkleminin tamsayı çözümleri  
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1
)( tn

F
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k
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olmak üzere  dir (Tekcan ve Özkoç 2013). ),( nn yx

İspat. Tümevarımla yapılabilir. 

 

3.2.11 Örnek.  olsun. Bu takdirde 3k ]6,2;3[12ve123 O  dir.  
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şeklinde devam etmektedir.  
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22 12),(
3

yxyxF   formunun indirgenmişi  olup bu formun devri  )3,6,1()(
3

2 F

)1,6,3()(~)3,6,1()(
1,30,3

22   FF   

 ve has devri 

  )1,6,3()(~)3,6,1()(
1,30,3

22   FF 

dir.  ün has otomorfizmlerinin kümesi ise 
3

F

}:{)(
33




 ngFAut n
F  

dir.  

 

3.2.12 Not.  bir oblong sayısı olmak üzere k. cooblong sayısı  kO

kk Oo 41  

olarak tanımlanmıştı. Bu alt bölümde elde edilen tüm teoremlere dikkat edilirse her bi-

rinde kO41  ifadesinin olduğu görülür. Dolayısıyla elde edilen tüm bağıntılar coob-

long sayılarına bağlı olarak elde edilmiş olur. 
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4.  BALANS SAYILARI 

 

 

Bu bölümde balans sayıları ve bu sayıların Pell ve Pell-Lucas sayıları ile olan ilişkisi ele 

alınacaktır.  

 

Balans sayıları tamsayı dizilerinde yeni bir konu olup ilk defa 1999 yılında Panda ve 

Behera tarafından ele alınmıştır ve esasında r pozitif bir tamsayı olmak üzere  

)()2()1()1(21 rnnnn                        (4.1) 

şeklindeki Diophantine denklemleri ile çalışılırken ortaya çıkmıştır. (4.1) eşitliğini ger-

çekleyen pozitif n tam sayısına bir balans sayısı denir. Bu eşitlikteki r sayısına ise ba-

lans sayısının balansırı-dengeleyicisi (veya cobalans sayısı) denir. Örneğin 6, 35, 204 

sayıları, cobalansları sırasıyla 2, 14, 84 olan birer balans sayısıdır.  

(4.1) eşitliğinden  

2

)1(

2

)1( 


 rr
rn

nn
 

olup bu denklem r ve n ye göre çözülürse  

2

18812
ve

2

18)12( 22 





rrr
n

nn
r                             (4.2) 

elde edilir. Buna göre, n bir balans sayısı ise aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:  

i. n bir balans sayısıdır. 

ii. 2n  bir üçgensel sayıdır, yani k  için 
2

)1(2 


kk
n  dir. 

iii. 18 2 n  bir tam karedir.  

 

Balans sayıları  ve cobalans sayıları  ile gösterilirse bu sayılar için indirgeme for-

mülleri,  için 

nB nb

2n

6,1 21  BB ,  11 6   nnn BBB  

     26,2,0 1121   nnn bbbbb  

şeklindedir.  
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(4.2) eşitliğine göre,  balans ve  cobalans sayıları olduğundan  nB nb

188ve18 22  nnn bbB  

birer tam karedir. Buna göre 

188ve18 22  nnnnn bbcBC  

olarak tanımlanan sayılara ise sırasıyla n. Lucas balans ve n. Lucas cobalans sayıları 

denir. Behera ve Panda (1999) balans sayıları için aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir.  

 

4.1 Teorem. Her bir  tamsayısı için  1n

)(

)1)(1(

1112

2
1

2
2

11

11















nnnn

nnn

knkknkn

nnnn

BBBB

BBB

BBBBB

BBBB

 

dir (Behera ve Panda 1999). 

 

4.2 Teorem. m ve k doğal sayılar ve mk   olmak üzere 

kmkmkmkm BBBBBB  ))((  

dır (Panda 2009). 

 

4.3 Teorem.  balans sayısı için  mB

)( 1221

1242

2
1231











mmmm

mmm

mm

BBBBBB

BBBBB

BBBB

 

dir (Panda 2009). 

 

Behera ve Panda (1999), verilen herhangi bir x ve y balans sayıları için  

18617)(,183)(,182)( 222  xxxHxxxGxxxF  

ve  

1818),( 22  xyyxyxf  

fonksiyonlarını tanımlamışlar ve aşağıdaki teoremi elde etmişlerdir. 
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4.4 Teorem.  Her bir x ve y balans sayıları için, yukarıda tanımlanan F, G ve H fonksi-

yonlarının x de aldığı değer ile f fonksiyonunun  de aldığı değer de birer balans 

sayısıdır (Behera ve Panda 1999). 

),( yx

 

Balans sayılarına benzer şekilde Ray (2009) da herhangi iki x ve y cobalans sayıları için  

1188)12(188)(

8188617)(

11883)(

22

2

2







xxxxxxh

xxxxg

xxxxf

 

                                

]1188188

188)12(

188)12()12)(12(2[
2

1
),(

22

2

2







yyxx

xxy

yyxyxyxt

 

fonksiyonlarını tanımlayarak aşağıdaki teoremleri vermiştir.  

 

4.5 Teorem. Herhangi iki x ve y cobalans sayısı için yukarıda tanımlanan  fonk-

siyonlarının x de aldığı değer ile t fonksiyonunun  de aldığı değer de birer coba-

lans sayısıdır (Ray 2009).  

hgf ,,

),( yx

 

4.6 Teorem. x herhangi bir cobalans sayısı olmak üzere, x den önce ve sonra gelen co-

balans sayıları sırasıyla  

11883)(
~ 2  xxxxf  ve 11883)( 2  xxxxf  

fonksiyonlarının x de aldığı değerlerdir (Ray 2009). 

 

Ray (2009) balans sayıları ile Pell sayıları arasındaki ilişkiyi ortaya çıkartarak Pell sayı-

ları ile ilgili bazı cebirsel özellikleri balans sayılarına bağlı olarak ifade etmeyi başar-

mıştır. x in bir balans sayısı iken  in bir tam kare olacağı gerçeğinden hareketle 

Ray (2009) aşağıdaki gibi bir ilişki ortaya çıkarmıştır: 

18 2 x

0y  için  

1818 2222  xyyx  
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olsun. Bu durumda  bir Pell denklemi olup bu Pell denkleminin temel çö-

zümü 

18 22  xy

)1,3(),( 11 xy  dir. Dolayısıyla da denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri Teo-

rem 1.2.9 gereği n  için  1

n
nn xy )83(8   

şeklindedir. Benzer şekilde  

n
nn xy )83(8   

dir. Bu son iki eşitlikten  

82

)83()83( nn

nx


  

elde edilir. Bu ise balans sayıları için Binet formülüdür. Buna göre  

83ve83    

olarak alınırsa 







nn

nx  olur. O halde balans sayıları için Binet formülü  








nn

nB  

dir. Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.7 Teorem.  balans sayısı için  nB




83lim 1

n

n

n B

B
 

dir (Behera ve Panda 1999). 

 

Pell sayılarının karakteristik denkleminin kökleri olan 21ve21    sayıla-

rı için 

                                             223ve223 22   

olduğundan balans sayılarının Binet formülü  ve  ya bağlı olarak  

24

22 nn

nB
 

  

elde edilir. Dolayısıyla da balans sayıları ile Pell sayıları arasında bir ilişki kurulmuş 

olur. Balans sayılarına benzer şekilde cobalans, Lucas balans ve Lucas cobalans sayıla-

 55



rının Binet formülleri de yine Pell sayılarının karakteristik denkleminin köklerine bağlı 

olarak 

2
ve

2
,

2

1

24

1212221212  








nn

n

nn

n

nn

n cCb


 

şeklindedir (Panda ve Ray (2005) ve (2011)).  

 

Yukarıda verilen balans sayıları ile ilgili cebirsel bağıntılardan farklı olarak aşağıdaki 

teoremler verilebilir.  

 

4.8 Teorem. Balans sayılarının Pell sayıları ile olan ilişkisi  
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şeklindedir (Gözeri ve ark 2013). 

İspat. Pell ve balans sayılarının Binet formülleri 
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olduğundan  
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dır. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

Yukarıdaki teoremden aşağıdaki sonuç verilebilir.  
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4.9 Sonuç. Balans ve Pell sayıları için  

    (i) Ardışık iki balans ve cobalans sayılarının toplamı ve farkı 

132221

22121








nnnn

nnnn

PPbb

PPBB
  ve     

221

2
1

2
1








nnn

nnnn

Pbb

PPBB

dir.  

    (ii) n. balans sayısının, n. cobalans sayısına oranı 




























iseçift2

isetek3
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1

n
PP

PP

n
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P

b

B

nn

nn

n

n

n

n  

dir. 

    (iii) 188ve18 22  nnnnn bbcBC  eşitliklerinden farklı olarak Lucas balans, 

Lucas cobalans ve balans sayıları arasındaki ilişki  

122ve122  nnnnnn bBcbBC  

dir. 

    (iv) Ardışık iki Pell sayısının toplamı  


















 iseçift21

isetek1

21

2

2

2

2

2

1

2

1

1 nbB

nbB

PP
nn

nn

nn  

dir.     

   (v) Ardışık iki Pell sayısının kareleri farkı 












 iseçift2

isetek11

1

12
1

2

nBb

nBb
PP

nn

nn
nn  

dir  

    (vi)  tek tamsayısı için n. balans ve cobalans sayılarının toplamı bir tam kare, 

yani  

1n

2
1)(  nnnn PPbB  

dir.  Farkları ise iki kare farkı, yani  

2
1

2
 nnnn PPbB  

dir. 
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     (vii)  çift tamsayısı için n. balans ve cobalans sayılarının toplamı tam karenin 1 

eksiği, yani  

2n

1)( 2
1  nnnn PPbB  

dir. Farkları ise iki kare farkının 1 fazlası, yani   

12
1

2  nnnn PPbB  

dir. (Gözeri ve ark 2013). 

İspat. Yukarıdaki teoreme benzer şekilde balans sayıları ve Pell sayısının Binet formül-

lerinden elde edilir.  

 

Panda ve Ray (2011), Pell sayılarının terimlerinin toplamları ile balans sayıları arasında 

aşağıdaki gibi sonuçlar elde etmişlerdir.  

 

4.10 Teorem. İlk  Pell sayısının toplamı, . balans ve cobalans sayılarının top-

lamına eşittir, yani  

)12( n n

nn

n

i
i bBP 





12

1

 

dir (Panda ve Ray 2011). 

 

4.11 Teorem. İlk  Pell sayısının toplamı, n. balans ve )2( n ).1( n  cobalans sayılarının 

toplamına eşittir, yani 

1

2

1




 nn

n

i
i bBP  

dir (Panda ve Ray 2011). 

 

4.12 Teorem. 1 den n ye kadar çift Pell sayılarının toplamı  cobalans sayısına 

eşittir, yani 

).1( n

1
1

2 


 n

n

i
i bP  

dir (Panda ve Ray 2011). 

 

Yukarıda verilen teoremlerden farklı olarak aşağıdaki üç teorem verilebilir.  
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4.13 Teorem. Balans sayılarının toplamları  
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dir (Gözeri ve ark. 2013). 

İspat. Pell sayılarının karakteristik denkleminin kökleri olan 21  ve 21   

sayıları için 
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elde edilir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Ayrıca, Pell ve Pell-Lucas sayılarının toplamları ile balans sayıları arasında da bir ilişki 

vardır. Bu ilişki ise aşağıdaki iki teoremde verilmiştir (İspatları yukarıdaki teoreme ben-

zer şekilde yapılabilir).   
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4.14 Teorem.  Pell sayısı için  nP

    (i) 0 dan  ye kadar )2( n ).22(ve).12(  ii  Pell sayılarının toplamı,  Lucas 

balans ve Lucas cobalans sayılarının çarpımı, yani  

).1( n

11

2

0
2212 )( 


  nn

n

i
ii cCPP  

dir.  

    (ii)  0 (veya 1 den) dan  ye kadar tek ve çift Pell sayılarının toplamları )2( n

nn
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i
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n

i
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i
i CBPPcPCBP 22

2

1
12121

2

0
121

2

1
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dir (Gözeri ve ark. 2013). 

 

4.15 Teorem.  Pell-Lucas sayısı için  nQ

    (i) 0 dan  e kadar Pell-Lucas sayılarının toplamı, n. Lucas balans ve Lucas 

cobalans sayılarının toplamı, yani 

)12( n

nn

n

i
i cCQ 





12

0

 

dir. 

    (ii) 1 den  e kadar Pell-Lucas sayılarının toplamı, )2( n ).1( n  cobalans sayısının 4 

katı, yani 

1

2

1

4 


 n

n

i
i bQ  

dir. 

    (iii) 1 den n ye kadar ).12( i  Pell-Lucas sayılarının toplamı, n. balans ve cobalans 

sayıları ile 1 den n ye kadar Lucas cobalans sayılarının toplamı, yani 




 
n

i
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n

i
i cbBQ

11
12  

dir. 

    (iv) 1 den n ye kadar  Pell-Lucas sayılarının toplamı, ).2( i ).1( n  balans,  cobalans 

sayıları ile 1 den  e kadar Lucas balans sayılarının toplamı, yani 

.n

)1( n
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i
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i
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dir. 

    (v) 1 den  ye kadar çift Pell-Lucas sayılarının toplamı ve 1 den  e kadar 

Pell-Lucas sayılarının toplamları sırasıyla 

)2( n )12( n

)12(2ve)12(8 1

12

1
1

2

1
2  







 n

n

i
inn

n

i
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dir (Gözeri ve ark. 2013). 

 

Santana ve Diaz Barrero (2006), ilk )14( n  Pell sayısının toplamının bir tam kare, yani  
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olduğunu göstermişlerdir. Bu bağıntıya benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.16 Teorem. Pell, Pell-Lucas ve balans sayıları için  

    (i) 1 den  e kadar Pell sayılarının toplamı, n. Lucas cobalans sayısının karesi, 

yani  

)34( n

2
34

1

)( n

n

i
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dir. 

    (ii) 1 den  e kadar Pell sayılarının toplamının 1 fazlası,  n. Lucas balans sayı-

sının karesi, yani  

)14( n

2
14

1

)(1 n

n

i
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dir. 

    (iii) 1 den  ye kadar )2( n ).12( i  Pell-Lucas sayılarının toplamı, n. balans sayısının 4 

katının karesi, yani  

2
2

1
12 )4( n

n

i
i BQ 


  

dir. 
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    (iv) 0 dan  ye kadar )2( n ).12( i  Pell-Lucas sayılarının toplamının yarısı, ).1( n  

Lucas cobalans sayısının karesi, yani  
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    (v) 0 dan )  ye kadar .2( n  )12( i  balans sayılarının toplamı,  ).  balans sayısı-

nın karesi, ya

12( n
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2
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2
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  n
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i
i BB  

dir. 

     (vi) 1 den  ye kadar )2( n ).12( i  balans sayılarının toplamı,  balans sayısının 

karesi, yani  
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2
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dir (Gözeri ve ark. 2013). 

İspat (i)  Pell sayılarının ilk n terim toplamının 
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elde edilir.  Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  
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Santana ve Diaz Barrero (2006), yukarıda elde ettikleri Pell sayılarının toplamlarına 

benzer şekilde  
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eşitliklerinin de doğru olduğunu göstermişlerdir. Eğer yukarıdaki toplamlar daha açık 

bir şekilde yazılırsa, bu toplamların  
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dir. Yukarıda elde edilen 4.13-4.16 Teoremlerinden aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.17 Teorem.  Balans, Pell ve Pell-Lucas sayıları için aşağıdaki bölünebilme özellikleri 

gerçeklenir:  
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(Gözeri ve ark. 2013).  

 

Şimdi balans sayıları ve tam kareler ile ilgili olarak aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.18 Teorem. Balans ve Pell sayıları için  

    (i)  tek ise  1n

1
2 24  nnnn PPbP  

ve  çift ise  2n

1
2 244  nnnn PPbP  

dir. 

    (ii)  ise  1n

nnnnnn BbBbBb  22   ve  nnnnnn bbBbBB  22  

dir. 

 

    (iii)  ise 0n
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1   nnnnn PPPPP  

dir (Gözeri ve ark. 2013). 

İspat (i)  n tek yani, 12  kn  olsun. Bu takdirde  
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dir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilir. 

 

4.19 Tanım.  pozitif tamsayılar olmak üzere  cba ,,

222 cba   

eşitliğini gerçekleyen  üçlüsüne Pisagor üçlüsü denir (Mollin 2010). ),,( cba

 

Tamsayı dizileri ile Pisagor üçlüleri arasında bir ilişki vardır. Örneğin Pell sayıları için  

),,2( 22
1

22
11 nnnnnn PPPPPP    

bir Pisagor üçlüsüdür.  

 

4.20 Tanım.  herhangi üç pozitif sayı olmak üzere, kenarları  olan dik üç-

genin alanına (yani 

cba ,, cba ,,

2

ab
 sayısına) bir kongruent (congruent) sayı (A003273 OEIS dizisi) 

denir (Mollin 2010). 

 

Bu tanıma göre,  bir Pisagor üçlüsü ise ),,( cba
2

ab
 bir kongruent sayıdır. Örneğin, ke-

narları ,
3

20
 

6

41
ve

2

3
 olan dik üçgenin alanı  

5
2

)
2

3
)(

3

20
(

  

olduğundan 5 bir kongruent sayıdır.  

 

Balans sayıları ve Pisagor üçlüleri arasındaki ilişki aşağıdaki gibidir.  
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4.21 Teorem. Balans sayıları için 

 (i)   
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 (ii)  




















 


 BBBB n

n

i
i

nn
n

i
i

nn
1

11

,)1(41)1(,)1()1(4  

bir Pisagor üçlüsüdür. 

           (iii) n tek ise  

2

2

1

2

1

2

1
2

2

1

2

2

1

2

1

2

1
2

2

1

2

1

2

1

2

3

2

1

2

3

25

23

)2)((













nnnn

nnnn

nnnnn

BBBBc

BBBBb

bbbbba

 

ve n çift ise  

2

222

2
2

2

2

2

222

2
2

2

2

22

2

2

4

22

2

52

32

)2)((

nnnn

nnnn

nnnnn

BBBBc

BBBBb

bbbbba













 

olmak üzere  bir Pisagor üçlüsüdür (Gözeri ve ark. 2013). ),,( cba
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elde edilir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

4.22 Sonuç. Balans sayıları için 
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sayıları birer kongruent sayıdır (Gözeri ve ark. 2013). 

 

3. Bölümde oblong sayıları ele alınmış ve bu sayılar ile ilgili bazı cebirsel bağıntılar 

elde edilmişti. Bu sayıların balans sayıları ile olan ilişkisi ise aşağıdaki teoremdeki gibi-

dir. 

 

4.23 Teorem.  Oblong ve balans sayıları için  
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        (ii) .
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dir (Gözeri ve ark. 2013). 

İspat. (i) Balans ve cobalans sayısı arasındaki ilişki  
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dir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 69



5.  DIOPHANTINE DENKLEMİ 0)44()24()( 2222  yttxtyttx

 

 

Bu bölümde  tamsayısı için  2t

0)44()24()(: 2222  yttxtyttxD                                                            (5.1) 

Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri,  de ve  asalı için sonlu cismin-

de ele alınacak ve bu çözümleri arasında indirgeme bağıntıları elde edilecektir.  

 5p p

 

h ve k herhangi iki sabit sayı olmak üzere  








kvy

hux
T :                                                                                                                (5.2) 

öteleme dönüşümü ele alınsın. Bu durumda  ikilisine T dönüşümünün bazı (taba-

nı) denir ve  ile gösterilir.  

},{ kh

},{],[ khkhT 

   

(5.1) de verilen Diophantine denklemine bu T dönüşümü uygulanırsa  

0))(44())(24())(()(:
~

)( 2222  kvtthutkvtthuDDT  

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

04424

)4422()242()(:
~

22222

22222





tkkththtkkth

tttkktvthuvttuD
 

elde edilir.  ve v  nin katsayıları sıfır olacağından  u

12  th  ve               (5.3) 2k

olarak elde edilir. Dolayısıyla 12  tux  ve 2 vy  olduğundan (5.1) deki 

Diophantine denklemi 

1)(:
~ 222  vttuD                                                                                                    (5.4) 

Pell denklemine indirgenmiş olur. Burada ilk olarak bu Pell denkleminin tamsayı çö-

zümleri ele alınacak, bu çözümler arasında bağıntılar ve indirgeme formülleri elde edi-
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lecektir. Daha sonra bu Pell denkleminin tamsayı çözümleri asalı için sonlu  

cisminde ele alınacaktır. Son olarak elde edilen tüm sonuçlar T dönüşümünün tersi ile 

(5.1) de verilen Diophantine denklemine taşınacaktır.  

5p p

 

5.1 Teorem. (5.4) de tanımlanan  Pell denklemi için D
~

(i) tt 2  nin basit sürekli kesirli açılımı 
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dir. 

(ii) Denklemin temel çözümü )2,12(),( 11  tvu  dir. 

(iii)  için 1n
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olmak üzere denklemin tüm tamsayı çözümleri  şeklindedir.  ),( nn vu

(iv) Denklemin  çözümleri arasında  için ),( nn vu 2n

1
2

1 )22()12(   nnn vttutu ve 11 )12(2   nnn vtuv  

bağıntısı vardır. 

(v) Denklemin  çözümleri  için ),( nn vu 4n

321 ))(34(   nnnn uuutu  ve 321 ))(34(   nnnn vvvtv  

indirgeme bağıntısını gerçekler. 

(vi)  için denklemin  tamsayı çözümü 1n ),( nn vu
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u
 

basit sürekli kesirli açılımı ile de verilebilir (Özkoç ve Tekcan 2010). 

İspat. (i)  olsun. Bu takdirde 2t ]2;1[2   olduğu açıktır.  için 2t
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olduğundan ]22,2;1[2  tttt  dir. 

(ii) ]22,2;1[2  tttt  olduğundan Sonuç 1.2.8 gereği denklemin temel çözümü 

)2,12(),( 11  tvu  dir.  

(iii) Denklemin temel çözümü )2,12(),( 11  tvu  olduğundan Teorem 1.2.10 gereği 

denklemin tüm tamsayı çözümleri  
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olmak üzere  şeklindedir.  ),( nn vu

(iv-v)  Denklemin temel çözümü )2,12(),( 11  tvu

2n

 olduğundan Teorem 1.2.11 gereği 

denklemin  çözümleri arasında  için ),( nn vu

1
2

1 )22()12(   nnn vttutu ve 11 )12(2   nnn vtuv  

şeklinde bir bağıntı ve  için  4n

321 ))(34(   nnnn uuutu  ve 321 ))(34(   nnnn vvvtv  

şeklinde bir indirgeme bağıntısı olduğu açıktır.  

(vi) Teorem 1.2.7 (i) den görülür.  

  

5.2 Örnek.  4t  olsun. Bu takdirde 112:
~ 22  vuD  Pell denkleminin temel çözümü 

  ve bazı tamsayı çözümleri  )2,7(),( 11 vu
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75658

262087

0

1

72

247

5432

18817

0

1

72

247

390

1351

0

1

72

247

5

5

5

4

4

4

3

3

3

v

u

v

u

v

u

 

şeklindedir. Denklemin tamsayı çözümleri arasında  için 2n

11 247   nnn vuu  ve 11 72   nnn vuv  

şeklinde bir bağıntı ve  için 4n

321 )(13   nnnn uuuu  ve 321 )(13   nnnn vvvv  

şeklinde bir indirgeme bağıntısı vardır. Ayrıca denklemin yukarıdaki tamsayı çözümleri 

sürekli kesirli açılım cinsinden  

75658

262087
]2,6,2,6,2,6,2,6,2;3[

5432

18817
]2,6,2,6,2,6,2;3[

390

1351
]2,6,2,6,2;3[

28

97
]2,6,2;3[

5

5

4

4

3

3

2

2









v

u

v

u

v

u

v

u

 

olarak da elde edilebilir.  

 

Bu bölümde, neden  şeklinde bir Diop-

hantine denkleminin ele alındığı merak edilebilir. Bunun sebebi aşağıdaki sonuçta da 

görüleceği üzere, bu Diophantine denklemine uygulanan T dönüşümünün bazının,  

Pell denkleminin temel çözümüne karşılık gelmesidir.  

0)44()24()(: 2222  yttxtyttxD

D
~

 

5.3 Sonuç. (5.2) deki T dönüşümünün tabanı  Pell denkleminin temel çözümü, yani D
~

},{},{],[ 11 vukhkhT   

dir (Özkoç ve Tekcan 2010). 

 73



İspat. Teorem 5.1 de  Pell denkleminin temel çözümünün  olduğu 

görüldü. Diğer yandan T dönüşümü için 

D
~

)2,12(),( 11  tvu

12  th  ve 2k

}2,

 olduğu göz önüne alınırsa 

1{],[ 2{},  tkhkhT   

olduğu açıktır.  

 

Şimdi  Pell denklemi için yukarıda elde edilen sonuçlar T dönüşümünün tersi ile D  

Diophantine denklemine taşınabilir. 

D
~

2ve12  vytux  olduğu dikkate alınırsa  

D Diophantine denklemi için aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

5.4 Teorem.  (5.1) deki  Diophantine denklemi için D

(i)  Denklemin temel çözümü )4,24(),( 11  tyx  dür. 

(ii)  dizisi yardımıyla  )},{( nn vu

1)},2,12{()},{(  nvtuyx nnnn  

tanımlanan dizi için  tamsayı ikilisi,  Diophantine denkleminin bir çözümü-

dür. Şu halde denklemin sonsuz çoklukta 

),( nn yx D

)( nx , ny  tamsayı çözümü vardır. Üste-

lik tüm tamsayı çözümleri bu şekildedir.  

(iii) Denklemin  çözümleri arasında  için ),( nn yx 2n

2108)22()12( 2
1

2
1   ttyttxtx nnn  

            68)12(2 11   tytxy nnn  

bağıntısı ve  için 4n

82416))(34( 2
321   ttxxxtx nnnn  

1616))(34( 321   tyyyty nnnn  

indirgeme bağıntısı vardır (Özkoç ve Tekcan 2010). 

İspat. Teorem 5.1 in ispatına benzer yolla yapılabilir. 

 

Şimdi  Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri  asalı için sonlu  cis-

minde ele alınabilir. Ancak bunun için ilk olarak ikinci dereceden kalan tanımına ihtiyaç 

vardır.  

D 5p p
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5.5 Tanım. 1),(ve,  nana   olmak üzere 

)(mod2 nax   

olacak şekilde bir  varsa a  ya modülo n de bir ikinci dereceden kalan denir. İkinci 

dereceden kalanların kümesi nQ e gösterilir (Mollin 2008). 

x

 il

 

1,0t  olmak üzere  olarak tanımlanırsa  Pell denklemi )(mod2 pdtt  D
~

)(mod1:
~ 22 pdvuDd

p                                                                                              (5.5)  

Pell denklemine indirgenmiş olur. Bu denklemin tamsayı çözümlerinin kümesi 

)}(mod1:),{()(
~ 22 pdvuvuD ppp

d
p    

ile gösterilirse aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

5.6 Teorem.  (5.5) deki d
pD

~
 Pell denklemi için 

#  








ise1

ise1
)(

~

p

p
p

d
p Qdp

Qdp
D 

dir (Özkoç ve Tekcan 2010). 

İspat.  olsun. pQd 

1. Hal.  olsun. Eğer )8(mod5,1p 0v  ise 

)(mod1)(mod12 pupu   

dir. Dolayısıyla d
pD

~
 Pell denkleminin  ve)0,1( )0,1( p  gibi iki tamsayı çözümü vardır. 

Eğer  ise  0u

)(mod12 pdv   

olur. Bu takdirde  olduğundan bu kongrüansın  gibi iki çözümü ve böylece pQd  21, vv

d
pD

~
 Pell denkleminin  ve  gibi iki çözümü vardır.  ol-

sun. Bu takdirde 

)1v,0( ),0( 2v }1,1{*  pS pp 

d

u 12 
 ifadesi tam kare olacak şekilde  de pS

2

5p
 tane u  elemanı 

vardır. O halde belli bir  tamsayısı için 0c 2c
2 1

d

u



 denilirse  

)(mod)(mod22 pcvpcv   
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 olur. Dolayısıyla d
pD

~
 Pell denkleminin  ve ),( cu ),( cpu   gibi iki çözümü vardır.  

deki her bir u değeri için 

pS

d
pD

~
 Pell denkleminin bu şekilde iki çözümü olduğundan denk-

lemin 5p)(2 
p

2

5
 tane çözümü vardır. Yukarıda elde edilen çözümler de dikkate 

alınırsa denklemin toplam 145  pp  tane çözümünün olduğu görülür.  

2.Hal.  olsun. Eğer )8(mod7,3p 0v  ise  

)(mod12 pu    

olduğundan bu kongrüansın 1u  ve 1 pu  gibi iki çözümü vardır. Dolayısıyla d
pD

~
 

Pell denkleminin  ve)0,1( )( 0,1p  gibi iki çözümü vardır. Eğer  ise 0u

)(mod12 pdv   

kongrüansının çözümü yoktur, yani d
pD

~
 Pell denkleminin  gibi bir çözümü yoktur. 

Üstelik  de 

),0( v

pS
d

u 12 
 tam kare olacak şekilde 

2

3p
 tane u elemanı vardır. Eğer 0j  

için 2
2 1

d


j

u
  denilirse 

)(mod)(mod22 pjvpjv   

olur. Bu ise d
pD

~
 Pell denkleminin  ve ),( ju ),( jpu   gibi iki çözümünün olması de-

mektir, yani deki her bir u elemanı için pS d
pD

~
 Pell denkleminin iki çözümü vardır. Do-

layısıyla denklemin 3)
2

3
( 


p

p
2  tane çözümü vardır. Ayrıca  ve )0,1( )0,1( p  da 

bu denklemin birer çözümü olduğundan denklemin 123  pp  tane çözümü var-

dır. Şu halde her iki halde de pQd   için d
pD

~
 Pell denkleminin  tane çözümü var-

dır. Benzer şekilde  iken denklemin 

1p

pQd  1p  tane çözümünün olduğu da gösterile-

bilir. 

 

5.7 Örnek. 7p  için  dir. }4,2,1{7 Q 4t  için  olduğundan  )7(mod5442 

)7(mod15:
~ 225

7  vuD  

Pell denklemi elde edilir. Bu denklemin tamsayı çözümlerinin kümesi 
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)}0,6(),4,5(),3,5(),4,2(),3,2(),0,1(),5,0(),2,0{()(
~

7
5
7 D  

dır. Buna göre 8)(
~

# 7
5
7 D  dir. Benzer şekilde 6t  için  olduğun-

dan  

)7(mod2662 

)7(mod12:
~ 222

7  vuD  

dir. Bu Pell denkleminin tamsayı çözümlerinin kümesi 

)}0,6(),5,4(),2,4(),5,3(),2,3(),0,1{()(
~

7
2
7 D  

dır. Buna göre 6)(
~

# 7
2
7 D  dır. 

Son olarak  Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri sonlu  cisminde ele alı-

nırsa bu denklemin tamsayı çözümlerinin kümesi 

D p

)}(mod0)44()24()(:),{()( 2222 pyttxtyttxyxD ppp    

için aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

5.8 Teorem.  Diophantine denklemi için D

#  










ise1

ise1
)( 2

2

p

p
p Qttp

Qttp
D 

dir (Özkoç ve Tekcan 2010). 

İspat. Bir önceki teoreme benzer şekilde gösterilebilir.  
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