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Bu tezde, Hilbert uzayinda, kendisine eslenik pozitif tanimli, A operatorli, integral
sartl, eliptik diferansiyel denklemler i¢in lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger
problemi ele alinmistir. Bu sinir deger probleminin iyi konumlanmighg agirlikli Holder
uzaylarinda dogrulugu ortaya konulmustur. Eliptik denklemlerde integral sarth
Bitsadze-Samarskii lokal olmayan sinir deger probleminin ¢oziimleri ic¢in koersif
kararlhilik esitsizlikleri elde edilmistir. Bu probleminin yaklasik ¢dziimii icin birinci,
ikinci ve dordiincli mertebeden fark semalar1 kurulmustur. Bu fark semalarinin
cozlimleri i¢in kararlilik kestirimleri, koersif esitsizlikleri ve hemen hemen koersif
esitsizlikleri saglanmistir. Holder uzaylarinda bu fark semalarinin ¢6ziimil icin iyi
konumlanmishigi ispatlanmistir. Fark semalarinin ¢6ziimii i¢in bulunan teorik sonuglar,
sayisal orneklerle desteklenmistir.
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In this thesis, Bitsadze-Samarskii nonlocal boundary value problem with integral
contion for elliptic differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint
positive definite operators A is considered. The well-posedness of this problem in
Holder spaces with a weight is established. The coercivity inequalities for the solutions
of the nonlocal boundary value problem with integral condition for elliptic equation are
obtained. The first, second and fourth orders of accuracy difference schemes for the
approximate solutions of this nonlocal boundary value problem are presented. The
stability estimates, coercivity and almost coercivity inequalities for the solution of these
difference schemes are established. The well-posedness of these difference schemes in
Holder spaces with a weight is proved. The theoretical statements for the solution of
these difference schemes are supported by the results of numerical examples.
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1. GIRIS

Eliptik tipteki kismi diferansiyel denklemler akiskanlar mekaniginde, dinamik,
elastikiyet ve diger miihendislik alanlarinda, fizikte, biyolojik sistemlerin bir¢cok
problemlerinde goriiliir.

Eliptik denklemler icin basit lokal olmayan sinir deger problemi ilk kez A. V. Bitsadze
ve A.A Samarskii Giircli iki matematikgi tarafindan kesfedilmistir. (1969). Bu problemi
diger problemlerden ayiran noktasi; sinir degerlerden biri bilinmektedir. Diger sinir

deger sart1 herhangi bir deger ile arasindaki bagintiy1 icermesidir. Ornegin,

u(l) = | (DA +y
0

Bitsadze-Samarskii sart1 olarak adlandirilir. A. V. Bitsadze ve A.A Samarskii (1969)
calismasindan sonra bircok denkleme Bitsadze-Samarskii tipinde problem
yerlestirilmistir. Bircok makale yaymlanmistir. Ornegin, hiperbolik denklemler igin
Bitsadze-Samarskii tipinde problem icin su yayinlar gosterilebilir: Salakhitdinov ve
Mirsaburov (2002), Salakhitdinov ve Mirsaburov (1999), Kozhanov (2010), Akhmedov
(1985). Literatiir taramasi sirasinda parabolik hiperbolik denklemler i¢in Bitsadze-
Samarskii tipinde problem icin su yayinlarla karsilasiimistir: Bazarov (1989),
Berdyshev (2005). Parabolik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii tipinde problem igin;
Cherepova (1986), Stikonas ve Stikoniene (2009), Ivanauskas ve Meskauskas (2009),
gibi arastirmacilarin calismalarina ulasilmigtir. Eliptik denklemler igin Bitsadze-
Samarskii tipinde problem i¢in; Gordeziani (1970), Kapanadze (1987), Skubachevskii
(1984), Skubachevskii (1985), Soldatov (2005), Soldatov (2006), Ashyralyev (2010),
Ashyralyev (2008) yayinlarina ulasilmistir. Birgok arastirmaci tarafindan eliptik
denklemler icin lokal olmayan sinir deger problemlerin ¢dziim yontemi calisilmistir
(Ashyralyev ve Sobolevskii 2004), (Ashyralyev 2008), (Berikelashvili 2003). Diger
taraftan eliptik denklemlerin fark semalarinin kararliligi ve diferansiyel problemin
kararl1 koersif kestirimleri {izerine ©nemli arastirmacilar ve arastirmalar vardir
(Ashyralyev ve Altay 2006), (Ashyralyev 1999), (Ashyralyev ve arkd 2008),
(Sapagovas 2008).



Ashyralyev’in (2008) yayininda Banach uzayinda pozitif operatorlii Bitsadze-Samarskii
tipinde lokal olmayan sinir deger problemi ele alinmistir. Diizgiin fonksiyonlar uzayinda
bu sinir deger probleminin iyi konumlandigi kanitlanmistir. Eliptik denklemler i¢in sinir
deger probleminin ¢oziimlerinin yeni tam Sholder kestirimleri elde edilmistir.
Sapagovas’in (2008) calismasinda lokal olmayan sinir sartlartyla iki boyutlu Poisson
denklemi dikdortgen bolgede incelenmistir. Bu problem igin dordiincii mertebeden
yaklasik bir fark semasi elde edilmis ve es fark denklem sistemini ¢ézmek i¢in bir
iterasyon metodu dogrulanmis ve fark semasinin ¢oziilebilirligi calisilmistir. Bu sistemi
temsil eden detayli bir matris ¢alismasi verilmistir.

Yiiksek lisans olarak Tiirkiye'de YOK’e kayitl olan tezlere bakildiginda eliptik
diferansiyel denklemler i¢cin Bitsadze-Samarskii tipinde lokal olmayan simir deger
probleminin sayisal analizi ile alakali iki calismaya rastlanmistir (Ozturk 2008),
(Tetikoglu 2009). Ozturk (2008) yapilan yiiksek lisans ¢alismasinda eliptik diferansiyel

denklemler i¢in lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger problemi

d2u(?)
dr2

+Au(t)= f(t), 0<t <],

J
u0) =g ulh= 2 ajud;)+y,

J
Jél‘aj‘<l,0<ﬂl </12<--~</”LJ <1

Hilbert uzayinda ele alinmistir. Bu problemde A kendisine eslenik pozitif tanimli
operatordiir.

Bu sinir deger probleminin iyi konumlanmighigt (well-posed) agirhikli Holder
uzaylarinda dogrulugu ortaya konulmustur. Eliptik denklem icin Bitsadze-Samarskii
sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in koersif (coercive) esitsizliklerini sagladigi
gosterilmistir. Bu lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin yaklasik
¢Oziimii icin ikinci ve dordiincii dereceden fark semalart kurulmustur. Bu fark
semalarinin ¢oziimii i¢in kararlilik (stability) kestirimleri ispatlanmigtir. Bu fark
semalarinin iyi konumlanmighgt Hoélder uzaylarinda kanitlanmistir. Fark semalarinin

¢Oztimii icin koersif esitsizlikleri, hemen hemen koersif esitsizlikleri saglanmistir.



Eliptik denklemler icin fark semalarinin yaklasik ¢oziimleri bilgisayar programi Matlab
ile elde edilmistir. Bu fark semalarinin ¢6ziimii i¢in bulunan teorik sonuclar, sayisal
orneklerle desteklenmistir.

Bu tezdeki amag eliptik tipteki kismi diferansiyel denklemler icin Bitsadze-Samarskii
lokal olmayan sinir deger problemlerinin yaklasik c¢oziimlerinin fark semalarinin
kararliligim arastirmaktir. Eliptik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii lokal olmayan
sinir deger problemi analitik olarak Fourier doniisiimii yontemi, Fourier serisi yontemi
ve Laplace doniisiimii yontemi gibi klasik yontemlerle ¢oziilebilir. Bununla birlikte, bu
klasik metotlar, denklem sadece sabit katsayilara sahip oldugunda kullanilabilir. Zaman
(1) ve uzay (x) degiskenleri bagimh katsayili ise kismi diferansiyel denklemler ¢c6zmek
icin en kullanigh yontem sonlu farklar yontemidir.

Bu tezde,

— LU0 4 Au(r)= f(1), 0<t<],

u(0) = 9. u) = P +y

problemi H Hilbert uzayinda calisilacaktir. Burada A operatorii kendisine eslenik
pozitif operatordiir. Tezde eliptik tipteki kismi diferansiyel denklemler i¢in integral
sartl lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin fark semalarinin
yaklasik ¢oziimlerinin kararlihg: arastirilmustir. Integral sartl lokal olmayan Bitsadze-
Samarskii sinir deger probleminde kararlilik kestirimleri alinmistir. Problemin yiiksek
mertebeden fark semalarinin yaklagik ¢coziimleri i¢cin sonlu fark metotu ve uygulamalar
ilgili aragtirmalar kullanilmistir. (Sobolevskii 2005), (Gordeziani 1970).

Eliptik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii probleminin arastirilmasi konusunda daha
once ¢alismalar olmakla beraber, taranan makalelerde ya problemin varlig1 ve tekligi, ya
da sayisal coziimiin varligr ile ilgilenildigi goriilmektedir. Oysaki bu calismada
Bitsadze-Samarskii probleminin incelenmesi integral sart altinda daha kapsamli olarak
ele alinmistir. Ozgiin kararli fark semalar olusturulmus, bunlarin ispatlar1 verilmistir.
Kurulacak fark semalar ile yiiksek kararlilikla sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi miimkiin

olmustur. Belirsiz parametrenin ¢’ye bagli oldugu durumlarda problemin koersif



kestirimleri i¢cin Holder uzayinin da kullanilmasi gerekebilmekte olup, bu uzayda
yapilan ¢alismaya rastlanmamaistir.

Bu tez alt1 boliim ve eklerden olusmaktadir.

[k boliim giris kisnudir.

Ikinci boliim iki alt boliimii icerir. Birinci kisimda, diferansiyel problemin ¢oziim
formiilii verilmistir ve bu problemin agirlikli Holder uzayinda iyi konumlanmighigi
gosterilmistir. kinci kisimda, eliptik diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin koersif
(coercive) kararlilik esitsizligini veren teoremleri ve bu teoremlerin ispatlarini icerir.
Uciincii boliim, ii¢c alt boliim ve bu boliimlerinde uygulamalarini igerir. Birinci alt
bolimde integral sarthh lokal olmayan Bitsadze-Samarskii probleminin yaklasik
¢oztimleri icin Hilbert uzayinda pozitif tanimh kendisine eslenik A operatoriiyle kararh
birinci mertebeden dogruluk fark semasinin kurulmasi ele alimmustir. Probleminin
¢Oziimii i¢in bu fark semasinin kararlilik kestirimini, iyi konumlanmighigi, hemen
hemen koersif kestirimlerini sagladig1 teoremleri ve ispatlarini icerir. Ikinci alt boliimde
integral sarthh lokal olmayan Bitsadze-Samarskii probleminin yaklasik ¢oziimleri igin
Hilbert uzayinda pozitif tanimli kendisine eslenik A operatoriinii kullanarak ikinci
mertebeden dogruluk fark semasinin kurulmasi ele alinmistir. Bu fark semasinin
probleminin ¢dziimleri i¢in kararlilik kestirimleri, iyi konumlanmishgi, hemen hemen
koersif kestirimlerini sagladig1 teoremleri ve ispatlarim icerir. Uciincii alt boliimde
integral sarth lokal olmayan Bitsadze-Samarskii probleminin yaklasik ¢oziimleri igin
Hilbert uzayinda A operatoriinii kullanarak dordiincii mertebeden dogruluk fark
semasinin kurulmasi ele alinmistir. Bu fark semasinin probleminin ¢oziimleri icin
kararlilik kestirimleri, iyi konumlanmisligi, hemen hemen koersif kestirimlerini
sagladig1 teoremleri ve bu teoremlerin ispatlarini icerir. Bu alt bolimler icin birer
uygulamalar verilmistir.

Dérdiincii boliim ii¢ alt boliimden olusur. Sayisal sonuglari ihtiva etmektedir. Integral
kosullu Bitsadze-Samarskii tipinde lokal olmayan sinir deger probleminin yaklasik
¢Ozlimii icin A operatorii kullanilarak elde edilen birinci, ikinci ve dordiincii mertebeden
kararli dogruluk fark semalarinin niimerik uygulamalan ele alinmigtir. Bu fark
semalarinin uyarlanmig Gauss Eliminasyon metodu kullanilarak matrislerden olusan bir

lineer sisteme doniistiiriilmesi ele alinmistir. Ayrica problemlerin matris sistemindeki



¢Ozlimleri i¢in, Matlab programi kullanilarak elde edilen grafikler ve hata analizlerini
iceren tablolar verilmistir.

Besinci boliimde iki alt bashiktan olusur. Birinci alt baghkta yari-lineer eliptik
denklemler icin Bitsadze-Samarskii tipinde lokal olmayan smnir deger problemi
incelenir. Bu probleminin ¢6ziimiin varligt ve tekligi sabit nokta teoremi kullanilarak
ispatlanir. Ikinci alt baglikta, yari-lineer eliptik denklemler icin Bitsadze-Samarskii
tipinde lokal olmayan sinir deger problemi i¢in kararli birinci ve ikinci mertebeden
dogruluk fark semalar1 kurulur. Bu fark semalarinin yaklasik ¢6ziimleri i¢cin uyarlamig
Gauss Eliminasyon metodu ve iterasyon metodu kullanilmistir. Problemin matris
sistemindeki ¢oziimleri i¢in, Matlab programi kullanilarak elde edilen hata analizini
iceren tablolar verilmistir.

Altinc1 boliimde sonuclar kismini igerir.

Ekler kisminda Matlab programlari sunulmustur.



2. ELIPTiK DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN INTEGRAL SARTLI
BiTSADZE-SAMARSKIii LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMi

2.1. Diferansiyel Durum

Eliptik tipte diferansiyel denklem icin H Hilbert uzayinda integral sartli Bitsadze-

Samarskii lokal olmayan sinir deger problemi

— LU0 4 Au(t) = f(1), 0<t <],
2.1.1)

u(0) = @, u(l) = | p(Du(A)dA+y
0

ele aliir. Burada A, D(A)c H kapali bolgede kendisine eslenik pozitif tanimli bir
operatordiir.  £(r), [O, 1] tizerinde tanimli verilmis abstract siirekli fonksiyondur ki
degerleri H uzayindadir. ¢ ve ¥ D(A)’nin elemanlar1 ve p(t) skalar fonksiyondur.
Eger asagidaki sartlar saglanirsa, u(r) (2.1.1) probleminin bir ¢oziimii olarak
adlandirilir:

L ou(t) [0, 1] araliginda ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir.

ii. u(t) her te [0, 1] icin D(A) ’ya aittir, ve Au(r) fonksiyonu [0, 1] izerinde siireklidir.

iii. u(¢) denklemini ve lokal olmayan sinir sartlarini saglar.

(2.1.1) probleminin bu manada tammlanan bir ¢oziimii C([0,1], H) uzaymnda (2.1.1)
probleminin su andan itibaren bir ¢6ziimii olarak bakilacaktir. Burada C ([O, 1], H), [0, 1]

izerinde tanimli ve degerleri H’de olan tiim ¢(¢) siirekli fonksiyonlar1 icin

||¢||C([O,l],H) = max"(p(t)”H

0=r<1

normuna gore Banach uzayir anlamma gelir. Eger herhangi bir ¢(f)e C ([O 1],H ) icin

(2.1.1) problemi C ([O, 1], H) uzayinda tek bir u(t) ¢oziime sahip ve asagidaki koersif



tand |

||u ||C([0,1],H) +||Au||c([0~1]~H) S MCMf||C([(],I],H) +||A¢|
esitsizligi saglarsa problem C ([O, 1],H ) uzayinda iyl konumlanmistir denir. Burada M _,
f(), ¢ ve y’den bagimsizdir. Maalesef, (2.1.1) problemi C([O, 1],H ) uzayimnda iyi
konumlanmamustir (ill-posed).

Cg (fo,1 H), 0<a<1 ile, [0, 1] lizerinde tanimli tim ¢(r) dizgiin H degerli

fonksiyonlarimin olusturdugu kiime

(1=t +7)"|ole +7)-0lt)],

[24

lo + sup

c& (o], H) = ||¢||c([o,1],11) 0<r<rir<] r

normuyla birlikte olugturdugu Banach uzayin1 gosterecegiz.

Eger herhangi f(r)e C%([0,1] H) igin (2.1.1) problemi CZ([0,1], H) uzayinda tek bir

u(t) coziime sahip ve

<M @G,a)||Ag|, +|Av], +|r

7|
o

) + ||Au

cso1lH c&o,1], 1) c(,“,([o,ll,mJ

koersif esitsizligi saglarsa Cj, (0,1 #) uzayinda iyi konumlanmustir denir. Burada
M(o,a) ¢, ¥ ve f(t)’den bagimsizdir.
(2.1.1) problemi

j lp(D]dA<1 (2.12)

sart1 altinda calisilacaktir.

Asagida, ilerleyen kisimlarda gerekli olacak bazi lemmalar (yardimci teoremler)

verilecektir. Burada ve ilerleyen kisimlarda B = A dir.



Lemma 2. 1 Asagidaki kestirimler gecerlidir:

| B expl—1B) <t%, 0<a<], (2.1.3)

‘H —H

(1-expl-28 ))_IHH—>H =M (2.1.4)

burada, M pozitif bir sabittir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004).

Lemma 2. 2 Herhangi bir 0<7<74+7<1 ve 0< & <1 icin esitsizligi

a

T

<M-——- 2.1.5
H—=H (t+1)° ( )

lexp(~B) —exp(— (¢ + 7)B))

gecerlidir. Burada M , «, t ve 7’dan bagimsizdir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004).

Lemma 2. 3

1
D= J‘P(/D(I _ 6_23)_] (e—(l—A)B — o U+AB YdA
0

olsun. Bu takdirde, (2.1.2) kabiilii altinda 7 — D operatorii bir
P=(I-D)"
terse sahiptir ve asagidaki kestirim saglanir:

||P||H4)H < M(5) (2.1.6)

Burada, M pozitif bir sabittir.



Ispat. (2.1.6) kestirimin ispati
((I—D)u,u>Z(I—I|p(/1)|d/1J<u,u> (2.1.7)

kestirimine dayanir. B ’nin spektral temsilini ve Cauchy esitsizligi kullanarak,

|<(I _e—ZB)—l(e—(l—/I)B _e—(1+/1)3)u’u>|
—2B\-1, ~(1-)B _—(1+A)B
S"(I—e Y (e TP — gD )u"H”u”H

< "(1 _ 2B )71 (67(172)3 _ e—(1+/i)3)

u

< sup [(1=e) e =B ] (2.1.8)

82 <pu<oo

< g -08 sup (I—e™ )" (1- e M )<u, u>

65Sy<oo
< e_('_’l)‘ﬁ <u,u>

< u,u>

bulunur. Bu taktirde, iicgen esitsizligi ve (2.1.8) kestirimini kullanarak

(1= DYus) 2 (00) | Dut) 2 {u.) - i|p(ﬂ)|dﬂ<u,u>

- (1 - i|p(/1)| dﬂj(u,u}

elde edilir, (2.1.7) kestirimi saglanir. Boylece, Lemma 2.3 ispatlanmustir.

Simdi, (2.1.1) probleminin ¢6ziimii i¢in temsil formiili elde edilecektir.

- ddb:y) +Au(t) = f (1), 0<t <Lu(0)=uy,u(l) =y, (2.1.9)

eliptik denklem i¢in sinir deger probleminin bir tek



M(t) — (I _ 6723)71 {(eftB _ 67(2703 )M(O) + (ef(lft)B _ e*(lH)B )M(l)
—(e™ " —e" B 2B j (e7178 — 7 (t9)8) f(s)ds} (2.1.10)

+(2B)™ j(e*‘”‘B — e B £(s)ds
0

¢ozlime sahiptir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). (2.1.10) ve lokal olmayan sinir

sartlar1 kullanarak

w©) =@, u) = [ P =) e ™ =) +(e 7 —e " u()
. (e—(l—/l)B _ e—(1+,1)3)(2B)—1 J'(e—(l—x)B _ e_(m)B)f(s)ds}

1
+(2B) j (e 1"1F — B £ (5)ds|dA +y
0
elde edilir. Lemma 2. 3’den:
1
] — J.,O(ﬂ)(l . e—ZB)—l (e—(l—/l)B _ 6_(1+/1)B)d2
0
bir tersi vardir. Boylece,

u(l) = P{w [ -2y e -7

1
_(e_(1_1)3 —6_(]+MB )(23)*1 J'(e—(l_s)B _e—(1+.v)B )f(S)dS}d/l
0

i 2.1.11)

+ [ p((2B)” ( [e @ f(s)ds + [e 0" f(s)ds = [ ™4 f(s)dsJ dﬂ]
0 A

0 0

dir. Burada

10



1 -1
— (1 —J‘,O(ﬂ)(l _e—ZB)—l (e—(l—/I)B B )dlj
0

dir. Sonu¢ olarak, we D(A)  f(¢).fonksiyonu [0,1] aralifinda siirekli
diferansiyellenebilir ve @, e D(A) ise (2.1.10), (2.1.11) formiilleri (2.1.1)

probleminin ¢éziimiinii verir.

Teorem 2.1.1 ¢,y e D(A)ve f(t)e C&([O,l],H) (O<a<1) olsun. Bu takdirde, eger
Holder uzayinda A kendisine eslenik pozitif tamimli bir operator ise (2.1.1) lokal

olmayan smir deger problemi Cg ([0,1],H ) Holder uzayinda iyi konumlanmistir.

Cor ([0,1], #) uzayinda u(r) ¢oziimleri icin (2.1.1) lokal olmayan siir deger problemi:

1
o 59 e, v, ]

CO,([o 1],

koersif esitsizligini saglar. Burada M (d), a, @, ¥ ve f (t)’den bagimsizdir.

Ispat. (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004)’de, (2.1.9) smir deger probleminin ¢oziimii

icin asagidaki
|u ’ lof ([0,1]}&)(4_ l'Au cé ([o,1],8)
) a(l-a) ” cadontny T M (5)ﬂ|A” 0)|[,, + [lAu (D, bl

koersif esitsizligi gegerlidir. Bu taktirde, Teorem 2.1.1’in ispati (2.1.12) koersif

esitsizligine ve

[ Ault), <=~

oo+ MO{Ag], +]ay],} 2.1.13)

a(l-o)

11



kestirimine dayanir. O halde, (2.1.13) ispatlanmalidir. ilk basta, (2.1.11) formiiliiniin

uygulanmasiyla,

Au(l) = P(jp(ﬂ)((l —e ")y e —e P ) Ag

(% —e 18 ) £ (5) = F(A))ds

(e—u—s)B _ o (0B )f(l)ds} +§(j‘ (e—\i—f\B _ e—(M)B)

0

_ (ef(lf/bs _ e%Hﬁ.)B)

_ (e—(l—ﬂ)B _ e—(1+ﬂ)3)

X(f(s)— f(A)ds +

| N[ |
O ey = O ey = O C— —

(e—\ﬂ—s\ B o (s+hB ) f(;t)dsd/lJ +A z//J

yazilabilir.

A
jBe_M'”Bds =I]-e",
0

1

—(s=A)B ;. _ —(1-A)B
IBe TP ds=1—-e ,
2

6zdesligini kullanarak

Aul)=P (_[,0(/1)(1 —e?y e —e PP )Ap
H(1=e 1= 8 -e?) F b
A
#o (1= 1= 5 - A0

B [ e 22 (1 — 2002 )y £ () - f(/l))ds}d/”t +A l//}
A
=0+ 0, + T+,

elde edilir. Burada,

1
Ji =P jpuxf—awy*@%B—a@ﬂ%AWu+Aw :

0

12



J, = P_i. P =) (1= )1 =P )1 =) F(N)dA,

1

2B —11

= P[pI =)
0

X ]1. (Bef(’H)B (I — e HI-ME )(I —e 28 ))(f(s) — f(A))dsdA,

J, = Pi p(/”t)g(l —e )"

x j (22 (1 =205 )(1 = e )\ £ (5) = f(A))dsdA
A

dir. k=1,--,4 icin J, ’larmm ayr1 ayr kestirimleri hesaplanmalidir. J, ile baslanir.

(2.1.4), (2.1.5) ve (2.1.6) kestirimlerini kullanarak,

H—H ||€_/w B €_(2_A)B ||H—>H "A (0”1‘1 dﬂ

+[Pl,_ lavl, <M @ [locafadag], +|av],]
0

1
1, <IPL,, ol -e)’
0

elde edilir. Boylece (2.1.2) sartindan

], <m.®ag], +|av],]

dir. J, ’nin kestirimi,

1
ol <[P, Jloa|(r =)'

Xr=e 7], lr=e

=]
H—H

I 2], a2

H—H

H—H H—H

13



dir. (2.1.4), (2.1.6) kestirimlerini ve CZ([0,1], H) uzayinda norm tanimini kullanarak
1
7], <M, J lp(]dAmax|f o),

elde edilir. (2.1.2) sartindan

151, <My O oy < MO

coi(0.1]. 1)

dir. Simdi J,kestirimi alinr.

+ 2
I =P [ p)a— )L [(Berom - 20081 20 f(s) - f2))dsd
0 0

A
puxpfzﬂléﬁ&J‘WO—e””wXLwZﬂﬁﬂﬂ—fu»wda

0

J;=P

o | — —

denirse J, =J, +J; olarak yazilabilir. Ik olarak J; kestirimi alinr.

1

2
3l <171, It =]
0

l f q Be )8 (I _-20-1)B X
e n(i-e )
0

1
H—>H 5

_ e*ZSB

oo, dsaz

H—H ||

Ayrica, (2.1.3), (2.1.4), (2.1.6) kestirimlerini ve Cg"l([O,l],H ) uzayinda norm tanimini

kullanarak

14



1

ds
J <M ||p(A) 1 — dA
741, I P U 2 (s) |f

cgo,1],H)

<M(5)j|’0( )|1 A)“df

c&(o,1],

m\'—‘

/\

c§(o1], 1)

elde edilir.

Ikinci olarak J; kestirimi alinir. Simdi, J; kestirimi yapilacakur. (2.1.3), (2.1.4),

(2.1.5), (2.1.6) kestirimlerini ve Cj, ([O, 1], H') uzayinda norm tanimini kullanarak

1
31, <lIPL, floclfcr ==y

H—H

0| =

||I _ e*ZSB

H—H

A
X %.(["Beu‘w (1—e20-0r) o Fe = £, dsda

=M@ I P s)(f_(lz_ . )))j O

c(o,1], H)
2

elde edilir.

(2@1-2))" 1 ¢

jl. s < I 2 (1 — /1)“ ds
o (1—-5)*(A-5)"1"2-1-s) A= 3 (A-s5)"(1-1+1-5)"
2¢ jl ds
CA4(1-A)° o (4— 5)
oldugundan
17 < M (52" I Ip(/l)l M(§)22 -2
H o (1 /1 c&o,1], H) c& o1} H

2

(SR

15



dir. J} ve J? birlestirilirse

M,(d)
a(l-a)

[/l <

[lo|ar)s

cgi(0.1]. 1)

elde edilir ve (2.1.2) sartindan

M, (5)
1751, Sm”f

c&(o,1],H)

dir. Simdi J, kestirimi alinir.

(Be =28 (1 — 72008 )(1 — 2% )\ £ (5) - f(A))dsdA,

~
B o—
I
~
ct— =
i)
~
N
N’
N | =
~
|
o
S
S
1
N e —

Ji= prwéf (Be =7 (1 =007 )1 = e ) £ ()~ £ (ADdsdd,
1 )

denirse J, = J, +J, yazilabilir. ik olarak J, igin kestirim alinr.

1

2
il <IPl,. L floaila -7
0

 [[Be -2 (1 = 21 )
A

H—H

1=e?| ()= £ (A, dsdA,

H%H|

Ayrica, (2.1.3), (2.1.4) ve (2.1.6) kestirimleri ve ng([O,l],H ) uzayinda norm

tanimindan

16



1

121, <@ Jlo] | —
01 A (l -

(1-s)"ds i

l) Sa(S ﬂ,)l a(2_ —ﬂ, csio L H
2 ! ds
B e ey o U TS
1
P+ ds
<SM( )J.,V (- 1) ;[(S_ﬂ)l—a cg o, m)
M s(0) ¢
0{( ﬂp(ﬁ,)|d/1||f cg(o,1], 1

bulunur. Son olarak J7 igin (2.1.3), (2.1.4) ve (2.1.6) kestirimleri ve CZ([0,1] H)

uzayida norm tanimina bagvurarak

H—H

1
22, <P flol]r =7
2

le||Be(sﬂ)B(I _ 2B X|

- e*“B||H%H | ()= £ (D), dsdA

H—-H ||

ds
< M(J)j|P(/1)|I 1 ﬁ, o a( 1)170, c& 0] H)
5
‘ Ip(ﬂ)l
SM(J).I[ 1o o1l 1
2
M(5)2 a2
= 0{( c& 0,1, H)
2
elde edilir. J, ve J; birlestirilerek
M (9) |
bl o s Pl gy

elde edilir. Burada, (2.1.2) sartindan

17



< M)
o(l-o)

|1

"f"Cg’l([O,l],H)

dir. H uzaymda J,, k=1,--,4 icin kestirimler birlestirilirse (2.1.13)’den Teorem

2.1.1 ispat1 tamamlanir.
2.2. Uygulamalar

Ik basta,

—u, —(a(x)u,) +ou=f(t,x),0<r<1,0<x<1,

u(t,0) = u(t,1), u (t,1) =u,(t,0),0<r <1, e

u(0,x) = @(x),u(l,x) = } P(Du(A,x)dA+y(x),0<x<1

eliptik denklemleri icin karisik sinir deger problemi diisiiniilir. Burada a(x)=a >0,
0 =sabit >0, a(l) =a(0), i¢in a(x), @(x), w(x) ve f(t,x) verilmis yeterince diizgiin
fonksiyonlardir. (2.2.1) problemi (2.1.2) sarti altinda calisilir. problem tek bir
u(t, x) ¢oziime sahiptir. Bu bize, (2.2.1) karisik sinir deger problemini H :Lz[O,l]

uzayinda (2.1.1) lokal olmayan sinir deger problemine indirgemeye izin verir. Burada,
(2.2.1) probleminde tanimlanmis A operatorii kendisine eslenik pozitif tanimli bir

operatordiir ve H = LZ[O,I] uzayinda normlar

1, =[J|f<x>|2dx} ,

WZZ[O,,]=(f|f(x)|2de +U fx(x)lzde +[j| fxx(x)|2de

0

|7

dir.

18



Teorem 2.2.1 (2.2.1) lokal olmayan sinir deger probleminin ¢éziimleri

e

c& (0,1, L,10,11) +”u c&(o,1,w0,11)
< M () ||f ]
T a(l-a) w10,1]

)+M(§)ﬁ|g0

¢ ([0,1],L,10,1) W210,1] + "'/’

koersif esitsizligini saglar. Burada M (5), [, x), ¢(x) ve w(x) den bagimsizdir.

Teorem 2.2.1’nin ispati Teorem 2.1.1 ve (2.2.1) problemi ile iiretilmis uzay

operatoriiniin simetri 6zellikleri kullanarak yapilir.

ikinci olarak, @ R"{x=(x,,-»x,): 0<x, <l,1<k <n}’de S s ile agik birim
kiip olsun, Q=0uU S dir. [0,1]x€ da ¢cok boyutlu eliptik denklem icin

n

—u, = 2(a,(u, ), = ft,x),0<1<], x=(x,...,x,) € Q,

r=1

u(0,) = P(0), u(l,x) = | P, x)dA+y(x), xe (22.2)
0

u(t,x)1_ =0,xe Q

Dirichlet-Bitsadze-Samarskii tipi karisik sinir deger problemi ele alinir. (2.2.2) problemi
(2.1.2) kabulii altinda calisihir. Problem diizgin @, (x)=2a>0 (xeQ), f(t,x)
(te (0,1), xe S_Z), o(x) ve w(x) fonksiyonlari i¢in tek bir diizgiin u(¢,x) ¢Oziimiine
sahiptir. Bu bize (2.2.2) Dirichlet-Bitsadze-Samarskii tipi karisik sinir deger problemini

H =L,(Q) Hilbert uzayinda kendisine eslenik pozitif tanimli A operatorlii,. (2.1.1)
lokal olmayan sinir deger problemine indirgemeye izin verir. Q kiimesinde tanimlanan
tiim integrallenebilen fonksiyonlar H = L,(Q) Hilbert uzay: olarak tanimlanir. Bu

uzayda normlar

L
2

1 ey = < [ oo Jiordy; <oy >

xeQ)

19



X!

o i

o, =10+ (

xeQ =l
dir.

Teorem 2.2.2 (2.2.2) lokal olmayan smir deger probleminin ¢o6ziimleri koersif

esitsizligini

Uleg (jo,11w2 ()

)
” c& [01 1,2(9) m¢|

a(l-o)

o) ¥

<

1

-

saglar. Burada M (5), f(,x), ¢(x) ve y(x) fonksiyonlara bagh degildir.
Teorem 2.2.2°nin ispat1 Teorem 2.1.1, (2.2.2) problemi ile iiretilmis uzay operatoriiniin
simetrik ozellikleri ve L, (Q)’de eliptik diferansiyel problemin ¢dziimii i¢in asagida

verilen koersif esitsizligi teoremine dayanir.

Teorem 2.2.3 Eliptik diferansiyel problemin ¢dziimleri icin

S (g, (0, ), =),xe Q,

u(x)=0, xe S
asagidaki koersif esitsizligi

"u"W::(a) sMI a)"Lz(ﬁ)

vardir (Sobolevskii 1975).
Ugﬁncﬁ olarak, Q R’"(x =(x,x,): 0<x, <L, 1<k < m)’de S sir ile acik birim

kiip olsun Q=QuUS dir. [O,I]XQ ’da cok boyutlu eliptik denklem icin (2.2.3) lokal

olmayan Bitsadze-Samarskii tipinde sinir deger problemi

20



m

—-u, — Z(a,(x)uX ) +1u=f(t,x),0<t<lL,x=(x,,x,)€ Q,
r=1 rlx
J —
u(0,x) = @(x),u(l, x) = Z_:lpju(/lj X)W (x),x€ Q,
' (2.2.3)
J
Z|pj|S1,0</?1 <---< A, <1,
j=l

_ du(t,x) _ 1 2 _
u(t, )1 _,=0,2:01 _ =0,5'US? =S

ele alimr. Burada a,(x), (xe Q), ¥ (x), ¢(x) (xe 5) ve f(t,x)(te (0,1), xe Q)
verilmis diizgiin fonksiyonlar ve a,(x)=a>0’dwr. 7 pozitif bir say1 ve ;1, Q’da
normal bir vektordiir. Diizgiin &, (x)=2a>0 (xe Q) f(t,x) (t€ (0,1), xe 5), o(x)
ve W (x) fonksiyonlari icin tek bir diizgiin u(z,x) ¢Oziimiine sahiptir. Bu bize (2.2.3)
Dirichlet-Bitsadze-Samarskii tipi karigtk simr deger problemini H = L,(Q) Hilbert
uzaymda Ozturk (2008) tezinde yer alan (3.1.1) lokal olmayan sinir deger problemine

indirgemeye firsat verir. Burada H =L,(Q) Hilbert uzayinda normlari yukarida

verildigi gibidir ve (2.2.3)’de tanmimlanan A operatorii pozitif tanimli kendisine

esleniktir.

Teorem 2.2.4 (2.2.3) lokal olmayan smir deger probleminin ¢o6ziimleri koersif

esitsizligini

o

csio,1], L@ +||u caolwi(o)

< M(0,4,,4,)
 al-o)

1

Wf(ﬁ)]

I calonh @)t Mm(/’ w@ T lw

saglar. Burada M (5), f(,x), ¢(x) ve y(x) fonksiyonlarina bagh degildir.
Teorem 2.2.4’iin ispat1 Ozturk (2008) tezinde yer alan Teorem 3.1 ve problem (2.2.3) ile

tiretilmis genellestirilen A operatér uzaymin simetrik Ozelliklerine ve asagidaki
L, (Q)’de eliptik diferansiyel problemin ¢6ziimii icin verilen koersif esitsizligi iizerine

verilen teoreme dayanir.

21



Teorem 2.2.5 Eliptik diferansiyel problemin ¢dziimleri i¢in

Z(a,(x)uxr ), +1u=a(x),x€ 5,
r=1

ou(t
uty)]_ =0,2405 ) o, 510s? =
on
asagidaki koersif esitsizligi
||u Wi < Ml a)IIL2@

vardir. Burada 7 pozitif bir say1 ve n S* nin normal vektoriidiir.
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3. ELIPTIiK FARK DENKLEMI iCIN INTEGRAL SARTLI BITSADZE-
SAMARSKIii LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMi

3.1. Birinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu bolimde (2.1.1) lokal olmayan sinir deger problemi fark problemi ile

iliskilendirilmistir. (2.1.1) diferansiyel problemi icin birinci mertebeden dogruluk fark

semast

_T%[ukﬂ —2u +u, 1+ Auy =@,

o, =f(t)t, =k, 1<k<N-1, Nt=1 (3.1.1)

N
Uy =P, Uy :JZ:]p(tj)”jT"'l//

kurulmustur. Lokal olmayan sinir deger problemini sadece zaman iizerindeki ayrisimi
(discreatization) calismasi1 eger degiskenler uzayinda diferansiyel operator A,

0<h<h, icin pozitif tammh kendisine eslenik A,, fark operatoriiyle yer
degistirilmesiyle H, Hilbert uzayinda uygulamada genel bir fark semalarina izin verir.

A kendisine eslenik pozitif tanimli operatér oldugu bilinmektedir (Sobolevskii 1969).
Tiim H uzayinda B =1(7A++/4A+7°A?) kendisine eslenik pozitif taniml operatordiir

ve R=(I+1B)"" .smirh bir operatordiir. (3.1.1) problemi

3 |ole, )z <1 (3.1.2)

sartinda c¢alisilacaktir. Burada, I birim operatordiir. Asagida ilerleyen kisimlarda

gerekli olacak bazi lemmalar verilecektir:
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Lemma 3.1.1 Kestirimler

1
—kA? k
e - R

M(d)T
< M@K go>,

)

<M (9),

H—H

H—H

|R],  <M(&)a+80)*, ke|BRY| < M(8),k=1,6>0, (3.1.3)

||Bﬂ(R"*’—R"1|HHH <MY 1<k<k+r<N,0<a,B<I1

(kT)'Z+ﬁ 9

gecerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004).

Lemma 3.1.2 H Hilbert uzayinda A pozitif operatdr olsun. Bu taktirde asagidaki

kestirim saglanir.
N-1 ) 1
Z]:||(1 “RRV| <M min(ln(;),l +7jin|B, _,, D (3.1.4)
=

burada M sabiti 7 ’dan bagimsizdir.

Ispat. (3.1.3) kestirimini kullanarak,

N-1 g d .
;"(I—R)R/ |, ., <M b mn <mm!

elde edilir. Ayrica (3.1.3) kullanarak

H—

[a-rRR™| <M min{%,r

Bl,... |

elde edilir.

Eger ||B||H_)H > N, ise
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N-1 N N-1 Nds 181, -0 ds
;”(I—R)Rf N <M J_];SMJ;T<M ! C<Min
dir. Eger ||B||H_)H <1, ise
N-1 - N-1
Z]:"(I_R)Rr ||H4>H <M : 11'||B||HHH <M,.
J= J=

M, sabitinden kiigiiktiir. Son olarak, eger 1<||B|, <N, ise

o
HBHH%H -1

N-1 . 1
=1 =1 1 o~ ], J
i
¢ ds
<M1+ [ =|<M+n|B|
s

dir. Boylece tiim durumlar i¢in

<M1+ ln|||B||H%H |)

H—H

N-1 )
Zla-mr"
Jj=1

kestirimi gecerlidir.

Lemma 3.1.3

p(t . )z'(l -R" )71 (RN‘j - RN”) operatdriiniin,

J

M=

I -

~.
I

N -1
K = (I— > ple)eli - RN RV - RNH))

J=1

25



tersine sahiptir ve (3.1.2) kabulii altinda
|K.|,_, <M©&)r (3.1.5)

kestirimi saglanir, burada M sabiti 7’dan bagimsizdir.

Ispat. (3.1.5) kestirimin ispati

(1=2Z)uu)> (1—ﬁ|p(rj )rJ(u,@ (3.1.6)

kestirimine dayanir. Burada,

7 p(tj )T(I _ R )—' (RN—j _RN+_/')

.Mz

Il
_-

J

dir. B ’nin spektral temsilini ve Cauchy esitsizligi kullanilarak,

K(I — RV ) (R — RN )u,u>

< H(I _ RV )‘1 (RN—_/' _ RNt )u

.,
H

2N\ ~(N—))
< (1—(1+§(2'A+\/4A+2'2A2)J ] ((1+%(¢'A+\/4A+12A2)J
r — -(N+j)
(14 2lasoarew) o, o, (.17
H—H

v\
< sup ‘(1—(1+§(w+\/4y+72ﬂzn J
65£,u<oo

-(N-j) -(N+j)
x[(1+g(z;u+\/4,u+rzlu2)j j—(1+g(w+\/4ﬂ+rzﬂ2)j j}

2
]
H
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IN

-(N-j) -2N
1+§(75;+ 455+725D sup (1_(1"'%(7/“"‘/4/“'12/‘2)) ]
52 <p1<o0
—2j
X 1—(1+§(r,u+w/4,u+2'2,u2)J J(u,u)

-(N-})
1+§(755 46" +725D (uyu) < (uyu)

IA

elde edilir. Bu takdirde, (3.1.7) kestirimi ve ticgen esitsizligi kullanilmasiyla,

<(I —Z)u,u> > <u,u>—|<Zu,u>| > <u,u>—ﬁ|p(tj XT(M,M> = (l—jzjmp(tj}zj(u,u)

Jj=1
elde edilir. Boylece (3.1.5) kestirimi saglandigindan Lemma 3.1.3 ispatlanmistir.

Teorem 3.1.1 Her @i 1<k<N-1 (3.1.1) probleminin ¢oziimii vardir ve asagidaki

formiil saglanir. 0 <k < N —1ligin

w, =(1 - R R =R )p+ (R - R Ju,,
—(RY* —R¥ N1+ B2 +7B) BT Y (RY - RV )W}

i=1

N-1 ) ‘
+(I+B)2I +B)" B (R"‘"“‘ — R )goir,

i=1

k=N i¢in

o= [l o= - o)

N-1
x(I+B)2I +B)" Y B (R~ R ™ )zt + (21 +B)" B (3.1.8)
J o . N-1 o N-1 N
x(I+) Y R pr+ > R™7pr-Y R o7 |+y |.
i=1 i=j+l i=1

dir.
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Ispat. ikinci mertebeden dogruluk fark semasinin

—Llup, —2u, +up 1+ Auy =@ ,1<k<N-1L,N7=1,

(3.1.9)
u, = @, u, verilmistir
bir ¢oziimii vardir ve asagidaki formiil
u, = (- Ry R = R*™*)p+ (R"* = RY* Ju,,
N-1
—(RM* RV Y1+ )2l +B) ' B Y (RN — RV )W} (3.1.10)
i=1

N-1 . )
+(I +TB)(2I +TB)—IB—1 Z(R‘k—l\fl _ Rk+z—1 )¢i7

i=1

saglanir. (3.1.10) formiilii ve

lokal olmayan sinir kosulunu kullanarak

Uy = ﬁ:/’(tj )T{(I—RZN)%{(R" —RZN’j)¢)+(RN*f _ RN+ )MN
=
_(RN

o RYINT+ )@ +B) BT Y (RY - RN )W}
i=1

j N-1 N-1
+(I+7/B)(2I+TB)IBI(ZR]11¢ZT+ z Ri_f1¢iT_ZR.f+il¢iTJ+l//

i=l i=j+1 i=1

elde edilir.

N
1= ple))r(I — R*V)™ (RV + RV

J=1

operatdriiniin bir K tersine sahip oldugundan
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Uy = K{Zp(ﬂ )T(I—RZN)_] {(Rj —R* )gp

—(R¥/ =R XI +B)2I +B) " B 2 (R — R )%T}

i=1

Jj-1 N-1 N-1
+(I+B)2I+1B)"' B (ZR“‘QT +> R pr— ZR””@TJ + 1//}

i=1 i=j i=1

formiililnden Teorem 3.1.1’in ispat1 tamamlanir.
Bu bolimde, F ([0,1]T,H ), @ ={¢k }fv_l Hilbert uzayinda degerleriyle ag (mesh)

fonksiyonlarinin olusturdugu lineer uzayidir.

107 Loy = 18 1941

(N =k)D)*((k+r)7)” 3
cdo.1],.1#) lsk;:—lrpSN—l (ro)* ”¢k+r P ”H

T T

4

@

c&0.1],.H) _|

N-1
1

normlu biitiin ¢° ={¢k} ag (mesh) fonksiyonlarinin uzaylart da C([O,l]T,H ) ve
c2(o,1].,H), 0 <a <1 Banach uzaylaridr.

(3.1.1), (3.2.1) ve (3.3.1) lokal olmayan sinir deger problemleri i¢in

T T

@

oo SMO [0 +lel, |

esitsizligi varsa F([0,1],, H) uzayinda kararhidir denir.
Teorem 3.1.2 (3.1.2) kabulii altinda (3.1.1) fark semasinin ¢6ziimleri

T

S G111

< M(5)[|

¢T

cdo.,1],.#)

kararlilik kestirimini saglar.
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Ispat.

e V0 | B T e (3.1.12)

(3.1.9) fark semasi ¢6ziimii icin ispatlanmistir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). Bu
takdirde, (3.1.11)’in ispat1 (3.1.12) ve

PR TIC | o I e

kestirimine dayanir. (3.1.8) formiilii ve (3.1.3), (3.1.5) kestirimleri kullanarak

o], <. M[ZIP Sda-wy), ],

HW”WLwWw ], e, o smens s,

e, Slr ], e, el

e vm) ), A

x[znw el SR, el e SR, el e+, }
<o 1oL+l

elde edilir. Buradan, Teorem 3.1.2’nin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.1.3 C([0,1] ,H) uzayinda (3.1.2) kabulii altinda (3.1.1) fark probleminin

¢Oziimii agsagidaki hemen hemen koersif esitsizligini saglar:

Hiau

<@ minftn L1+l o]

2 Nl
"{T (= 2u;, +u, )} ”

c(o,1],,H) c(o,1],

(3.1.13)
e, o, |

c(o,1],,
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ispat.

(3.1.9) sinir deger probleminin ¢dziimleri i¢in

"{7,"2 Uy, —2u, +u,_, )}fw1 " "{A Ui }1 ||C([0 1]

RN

c(o,1],,H)

(3.1.14)

H—H

<M (5)[min{ln L+ n| B
T

esitsizligin gecerliligi ispatlanmistir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). (3.1.3), (3.1.4),
(3.1.5) kestirimleri ve (3.1.8) formiilii kullanarak,

T

@

c(o,1],

|Au, ], SM(é‘)[min{ln%,l+|1n||B||H_)H|}| Al 1Ay, J (3.1.15)

ispatlanmalidir. (3.1.1) fark semasinin ¢oziimii i¢in (3.1.15) elde edilmelidir. (3.1.8)

formiiliiniin kullanilmasiyla ve A = B*R esitliginden
Auy, =J,+J,,

yazilir. Burada,

:Kr(ﬁp(fj)f(l—RzN)'l( R*" ’)A¢+AV/J (3.1.16)

J=1

vE

J,=K (ip(tj)r{(l —RYYM RV + RV N +1B)

T
Jj=1

N-1
xI+B)"BY (RY —R" g\ + (I + B)2I +B)" B (3.1.17)

i=1

1 N-1
(jZR’ I¢T+ZRI ‘p.T— ZR'iJri(DiTJJ

i=l1 i=j i=1

31



dir. Ispatin tamamlanabilmesi icin
[l s M©l|ad, +|Avi,] (3.1.18)
ve

T

@ (3.1.19)

cdo.1] .H)

. 1
11, <M@) m1n{1n;,l+|ln||B||H_>H |}

gosterilmelidir. (3.1.18) kestirimi, (3.1.16) formiilii ve (3.1.3), (3.1.5) kestirimlerinden
elde edilir. (3.1.17) formiiliinii (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) kestirimlerini ve (3.1.2) sartin1

kullanarak,

H*)H)

el |

N . .
by <1 S V=, (7 e
x|(1 +aB) 21 +aB)| S (- R)R*]

i=1

+[(r - R)RY

H—H

Ao, | Sli-rr, o],
i=1

N-1
F e el

N-1
e, + X[ -R)R"
i=1

H—H
i=j+1

T

. 1
< M(é')mln{ln;,l + |ln||B||H%H |} 9

cdo] ,m)

elde edilir. Son kestirim ve (3.1.8) kestirimi (3.1.15) kestirimini verir. Bu Teorem

3.1.3’u ispatlar.

Teorem 3.1.4 (3.1.2) kabulii ile (3.1.1) fark problemi CZ([0,1].,H) Holder uzayinda

asagidaki koersif esitsizligi

"{7_2 Wy —2u, +u, )}IN_I

)+||{Auk W

cg(o,],,H cg (o)., H)

(3.1.20)

T

@

SM((s){

+IIA¢IIH+IIA1//IIH}

cg o], 1)

1
a(l-o)
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gecerli olmasi halinde iyi konumlanmustir.

ispat.

R

"{772(141”1 —2u, +u,, )}IN

<M(9)

cg o,1],

4

c@,([o,l],,ﬂ)

(3.1.21)
+M SN A@Il, +1 Auy I, ]

T

c& (o], H)

1
a(l-a)

esitsizligi (3.1.9) fark semasinin ¢oziimii i¢in ispatlanmistir (Ashyralyev ve Sobolevskii

2004). Bu taktirde, (3.1.20)’nin ispat1 (3.1.21)’e ve

T

@

A, ], < M@

+ MO Apll, +1 Apll,]

coio.1],. H)

1
o(l-o)

kestirimine dayanir. Uggen esitsizligini (3.1.16) ve (3.1.17) formiillerini ve (3.1.18)

kestirimini uygulayarak
[y, <[], + ], <[7], +M @M A@H, +1 A,
elde edilir. Ispat1 tamamlamak icin

T

|72l <M~ (3.1.22)

¢ cgio],,H)

a)

oldugu gosterilmeli. (3.1.17) formiiliinii uygulayarak,

,0( )T([—RZN)_I{— (RN—j _ RN )T_Z(I—R)z

M=

=K

T

X TZ(RN l _RNH)(I_RZ)il(Q‘ _¢_j)

i=

+(_ (RN—j _ RN+ ))T—Z(I_R)z Z_: TZ(RN—i _RN+1')(I_R2)*1 ((0,» _¢j)

i=j+1

&
\

+(I-R™) (I -R)’ irz(Rj’i ~R™)1-R*) (g, ~9,)

i=1
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+(I-R*™)r2(I -R)? Z T’ (R"‘f' - Rf'”)(l -R’ )_1 (o, - %)

i=j+l

—(Rij —RN”)T%(I—R)Z iTZ(RN—i _RN+i)(I_R2)—1¢j

i=1

—(RN_j _RN+j)T—2(I_R)2 g TZ(RN—i _RN+i)(I—R2)_1¢j

i=j+1

O D Y LaEV ) ()
?;
i=1

i=j+

N-I o o . 4
FU=R") (=R Y, (R =R )1 - R?) %} =2
z=2
yazilir. Burada,

J; =K, ﬁ:p(t,)r(l R (RN =R-R*+ R )+ RV 1+ R-R' =R ))p,
j=l

J

73 =K, 3l et~k (- R) - RS R - RN+ RY (g~ )

=
_ 73, 3,2
=J3 U3,

B
7 =K Y ple )t =R (=R =RV )Y R =R K1+ R o, -, )

J=1

N

VSR I Y ) U CORI (S| (B ) 3y SRl (B 2) YRRl |

7 =K3 ple, )t =R (1= R - RY) Y. R (1= R Y1 +R) (o, - 0,)

— i=j+

j
_ g4l 4,2
=Jy +Jy,

5] v
73 =K Y ple ) =R =R -RY) Y RO =R K1+ R (0, - 9))

i=j+1
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fn " i=j+1

N ) N-1 o )

IR =K, Y ple,)ed -R*) N1 -R)1-R¥) Y R (I -R* )1+ R) (g, - 0,)
5

dir.

Her bir J)', m=2,--,4 i¢in ayr ayr kestirim alinir. J 22 ile baglanir. (3.1.3) ve (3.1.5)

kestirimlerinden

721, <l IIMZ|P e -7,

Jj=
o I RS AP L P
s P O e b T

<M(5)z|p 1) rmaxl |, <M(5)Z|p o]

cg o,1],,H)

elde edilir. (3.1.2) sartindan

2
J|_
||2H

cg (o], H)

elde edilir. Simdi, J;' kestirimi hesaplanir. (3.1.3), (3.1.5) ve C{ ([0,1],,H) uzayinda

norm tanimin kullanarak,

"JSl” _” H—>H Z|p XT”(I RZN) ||H~>H
o ) T W S W (RO R B 3

e f«- Do)

< M(5)%|p fjl & G—id((N=i)7) (jo)* ||¢T||Cg,([0,l],,H)
ﬁ} ( |
2 ol 4 J= ,
) R LA S L

elde edilir.
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1

N

o (U l)f)‘“

toplami, integral icin alt Darboux integral toplamindan

dir.

N

B
o, smors P

cg(o,1],,

elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan

2L

2], <M@ G Zlele N

cgol,, By

ulasilir. J 23‘2 kestirimi i¢in (3.1.3), (3.1.5) ve C,;([0,1],, H) uzaymda norm tanimindan

N
L P L (1 SO M Ol 2 DY
"oz
3 T TR W A RN R
~ \ (2z(v - ) .
= )][ZN]JMT; )7) (2N - j=i)r)* () (N =i)py« " Neidotlm
2
al |p(tj7 (N —j)o)* &= T ;
=M )% (N =)o (jo)* Z j=i)r) (N =j—i+N)r) " Nesdoalm
2
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elde edilir.

j-1

(0] l)T)”‘((N Jj—i+N)D)*

toplami integral icin alt Darboux integral toplamindan

(jr- s M- jr—s+1)*

dir.
i [a
0 ]T s NT JjT— S+NT 1 ]T'ZO JjT— S - Q’(JT)
oldugundan
3,2 2a T
"J ” <M(§)]_Z:}H|p X (]T)a(NT—jT)a(Z(jT)_a cg (o], H)
2

elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan,

3,2 6
bl < 5 ol

COI([O,IL,H)
bulunur. J;' ve J;* birlestirilerek
M) < .
”J;”H < 0((13— a);|p(t1‘17 14 cgido,1l, 1)



elde edilir. (3.1.2) sartindan

M ,(0)
i, < 22

csio,1],, H)

dir. Stradaki, J,"' kestirimi igin, (3.1.3), (3.1.5) ve Cg ([0,1],,H) uzaymda norm tanimi

kullanarak

2], <l IIMZIP da -, -7,

o L W G )
I o Nl
s 22 (i j)o) (N i) ,
| )F|p X i=j+l ((l J)T)(( _j)f)a(if)a((ZN_j_i)T)a 4 c& (0,1, #)
_M(5)2|,0 ] NT—]T) Nl T o ol

(V= j)o) (jo)* G- ) (N - j-i+N))"

N-1 1

oldugu goriiliir. Z — toplam1 I

— L]_a integrali i¢in alt Darboux integral
54 (G- ) i (s—j7)

toplamidir.

j ds - 1 j ds  _ (N7 - j7)*
wls—jr) N - jr-s) (Nt—jo)* 5 (s—jr)™"  aNT-j7)”

oldugundan

T

o et )e
4,1 5
bl sm@ % g

cgo1],,H)

elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan,
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e [£| ()l

2, <

cgdo,1],,H)

dir. Benzer sekilde J;’z icin (3.1.3), (3.1.5) kestirimlerini ve Cg,([0,1],,H) uzaymda

norm tanimini uygulayarak

27, <K -J.. Z ol et -r7],_ N -#],..,

S T N T )
=j+ N Nl ((l J) )(Z .
<M (9) j{ZNjJ ( 12’ ;} ((z J)T)(( ')z’)“(if)a cg(o,1].,H)
N ZJ}T Nl r
< M(§) Z T)a (.]T ll i=j+1 (l .])T Cal([o,l]r,H)

\.
]

w =
o
+
—_
/\
=

elde edilir.

N-1
T

i=j+1 ((l _j)T) e

toplami alt Darboux integral toplamindan

dir. Boylece
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ol )<

”J4 2” <M(3) [Z (j7)* a|¢T csi o, 1)
gosterilir. Alt Darboux integral toplamindan,
2(1 1
||J;’2||H = M(5) cio,1],,H)

3 e
),

dir. J;' ve J;°* kestirimleri birlesiminden

csion],, H)

. 2(1—1 22(1 N
R P e AL

elde edilir. (3.1.2) sartindan

M) | .
i, < 2

cgol,, By

dir. H uzayinda J.', m=2,--,4 icin kestirimler birlestirilerek (3.1.22) kestirimi elde

edilir. Boylece Teorem 3.1.4 ispatlanir.

Bu bolimde, Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4 i¢in uygulamalar

verilecektir. IIk olarak, (2.2.1) iki boyutlu eliptik denklem icin lokal olmayan sinir deger

problemi ele alinir. (2.2.1) probleminin ayrisimi (discretization) iki adimda incelenir. Ik

adimda grid uzay1
[0,1], ={x : x, =nh,0<n<M, Mh=1}

tanimlanir. [O,l]h , izerinde tanimh

lo"ll,, = (> lo"@]*w*,

xe[0,1],
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h _ h
'], =l

{ 2 ‘thj { ) W(x»x,,mr‘zhj

xe[0,1 ]h

M-1

normlarina sahip o" (x)= {(0,,}

n=l1

grid (ag) fonksiyonlarin olusturdugu L,, = L, ([0,1],)
uzay1 L, = Lz([O,l]h) Hilbert uzay1 tamitilir. (2.2.1) problemi ile iiretilmis diferansiyel
operator A icin @, =@,,, ¢, —¢, =@, —@,,_, sartlarim saglayan ¢"(x) :{% }:VH uzay

iizerindeki grid fonksiyon uzayinda
Alp" () =1 (a(0p,), +80, 1" (3.1.23)

formiiliiyle tanimlanan A; fark operatoriine atamir. L,, uzayinda A; kendisine eslenik

pozitif tammli operatdr olarak bilinir. A, operatorii yardimiyla sonsuz adi bir

diferansiyel denklem sistemi i¢in

— LD AN (1,20 = [ (0,), 0<1 <1, xe [0,1],,
(3.1.24)

u"(0,x) = " (x); u"(1,x) = } p(0)u" (1, x)dt +y" (x), xe [0,1],

lokal olmayan sinir deger problemi elde edilir.
Ikinci adimda, (3.1.24) birinci mertebeden dogruluk semasi (3.1.1)’e yerlestirildiginde

(2.2.1).ntimerik ¢oziimii i¢in asagidaki fark semast.

_ uﬁﬂ (1)7214//: (x)+ui.7,] (x)

2 +A:”: (x): (0:(36)’

T

¢,ﬁ’(x): f”(tk,x), t, =kt,1<k<N-1, Nt=l,xe [O,l]h, (3.1.25)

ug (x) =" (x); upy (x) = JZ:lp(tj )z'uj.'(x) +y'(x),xe [O,I]h
elde edilir.
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Teorem 3.1.5 7 ve h yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde, (3.1.2) sart1
altinda (3.1.25) fark semasinin ¢oziimii asagidaki kararlilik ve hemen hemen koersif

kestirimlerini saglar.

v h h
max "u ” < M (J)| max " +|| +||
1<k<N-1 k ( ) 1<k<N-1 ¢k Ly, l// Ly, ¢ Ly,

-2
max "2' (u,i'+1 —2u, +u,ﬁ'711 + max [u,
1k<N-1 L,, 1<k<N-1

W3, :|

Teorem 3.1.5’in ispatt L, uzayinda (3.1.23) formiiliinde tanimlanan A, fark

s

< M(5)[ T+|h| max "¢ ||L>,

1<k<N-1

operatdriiniin simetri 6zellikleri yani sira Teorem 3.1.3’e ve

h
Ly, =Ly,

min{lnl,1+ } <MIn—— ! (3.1.26)
T 7+|h|

kestirime dayanir.

Teorem 3.1.6 7 ve h yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu takdirde, (3.1.2) sarti

altinda (3.1.25) fark semasinin ¢oziimii koersif kestirimini

e

H{T_Z ”k+1 _2uk +uk 1)}N h

<M (5)@ ¢’

Con([o 1, W55)

{ }N]

¢ (0.1],L,,)

2
Wi

a(l )

cgio.l,., h)}

saglar.

Teorem 3.1.6'nin ispatt L, uzaymda (3.1.23) formiiliinde tamimmlanan A, fark

operatoriiniin simetri 6zellikleri ve Teorem 3.1.4’e dayanir.

Ikinci olarak Q, R”{x =(x,y-x,): O<x, <L, 1<k < n}’de S s ile agik birim

kiip olsun, Q=Qu S "dir. [0,1]xQ da ¢ok boyutlu eliptik denklem igin (2.2.2) lokal
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olmayan Bitsadze-Samarskii tipinde sinir deger problemi ele alimir. (2.2.2) problemi
(3.1.2) sarti altinda calgihr. Burada, 4, (x), (xe Q), W (x), @(x) (x€ Q)
f(t,x)(te (0,1), xe Q) diizgiin fonksiyonlar ve a,(x)=a >0 dir. (2.2.2) probleminin

ayrisinu (discretization) iki adimda gergeklesir. Ik adimda, grid kiimeleri

Qi ={x=x, =(hm - h,m, )m=(m, ,m,)0<

N,
WN, =lr=1ym}, Q, ng S, S.

m, <
QpN
olarak tanimlanir. Q, iizerinde tammlanan

“¢hHLM = (XEZE‘WI(X)‘Z}ZI b )2,

=

1/2
2
h] ...hmJ

1/2
: J (ZZ‘((P'(X))
Q) rel

.. ~le'l, +{ SN ).

normlarina sahip @"(x)={@(hm,,-wh, m )} grid (ag) fonksiyonlarm olusturdugu
L, = LZ,JQ 0 ) ve W, :Wz,iiQ 0 ) Hilbert uzaylar tamtilir. A diferansiyel operatorii

problem (2.2.2) tarafindan iiretilen u"(x) =0 sartlarin1 saglayan tiim xe S , i¢in u"(x),

uzay iizerindeki grid fonksiyonlari
Afu"(x)==X(a,(xu"), | (3.1.27)
r=1 X, rr

formiiliiyle tanimlanan A; fark operatoriine atanir. L,, uzayinda A; kendisine eslenik

pozitif taniml1 operatér olarak bilinir. A; operatoriiniin yardimiyla
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2 h
- A" (h,x) = [ (1,x), 0<1 <1, x€ Q)

(3.1.28)
u"(0,x) = 9" (x); u"(1,x) = } o(t)u" (1, x)dt + " (x), xe Q,
0

sonsuz adi diferansiyel denklemler icin lokal olmayan sinir deger problemi elde edilir.
Ikinci adimda, (3.1.28) problemi (3.1.1) fark semasina yerlestirilerek (2.2.2) niimerik

cOzlimleri i¢in asagidaki fark semasi elde edilir.

st gl ()= ol (0,
ol (x)=f"(t,,x), t, =kT,1<k<N-1, Nt=1,xe Q,,

_ (3.1.29)
ué’ (X)=0"(x);xe Qi

u]'\’, (x)= %p(tj )m?(x)+ v (x),xe Q.

Teorem 3.1.7 7 ve |hl=+/hl +..+h’ yeterince kii¢iik pozitif sayilar olsun. (3.1.2)

sart1 altinda (3.1.29) fark semasinin ¢6ziimii kararlilik kestirimini

max “u .
ISk<N-1

Ly, :|

h h h
. <M maxfot], o], +lo
saglar.

Teorem 3.1.7°nin ispati L,, uzayinda (3.1.27) formiiliinde tamimlanan A, fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve Teorem 3.1.2°ye dayanur.
Teorem 3.1.8 7 ve h yeterince kiigiik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde (3.1.2) kabulu

altinda (3.1.29) fark semasmin ¢oziimii asagidaki koersif kestirimini hemen hemen

saglar.
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=2, h h h h
max ”1 (u —2u, +u X + max "u ”
I<k<N-I ki Tk L, kel K llwg,
<M @) m—— max|of| +[o"|  +[p’] . |
T+ |h| 1<kn-1l" KL, W3, w3,

Teorem 3.1.8’in ispat1 Teorem 3.1.3 ve (3.1.26) kestirimi, L,, uzayinda A, (3.1.27)
formiiliinde tanimlanan fark operatoriiniin simetri dzelliklerine ve L,, uzayinda eliptik

fark probleminin ¢oziimii icin koersif esitsizligi lizerine verilmis asagidaki teoreme

dayanr.

Teorem 3.1.9

A,fuh(x) =w"(x),xe Q,,

u"(x)=0,xe S,

eliptik fark probleminin ¢éziimleri i¢in asagidaki koersif esitsizligi

h

u"] . <M @)1,

W3,
gecerlidir (Sobolevskii 1975).

Teorem 3.1.10 7 ve |h| yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde (3.1.2) sart1

altinda (3.1.29) fark semasinin ¢oziimii

e ey — 20t +ut B 3
ca(0.1],,L,,) cgio,1],,w5)
\ 1 N-1
= M(é‘)ﬂ v W3, +||y/h W3 " a(l-o) H{(D: }1 C&([0,1]1L2/1):|

koersif kararlilik kestirimini saglar.

Teorem 3.1.10’nun ispatt L,, uzaymda (3.1.27) formiilinde tamimlanan A, fark

operatOriiniin simetri 6zelliklerine ve L,, uzayinda eliptik fark denkleminin ¢oziimii
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icin koersif esitsizligi {izerine verilen Teorem 3.1.9 ve Teorem 3.1.4’e dayanir

Ugiincii olarak Q, R’"(x =(x,5x,): 0<x, <L 1<k< m)’de S sinir ile agik birim
kiip olsun. Q=QuS dir. Simdi, [O,I]XQ "da (2.2.3) cok boyutlu eliptik denklem icin
lokal olmayan Bitsadze-Samarskii tipinde sinir deger problemi ele alimir. Burada,
a,(x), (xe Q), y(x), p(x) (xe ﬁ) ve f(t,x) (te (0,1), xe Q) verilmis diizgiin
fonksiyonlar ve a,(x)=a>0’dir. 77 pozitif bir say1 ve n Q’da normal vektordiir.

(2.2.3) probleminin ayrisimi (discretization) iki adimda gerceklesir. ilk adimda, grid

kiumeleri

Qi ={x=x, =(my-h,m, ),m=(m1, ceym, ), 0<m <N,,hN, =1r=1-,mj

Q, =QiNQ, S, =08, r=1,2

olarak tanimlanmir. L, =1L, (Q_h) ve th :Wf (Q_h) uzaylarinda Q; iizerinde

tanimlanan  @"(x) ={@(hm,y--»h,m )} grid fonksiyonlaridir. Normlari uygulama
kismindaki ilk Ornekte verildigi gibidir. A diferansiyel operatorii problem (2.2.3)

tarafindan iiretilen u"(x)=0 sartlarim saglayan tim xe S, ve D,u"(x)=0 tim

xe S, icin u"(x), uzay iizerindeki grid fonksiyonlari

m

Afu'(x) = —Z(ar(x)u"_ j +7u” (x) (3.1.30)

r=1

formiiliiyle davranan A; fark operatoriine atamir. Burada, D,u”(x) %’nin bir

n

yaklasgmmidir. L,, =L, (Q h) uzaymda A, kendisine eslenik pozitif tanimli operatordiir

A, operatoriiniin yardimiyla
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2 h
D A" (%) = [ (1,x), 0< 1< 1, x€ Q,,

J J—
u"(0,x)=@"(x); u"(1,x) = ijuh (ﬂj,x)+ w"(x), xe Qu, (3.1.31)

Jj=l

ZJ:|,0J.|S1,O</11<~~</1J <1
j=1

sonsuz adi diferansiyel denklemler icin lokal olmayan problem elde edilir.
Ikinci adimda, (3.1.31) problemi (3.1.1) birinci mertebeden dogruluk fark semasindan

asagidaki fark semasi elde edilir.
A ) gy () = g ()
¢,f(x) = fh(tk,x), t, =kt,1<k<N-1, Nt=lLxe Q,,

— 3.1.32
ué’ (X)= 0" (x);xe Qi ( )

T

N(x)_ ZP u[ }(x)'i_l//h(x)’xe 'Q'h

Teorem 3.1.11 7 ve | k| yeterince kiiciik pozitif sayilardir. Bu taktirde (3.1.32) fark

semasinin ¢oziimii asagidaki kararlilik ve hemen hemen koersif kararlilik kestirimlerini

saglar.

ek, L sl ey, b
[0 1 ) C([Osl]rs Lzh)
h h )N
Uy —2uk +u,, ‘ V-1
{ 7’ } e clo.,. ws)
U lle(oal,, o)
<M, (5) |o" H -
){"(0 7 +Ih|{ } o] ) |

Burada, M, ve M, , 1<k<N-1’de 7, h, w"(x), ¢"(x) ve @!(x) den bagimsizdir.
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Teorem 3.1.12 7 ve | k| yeterince kiigiik pozitif sayilar olsun. Bu takdirde, (3.1.32)

fark semasinin ¢6ziimii asagidaki koersif kararlilik kestirimini saglar.

)

2

”k+1 _2uk +uk 1
T

, cgi (oL, w3

c& (10,11, Lyy)

M (8,454, ){”(p”

‘{ h }N -1

!

¢ (0,11, ln,)}

W a(l a)‘

M,, 7, h, v"(x),9"(x) ve 1<k <N -1 igin ¢): (x) ’den bagimsizdir.
Teorem 3.1.11 ve 3.1.12°nin ispat1 (3.1.30) formiiliinde tanimlanan A, operatoriin

simetri Ozelliklerine (3.1.32) birinci mertebeden dogruluk fark semasina ve

L,,uzayinda eliptik fark denkleminin ¢oziimleri i¢in koersif esitsizligi iizerindeki

asagidaki teoreme dayanur.

Teorem 3.1.13 Eliptik fark probleminin ¢6ziimii i¢in

Atu"(x) = 0" (x), x € Q,,
W) | sy = 0.Du"() |z = 0.5, USE =S,

asagidaki koersif esitsizligi saglanir:

m
2NNz 0 < Malloll,,,

r=1

burada M,, h ve ®" (x) den bagimsizdir.
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3.2. ikinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu bolimde, (2.1.1) lokal olmayan smir deger problemi fark problemi ile
iliskilendirilmistir. (2.1.1) diferansiyel problemi icin ikinci mertebeden dogruluk fark

semast

_ﬁ[“kﬂ = 2uy +u 1+ Auy = @,

¢k:f(tk), kakT,lSkSN_l’ Nz=1 (321)

ujtu

N
Uy =@, Uy :jz_lp(tj_%)( 2 )T'H//

kurulmugtur. Tiim H uzayinda B=5(A++4A+ 7?A%) kendisine eslenik pozitif

tanimli operatdrdiir ve R = (I +7B)”" smrh operatordiir. (3.2.1) problemi

“lz<i (3.2.2)

sartinda calisilacaktir. Burada, I birim operatordiir. Asagida ilerleyen kisimlarda

gerekli olacak lemma verilir.

Lemma 3.2.1

N
T\z 2N\~ pN-j N+j N—jt+1 Ntj—1
1_;’)(”_5 L(— RN) (VT — RV 4 RV — RV
=
operatoriiniin
N -1
_ T\t 2N\~ pN=j N+j N—j+1 Netj—1
S, = <I—;p(tj—§)5(I—R )" (RN — R 1 RN+ — RN )>
=
tersine sahiptir ve asagidaki kestirim (3.2.2) kabulu altinda
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IS, M) (3.2.3)

saglanir, ve burada M sabiti 7’dan bagimsizdir.

Ispat. (3.2.3) kestiriminin ispat1

(1= L) 2 (1 = p(tj _ %)TJ(M,M} (3.2.4)

kestirimine dayanir. Burada,

L= ﬁ:p(tj —gj%(I_RZN)l(RN—j — RN*I 4 RN-i —RN+H)

Jj=1

dir. B spektral temsilini ve Cauchy esitsizligi kullanilarak,

.

H
",
. 2N \7! | . -(n-j)
< [1—(1 +E(u4+\/4A+rzA2 )j J 5[(1+§(m+\/4A+12A2 )j
. ~(v+)) - ~(N=j1)
—(1+E(z4+\/4A+72A2 )J +(1 +§(7A+\/4A+2'2A2 )j

—(N+j-1)
—(1+§(54+\/4A+72A2 )J J

< (I_RZN )—1 (RN—j _RN+j +RN—j+1 _RN+J~_1 )u

e, el
—H

H
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-1

1
<— su
> p

-2N
* {1_(1+;(w+m)j J
62 << ) ) i _(ve))
X (1+2(T,u+ 4,u+¢2ﬂ2)j _(1+2(w+m)j J
—(N=j+1) ~(N+j-1
(R a7 R (Y A
-(N-j)
S(1+;(ré‘5+\/m)] / % sup
52 <<
Y
x(l—[l+;(w+ 4,u+z'2,uz)j /
1 —2j-1
O e I (e [
~(N-j)
S(1+;(T§§+mn j(u,u>£<u,u>

el
u H

(l_(lJr;(Tﬂer)j'zNJ'

o

(3.2.5)

elde edilir. Bu takdirde, (3.2.5) kestirimi ve iicgen esitsizligi kullanilmasiyla,

bulunur. Boylece (3.2.3) kestirimi saglandigindan Lemma 3.2.1 ispatlanir.

Teorem 3.2.1 Her @« 1<k <N —1 i¢in (3.2.1) probleminin ¢oziimii vardir ve asagidaki

formiil saglanir. k =0,---, N —1, i¢in

w, =1 - Ry R =R ™)+ (R = R" )u,,
—(RN* — R¥*)(1 + B) 21 +B) ' B S (RN—lfi _RN71+i) -
( )1 +2B) > ¢
N-1 . -
+(1+mB)2I+B)"' B Z(R‘k_"_1 — R )(p,.z'

i=1
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k = Nigin

0 (Zp(t __j [{(1 Ry ( J_RAN-i 4 it _RZN—.f+1)¢
—(NIiN J_ RN+ 4 RN _ RNt 1)(I+z'B)(21+z'B)’1 (3.2.6)
x 3 B (R - RN )W} +(1+mB)2I +B)" B

i=1

N-1
Xz(R\.HH _ R 4 R\_/—l—z\—l _ Ri*2 )QT} + I/IJ

i=1
dir.

Ispat. (3.1.9) ikinci mertebeden dogruluk fark semasinin (3.1.10) ¢oziimii vardir.
(3.1.10) formiilii ve

lokal olmayan sinir sartindan

Uy :(]—ZN:p([A _ZJZ(I—RZN )—1 (RN—j _ RN+ RN-iH _ RN+ )Jl

J=1

X(Zp[t - [{(] RZN) {( _ R2N-J 4 RN _ RAN- ]+1)¢

Jj=l

(RN i _ RN+I 4 RN-H1 _ pN+i- 1)(1_'_13)(21_’_13) B*lZ(RN i _ pN 1+z)¢7}

i=l1

N-1
+(I+B)2l+B)' By (R = gt 4 R g2 )W} + y/J

i=1

elde edilir.

N
I— Zp(tf _ % %(I_RZN)’I(RN—j _ R4 4 RN RN
=1
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operatdriiniin S, bir tersine sahip oldugundan

A
j=l

-1
_(RN,_,- _ RNHI L RNt _ g+l )(I +TB)(21 +B)"' B NZ(RNflfi _RN1+i)¢i,z.}

i=1

N-l .. Lo . . Lo
n (I+TB)(2I+TB)713712(R‘HH _ Rt 4 Rlin-i _ gz )Q‘T]"WJ

i=l1
formiililnden Teorem 3.2.1 ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.2.2 (3.2.1) fark semasinin ¢oziimii (3.2.2) sart1 altinda,

T

u o < M(§)[ Q

e 7 6.27)

kararlilik kestirimini saglar.
Ispat.

T

< M(é‘)[ oo+l +||uN||H} (3.2.8)

cdo,1],.#)

kararlilik kestirimi (3.1.9) fark semasi ¢oziimii icin ispatlanmistir (Ashyralyev ve

Sobolevskii 2004). Bu taktirde, (3.2.7) in ispat1 (3.2.8) ve

PR TIC | o I e

kestirimine dayanir. (3.2.6) formiilii ve (3.1.3), (3.2.3) kestirimleri kullanarak
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N
b O 2 TR o L

T ol PO e P P o
8 G PR PR L W R T P
Sl e, el o], e,

j—1

% e j-! o v
;r"RJ i 1||H—>H ||(pi||H +;7||RJ i 2”H_W ||¢i||H +;T“R’ j 2||1-1_>H ”%"H
N-1 - e Nl
S, el S, el S, el [,
c(o,1],, 1) +||¢||H +||W||H}

< M1(5)[

X

7\

R+ R+

¢T
elde edilir. Boylece, Teorem 3.2.2 ispati tamamlanir.

Teorem 3.2.3 C([0,1] ,H) uzayinda (3.2.2) sarti altinda (3.2.1) fark probleminin

¢Ozimii

+iaw]

< M(5){min{lnl,l +|in|B]
T

”{T_2 (s —2u, +”k71)}1N_

1
”cdo,l],,H) c([o,1],, 1)

llo

T

+lael, +avl, |

H—>H| c(o,1],,H)

hemen hemen koersif esitsizligini saglar.
Ispat.

(3.1.9) sinir deger probleminin ¢oziimleri icin asagidaki esitsizligin gecerliligi

-2 N-1 N
”{T (u"“ 2uk+uk71)}1 ||C([0,1]T,H)+||{Auk}l ||C([(),l]r,H)

} ¢ co,1],,H) +||A¢||H +||AMN||H:|

T

< M(5){min{lnl,l +|in|B]
T

H—>H|

ispatlanmistir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). (3.2.3), (3.1.3) kestirimleri ve (3.1.6)

formiilii kullanarak (3.2.1) fark semasinin ¢oziimii i¢in,
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T

@

cdo.1],. #)

|Au, |, < M(é‘)(min{lnl,l +[n|B],, .., |} +|Ag], +1 Ay, J (3.2.9)
T

elde edilmeli. (3.2.6) formiilii ve A = B’R , esitliginden
Auy =J,+J,

dir. Burada,

J = S{Zp(tj —9%(1 R (R =R+ R R )Ap+ Ay)  (3.2.10)

J=1

J, = ST(ZN:p(tj —gjg[([_RZN)—]{_ (RN—j _ RN+ 4 pN-iH _RN+j_])
j=1

x(I+7B)(21 +7B)" Y B(R" — R** )W} +(I +7B)(2I +7B)"

i=l1

i o (3.2.11)
x3 B(I +R)R" ~ R gz
i=l1
N-1
+(I +B)(2I +1B)™ (Z B(R™ — R/ + R — R/ )WJD
i=j
dir. Ispatin tamamlanabilmesi icin
|4, <M @i|ag], +]Avi, (3.2.12)
ve
[ .
|7,], <M (S) mln{ln;,1+ in|B],_,, |} oo (3.2.13)

gosterilmelidir. (3.2.12) kestirimi, (3.2.10) formiilii ve (3.1.3), (3.2.3) kestirimlerinden
elde edilir. (3.2.11) formiilii, (3.1.3), (3.1.4), (3.2.3) kestirimlerini ve (3.2.2) sartini
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kullanarak,

H—H

ol <l5cof Sl -2l -0, e, ol

+ ||RN i + ||RN“ - ||(1 +B)(2I +1B) ||H%H

H—>H

% Nzl (“(1 —R)R 1||H%H + ||(1 — R)RV+" lol., } + ||(1 +7B)(2I +B)™ ||H%H
i=1

H—)H)

(Sl o, -
i=1 i=j

j-1 N N-1 o
+§WI—RR””LMJ¢H+§N’—RRW”hM,

[ZMI Qe ol + 30w

Jj+l i=j+1

lol, +ja+Bars)y],_,

w12

(1—R)R™

S, ol - wiee |Mn«»fnﬁm
i+ T

T

< M(§)min{ln—s1+|ln||B||H»H |} 4
T

c(o,1] ,H)

elde edilir. (3.2.9) kestirimi, (3.2.12) ve (3.2.13) kestirimlerinden saglanir. Bdylece

Teorem 3.2.3 ispatlanir.

Teorem 3.2.4 (3.2.1) fark problemi Cg ([O, l]T,H ) Holder uzayinda (3.2.2) sart1 altinda

iyl konumlanmistir ve asagidaki koersif esitsizligini saglar;

Hau],

) N-1
”{T (= 2w +u, )} "

¢ (o,1],, H) ¢ o,1],

o) —= LAoll +1 Al (3.2.14)
< . |
=M@ a(l-o) ¢ Cr’)’l([o,l],,H)+ ol + vy,
iSpat.
||{T‘2(Mk+1 —2u, +u,_ 1)}fv—1||c —_ +||{Auk}{v_l||cr’)”l([0,1]“[_1)
(3.2.15)
MO i~ (1 Q) ”¢ "c & (0.1],. 1) +MO)NA@I,, +11 Auy 1, ]
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esitsizligi (3.1.9) fark semasinin ¢oziimil icin ispatlanmistir (Ashyralyev ve Sobolevskii

2004). Bu taktirde , (3.2.14)’niin ispat1 (3.2.15)’e ve

1
a(l-a)

T

||AuN||H <M (5)

Q +M@O)MA@l, +1 Ay, ]

cso,],, 1)

kestirimine baghdir. (3.2.10), (3.2.11) formiillerini ve {icgen esitsizliginin

uygulanmasiyla ve (3.2.12) kestiriminden
||AuN||H < ||J1||H +||J2||H < ||J2||H +MO)A@ll, +I1 Ay, ]
elde edilir. Ispat1 tamamlamak icin

1
a(l-a)

T

(3.2.16)

[Vl <M ¢

cio,1],,H)

oldugunu gostermek yeterlidir. (3.2.11) formiiliinii uygulayarak,

J, = Sr(ip(tj _gj%{(l_RzN )—1{_ (RN—j _ RN+ 4 pN-it _ g+l )T_Z(I—R)z
Jj=1

xirz(RN‘i R )1 =R (= f,)+ ((RY = RY 4 Y4 V)
= N-I
xt2(I-R)* Y. (R - R )1 -R*) (0.~ 9,)
= I . . iy ey -1
+(I-RM) 2 (1-R? Y 2 (R =R + R R )1-R*) (9, - ))
i=1
+(I-R™)c2(I-R)? sz PRV —RM R RN 1-R*) 9, - 0,)
i=j+1 -
_(RN—j _ RNt g RN _ pN+ )T_Z(I—R)z JZIZTZ(RN—i _RN+i)(I _Rz)—' 0,
i=1
—(RN_j _ RN+ 4 RN-i+1 _ pN+jl )T_Z(I—R)z 4NZ112_2(RN—,‘ _RN+i)(I_R2)—1 0,
- =t
+(]—R2N)T_2(I—R)2 jzllfz(Rj_i _ Rt 4RI _Rj+i—1)(I_R2)—l¢j
i=1
+(1—R2N)T_2(I—R)2 Ai Z_Z(Ri—j _ R 4 R _Rj+i_])(1_R2)_1§0_,}:Z4:J§

i=j+1
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dir. Burada

=K Zp( ~——)—(1 R*™MI-R)I+R)"
) (14 RRY 4 RV RN RN 4RI RI2 ) 2R g,

J

—K N . T Z(I_RQN)_l(I_R)(I+R)R—1(I_R2N—2j+l)
- ‘L'Z]p j )
J=

SRR NI+ R (g, — )= 13+ 157,
i=1

B

T\T _ _ 0t
7 :KT;p(tj —EJE(I—RZN) (I =RXI+R)R™ (1 - R?2")
j—1
<SR =R N1 +R) (g, - 0,
i=l1
3,2 _ - _T\T o pany-i( “1f7 _ paN-2j+
J —KT'[ZN:Ip(tj 2)2(1 R (I-RXI+R)R™(I-R )
=5

xZRf (1-rR*Y1+R) (9, - 9,).

=K Zp( -——J—(I R¥Y (1= RN+ R -R*) S R (1 - R*)
x(I+R) g, —p,)= 13" + 157, o

H
JH = KZP( ) 1-R*) (1 -RXI + BRI -R*")

X ZR‘J(I R )1+R) (g, -9,)

i=j+1

42 _ _T\T o pona-i(y L _ p2j-l
J —KTAZ p[rj 2JZ(I R (1-RXI+R)1 - R¥V™)

N-1

xSRI -R* 1+ R) (g, - 0,)

i=j+1
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yazilir. Her bir JJ', m=2,--4 igin ayri ayn kestirimler hesaplamr. SirasiylaJ; ile

baslanirsa (3.1.3) ve (3.2.3) kestirimlerinden

b, <x. ||H,z\pit —;j\;lla R”) b=tk

Q|I+R|| |R2N j 1” 2N+/ 1 2N+]
H—->H
ul L P +|| T .

H—>H H—>H H—>H )-]¢J H

<M (5)Z‘p(t ——j‘—max”gpj” <M (5)2‘,0(; __j‘_ @

2)2

T

(o1l 1)
elde edilir. (3.2.2) sartindan

2
J <
" 2l

cgo.1].. 1)

dir. Simdi, J, > kestirimi hesaplanir. (3.1.3), (3.2.3) ve Cg ([0,1],,H) uzayinda norm

tanimin1 kullanarak,

N

{E} T\7T
o)

3, <1& e 2

J=

ij_l:”RH (I _RZN—ZjH)(I _Rm

T
Yo,

|(I_R2N) 1

||H%H

|I - R ||H—>H ||R71 || ||¢' —9; ||H

H—>1—1| H—H

e

cgio,1,,H)

m |( )
pt.—lf Jj-1 T :
37 oG 1 e

elde edilir.

Jj-1

2

T
i=1 ((/ - i)T)l_a
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toplamu, alt Darboux integral toplamindan

oldugundan

] .
o, sy Pl

cgo,1],,H)

elde edilir. Alt Darboux integral toplamindan

-

2

j:

T

e, <me

=3t

dir. J 3'2 kestirimi i¢in (3.1.3), (3.2.3) ve C,;([0,1],, H) uzaymda norm tanimindan

o)

3,2
727, <IK. >
H—>H
_[ﬁ "
ap

inRJ— R2N—2j+l)(l _RM
<M ()) ZN: p(tj—%j

& 2z(N-j+D)”

((j—i)|)( ((2N (z+1) 7)" ()jr)“((N—i)r)“
v plt, =2 2N - j+1)0)”
<M

( )% ((N—J')T)“(jf)“

cgio,1],,H)

||H~>H

&Y lo.~#.,

H—H || H—->H || ||H%H

T

2

T

X

cgo],,H)

= (-0 (V= j-i+N+1)z)"

T

cgio,1],,H)

elde edilir.
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Jj-1
T

= ((-D)"(N-j—i+N+1)r)"

toplami integral icin alt Darboux integral toplamindan

Jf ds
o (jr—s)"“(Nt—jr—s+7+N7)*
dir.
it jt
J- ds < 1 J- ds1 < M
o jr—5)""(Nt—jr—s+Nt+1) (Nr—jr+7)" ¢ (jr—s)" a(jn)”
oldugundan

2(1
(o) “(Nt—jr+7) a(jr)”

T

), <m@ ¥

sl

(o3
LU

elde edilir. Integraller igin alt Darboux integral toplami,

cg (o], 7

’ M(§)22 -2 N .
||J232||H ST ) ZN: p( J 2)‘ ¢ cg o1, H)
5l
verir. J;' ve J;? birlestirilerek
M., (0) & T .
||J23||H < a/(17_ (Z); p(t-f _Ej 44 cgo,1],,H)

elde edilir. (3.2.2) sartindan
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cso,1,, H)

M ,(0)
i, 22

bulunur. Benzer sekilde J ;’1 kestirimi i¢in, (3.1.3), (3.2.3) ve C,;([0,1],,H) uzayinda

norm tanimini kullanarak

H
"J;’l"H < "K ”H%H Z‘ / _zj z _RZN )71||H—>H "I _Rz.H”H—w
<3[R =R N =R), oo,
i=j+1
N
B (t -ZJ :
= L7252
2°(li= j)e)* Nz —iz)" ‘
“ 2 A - e G (N - eF s
dir. Toplam
N-1
T
;1 (G
integral icin j — alt Darboux integral toplamdir.
jt (S - .]T)
j ds < 1 j- ds
e (s=jo) s @N = jr=s) (N7 jo) (i) 5 (s = jz) ™

oldugundan

o], w3 Pl

= ﬁ” ||c & (0,1],,
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elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan,

N
0 M@z ’
”J,j 1||H < W; ,U[tj _%j‘f 4 c& (0,11, H)

dir. Son olarak, J;’zigin (3.1.3), (3.2.3) ve Cy([0,1],,H) uzayinda norm tanimi

kullanilarak

o .
e, <1l ‘p(tj —%)%"(1_ Rl fi-r]
o
X ig;l "R'-J (1= RV2)(1 - R)”H%H ”% - ¢j||H
N N-1 .o\
<M(S ,_Ejl (i~ j)7) .
- )1=%:}+1 p(t] 2 i=j+ ((l - J)T)((N - i)T)a (iz’)a cgo,],,H)
N p(t. — N-1 ]
<M@©) Y Pl i? Y e o

AT e el

elde edilir.

N-1

T
2

i=j+1

toplami alt Darboux integral toplamindan

dir. Boylece
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e, w3 120

ﬁ}rl
2

(jf)“a c& (o], H)

bulunur. integral igin alt Darboux integral toplamindan,

] sm@ -2y "’("ZW
H a(l-a) )

cé o], H)
k]
elde edilir. J,"' ve J,? kestirimleri birlesiminden
20{—2 22(1—1 T
4 T
”J2 ||H < M((f)[ a(l _ 0{) t a(l— (Z)J; p(tj _Ej‘ Z-| 4 cé(lo,1),,H)

dir. (3.2.2) sartindan

T

’ M;(9)
21, 5m|

cgol,, By

m

bulunur. A uzaymda J)', m =2, --,4 icin kestirimler birlestirilerek (3.2.16) kestirimi
elde edilir. Boylece Teorem 3.2.4 ispatlanr.

Bu boliimde, Teorem3.2.2, Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4 i¢in uygulamalar verilecektir.
[k olarak, (2.2.1) iki boyutlu eliptik denklem icin lokal olmayan simir deger problemi
ele alimr. (2.2.1) probleminin ayrigimi iki adimda incelenir. ilk adim, 3.1.in
uygulamalar kismindaki birinci adimla aynmidir. Boylece, ikinci adimda (3.1.24) lokal
olmayan sinir deger problemi (3.2.1) dogruluk fark semasina yerlestirerek, (2.2.1)’nin

niimerik ¢oziimleri icin fark semasi
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h h h
1y oy (X)=2u; (x)+uy_ (x) x . h _ Aah
—— 2 : + Ah Uy (X) - ¢k (X),

ol (x)= f"(t,,x), 1, =kt, 1<k <N-1, Nc=1,x€[0,1],, (3.2.17)

ut (x)+uly (x)

(0= 9" (0 (0= 2 ple, — ) L5 Y (. xe o1,

elde edilir.

Teorem 3.2.5 7 ve h yeterince kii¢iik pozitif sayilar olsun. (3.2.2) sart1 altinda (3.2.17)

fark semasinin ¢6ziimii asagidaki kararlilik

max "u .
I<k<N-1

Ly, :|

, <M (6)[ max [pf| +[y] +[e"

ISk<SN-1
ve

max ”7‘2 (!, —2u +u" 1| + max ”(u,’j]

1<k<N-1 L,, 1Sk<N-1 w2
2h
<M(8)| In-t; max |or| - +[e"| . +|y"
( )[ it G | Pell,,, TP Mz, TV s,

hemen hemen koersif kestirimlerini saglar.
Teorem 3.2.5’in ispatt L,,uzayinda (3.1.23) formiiliinde tanimlanan A, fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerinin yani sira Teorem 3.2.3’e ve kestirim (3.1.26)’ya

dayanir.

Teorem 3.2.6 7 ve h yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde, (3.2.2) sart1

altinda (3.2.17) fark semasinin ¢oziimii koersif kestirimini

-2 h h h N-1
H{T (”k+1 —2u; +u, )}1

<w@lo'l, <y’

)
)

{ h}Ni1
u
k
cgo,1],, w5

1 n V-
szh + 0{(1—0{) H{gok }1

c& o1, Ly,

C&([o,ll,,Lz,J
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saglar.

Teorem 3.2.6'min ispatt L,,uzaymnda (3.1.23) formiiliinde tammmlanan A; fark
operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve Teorem 3.2.4’e baghdir.

Ikinci olarak Q, R"{x=(x,, x,): 0<x, <l,1<k<n}’de S smn ile agik birim
kiip olsun Q=QuUS dr. [O,I]XQ ’da cok boyutlu eliptik denklem icin (2.2.2) lokal
olmayan Bitsadze-Samarskii tipinde sinir deger problemini (3.2.2) sarti altinda ele
alinir. Burada, a,(x),(xe Q), y(x), ¢(x) (xe S_Z) ve f(t,x)(te (0,1), xe Q) diizgiin
fonksiyonlar ve a,(x)=a>0’dir. (2.2.2) probleminin ayrigimi iki adimda gerceklesir.

[k adim, 3.1.’in uygulamalar kismindaki (3.1.28) probleminin birinci adimiyla aynidar.
Boylece, ikinci adimda (3.1.28) lokal olmayan sinir deger problemi (3.2.1) dogruluk

fark semasina yerlestirerek, (2.2.2) niimerik ¢oziimleri i¢in fark semasit

h n h
g (=2 (x)+ug_ (x) x h _ _h
2 + Aru (x)= 9 (x),

¢:(x):f”(tk,x), t, =kt,1<k<N-1, Nt=1lxeQ,,

h h Py (3.2.18)
uy (x)=@"(x);xe Qi

rj[uf(X)Wf_l (x)

N
”Kl(x)zzlp(tj _E B
=

J +y'(x),xe Qi

elde edilir.

Teorem 3.2.7 7 ve | hl=4/h’ +..+h’ yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. (3.2.18)

fark semasi ¢oziimii (3.2.2) sart1 altinda

<M (6)[ max “(p,f’

1<k<N-1

Ly, :|

max Hu B
1<k<N-1

'l +le
2h

Ly, Ly,

kararhilik kestirimini saglar.
Teorem 3.2.7°nin ispatt L,, uzayinda (3.1.27) formiiliinde tanimlanan A, fark

operatoriiniin simetri 6zellikleri ve Teorem 3.2.2 kullanilarak yapilir.
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Teorem 3.2.8 7 ve h yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde (3.2.18) fark

semasinin ¢oziimii (3.2.2) sart1 altinda

max Hr‘z (u,i’H —2u} +u,’j_]l + max “u H .
1<k<N-1 Ly, 1<k<N-1 Wy,
wofin—L macll], +Iol, +}
( )|: |h| 1<k<N 1 Ly ¢ W3, v W3,

hemen hemen koersif kestirimini saglar.
Teorem 3.2.8’in ispati Teorem 3.2.3, kestirim (3.1.26), L,, uzayinda (3.1.27)
formiiliinde tanimlanan A, fark operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve L,, uzayinda

eliptik fark probleminin ¢6ziimii i¢in koersif esitsizligi {izerine verilmis Teorem 3.1.9°a

dayanir.

Teorem 3.2.9 7 ve |h| yeterince kiigiik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde, (3.2.18) fark

semasinin ¢oziimii (3.2.2) sart1 altinda

et =2t vl 3
¢ 0,1, Ly,) c(o,1),, w5
h h n\N-1
SM(&M?’ w22h+Hl// e a)H{ o) » [OI]I%):|

koersif kararlilik kestirimini saglar.

Teorem 3.2.9’un ispati L,, uzayinda (3.1.27) formiiliinde tamimlanan A; fark
operatOriintin simetri Ozelliklerine, L,, uzayinda eliptik fark probleminin ¢oziimii igin
koersif esitsizligi lizerine olan Teorem 3.1.9 teoremine ve Teorem 3.2.4’e baglhdir.
Ucgiincii olarak, [O,I]XQ ’da c¢ok boyutlu eliptik denklem igin (2.2.3) lokal olmayan
Bitsadze-Samarskii  tipinde  simir  deger problemi ele alimir. Burada,
a,(x), (xe Q), y(x), p(x) (xe 5) ve f(t,x) (te (0,1), xe Q) diizgiin fonksiyonlar ve
a,(x)=a>0 dir. n pozitif bir say1 ve n Q ’da normal vektordiir. (2.2.2) probleminin

ayrnisini  (discretization) iki adimda gerceklestirilir. ilk adim, birinci mertebeden

dogruluk fark semasmnin uygulamalarindaki iiciincii 6rnek gibidir. Ikinci adimda,

67



(3.1.31) lokal olmayan sinir deger problemi ikinci mertebeden dogruluk fark semasina

yerlestirilir. Asagidaki fark semasi elde edilir.

L (0)-2uf ()l () i
— a2 4 4 (x) = g (),

¢,f(x)=fh(tk,x), t, =kt,1<k<N-1, Nt=lLxe Q,,

uy (x) = " (x);x€ Qu,

uh(X)—gp () +|ul, 1 ()—u (x)(}L ﬁ}
N M e ) M

+y(x),xe Q.

(3.2.19)

Teorem 3.2.10 7 ve | k| yeterince kiigiik pozitif sayilar olsun. Bu takdirde, (3.2.19)

fark semasinin ¢o6ziimii

<M,(0
‘ c(lo1],, £2,) 1(){

kararlilik ve

th

', +el, +fd

cllon). L, J’

N-1

™

v b+

h ho, o h
{ukﬂ —2u, +u,,

clo.1,, w2,)

c([0,1],, L,,)

H{ }N 1

T+ hl

c(o.1];, LM)}

hemen hemen koersif kararlilik kestirimlerini saglar. Burada M, ve M,, 7, h,

w'(x), ¢"(x) ve @' (x), 1<k <N —1’den bagimsizdr.

Teorem 3.2.11 7 ve | hl yeterince kii¢iik pozitif sayilar olsun. Bu takdirde, (3.2.19)

fark semasinin ¢oziimii
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N-1

{ h}N—l
U J;

+

2_2

h ho, ok
{ukﬂ —2uy; +u,

cg(fo1],,w2,)

1 2 V-1
‘/sz,X + 0{(1—0{) H{¢k}l

Ci (10,11, Lyy,)

< M3(§’21 A )D|¢h

+ h

W ”W ¢ 0.1, 1%)}
koersif kararlilik kestirimini saglar. M,, 7z, h, y"(x), ¢"(x) ve 1<k<N-l.igin
(p,f (x) ’den bagimsizdir.

Teorem 3.2.10-3.2.11’in ispat1 (3.1.30) formiilii ile tanimlanan A, operatdriiniin simetri

ozelliklerine ve (3.1.13) teoremine dayanir.
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3.3. Dordiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, (2.1.1) lokal olmayan sinir deger problemine uyan asagida dordiincii

mertebeden dogruluk fark semasi ile iligkilendirilmistir.

Up g —2Up +y 2 2 _
— kT T L Tz‘ S+ Au, + 5 AU, =@,

0, = [0+ 5 (LU0 L A1), 1, =kT, 1SKSN -],

3.3.1)
Uy =@, Uy :%(p(to)uo +p(t1v)”1v)

5 7
+ %(4 > p(tzk—l )u2k—1 +2 El p(tZk )MZk J +y.

A porzitif tanimli kendisine eslenik bir operator oldugundan, C =4+ % olan operatorde
kendisine eslenik pozitif tanimli operatordiir. B =%+ 1/%& +C i¢cin R=(+1B)"

vardir ve tim H uzayinda tanimlanan smirli bir operatordiir. Burada, [ birim

operatordiir. Bu kisimda, (3.3.1) problemi

N N

T T 87 & < J

c T 87 332
3|P(f0)|+3|p(tN)|+ 3 ;|p(t2k71]+ 3 ;LO(%")I (I +70)" o

kabulii altinda ¢alisilacaktir.

Simdi, asagida gerekli olacak bir lemma verilecektir.

Lemma 3.3.1

? k=1
1
_%ip(fzk)(l —R* )" (RN—zk _RN+2,<)
k=1
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operatori

tersine sahiptir ve asagidaki kestirim (3.3.2) kabulii altinda

|G|, <M(S) (3.3.3)

H—H
saglanir. Burada M sabitiz ’dan bagimsizdir.

Teorem 3.3.1 Her ¢,, 1<k<N-1 i¢in (3.3.1) probleminin ¢oziimii vardir ve

asagidaki formiiller saglanir:

k=0,-,N —1 icin

u, =(I - R ) MR =R )p+ (RV* =RV Ju,,

_ (RN—k _RN+k )(I +TB)(2I +TB)—IB—1 (RN—I—i _RN—l+i)¢)iT}

i=1

N-1
r(+B)er+ B B Y (R - R g

i=1

k=N icin
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p(tZk—l )(1 _ RV )—' (Rzk—l _RZN—2k+I)

Mw\z

4t
uy =G, _p(to)"'?

>~
Il

1

V25 0 o) (o =) g 1)

>~
L

p(t2k_| )(RN—zk—l _RN+2k—I)

>~
L

X

|
w| &
o=

N-1
(I +B)2I +B)" B (RV — RV )WD

i
i=1

N
4T E -1 -1 Ea= 2k-2—i 2k—-2+i
+?Zp(t2k_,)(1+rB)(21+rB) B Y (R —R* ™ )pr
k=1 i=1
A vt |
+ ?Z plt, NI +B)2r+B)' B Y (R —R* > )pr
k=1 i=2k
2 %_1 2% 4 .
+ 5 ple U+ B)2L+B) B (¥ — R* ).z
k=1 i=1
2T %_1 Nb ,
LWV (EEICIELIN D) (R —R* ) gz 1y
k=1 i=2k+1
dir. Burada,
¥
2
G, =|1- —,O(IN )_ %Zp(tym )(I _ RV )—1 (RN—2k+I _ RN+ )
k=1
. 4 (3.3.4)

2

S ) )

k=1

dir.

Ispat. (3.1.9) ikinci mertebeden dogruluk fark semas: (3.1.10)’a benzer bir ¢oziimii

vardir. Dordiincii mertebeden dogruluk fark semasi,
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_ “A+1—2:2A+“A-1 + Cuk =@,
@O, = ft,)+ 5 (L2000 L Af (), 1 = kT, 1Sk SN -],

Uy =@, Uy =§(P(fo)uo +p(t1v )”N)

y P
+ %(4]{; Pt iy, +2 kZ::I Pl )”2k}+ 4

olarak yazilabilir. (3.1.10) formiiliinden ve lokal olmayan sinir kosullarindan

4ip(t2k_1 )

T T
Uy = g(p(to)uo +p(tN )MN)+§
k=

> [(I _RzN)—l {(RZk—l _ RAN-2k o+ (RN—Zk-H _ RV¥2% )MN
N-1
_(RN—Zk—l _ RN#2k- )(1 n TB)(ZI n TB)_IB_' (RN—I—i _RN-|+i)¢iT}

i=1

+ (I + ZB)(2I +B)"' B S (R\Zk—'—i\—l _ R2k+i-2 )?’if}
v, P
2

+ 2 Z p(tZk )[(1 _ Ry {(RZk _ RN-2 )¢+ (RN—Zk _ RN+ )”N
o

—(RY* —RY?)(1 +B)2I +B) ' B NZI L S X

i=1

N-1
+(1+B)21+B)"' By (R‘ZHH — R )WD +y

i=l1

elde edilir.

N
R O B Nl )

—Zzz:p(lzk)(l _RW )—' (RN—Zk _RN+2k)

operatOriiniin G, tersi vardir ve
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N
v =G, Ep(t0)+ 4122:'0(1‘%71)(1 _RW )*1 (RZk—l _Rzzvfz/m)
S PN L | R

P(I‘ZH )(R N=2k-1 _ pN+2k-1 )

~
I

X

|
wl&
- =

N-1
x(I+B)2l+B) B Y (RY —R¥ )(P,TJ

i=1

|=
N

p(tZk)(RNfzk _ RV )(1 +1B)(2] +B)' B g(RNflfi _RN71+i)¢iT

i=l1

2k-1

Pl i+ aBX2L +3B) B Y (R R g2
i=1
N-1

plty ) +B)2I+B)' B Y (R —R* )¢

i=2k

+ +
S T E P
[T =T DM =T

2k
Pley )1 +BY2T +B) B Y (R* —R¥ ™ )z

i=l1

+
W[y
o

) %_' N-1
4 ?T S plt, 1 +B)2r+m) B! Y (R R )ty
k=1 i=2k+l1

dir. Boylece, Teorem 3.3.1 ispati tamamlanir.

Teorem 3.3.2 (3.3.1) fark semasinin ¢oziimii,

T

<m(s)|

o I 7 e (3.3.5)

c(o0.1]z,H)

kararlilik kestirimini saglar. Burada M, ¢, ¢, ¥ ve 7 ’dan bagimsizdir.
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Ispat. (3.1.9) fark semasinin ¢oziimii icin

T T

+yl, +lnl, | (3.3.6)

<m(8)]

c(o.1]z.H) c([o,1]z.H)

gosterilmisti. Simdi, (3.3.5)’iin ispat1 (3.3.6) ve
beal MO0, + W+l ]

kestirimine baghdir. (3.3.4) formiili, (3.1.3), (3.3.3) kestirimleri ve iicgen esitsizligini

kullanarak

(1-r™Y)"

ol <1631, =71, 3ot
N

+ %Zz]p(%kl X Q‘Rzk—l ”H%H + ”RZN—ZkH
k=1

H*)H)

A
Tl R, 2, )Jllwllﬂ
N

| LA MR P O
daraersmy],, Sle,, ox], el
i=1

Ny
* % Z |p(t2" ] Q‘RN_M “H%H + ”RN”]{ HoH )HB_I HH%H

ormersmy], , SR, e, el

N

H—H “ “H—>H

+ “I _ RZNHH_W (%i]p(t%l )I“(I + TB)(ZI + Z'B)‘l “ B!
k=1

o, 7

H—>H)

E= 2k=2—i 2k=2+i

Sl o
N

+ %i]p(tzkl )|“(I +B)2I +1B)” H
k=1

N-1

x Q‘Rifzk H + HRZkferi
; H—H
i=

-1
|5
H—H H—H

e, 7

H*)H)

75



Ny

27 2
+_

e Slole o+ e ], 5],
2k
x IZ:; Q|R2k_i_l ||H%H + ||R2k+i_1 |H%H )”¢Z "H v

1

+ %ZZ ol )|+ B)2r+)| B
k=1

H—>H|| ||H—>H
N-1
i—2k—1 2k+i—1
DM L A
H—>H

el |
i=2k+1

elde edilir. (3.3.2) kabuliinden

T

ol <M.0)]

O cqonm o+, |

dir. Boylece, Teorem 3.3.2’nin ispati tamamlanir.

Teorem 3.3.3 (3.3.2) kabulii altinda C([O,l]T,H ) uzayinda (3.3.1) fark probleminin

¢Ozumii

-2 N
”{T WUy —2u, +u, )}, +

-1
||c<[0,1],,11)

Ap? N-l
Al T+25 |y,
12
U lledoa, . oy
At? At?
Al T +—— +|A| T+
(1220 W25 M |

hemen hemen koersif esitsizligini saglar. Burada, M sabiti 1<k<N-1i¢in 7, ¥, @

T

+
cdo.1],, 1)

@

T

<M (5)!min{ln l, 1+ |ln||B||H—>H |}

ve @, den bagimsizdir.

Ispat. Bu teoremin ispati (3.3.1) simr deger probleminin ¢oziimleri icin (3.1.14)

kestirimine ve
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T

@

2
Al1+AT
12
H

(1
< M(é‘)(mm{ln?l + |ln||B||H—>H |}

c({o,1]z, H)

Ao o (3.3.7)
All A1 I
" (+12M i (+12J‘””]
H
esitsizligine baghdir. (3.3.4) formiiliinii kullanarak,
AT’
A[I+ 0 juN =J,+J,
elde edilir. Burada
N
T 47 & - _ ok
J, =G, Ep(t0)+?;p(t2kl)(l—R2N) 1(RZk PR 1)
N (3.3.8)
2wz ( 5 )1( s Zk) AT’ AT’
-~ L, =R )R —R*Z) Al 1 All
SPLR A
N
a1 4T & ke ke
J, :GT(I_RZN)1 _?;p(t2k—l)(RN H R 1)
N_l . .
x(1+B)2l+B)" Y BRY ~ RV g
i=1
21%71 N-2k N+2k 1N71 N+1-i N+1+i
—?;p(er)(R 2k _ RV ([ + B2 + B)” ;B(R e RN g
N
+ﬂi plt, )1 +B)2I +7B)" sz(R“-f ~R™ g1
3 k=1 - i=1 l
N
47 4 i—2k+2 2Ueti
=) Pl )1+ B2 +B)" S BR — R )z
k=1 i=2k
27%_1 2k , ,
=) Pl )1 +aB)21 +38)" Y BR* ™ — R* gz
k=1 i=1
22'%1 i , ,
+ 225 pley, )1+ BY21 +B) Y BRI R )z
3= i=2k+1 (3.3.9)

77



dir. Ispatin tamamlanabilmesi icin

2 2
121, SM((S')( A(H%M 1 A(1+ Al; Jz//uHJ (3.3.10)
H
veE
(1 ]
||J2||H SM(§)mln{ln;,l+|ln||B||H%H |} P e oo (3.3.11)

gosterilmelidir. (3.3.10) kestirimi (3.3.2) kabulii altinda (3.3.8) formiili, (3.1.3), (3.1.4)
ve (3.3.3) kestirimlerinden elde edilir. (3.3.2) kabulii altinda (3.3.9) formiilii ve (3.1.3),
(3.3.3) kestirimlerinden
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N
il <lod, oo VSt e, e, )
x|(r+m)2r+m)7| HNZ:(“I RIRV| — +|(r-R)R™™ ,HH)”%"H
St ), R, )
x|(7+B)2r+B)| 1(“(1 R)R™| — +[(1-R)R"" H%H)||¢i||ﬂ
¥
+||IR2N||H_>H{ Z|p w ) f+Ber+m)|
W
xzf(ﬂl R)R*™| 4|1 -R)R* H%H)||¢|| +—Z|p t)
><||1+rB)(21+rB) ... 2kQ|(1 RIR™M| | -R)R*| )||¢,«||H

- ? Z ol )|+ BY2r+m)Y|
k=1

N\Z

xiQ|(I—R)R2"‘i|| +||I—R )R H%H)||¢|| + 2 Z|pt2k)|
reserear], § f-ne, , o ol
2k+

T

®

<M, mln{ln?1 + |ln||B||H%H |} c(o,1]r, 1)

elde edilir. Son kestirim ve (3.3.10) kestiriminden (3.3.7) kestirimi saglanir. Bu Teorem

3.3.3’ii ispatlar.

Teorem 3.3.4 (3.3.1) fark problemi (3.3.2) kabulii altinda Cg, ([O,I]T,H) Holder

uzayinda iyi konumlanmistir ve koersif esitsizligini saglar:

12
cg (0,1, 1)
: Al 1+ A o Al 1+ AT
? llesdou.mn 12 [P0 2 )V
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Ispat. Benzer sekilde Teorem 3.1.4 deki gibi bu teoremin ispati, (3.1.21) kestirimine ve

2
Al1+AT
12

" 3.3.12
M(S) [y . AT? AT? ( )
< [(o +|A| I +—— +|A| I+ v
o(l-a) cdo,1l.,m) 12 . 12 ;

kestirimine baghdir. Boylece, (3.3.1) lokal olmayan sinir deger probleminin ¢oziimii

icin (3.3.12) ispatlanmalidir. (3.3.4) formiiliinii ve B>R = A uygulayarak asagidaki gibi

yazilir:

N
) N
A(I+Al; J“N -G, gp( ?TZZ*‘ 2kl (I Rzzv) (R2k1 R2V- 2k+1)

N,
27 3 _ paN Y (p2k _ pan-2k AT’ AT’
S ol i) ) o 1 AT oo 14T
N

+(1 _ RN )*1 _%ip(t%_l )(RN—Zk—I _RN+2k—1)
k=1

-

N-1
x(1+B)2I+B)" Y BR" (¢, — ¢y, T——ZP o)

i=1 k=1

(R — RN )(1 + B 21 +7B) ZBR "~y )7

i=1

N-1
Pley ) RN = RY2 )1+ BY21 +B)' Y BR (g, — 9, )7

i=1

+
w|&
M 1=

|=
L

N-1
Pley )RY = R¥2)(1 + Y21 +B)' Y BRY (9, — 9, )7

i=1

+
w |
MI\)

~
I

+
’:ﬁ
>::
S
=
~

| 4

4r 2
z f, | (RN—Zkfl _RN+2k—1)
=

x(I +B)2I +1B)” ZBRN“ ‘o, T

i=1
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|=
L

27 { N-2k N+2k RS pp N
D) pli,, )RV —RY )1 +aB)21 +B)" Y BRY" g, 7
=1 i=1
N
47 & N—-2k-1 N+2k-1 RO pp N4
=) Pley ) RN —RY2 )1+ B)21 +B) Y BR™ g
11{\1:1 i=1
27 % 1 N-2k N+2k LR pp N
+?Zp(t2k)(R ~RY* )1 +B)21 +B) Y BR gz
k=1 i=1
N
47 & L& 2k—i et
+?Zp(t2k71)(1+13)(21+1ﬂ) ZB(R —R )(¢i — Py )
k=1 i=1
N
47 a e i-2k+2 2kt
+?Zp(t2k—l)(l+TB)(21+TB) Z B(R —R )(¢i _¢2k)7
k=1 i=2k+1
21% 1 L8 Ui p2ke+l
+?Zp(t2k)(1+TB)(21+TB) ZB(R -R )(¢i_¢2k)z-
=1 i=1
21% 1 4e i—2k+1 2+
+?Zp(t2k)(1+TB)(21+TB) Z B(R —R )(¢i_¢2k)7:
=1 i=2k+1
N
47 P i 2e+i
+?Zp(t2k_,)(1+78)(21+78) ZB(R -R )¢2k7
k=1 i=1
N
47 & ae i-2k+2 2kt
+?Z Pley )1 +B)Y2r+B)" S BR —R* g, 7
=1 i=2k+1
22.% ! 2k-1 4 4
+ 25 plt, 1+ BY2r +B) 'Y B(R* —R* g, 7
3 [ i=1
2L, & : :
=) plo, )1 +B)21 +B)" S BR —R* M )g, 7
k=1 i=2k+1
9

burada

N
Ji =G, % ol )+ %Zz“ plty 1= RN ) (R = R2¥24+1)
k=1
N
S - ) g ay |
k=1

81



N
J2 = GT(I _R2W )1{_%ip(t2kl)(RN2kl _RN+2k—I)
=
H

x(I+B)2I+B)" Y BRV" (9, -y, )t

i=1

4

-3 me JRN* —RY* )1 +B)21 +B)" S BRY" (9, — 9, )7 |,

i=1

N
J = GT(I_RZN )IL%iP(Z‘Zkl )(RN—Zk—l _RN+2k71)
k=1

N-2

X(I +TB)(21 +1B)™ Z BRY' (¢i _¢N—1)T

i:[ﬁ}-l
2
N-2

-5 Z Pl )R — RV 1+ B)21 +aB)" Y BRY(p
,{g}n

A

p(tZk—l )(R N2kl _ pN+2k-1 )

Mw\z

3

~
Il

H
x(1+BY21+B)" Y BR" (9, - ¢,)

i=2

3 ]

7 :GT(IRZN)I(M

|=

— Oy )T s

N L ) (AR SR b
k=1

i=2

N
J,f’z :GT(I—RZN) '(‘?Zp t2k 1 (RN 2l _ N2k 1)
k=1

N-1

x(I+mB)2I+B)" > BRY"(p -¢)z
i [%}H
N-1

S gl R RN mleremy Y BRY
k=1

L

N
2
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N

J: ZGT(I—RZN )_I —4?22: t2k 1 (RN—Zk—l _RN+2k_1)
k=1
-2

x (I +B)2I +1B)” Z BR"""o, T

i=1

Ny
2 N-2
2L Pl R RN N )Y BR e
k=1 i=l1
N
4 z —2k- +2k— - & +1+i
+ ?T;p(zﬂ1 )R — RV + B)2I +B) ;BRN Mg
N
E_' N-1
+ % 3 ol NRY 2 —RY2 )1+ BY21 +2B)" S BRY gz |,
k=1 i=2
N
5 47 S Ui _ pp2k+i
Ji =G, ?zp(tzk—1)(1+w)(21+7£) ZB(R -R )¢2k7
k=1 i=1
N
4 & i , ,
+ ?Z pley )T +BY2+B)" S BR - R g, 7
k=1 i=2k+1
2 %’1 2k-1 4 .
+ 25 ol T +BY21 +B) Y BR*H - R g, 7
3 [lil:I i=1
27 z “ , ,
= S ol T +BY21 +B)" Y BR —R* g, 7,
k=1 i=2k+1
¥
6 47 & RO pf i ks
S :Gr ?Zp(tqu)(l"'TB)(ZI"‘TB) ZB(R -R )(¢i_¢2k)7’- ’
k=1 i=1
¥
; 47 3 ae i=2k+2 2k
Jy =G, ?Zp(tzk—l)(l+$)(21+$) Z B(R -R )(¢i_¢2k)7 )
k=1 i=2k+1

Ji= G. Zp(t% )(1 +TB)(2I +B)” Z B(R2k+1—l _ Rk )(% —0, )T ,

? k=1 i=1
N
27 % S ' '
J]? -G, ?Zp(IZk)(1+TB)(2I+TB)_1 Z B(Rt—2k+l _R2k+1+1)(¢i —,, )T
k=1 i=2k+l1
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dir. Tkinci olarak, herJ© = {J }k . m=1,2,3---9 i¢in ayn ayn kestirimleri hesaplanir.

J ,1 ile baslanirsa (3.1.3) ve (3.3.3) kestirimlerini kullanarak,

N
i, <l n,ﬁ,,[(gpm S
Ny
2
XQ|R2]H"HHH +||R2N—2k+l o )+%;|p(t2k)| (I—RZN )—1 .
2 2
Al e o4 b |

N

<m(5)|| 3[pl,)+ §Z| (t2 ) + %ilp(m)l}

k=1
L e
I+ r Jl//

2
+||A I+AT
12 12 Y

o>

H

bulunur. (3.3.2) kabuliinden

|

A7’
+lA] 7+

H

At?
Al +——

il =1,0)

dir. Simdi, J;*' kestirimi alinir.

N
||J21|| _”G ||H—>H ( -R )_1 HoH %Z|p(r2k‘lXQ|RN_2k_1||H—>H +||RN+2k_l||H—>H)

N
2

aarem |, S, oo,
i=1

——1
+—Z|P tz" Q|RN_2k||H%H +||RN+2k H%H)

N

x| (1 + )21 +7B)" ||IHH 22: |BRY
i=l1

HesH ||¢i ~— Py ”HT .
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(3.1.3), (3.3.3) kestirimlerini kullanarak ve Cg, ([0, l]T , H)uzayinda norm tanimindan

y 2] o
2,1 8_7 (N+1_1)7)
7], <m(8) = Leran LD v e e

k=1

o[ o)
ey (N+1-i)7)
3 2 (IZkXZ((N+1—l)T)((N+1)T) ‘v =be)

k=1 i=1

T

cio1],, 1)

N N
z |a(t2k—l )I 47 & |a(t2k X

o) ®
_M((S){ s W (53 B e (T
b

} (N+1-i)7)"
(N +1-i)7)

T

X

cso,1],,H)

i=

elde edilir.
ey
2 (N+1-D2)"
= (V+1-i)7)
toplami

integral icin alt Darboux integral toplamidir. (3.3.2) kabuliinden

M, (5)
a

T

J2"|| <
” L ¥

cg o], H)

dir. J? igin (3.1.3) ve (3.3.3) kestirimlerini uygulayarak, Cg, ([O, 1]7, H)uzaymnda norm

tanimindan
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b, <led, i)

va

N-2k-1 N+2k-1
(A L R
H—H H—-H

4_
3
N-2

s myersayy,, % ||BRN“ oo
i= — |+l
2T P 2
5 YN | L WL L

x| (1 + )21 +B)” || Z |BR"

z—[z}ﬂ
SM(5) STZE: |p(t2k—ll +ﬂzz_:l |p(t2k)| )aJ

e —eval, f]

elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan

2 (N+1-d7)* | _ 2t
i%}l (N +1-i)7) !1 5\ 2a
2 2

dir. Boylece (3.3.2) kabuliinden

M,(9)

o

T

J“|| <
” kg

cs o], H)

bulunur. Simdi, J}' kestirim almir. (3.1.3) ve (3.3.3) kullanarak CZ([0,1] ,H)

uzayinda norm tanimi

86



N

bl stodle-m TSt e, e, )
B
x|t +Bar+amy| S [BRM e -al, 7428 Z|p (50 )
i=2
M), e, Yo s ey,
N
Xi"BRNHH H—>H||¢i _¢1||HT

T

C1 (10,117, H)

IN

=
s %
~—

o0 v
3\
[ =
i)
—_
S
~
;

T 5
8t 42' 22 |P )| Z T 0
3 k=1 ((N— ) 3 k=1 i=2 ((N"‘l_i)f)
verir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan ve (3.3.2) kabulii altinda

31
J <
”k H

csio.1],, 1)

elde edilir. Benzer sekilde (3.1.3), (3.3.3) Kkestirimlerini kullanarak ve

Cy; ([0, l]T ,H)uzayinda norm tanimindan

3,2
J> <
”" H

cgo.1],.H)

bulunur. Sirada, J ,f kestirimi alinir. (3.1.3), (3.3.3) ve Cg, ([0,1]T,H ), uzayinda norm

tanimindan
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]

N ” RN+ ” )
H—H

o
>

||J:||H < ||GT||H_>H (I - RZN)

H—H

e

><||(1 +BY2I + zB)“”H%H Z ||BR Nl

—71

ool o5 ZIP zk)l

o ]|(1 +B)2I +1B)” ||H%H Z ||BR N

N— 2k N+2k
(e, +[r

T
H%H H—H ”(0,\,,1 ||H

4t % N-2k-1 N+2k-1 1
Aol e, R s er ],

N7

H—>H)

% Z ”BR N+l+i
i=2

><||(1 +B)2I + zB)“”H%H Ni"BR Nt

2
H%H||¢l||HT+%;|p(t2k)|Q|RN_2k||H%H +[RY

ool
<M3(5)( Z|p Lok- 1]Zﬁ _Z|p tzJ

cgio,1],, 1)

+?;|P(tzk1i:2 (N+1+i)7) y

elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan ve (3.3.2) kabulii altinda

4
J|_
||kH

cg o], H)

dir. Benzer sekilde (3.1.3), (3.3.3) kestirimlerini kullanarak ve C¢([0,1]., H)uzayinda

norm tanimindan

5
J <
" klu

cg o], H)

elde edilir. Bundan sonra, J ,f kestirim alinir. (3.1.3), (3.3.3) kestirimlerini kullanarak ve

Ci ([O, 1]7, H), uzayinda norm tanimindan
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N

[7¢], <le] Z|p w|d+Ber+®3)?|

H—>H 3

X Z ”BRZk_ I-R" 1|H%H ((01' — Py )Tj
7)

% (2k -i)7)*

<M(9) —;LO 2k~ 112 Y (2k7)* (N -i)7 (2k—i)2} Y
> |,0 2% 11 %:1((216—1')7)“}

T

cgio,1],,H)

T

<M ¥
©) 3 kz (2kz)" (N —2k)7)* & (2k—-i)r

cio,1],,H)

ulagilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan

2k
g ds

o (2kT—5)""
dir.

X ds _ (2kz)"
0 Rkt —5)"™ a

oldugundan boylece

T

cgo0.1],, 1)

N
e ol
il M@ {12 V—2007a Jfo

elde edilir. (3.3.2) kabulii altinda

T

M)
i, = o(l-a)

coio.1],.H)
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dir. Ayrica, (3.1.3), (3.3.3) kestirimlerini kullanarak ve Cjg ([0,1].,H)uzayinda norm

tanimindan

N

||JIZ||H S”G ||H—>H 3 4 Z|,0 Ly ||(I+TB)(2I+ZB)_'||

< z ”BRHZHZ (I _ R42 1|H_>H "Q —0, "H%H TJ

i=2k+1

N
47 & < (i - 2k)7)"
<M () = |plt, ’
3 ;'p( * ‘)Ii:zzk;l (i7)* (N —2k)2)" (i -2k +2) | lesdoak.m
N
4t Z |p(t2k—1] <« ((i_zk)z')“
<M(5) — g
3 e (v 202 2, =2k 2 | st

bulunur. Integral igin alt Darboux integral toplami

E (((i -2k)zr)" ds

Si—2k+2)t 3 (s—2k7)™

dir. Integrali hesapladiktan sonra,

N
2

(. )|1 2kt)”
i, sm@ 3%,1 o (N —26)7)"

T

cg o], H)

elde edilir. Integral icin alt Darboux integral toplamindan ve (3.3.2) kabulii altinda

< M(9)

41, -

cgio.1],. /)

dir. Son olarak, J ,f ve J ,? kestirimleri alinir. (3.1.3) ve (3.3.3) kestirimlerini kullanarak

ve C(f‘l ([O, 1]7 ,H) uzayinda norm tanimindan
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M, (6)

HJE“H < 0{(1—0{) ’ cg o] .H)’
M, (0)
HJ]?”H s a(lw_a)‘ c&(0.1],.H)

elde edilir. m= 1,29 i¢in C{([0,1],,H) uzayinda J;" icin kestirimleri birlesiminden
Teorem 3.3.4’{in ispat1 tamamlanir.

Bu boliimde, Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.4 icin uygulamalar
verilecektir. Iki boyutlu eliptik denklem icin (2.2.1) problemi ele alimir. ilk olarak, gird
uzayt ikinci mertebeden dogruluk fark semasmin uygulamalar kismindaki gibi

tanimlanir. A, operatoriiniin yardimiyla (3.1.24) lokal olmayan sinir deger problemine

ulasilir. Ikinci olarak, (3.1.24) lokal olmayan sinir deger problemi (3.3.1) dogruluk fark

semasina yerlestirilir, dordiincii mertebeden dogruluk fark semasi

h Ak h 2 2
a0 g+ 2 (a5 V()= g ()

72

h h 2 F 0= 2f " () (45 0) I
O (x)= £ (1, yx) + 5 (LUt 2 G0 Gond) 4 Ak £1(p | x)),

T

t, =kt, 1Sk<N-1,Nr=1, xe [0,1],, (3.3.13)

u! (x) = 0" (x); )y (x) = 2 (ple, Jul (x)+ pley el (x))

N

+ %{4;‘] p(tzk—1 )u;k—l (x)+ 22 p(t2k )Mfk (X)J + l//h(x)’ Xe [0’1]11

(2.2.1) probleminin niimerik ¢dztimleri i¢in elde edilir.

Teorem 3.3.5 7 ve h yeterince kii¢iik pozitif sayilar olsun. (3.3.2) sart1 altinda (3.3.13)

fark semasinin ¢o6ziimii

h h h
max [u], < (&) max o!

1<k<N-1 1<k<N-1

e

Ly, :|

h
Ly, Ly,
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kararlilik ve

max ”1 u,, —2u, +”:711 + max H”k H
1<k<N-1 Ly, 1<k<N-1 w2
2h
<M,(d) In max“ ' +H " +H ”H
2( )[ g X [P Ly, 1 w2, 4 w2,

hemen hemen koersif kestirimini saglar. Burada M, ve M,, 7, h, v'(x), ¢"(x) ve
1<k <N-l.igin ¢/ (x) den bagimsizdir.
Teorem 3.3.5’in ispati L,,uzayinda (3.1.23) formiilinde tanimlanan A, fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerin yami sira Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.3 ve (3.1.26)

kestirimine baglhdir.

Teorem 3.3.6 7 ve ‘h‘ yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde, (3.3.2) sart

altinda (3.3.13) fark semasinin ¢oziimii

n V-1

_ N-1
et =20t ) |
o1l Ly

I
o', +w

cm([o 1.,W5,)

th

h

cgio.l,., h)}

koersif kestirimini saglar. Burada M,, 7, w"(x), ¢"(x) ve 1<k<N-l.igin

szh a(l a)

@, (x)’den bagimsizdir.

Teorem 3.3.6’nin ispati, L,,uzayinda (3.1.23) formiiliinde tamimlanan A, fark
operatoriiniin simetri 6zellikleri ve Teorem 3.3.4’e dayanur.

ikinci olarak Q, R"{x=(x,,--x,): 0<x, <1, ISk <n}de S s ile agik birim kiip
olsun_ Q=QuUS dir. [O,I]XQ da cok boyutlu eliptik denklem icin (2.2.2) lokal
olmayan Bitsadze-Samarskii tipinde sinir deger problemi (3.3.2) sart1 altinda ele alinir.
Burada, a,(x), (xe Q), y(x), ¢(x) (xe S_Z) ve f(t,x)(te (0,1), xe Q) diizgiin
fonksiyonlar ve a,(x)=a>0’dir. (2.2.2) probleminin ayrisimi iki adimda gerceklesir.

[k adim, 3.1’in. uygulamalar kismindaki (3.1.28) probleminin birinci adimiyla aynidr.
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Birinci adimin sonunda, (3.1.28) sonsuz adi diferansiyel denklem sistemi i¢in bir lokal
olmayan sinir deger problemine ulasilir. Ikinci adimda, (3.1.28) lokal olmayan sinir
deger problemi (3.3.1) dogruluk fark semasina yerlestirilerek, dordiincii mertebeden

dogruluk fark semast

h Ak h 2 2
a4 g )+ 2 (47 Ve ()= g ()

72

h h h
¢: (X):fh(lk,X)+%(f (tea15%)-2f (stx)ff (t_1,%) +A1)1(fh(tk,x))’

T

t, =kt, ISk<N-LNz=1xeQ,, (3.3.14)

u! (x) = 9" (05 uly () = 2 (0t )ul (x)+ pley Jul (x)

: = _
+ %[4]{2_‘4] p(tZk—l )u;k—l (x)+ 2 kzz:l p(t2k )”gk (X)J + l//h(x), xeQ,

(2.2.2) probleminin niimerik ¢éztimleri i¢in elde edilir.

Teorem 3.3.7 7 ve | hl=/h’ +..+h’ yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. (3.3.14)

fark semasi ¢oziimii (3.3.2) sart1 altinda

max Hu .’
I<Sk<N-1

< M4(§)[ max “q)f

ISk<N-1

Lzh}

kararlilik kestirimini saglar. Burada M,, 7, h, y"(x), ¢"(x) ve 1<k<N —1.i¢in

'l +e
LZh W L2h ¢

L2 h

@, (x)’den bagimsizdir.

Teorem 3.3.7'nin ispati, L,, uzaymda (3.1.27) formiiliinde tanimlanan A, fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerinden ve Teorem 3.3.2 kullanilarak elde edilir.

Teorem 3.3.8 7 ve ‘h‘ yeterince kiiciik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde (3.3.14) fark

semasinin ¢oziimil (3.3.2) sart1 altinda

93



max ”7’2 (u,’j+1 —2u] +u,’j_11 + max " '
1<k<N-1 Ly, 1<k<N-1
<M () In || {., +le'l
s( ){ |h| S Pell,, TIP s,

hemen hemen koersif kestirimini saglar. Burada M., 7, h, v'(x), ¢"(x) ve
1<k <N —l.i¢in ¢ (x) den bagimsizdir.
Teorem 3.3.8’in ispati; Teorem 3.3.3, (3.1.26) kestirimine, L,, uzaymda (3.1.27)

formiiliinde tanimlanan A, fark operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve L,, uzayinda

eliptik fark probleminin ¢6ziimii i¢cin koersif esitsizligi iizerine verilmis Teorem

(3.1.9)’a dayanur.

Teorem 3.3.9 7 ve |h| yeterince kiigiik pozitif sayilar olsun. Bu taktirde, (3.3.14) fark

semasinin ¢oziimil (3.3.2) sart1 altinda

n V-1

72 h no WAl
H{T “k+1 —2u; +uy, )}1

c& (o], L, ‘

II'/' s *

cm([o 1], W)

hNI

cg([0,1], Ly, )}

koersif kararlihk kestirimini saglar. Burada M., 7, v'"(x), ¢"(x) ve

a(l a)

1<k < N-1l.igin ¢/ (x) den bagimsizdir.
Teorem 3.3.9’un ispatini; L,, uzaymda (3.1.27) formiilinde tanmimlanan A, fark

operatOriiniin simetri Ozelliklerine ve L,, uzayinda eliptik fark probleminin ¢oziimii

icin koersif esitsizligi tizerine verilmis Teorem 3.1.9 ve Teorem 3.3.4’e dayanur.
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4. SAYISAL SONUCLAR

Integral sarth eliptik denklemler igin lokal olmayan Bitsadze-Samarskii simir deger

problemi

_ 9%u(t,x) _ %u(t,x)

= o0y = 77 exp(—n)sin(mx), 0<r<1, 0<x<],

u(0,x) =sin(zx), 0< x<1,
4.1
u(l,x) = e u(A, x)dA + (exp(—1) + 2exp(-2) — 2)sin(mx), 0< x <1,

u(,0)=u(t,1)=0, 0<r<1
ele alinir. Problemin tam ¢oziimii
u(t,x) = exp(—t)sin(ﬂx)

dir. Simdi bu kisimda lokal olmayan Bitsadze-Samarskii probleminin yaklagik

¢Oziimleri i¢in ilk basta

[0,1]. x[0,1], ={(t,,x,): t, =k7, 1<k<N—1, Nr=1, x, =nh,
1<n<M -1, Mh=1}

seklinde tamimlanan Tt ve & kiigiik parametrelerine bagli grid noktalar ailesi

[0,1], x[0,1], kiimesi ele alinir. Yukaridaki problemin yaklasik ¢o6ziimleri icin

T=—,h= ﬁ grid araliklariyla birinci, ikinci ve dordiincii mertebeden dogruluk fark

1
N
semalar1 kullamilir. ikinci mertebeden n’ye bagh matris katsayili fark denklemlere sahip
olunur. Bu fark denklemlerin ¢6ziimii i¢in n’ye bagli matris katsayili fark denklemleri
icin uyarlanmis Gauss Eliminasyon metodundaki isleyis uygulanir Sayisal deneylerin

sonuglart dordiincii mertebeden dogruluk fark semasi birinci ve ikinci mertebeden

dogruluk fark semalarindan daha iyi sonuglar verdigini gosterir.
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4.1. Birinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Yaklagim formiilii,

u(x,,)—2u(x,) +u(x,)

e u’(x,)=O0(h*)

ve (3.1.1) fark semasi kullanarak, (4.1) probleminin yaklagik ¢6ziimii i¢in birinci

mertebeden dogruluk fark semas1

k+1 ko k-1 k ko ok
Uy 2w, Uy =20, U,

72 n?

+uy = ft,x,),
1Sk<SN-1L1Sn<M -1,
us =¢(x,),0<n<M,
uy =Y rexp(—ko)uy =y (x,),
(4.1.1)
w(x,) = (exp(—1)+(1/2)exp(-2)— (1/2))sin(zx, ), 0<n < M,

uy =uy, =0,0<k <N,

f(t,,x) = x* exp(~t, )sin(zx, ),

¢(x,) =sin(7x, )

elde edilir. Problem (4.1.1), (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemidir ki diizenlenirse
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e+ el = o),

1Sk<N-1,1<n<M -1,

u,?:(p(x”),OSnSM,

(4.1.2)
u, =3 Texp(—k7)u, =w(x,),
w(x,) = (exp(=1)+(1/2)exp(-2)— (1/2))sin(zx, ), 0<Sn <M,
k k
uy, =u,, =0,0<k<N,
¢(x,) = sin(zx, )
elde edilir. Bu taktirde (4.1.2) lineer denklem sistemi
AU, +BU,+CU, , =D¢,, 1<n<M -1,
U,=U, =0 (4.1.3)

matris formunda yazilir. Burada

1 2 2 1
= e et
0
i sin(, ), k =0,
o =¥ = Ftx), 1SkSN -1,
. (exp(—1) +(1/2)exp(=2) — (1/2))sin(mx, ), k = N,
¢” (N+1)x1
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)
)
)
)
)
)

L ’ Jv+Dx(N+1)
10 0 0 0 0 |
c b c 0 0 0
0 c b 0 0 0
B=]|"- . . . .
0 0 0 b c 0
0 0 0 c b : c
-7 =27 —(N-2)t —(N-Dt -N7
_0 —-e 7T —e T - - T - T l-e 7] (N+DX(N+1)

s=n—1,nn+1
U (N+D)x1
dir.
Boylece, n’ye gore matris katsayili ikinci mertebeden fark denklemi elde edilir. Bu fark
denklemini ¢dzmek i¢in #’ye bagh matris katsayili fark denklemi i¢in uyarlanmis Gauss

Eliminasyon yontemine basvurulur. Yani, matris denklemlerin bir ¢6ziimi igin

asagidaki sekilde

Un = anHUnH + n+l? n= M - 1’. ) 2’1 (4.1.4)

¢oziim aranir. Burada, «, (n=1,---,M) kare matrisler ve S, (n=1,--M) (N+1)x1

stitun matrislerdir.
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a,, =—(B+Ca,)" A,

4.1.5
lBrH—l =(B+Can)_1(D¢”—Cﬁ”), I’l=1,2,“‘,M—1 ( )

(4.1.5)’deki formiiller (4.1.3) ve (4.1.4) kullanilarak elde edilir. Fark denklemlerinin
coziimii i¢in, ¢, ve B bulunmahdir. U, =6:0{lU ,+ B smur deger kosulundan

bulunur. Boylece,

000 -0 0
000 -0 0
=0 0 0 - 0 . B =0 ,
_0 00 - 0_ (N+D)X(N+1) _0_ (N+1)x1

dir. Birinci adimda, (4.1.5) formiilleri kullanarak, tim « ., ve 1<n<M -1 igin

n+l n+l?

hesaplanir. Boylece, (4.1.4) ve U,, = 5, kullanilarak tiim U,, M —1<n <1 hesaplanr.

Sonug olarak, hesaplama siireci asagidaki algoritmayla 6zetlenebilir.

Algoritma

¢ Girig zaman arahigim 7 =+ ve uzay arah@m h = -- seklinde ayarla.

® Birinci mertebeden dogruluk fark semasini kullan ve asagidaki gibi matris formunda
yaz.

AU, ,+BU,+CU, =Dg¢,, 1<n<M 1.

n+l

e A, B, C ve D matrislerinin girdilerini belirle.
e Smur deger sartindan ve (4.1.4) formiiliinden ¢, /,’i bul.

* (4.1.5) formiiliinden. &

n+l°

B...,2<n<M —1 icin hesapla.

* (4.1.4) formilinden U,, n=M —1,---,1 i¢in hesapla.
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4.2. ikinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Yaklagim formiilii,

u(x,,)—2u(x,) +u(x,,)

o u’(x,)=O0(h*)

ve (3.2.1) fark semasim kullanarak (4.1) probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in ikinci

mertebeden dogruluk fark semasi

k+1

=

1

K k-
o 2u, +u,

o et byt = f(t,x,), 1SKSN =1L, 1Sn<M -1,
u'=¢(x,), 0<sn<M,

u) =¥ 2 exp(—(k — oy +exp(- k7)u’ )= wi(x,),

w(x,) = (exp(~1)+Lexp(-2) - Dsin(zx, ), 0< n < M, 4.2.1)
uy =uy, =0,0<k <N,

f(t,,x,) =" exp(~t,)sin(mx, )

@(x,) =sin(mx, )

elde edilir. Problem (4.2.1), (N+1)x(M +1) lineer denklem sistemidir. Bu lineer

denklem sistemi matris formunda yazilabilir. Yeniden bu sistem asagidaki formda
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1 k 2 2 k 1 k
(h—:)un+1 + (— g 1)% + (,T:)Mn_l

1Sk<SN-1,1<n<M -1,

uszgo(xn),OSnSM,

4.2.2)
u 35 exp(-(k Do +expl-ko)u! )= w(x,),
w(x,) = (exp(-1)+Lexp(-2)—1)sin(mx, ), 0<n< M,
uy =uy, =0,0<k <N,
¢(x,) = sin(x, )
yazilabilir. Bu taktirde (4.2.2) lineer denklem sistemi
AU, ,+BU, +CU, =D¢p,,1<n<M -1,
u,=U, =0 (4.1.3)

matris formunda yazilir. Burada,

1 2 2 1
a:?’ b:_?—?—l, c:?,
sin(ﬂx”), k=0,
0
¢I‘L
: ft,x), 1<k<N-1
¢’=(p" Q) = kot 2T ’
2 Lo (exp(=1) +Lexp(-2) —1)sin(mx, ), k = N,
MO
u“<
US= s ,S=n—l,l’l,n+1
N
MS (N+1)x1
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dir.

L A(N+DX(N+1)
1 0 0 0
c 0 0
0 c b 0 0
B = 0
b c 0
c b c
L It _190p2t , _19, N1 _ T ,-(N-I)r | _ LNt
L 2 2 2 2 2 2 v+ 1)x(V+1)

ve D (N + 1) (N + 1) birim matristir.
Bu fark denklemini ¢6zmek i¢in, n’ye bagh matris katsayilar icin uyarlanmis Gauss
Eliminasyon yontemine bagvurularak, matris denklemlerin ¢oziimii icin (4.14)’deki gibi

¢oziim aranir. Burada, o, (n=1,---,M) kare matrisler ve S, (n=1,- M) (N +1)x1

slitun matrisleri (4.1.5) ile benzerdir. Fark denklemlerinin ¢6ziimii i¢in, ¢, ve f, ihtiyag
vardir. Bunlar U, =0=aU,+f,’den bulunur. Béylece, @, = [0]( N+Dx(N+1) >

B, =0] yua “dir. (4.2.5)deki formiilleri kullanarak, tim «,,, ve 1<n<M -1

n+l n+l°

icin hesaplanir. Boylece, (4.2.4) ve U,, = 0 sartin1 kullanarak U, M -1<n<1 ig¢in

bulunur. Sonug¢ olarak, hesaplama siirecinin algoritmasi birinci mertebeden yaklasik

dogruluk fark semasindaki gibidir.
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4.3. Dordiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Yaklagim formiilii,

ulty ) —2u(t, ) +ult, )

7’_2

u”(tk)—i-—ulv(tk) = 0(r*)

2

ve (3.3.1) fark semasmin uygulanmasiyla, (4.1) probleminin yaklasik ¢6ziimii icin

dordiincii mertebeden dogruluk fark semasi

k+1 ko k=1

ke k k k

z
72 n? n 12

h* h h

k k k k k k
1 (_ Uy =210, +Uty_y +u k )_ Uy 1= 2Uy Hlly
2 n? n-l h?

u'=¢(x,), 0<n<M,

ftx,) = 7" exp(-1, )sin(zx, ),

@(x,) =sin(7x, )

k k k k ko k
=1 | Hpea=2Upity k ) 2 (_ Uy =20y g k
X [ ( P U )t o,

+utl=ft,,x,)1<k<N-1,2<n<M -2,
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elde edilir. Problem (4.3.1), (N +1)X(M +1) lineer denklem sistemine sahiptir. Bu

lineer denklem sistemi matris formunda yazilacaktir. Yeniden bu sistem su sekilde

2 k (7121274 ) 2) k
__T h T T
( 1204 )un+2 + 1204 un+l

4 2 k
+ (1211 +4h’*c*+67° 24h +22h*=27°h2 + 2 )
12h* n

1 k+1 1 k-1 1 k—1
+ (_ T_Z)MH + (_ T_Z)MH + (_ 1242 )un+]

_ 2_ A2 9272 k
+( 124242 2% )“H +( 12h4) = f(t,,x,),

12h

1<k<N-1,2<n<M -2,

(exp(—(2k = 2)r)u2 + dexp(—(2k — 1)r)u*™ +exp(—(2k)0)u )= w(x,),

<
=2
MM\Z
W

>~
]

1

w(x,)=(exp(=1)+(1/2)exp(-2)—(1/2))sin(mx, ), 0<n <M,

u’ =sin(mx, ), 0<Sn<M,

f(t,,x,) =" exp(-t, )sin(zx, )

4.3.2)
yazilabilir. (4.3.2) lineer denklem sistemi
AU ,+BU, +CU +DU,  +EU,,=Rop,
2<n<M-2,U,=U, =0,
(4.3.3)
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matris formunda yazilir. Burada,

0
¢r1' Sin(ﬂxn ), k= Os
@, =| P o = ftesx,), 1Sk <N -1,
" (exp(—1) + (1/2)exp(-2) — (1/2))sin(zx, ), k = N,
¢" (N+1)x1
_ 7’ _—12n* 47 = 2h°7°
12h*° 12h* ’
e 12h* +4h° T2 + 672 24h° + T°h* = 27%h? +i
12n* ?’
1 —12h% —47* = 27°h?
dz__z’ez 4
T 12h
00 0 -0 0 O] 0 0 0 -0 0 O]
0a 0-000 0O0b O-000
00 a-000 00b -000
A= ,B= P}
000  -a 00 000 -500
000 - -0wao0 000 -050
_O 00 -00 O_(N+1)><(N+1) _O 00 -00 0_(N+1)><(N+1)
M1 0 0 0 0 0 |
d c d 0 0 0
0 d c 0 0 0
C=l 9 0 0 c d 0
0 0 0 d c d
_E —e'r _e—ZrT ‘ _e*(N—Z)r,z_ _ef(Nfl)rT - €7NTT
L 3 3 3 3 3 3 J(N+1)X(N+1)
[0 0 0 0 0 O]
0 e O-000
0 e -0 00
D= JE=A,
000 -¢00
000 e 0

L ’ J(N+Dx(N+1)
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ve R (N +1)X(N +1) birim matris,

U =]|. , s=n-2,n—-1, nyn+1,n+2

s N+1)x1

dir. Bu fark denklemini ¢6zmek icin, n’ye bagli matris katsayilar icin uyarlamis Gauss

Eliminasyon yontemine bagvurularak, matris denklemlerin ¢6ziimil i¢in

(4.3.4)

seklinde ¢oziim aranir. Burada, «,, B, (n=1,-,M) (N +1)X(N +1) kare matrisler ve
y, (n=1--M) (N +1)x1 siitun matrislerdir.

an+1 = _(C+Dan +Ean—1 +Ean—lan)_l(B+Dan +Ean—lﬁn )’

ﬁn+1 = _(C+Dan +Eﬁn—l +Ean—lan)_1(A)’ (435)
}/n+1 = (C + Dan + EIBn—l + E'czn—lczn)_1 (R¢n - D;/n - Ean—l ;/n - Ean—l ;/n - E;/n—l)’

formiilleri, (4.3.3) ve (4.3.4) kullanilarak elde edilir. Fark denklemlerinin ¢oziimii icin,
o, B.v, ve «,, B,y ’ye ihtiyac vardir. U, = 0, U =%U,-+tU, smr deger

kosulundan ¢, f,.7, ve «,, p,,¥, bulunur. Boylece,

0 00 0 000 -0 0

0 00 0 000 -0 0
=0 0 0 -0 ,B8=|0 0 0 -0 % =|0 :

_0 00 - 0—(N+1)><(N+1) _0 00 - 0-(N+1)><(N+1> —0—(N+l>xl
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(40 0 - 0] -1 0 0 0 | 0]

0 ¢ 0 0 0 -+ 0 0 0
a,=[0 0 4+ . 0 . B=|0 0 -1 0 .7, =|0

_0 00 - %_(NH)X(NH) _O 0 U _%—(NH)X(NH) -0—(N+1)><1

dir. Diger adim, (4.3.5) formiillerini kullanarak, tim «,,,, B,,, ve ¥,,, 2<n<M -1
icin hesaplanir. Sonra, (4.3.4)’ii kullanarak tim U,, M —3<n <1 i¢in bulunur. Sonug

olarak, hesaplama siirecini asagidaki algoritma seklinde 6zetlenebilir.

Algoritma

¢ Giris zaman arah@m 7 =4~ ve uzay aralifin1 i = - seklinde ayarla.

e Dordiincii mertebeden dogruluk fark semasi kullan ve matris formunda asagidaki
gibi yaz.
AU,,+BU

n+2 n+1+CUn+DUn—1+EUn—2=R¢n’ ZSnSM_Z

e A, B, C, D, E matrislerinin girdilerini belirle.
¢ Sinir deger sartlarindan ve (4.3.4) formiilinden ¢, B, 7, ve «,, f,, 7, bul.

° Tum anﬂ’ ﬁnﬂ’ ;/nJrl’ (2SnSM_2)

o

n+l

=—(C+Da,+EB, +Ea, o) (B+DS,+Ea,pS,),
B...=—(C+Da,+EB,_,+Ea, a, )" (A),

}/n+1 = (C + Dan + Eﬁn—l + Ean—lan )_l (R¢n - D;/n - Eaﬂ—l ;/n - Eaﬂ—l ;/n - E;/n—l )’

formiillerinden hesapla.

S
Il
]

U
UM—I = [(IBM—z + 51) - (41 —0y, )aM—l ]_1 [(41 —0y, )7M—1 ~Vu= ]’
UM—2 = [(IBM—Z + SI)UM—I +Vuo ][(41 —Qy, )]_l ’
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hesapla.

e Enson, tim U, ‘leri,

U, =«

n+l

formiiliinii kullanarak hesapla.

Simdi sayisal analizin sonuclan verilecektir. Birinci, ikinci ve dordiincii mertebeden

dogruluk fark semalarmin yaklasik ¢oziimleri icin Matlab programi kullamilmustir.

Un+1 + ﬂ)z+1Un+2 + 7n+l’(n = M _37"’2’1)7

Niimerik sonuglarin hata kiyaslamasi farkli M ve N degerleri igin

N _
E,, = max

M-l
1<k<N—1(z‘u(tk **n )_

n=

k
un

1
2 )2
.

formiiliinden hesaplanir. Burada, u(f,,x,) tam ¢oziimii ve u, (z,,x,) deki sayisal

¢cOziimii gosterir. Cizelge 4.1. N=M=10, 20, 40 ve 80 i¢in fark semalarinin ¢6ziimleri ve

tam ¢oziimleri arasindaki hatay1 gosterir.

Cizelge 4.1. Farkl fark semalarin hatalarin karsilastirilmasi

fark semasi

(4.3.1)

Fark Semalart | N=10, M=10 | N=20, M=20 | N=40, M=40 | N=80, M=80
1. mertebeden 0.0339 0.0173 0.0087 0.0044
fark semasi
(4.1.1)
2. mertebeden 0.0025 6.245e-004 1.562e-004 3,906e-005
fark semasi
(4.2.1)
4. mertebeden 0.0011 1.326e-004 2.906e-005 7.158e-006
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Boylece dordiincii mertebeden dogruluk fark semalarinin yaklasik ¢oziimleri ile tam
¢6zlim arasindaki hata, birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalarinin yaklasik
coziimleri elde edilen hataya gore daha kiiciiktiir. Sonug olarak, dordiincii mertebeden
dogruluk fark semas, birinci, ikinci mertebeden dogruluk fark semalarina gore ¢ok daha
iyl sonu¢ vermektedir. Asagida birinci sekil, tam ¢6ziim grafigini, ikinci sekil, ikinci
mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim grafigini, iiclincii sekil, dordiincii

mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim grafigini gosterir.

EXACT SOLUTION

t axis

Sekil 4.1. (4.1) probleminin tam ¢6ziim grafigi
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FIRST ORDER DS

i1 [

T B

2 ‘%{m.\\'.\

- SRR
oA l ‘*\\\\\\

B, | e

t axis 0 0

¥ axis

Sekil 4.2. (4.1) probleminin birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklagik ¢6ziim
grafigi
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SECOND ORDER APPROXIMATE SOL.

t axis

X axis

Sekil 4.3. (4.1) probleminin ikinci mertebeden dogruluk fark semasimin yaklagik

¢Oziim grafigi
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FOURTH ORDER APPROXIMATE SOL.

t axis

¥ axis

Sekil 4.4. (4.1) probleminin dordiincii mertebeden dogruluk fark semasimin yaklagsik

¢Oziim grafigi
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Ikinci olarak, eliptik denklem igin lokal olmayan sinir deger problemi sayisal sonuclar

icin

_ 9%u(t,x) _ %u(t,x)

o2 ox?

+u=2exp(-)(x—1x*+4-1),0<r<1, 0<x<1,

u(0,x) =x?=2x,0<x<],
(4.3.6)

u(l,x) =u(}.x)+ (5 — exp(-1) - (3 —F)exp(-3), 0<x <1,

ut,0)=u_(t,1)=0,0<r<1

ele alinir. (4.3.6) probleminin tam ¢6ziimii

2
u(t,x) = (tx— % X% = 2x)exp(—t)

dir. (4.3.6) Bitsadze-Samarskii lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik

coziimleri icin, [0,1]c % [0,1], kiimesi grid noktalarmin bir ailesi 7 ve h kiiciik

parametrelerine bagl olarak

[0,1], x[0,1], = {(t,.x,): t, =k, 1<Sk<N-1, Nt=1,
x,=nh, 1<n<M —-1,Mh=1}

seklinde tammlanmistir. {lk ©nce, (4.3.6) probleminin yaklasik coziimleri icin

(3.1.1.3)’e bagvurarak asagidaki birinci mertebeden fark semasi
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k+1

n

ko k-1 k ko k
u 2u, +u, _u”+l—2u”+u"

2 h
u, = Q(x,), u, = ”?] +(§_xn )CXP(_D
(5 -3 Jexpt= 1), 02,

k A=y
U, :“M—;‘M‘:O,OSkSN,

f,,x,)= 2exp(—zk)(xn _%7.;_%_1)’

w4yt = f(t,,x,), 1SKSN-1,1<n<M -1,

4.3.7)

elde edilir. (N +1)X(M +1) lineer denklem sistemidir ve bu lineer denklem sistemi

matris formunda ifade edilebilir. Bu taktirde, (4.3.7) matris formunda

AU, ,+BU +CU, =D¢,, 1<n<M -1,

U,=U, _UM—1:6

yazilir. Burada
(000 -0 -0 0 O] 1
0 a O 0 0 0 O c
0 0 O 0 0 a O 0
_0 00-0-00 0_(N+1)><(N+1) _0

ve C=A, D (N+1)x(N +1) birim matris ve
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®,
x> =2x,, k=0,

1
@,
@, = - O, = flt,,x,), 1Sk <N -1,
N-1 2 22 .
o (- x,)exp(-1) - (4= - L) exp(-1), k=N
¢" (N+1)x1

icin s=n-1, n, n+1

s A(N+)x1

dir. A, B ve C matrislerinin elemanlar1

1 2 2
a=—h—2, b:T—2+h—2+1, C:_T—2

dir. Boylece, n’ye bagli matris katsayili ikinci mertebeden fark denklemi vardir. n’ye

bagh matris katsayili fark denklemini ¢6zmek i¢in uyarlanmis Gauss Eliminasyon

metoduna bagvurulur. Asagidaki formda matris denklemin bir ¢oziimii

Uj=a;,U;+ B, =M =111,

4.3.9)
Uy = (I_aM)_l:BM’
aranir. Burada, a; (j=1--M) (N+D)X(N+1) kare matrisler ve

B; (j=1,-,M) (N+1)XI siitun matrislerdir.

a,, =—(B+Ca )" A, (4.3.10)
(4.3.11)

J

:Bj+1 _(B+Caj)71(D¢j _Cﬁj)’ Jj=lLs M -1

dir. Sinir sartlarindan ¢, (N+1D)X(N+1) sifir matrisidir ve f ; (N+Dx1 sifir
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matrisidir. (4.3.10) ve (4.3.11) formiillerini kullanarak tim «;, ve f,,, hesaplanir.
(4.3.8) formiilinden tim U, j=M —1,--ligin bulunur. Ikinci olarak, (3.2.1.3) fark

semasini uygulayarak (4.3.6) probleminin yaklasik c¢oziimleri icin asagidaki ikinci

mertebeden dogruluk fark semasi

k+1 k k-1
Uy —2u, +u,

ko ok gk
— ey = f (4, %), 1SKSN =1, 1Sn<M —1,

2
72

u = g(x,), u =ulf e (- [y)

n

+ (*T - X, )exp(—l) - (ﬁ—%)exp(—% )0<n<M,

4

(4.3.12)
uy =0,uy, , —4ul,  +3u), =0,0<k<N,

ft,x)= Zexp(—tk)(xn -k ),

@(x,)=x, —2x,

elde edilir. Yeniden (N +1)X(M +1) lineer denklem sistemidir ve bu lineer denklem
sistemi matris formunda ifade edilebilir. Bu taktirde, (4.312) matris formunda

AU, ,+BU, +CU, ,=R¢,, 1<n<M -1,

n+l

(4.3.13)
u,=0U,_,-4U,  +3U, =0
yazilir. Burada
000-00-000

0a0O0O-00-000

000-+.-00¢-0a60
000-00-000

(N+1)x(N+1)

116



B= ,
0 0 0 0 0 c b ¢
_O 00 -d e - 0 dv+nx(v+1)
ve
C=A,R=D,
o0 ] xf—zxn, kZO,
¢’I
o = " Lok = f(t,x,), 1<k<N-1,
n Nl n
Q, x2 1 3x2 3, Y. k=N
(pN e (F—-x,)exp(=1)— (- —3)exp(—3), k = N,
L 7'n _J(N+D)X
u,
1
u.\‘
U, =|. icin s=n-1, n, n+1
MN71
B
s (N+1)x1
dir. A, B ve C matrislerinin elemanlar1 i¢in
1 2 2 N| N
a:—p, b_h_2+ 2 +1, C_—T2 ’ d=|:?i|—?,€:—l—d,

dir. Boylece, n’ye bagli matris katsayili ikinci mertebeden fark denklemi vardir. n’ye
baglh matris katsayili fark denklemini ¢dzmek icin ayni uyarlanmis Gauss Eliminasyon

metoduna, (4.3.10), (4.3.11) ve (4.3.13) formiillerine ve

Uy = (3I+aM Ay _4aM )_1 (_ :BM Ay _ﬂMfl +4:BM)

basvurulur. Simdi, sayisal analizin sonuglar1 verilir. Farklh M ve N degerleri icin
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sayisal ¢oziimlerin hatasi

= max

(Z|u(tk,x )— u
1<k<N-1

formiilinden hesaplanir. Burada, u(t,,x,)

(t,,x,) de gosterir. Cizelge 4.2. N=M=20, 40 ve 60 i¢in fark semalarinin ¢dziimleri ve

tam ¢oziimleri arasindaki hatay: gosterir.

o=

tam ¢oziimi ve u'

Cizelge 4.2. Hata analizleri

Fark Semalan N=M=20 | N=M=40 | N=M =60
Fark semasi (4.3.7) 0.0049 0.0025 0.0012
Fark semasi (4.3.12) | 3.7155¢-005 | 9.4107e - 006 | 2.3679¢ - 006
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5. YARI-LINEER ELIPTiK DENKLEMLER iCiN BiTSADZE-SAMARSKIi
TiPINDE LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMi

5.1. Yari-Lineer Eliptik Denklemler icin Bitsadze-Samarskii Tipinde Lokal

Olmayan Simir Deger Probleminin Coziimiiniin Varh@ ve Tekligi

Bu boliimde, Hilbert uzayinda yari-lineer eliptik denklemler icin Bitsadze-Samarskii
tipi lokal olmayan sinir deger probleminin tek ¢6ziilebilirligi incelenmistir ve yari-lineer
eliptik denkleme bu sonuglarin uygulanabilirligi arastirilmistir.

Giris kisminda deginildigi gibi literatiirde lokal olmayan problemlerin onemi ilk kez A.
V. Bitsadze A.A Samarskii Giircii matematikcilerin ¢alismalarindan sonra goriilmiistiir.
Calismalarindaki problem direk olarak sinir deger problemlerini genellestirmesini teskil
eder. Bilimde, lineer olmayan olaylarin ¢esitli sekilde modellenmesinde lineer olmayan
eliptik kismi diferansiyel denklemler genisce kullanilir. Bu kisimda, yari-lineer eliptik
denklemler icin Hilbert uzayinda H Bitsadze-Samarskii tipinde lokal olmayan sinir

deger problemi

— O 4 Au(t) = F(tu(t)), 0<t <1,

dr*

(5.1.1)
J
u@O)y=0, u)y=2 pud)+y, 0< A <4, <---<4, <1
= :

ele alinacaktir. Eliptik diferansiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremleri elde

edilir.
J

Z;\p,-\ <1 (5.1.2)
=

varsayimi altinda (5.1.1) problemi ele alimir. A kendisine eslenik pozitif taniml

operatordiir ve A > 821, 6 > 0 > 0’°drr. (5.1.2) varsayimi altinda,
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J
J—e 2B _ ij(e—(l—/lj)B _ e7(1+/1,)3)

Jj=1

operatoriiniin

-1
J
Y = <I— e 2B _ ij(e—(l—xj)s _ e—(1+/1,-)3)>

=1
ters operatorii vardir. Asagidaki kestirim saglanir:

], ., <M. (5.1.3)

Burada, B = A% “dir. Ayrica,

1
<
Hon 1—e 2

ey

(5.1.4)

esitsizligi gecerlidir.

Eger u(t) asagidaki sartlari saglarsa, (5.1.1) probleminin bir ¢oziimii olarak adlandirilir.

e u(t), [0,1] araliginda ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir. [0,1]
araligmin baslangi¢ ve bitim noktalarinda tiirev, uygun tek yonlii tiirev olarak
anlagilir.

e u(t) fonksiyonun elemanlar tiim t € [0,1] icin D(A) aittir ve Au(t) fonksiyonu
[0,1] araliginda stireklidir.

e u(t) fonksiyonu denklemi ve (5.1.1) probleminin lokal olmayan sinir sartlarini

saglar.

(5.1.1) probleminin ¢oziimii C([0,1],H) Hilbert uzaymnda [0,1] arahiinda ¢(f) tiim

siirekli fonksiyonlarin normu

I @1l ogo.11.51)= max Il @(t)1l,

0=<r<1
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seklinde tanimlanacaktir.

Teorem 5.1.1 Kabul edelim ki fe C([0,1], H) ve %Lﬂ} <1 olsun tim t€ [0,1], u, ve H

-2
—e

icin L > 0 vardir ve f Lipschitz sartin1
|£eu)= fev), < Lju—v], (5.1.5)

saglar. Bu taktirde, yari-lineer eliptik denklemler i¢in (5.1.1) Bitsadze-Samarskii tipinde

lokal olmayan sinir deger probleminin C ([O,l], H ) uzayinda tek ¢coziime sahiptir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 sabit nokta teoremine dayanir. Kolayca goriilebilir ki

Fu(t) _ (1 _o 28 )*1 {(e—tB _ o8 )¢+ (e—(l—t)B _ o lw)B )u(l)
I

% (I B )l// + i P, {(e—ﬂjB _ e—(z—/l,.)B )q) _ (e—(l—/l,.)B _ e—(1+/1,.)3)
=1
1
><lB’1 J.(e’(l’s)B — e B )f(s,u(s))ds + (I —e %8 )%B1

0

X

/ NN
S —_—y >

e—(/l,-—-v)Bf(S,u(s))ds + j e_(‘y_’l")Bf(s,u(s))ds - j‘e(ﬂ’H)Bf(s,u(S))dsJH

J

operatorii C([O,l],H ) uzaym C([O,l],H ) uzaymm icine doniistiiriir. C([O,l],H )
uzayinda F kisalma operatorii (contracting operator) oldugu ispatlanabilir. (5.1.3),

(5.1.4) esitsizlikleri ve Lipschitz (5.1.5) sartiyla her 7 € [0,1] icin
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frute) =t <ffe=eV] M e 0],
J
(Sl i),
x [l =) sl (s, ds
(I —e )_1
H—->H

/1/

I ||e—(/1/—x)B
H—H

0

||f(s,u(s))— f(S,V(S))"H ds

H

+ %”B‘l (r-e2)

]
SH H—H

||f(s’”(5))—f(5,v(s))|Hds

H

><||€—(1—t)B (I _ 6—2131

H—H

N i ”ef(H,.)B
A

H—H

+ .:[”e(l,-H)B o ||f(s,u(s))— f(s,v(s))”Hdsj

ey, e e
| H—H -
) [[B e —e )| (suls) - £ (sl ds

2}

L W N
X(Zféle"”’*llf,ﬂ [ (s,us) = £ (s, (s, ds
+ ‘[‘ ||e*(s—t)3 o "f(s,u(s))— f(s,v(s))l ,ds

e—(t+s)B

|l

[ )= £ (s v(s), s

gecerlidir. Boylece,

”Fu(t)— FV(t)"C([O,l],H) < ZD'ﬂ”u - v"C([O,l],H)

dir. Burada @, =1(ZL,L§5%’dir. O halde sabit nokta teoreminden F, (5.1.1) probleminin

tek bir ¢oziimii olan tek bir sabit noktay1 saglar.
Bu kisimda Teorem 5.1.1°in uygulamalar1 incelenecektir. ilk olarak, yari-lineer eliptik

denklem i¢in lokal olmayan sinir deger problemi
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—u, —(a(x)u, ) +ou=f({t,xu),0<r<l,0<x<],

u(t,0) =u(t,1), u (t,1) =u (¢,0), 0<t <1,

J (5.1.6)
u(0,x) = ¢(X),I/t(1, x) = Z_: pju(/l_,'sx) + l//(x)s 0<x<l,

0<A <4, <--<4, <l

ele alinir. Burada a(x), ¢(x) ve w(x) yeterince diizgiin fonksiyon olarak verilmistir ve

f(t,x;u) Caratheodory fonksiyondur. a(x)>a >0, & = sabit > 0 ’dir.

Teorem 5.1.2 Kabul edelim ki fe C([0,1}L,[0,1]) ve L>0 vardir dyle ki, her

te [0, 1], u,ve L, [0, 1], icin —ﬁiL(f% < 1varsayimi ile f Lipschitz sartim

| £ (e.0)= £ ev)

]SL"u—v

L,[0,1 L,[0,1]

saglasin. Bu takdirde C([O, 1], L, [0,1]) uzayinda (5.1.6) yari-lineer lokal olmayan sinir
deger probleminin tek ¢coziimii vardir.

Ikinci olarak, Q R"(x=(x;,x,): 0<x, <1,1<k<n) i¢inde § s ile agik birim

kiip olsun. Q=0QuU S dir. [O, I]XQ icinde, ¢ok boyutlu yari-lineer eliptik denklem igin
baslangi¢ ve Bitsadze-Samarskii tipinde karisik sinir deger problemi

n

—u,—2(a,(u, ), +du=f(t,x;u),0<r<l, xe Q,

r=1

u(0,x) = 9(x), u(l, x) = Zj:,pju(ﬂj,x)+§//(x), xe Q, (.17

0<A <A <--<4 <lultx)=0,xe8, 0<r<1

incelenir. Problemin ¢(x), w(x) diizgiin fonksiyonlar i¢in ve & (x)2a>0 (xe Q)

icin u(t,x) diizgiin tek coziimleri vardir. Burada, & = sabit > 0 ve f(t,x;u)
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Caratheodory fonksiyondur. Yani, sabit u i¢cin x Olgiilebilir ve sabit x i¢in u iginde

siirekli ve artmayandir.

Teorem 5.1.3 Kabul edelim ki f e C([0,1]L,(Q)) olsun ve L>0 vardir dyle ki her

te (0,1, u,ve L (S_Z) icin lmi(f) <1 kabuliiile f Lipschitz sartini
p) T=2%)

€

I C)= 5 €0)], g, < L=

L,(Q)

saglasin. Bu taktirde, C([O,l], L, (S_Z)) uzayinda ¢ok boyutlu yari-lineer -eliptik
denklemler icin (5.1.7) baslangi¢ Bitsadze-Samarskii tipinde karisik sinir deger

probleminin tek ¢éziimii vardir.
Ugiincii olarak, Q_ R"(x=(x,,,x,): 0<x, <1,1<k<n) icinde S smr ile acik
birim kiip olsun. Q=QuUS dir. [O,l]xQ "da cok boyutlu yari-lineer eliptik denklem

icin karigik tipten Neumann-Bitsadze-Samarskii sinir deger problemi

n

—u, —2(a,(0u, ), = ft,x5u),0<t<l, x=(x,...,x,)€ Q,

r=1

J —
u(0,0) = Py 1l 0) = 2t (A, 0) + Y (2)s v Q, 518

0<A <A <--<4, <1, #=2=0,xe S, 0<r<I

ele alinacaktir. Problem @, (x)2a >0 (xe Q), ¢(x) ve y(x) diizgiin fonksiyonlar: i¢in
tek bir u(z,x) diizgiin ¢coziime sahiptir. Burada, f (¢, x;u) Caratheodory fonksiyondur.

Yani, sabit u i¢in x Olgiilebilir ve sabit x i¢in u iginde siirekli ve artmayandir.

Teorem 5.1.4 Kabul edelim ki f e C([O, 1],L2(£_2)) ve L >0 sayis1t mevcuttur, oyle ki

her re [0,1], u, ve L,(Q), —I(ZLL(‘S% <1 kabulu ile f Lipschitz sartini

1_6—26
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||f(t,u)—f(t,V)||L2(§) < L"u_V”L:@

saglasin. Bu takdirde, C ([0, 1], L, (ﬁ)) uzayinda ¢ok boyutlu yari-lineer eliptik denklem
icin (5.1.8) Neumann-Bitsadze-Samarskii tipinde karigik sinir deger problemi tek

¢Oziime sahiptir.
5.2. Sayisal Sonuclar
Yari-lineer eliptik denklem i¢in (5.1.1) Bitsadze-Samarskii lokal olmayan sinir deger

probleminin niimerik ¢6ziimleri i¢in sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark

semalar1

-2
-7 (U, —2u, +u,_)+Au, = f(t,,u,),

t, =k, 1<k<N-1, Nt=Lu, =9,

(5.2.1)
J
Uy =2 puf, |+,
J=1 ‘
~ T (g = 2up +up )+ Auy = (1 u),
t, =kt, 1<k <N-1, Nt =1lu, =9, (5.2.2)

= $ 0, ey (o, ) - ED) o

kurulur.
[k 6rnek olarak, yari-lineer eliptik denklem igin, birinci mertebeden (5.2.1) ve ikinci

mertebeden (5.2.2) dogruluk fark semalarini kullanarak
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_ dzu(t, x) _

8 —((2—cos(m))u, ), = g(1,x) +rsin(u(z, x)),
O<t,x<1,

u(0,x)= l—cos(ﬂx),O <x<l1,
u(l,x) = u(%, x)+ (1= cos(m))(exp(~ 1)~ exp(~ 1)L 0 < x <1, (5.2.3)
u(t,0)= ux(t,l) =0,0<r<],

glt,x)= —(7[2 (2 - cos(mx))cos(mx) +1—cos(zx) + 7% sin* (m))exp(— 1)

— &sin((1 - cos(7zx))exp(~ 7))

lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin sayisal ¢oziimleri arastirilir.

Bu problemin tam ¢6ziimii

u(t,x) = (1 — coszmx)exp(—t)

dir. Dikkat edilirse, f(t,x)= g(t,x)+;sinu(¢,x) fonksiyonu L= icin Lipschitz
sartin1 saglar.
Problem (5.2.3)’lin yaklasik ¢dziimleri i¢in, [0,1], x[0,1], kiimesinin grid noktalarinin

bir ailesi 7 ve h yeterince kiiciik parametrelerine bagli olarak

[0,1], x[0,11, ={(t,,x,): t, =k7, 1<k<N-1, Nr=1,x, =nh,
1<Sn<M -1, Mh=1},

seklinde tanimlanir.
[k ©nce, problem (5.2.3)’iin yaklasik ¢oziimleri icin (5.2.1) birinci mertebeden fark

semasini kullanarak asagidaki birinci mertebeden fark semasi elde edilir.
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k+1,m k,m k=1,m kym kym k,m k,m kym
uy, " =2u, " 4, w, = 2u," +u, . u," —uy,
- s (2 - cos(ﬂxn )) (7‘ & )— Jrsm(ﬂxn) =

7" n?

= g(t,x, )+ Lsinf" | 1Sk <N-1,1<n<M -1, m=1,.,

uO,m — ¢(‘xn )’ 1<n<<M —1, m = 1,...,

n

=

ul" =u" +(1-cos(m, ))(exp(~1)—exp(- 1), 1 <n < M —1, m =1,...,

n n

kym k,m
kym __ Uy —Uy-y _
ubm =0, Y5 — 0, 0<k < N,y m =l

u’ =1, 1<k<N-1,1<n<M -1,
¢(xn):1_cos(mn )’

glt,,x, )= —(752 (2 - cos(mx, ))cos(zx, )+ 1—cos(mx, )+ 7% sin’ (zx, )

 ssini - cos(z, explr, ) 524

Boylece, (5.2.4) fark semasi (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemidir. Bu taktirde
(5.2.4) matris formunda

AU +B U"+C U" =D, ¢, 1<n<M -1,

m~ n+l n—1

(5.2.5)
Uy =U,=0,Uy =Uy,=U, -U,,=0

yazilabilir. Burada,

0 0
0 an
0 0 anm
A = ;
a, 0
0 an O
0 0 O

(N+1)x(N+1)
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1 0 0 0 0 O]
b ¢, b 0 0 0 0
0 b c, 0 0 0 0
B, = . . . . ,
0 0 0 0 c, b 0
0 0 0 0 b ¢,
_0 0 0 -1 0 0 1_(N+1)><(N+1)

0 0 d, 0O 0 O
C, =|- . . )
0O 0 O d, 0 0
0O 0 O 0 d, 0
_0 0 0o - 0 0 OJ(N+1)><(N+1)
dir. A, B ve C matrislerinin elemanlart i¢in,
a = (2—cosz(7znh))’ b= _iz’
h T
2 2(2-cos(mh)) msin(mh)
¢, =—+ > - +1,
T h h
(2 - cos(7znh )) 7rsin(7znh)
d=- > + ,
h h
P 1-cos(mx, ), k =0,
q)l,m
e N flex, )y 1k SN -1,
¢N—l m
o (1—cos(z, ))(exp(~1)—exp(- 1)), k = N,
_ o _
1,m
Uy = . , s=n—1,nn+1
N-1,m
N,m
Us
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dir. Boylece n’ye gore matris katsayili ikinci mertebeden fark denklemi elde edilir.

n’ye gore matris katsayili fark denklemi i¢in uyarlanmis Gauss Eliminasyon metodu

uygulanirsa matris denkleminin bir ¢6ziimii

u'=a' U +p"%, n=M-1.,21,
Uiy = U-ay)” By
seklinde aranir. Burada,
a',=-(B,+C,a" ) A, =12, M1,

ﬁr’ll =

(5.2.6)

B, +C,a")' (D" —C B hn=1,2y M~1

dir. @, (n=1,-,M) (N+Dx(N+1) kare matrisler ve S, (n=1,--M) (N+1)x1

siitun matrisleridir.

000 -
000 -
a™| 000 -

oS O

e}
=
—3

Il

(N+1)x(N+1) —

seklindedir.

000-0 0

(N+1)x1

Ikinci olarak, ikinci mertebeden (5.2.2) fark semas1 uygulamasiyla, (5.2.3) probleminin

yaklagik coziimleri icin asagidaki ikinci mertebeden dogruluk fark semasi elde edilir.
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k,m_uk,m

- zsin(zx), )z—hn_l = g(tk y Xp )+ %sin(u,li’m_l j,
1<k<N-L1<n<M—1, m=1,.,
9 = gl ) ) =P )

+ (l - cos(ﬂxn ))(exp(— 1)— exp(— %) 1<ns<M-1, m=1,..,

k,m k,m k,m k,m
uO’ =0, uM’_2—4uM’_1+3uM’ =0,0<k<N, m=1l,..,
WO o1 TcksN oL 1M,

g(tk » Xy ) = (— 7[2 (2 - cos(mcn ))cos(ﬂxn )+ 1- cos(ﬂxn ) (5.2.7)

+ 71'2 sin2 (ﬂxn ))exp(— Tk )_ % sin((l h cos(ﬂrxn ))exp(— tk ))

Boylece, n’ye bagl matris katsayili ikinci mertebeden fark denklemi elde edilir. Bu

fark denklemini ¢ozmek icin (5.2.6) ve

Uy = GBI+ apoyy —4au) ™ (—=Buoy-1 — By +4Bu)

formiillerini kullanarak n’ye gore matris katsayili fark denklemi i¢cin benzer sekilde
uyarlanmis Gauss Eliminasyon yontemi ve iterasyon metodu uygulanir. (5.1.1)

probleminin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek i¢in, Matlab programi kullanilir. Bu 6rnek
icin, grid fonksiyon fark semalarinda iterasyonu u”" =1 baglatilir. Ardisik iterasyonlar

arasindaki hatalar 10~ *den kiiciik oluncaya kadar islem devam ettirilir.

[1k olarak, ardisik iterasyonlar arasindaki hata
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1<k<N "

M
EY (m,m—1)= max(z |u,’,‘”” —utm!
n=1

1
2
2
hj
k,m

ile hesaplanir. Burada, u,"" m’inci iterasyon admundaki (7,,x,)’de bu fark

semalarinin sayisal ¢oziimlerini gosterir. ikinci olarak, tam ¢oziim u(z,,x,) ve bu fark

m

semalarinin sayisal ¢oziimleri u*" arasindaki hatalari karsilagtirmak igin

1

M 2
- 2
EN(m) = 113%(2 uy™ = u(ty, xn) h)

formiilii kullanilir.

Cizelge 5.1., birinci mertebeden dogruluk fark semasi icin N =M =10, 20 oldugunda,

ikinci ve iiciincil iterasyon adimdaki hata karsilastirmalarini verir.

Cizelge 5.1. Birinci mertebeden fark semasi icin hatalar

EY(2,) EY(2,) EY@3,) ENG,)

N=M=10 4.323e-004 0.029 3.827e-006 0.029

N=M=20 1915¢-004 0.013 1.75%9-006 0.013
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Cizelge 5.2., ikinci mertebeden dogruluk fark semasi icin N =M =10, 20 oldugunda,

ikinci ve iiciincii iterasyon adimdaki hata karsilastirmalarin1 verir.

Cizelge 5.2. ikinci mertebeden fark semasr icin hatalar

M M M M

N=M=10 4.041e-004 0.0270 3.565e-006 0.0270

N=M=20 1846e-004 0.0125 1684e-006 0.0125

Boylece, sonuglar birinci mertebeden dogruluk fark semasi (5.2.4) ile ikinci mertebeden
dogruluk fark semasi (5.2.7) karsilastirildiginda ikinci mertebeden dogruluk fark

semasinin daha iyi sonugclar verdigini gosterir.
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6. SONUCLAR

Bu tez eliptik diferansiyel ve fark denklemleri i¢in integral sarthi Bitsadze-Samarskii
lokal olmayan sinir deger probleminin iyi konumlanmishgin incelemeye adanmustir.
Calisma sonucunda ¢ikan orijinal sonug¢lar maddeler halinde verilmektedir.

e Ik olarak, C&([O,l],H ) uzayinda integral sartli lokal olmayan

— M0 1 Au(t) = f(1), 0<t<],
6.1)

1
u(©0) = @, u(l) = [ p(Au(A)dA+y
0

Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin iyi konumlanmishigi ispatlanmistir.

Cg ([O, 1], H) uzayinda (6.1) probleminin yaklasik ¢oziimii icin,

1 -
=l = 2w, +u 1+ Auy = @y,

o, =f)t, =kt,1<k<N-1, Nt=1

N
Uy =@, uy :jZ:]p(tj)ujT"H//

birinci mertebeden

_Tl_l[ukﬂ = 2w+ 1+ Au, = @,

0. =f@,) t,=kt,1<k<N-1, Nt =1

i+

Uy =9, uy =J§_1p(r,—%)( : 2/])T+l//»

ikinci mertebeden
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_ ”A+1*2:2k+”k-1 + Auk +%A2uk = ¢k’
¢k — f(tk)+%(f(IA+1)*2fT(21k)+f(tk—1) + Af(tk ))’ tk — kT, 1S k S N _1’

Uy =@, uy =%(p(to)uo +p(t1v )”N)

N

5 21
+%(4kz_:1p(t2k—l )u2k—1 + 2}; p(tZk)MZkJ-l_ v

ve dordiincii mertebeden kararli fark semalarinin iyi konumlanmiglhigi ispatlanmastir.

e Bu fark semalarinin hemen hemen koersif kararlilik esitsizliklerini ve koersif

kararhlik esitsizliklerini sagladig gosterilmistir.

e Fark semalarinin ¢6ziimii i¢in verilen teorik ifadeler sayisal 6rneklerin sonuclar

ile desteklenmistir.

e Ikinci olarak, yari-lineer eliptik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii tipinde

—LM0 4 Au(r) = f(ru(t), 0<r <1,

dr*

(6.2)
w0 =@, u() =5 pu(A)+y, 0< & <Ay <-< 4, <1

lokal olmayan sinir deger probleminin C ([O, 1],H ) uzaymda c¢oziimiiniin varhigr ve
tekligi ispatlanmistir.

® (6.2) probleminin yaklagsik ¢oziimleri i¢in birinci ve ikinci mertebeden kararli

fark semalar1 kurulmustur.

e Fark semalarinin ¢6ziimii i¢in verilen teorik ifadeler sayisal drneklerin sonuglari

ile desteklenmistir.
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EKLER

EK1:Eliptik tip Bitsadze-Samarskii probleminin birinci mertebeden niimerik ¢oziimii

icin Matlab Program kodu

function doktorasecond(IN,M)

close all;

if nargin<1; N=10; M=10; end;
tau=1/N; h=1/M;

a=-1/(h"2);a
e=(2/(h"2))+(2/(tau2)+1);e
d=-1/(tau”"2);d

for k=2:N;

Alk.k)=a; A(1,1)=0;A(N+1,N+1)=0; A;
end;

A

for k=2:N;

B(k,k)=e; B(k,k-1)=d; B(k,k+1)=d;
B(N+1,k)=-(exp(-(k-1)*tau)*tau); B(N+1,N+1)=1-(exp(-(N*tau))*tau); B(1,1)=1;
end;B

C=A;C

for i=1:N+1; D(,i)=1; end; D;D

for j=1:M-1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau; x=(j)*h;

fii(k.j:j)=(pi)*(pi) *exp(-t)*sin((pi) *x);
end;

end;

fii

for j=1:M-1;

x=(j)*h;

fii(1,j:j)=sin((pi)*x); fii(N+1,j:))=(exp(-1)+(1/2)*exp(-2)-(1/2))*sin((pi)*x);
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end;

fii

I=eye(N+1,N+1);
alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);

for j=1:M-1;
alpha{j+1}=inv(B+C*alpha{j})*(-A);
betha{j+1}=inv(B+C*alpha{j})*(D*fii(:,j:j)-C*betha{j});
end;

alpha{j+1}

betha{j+1}

U{M }=zeros(N+1,1);

for Z=M-1:-1:1;
U{Z}=alpha{Z+1}*U{Z+1}+betha{Z+1};
end;

U{Z}

for Z=1:M;

pC.Z+D=U{Z};

end;

p(, 1)=zeros(N+1, 1);

P

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;
es(k,j:j)=exp(-0)*sin((pi)*x);
end;

end;

es

abs(es-p);

abs(es-p)

maxes=max(max(es)) ;
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maxapp=max(max(p)) ;
maxerror=max(max(abs(es-p)));
relativeerror=maxerror/maxapp;

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
fmatl=abs(abs(es-p));

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2, 2);

fmatd=fmat3.7(1/2);

sumerror=max(fmat4)

p;

es;

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);

table=[es;p]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;
g=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(xler,tler,es);

title(EXACT SOLUTION"); set(gca,ZLim',[q W]);
rotate3d;

XLabel('x axis'); YLabel('t axis');

figure; surf(xler,tler,p);

title(FIRST ORDER DS'"); set(gca,ZLim',[q w]);
rotate3d ;

XLabel('x axis'); YLabel('t axis");
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EK2: Eliptik tip Bitsadze-Samarskii probleminin ikinci mertebeden niimerik ¢oziimii

icin Matlab Program kodu

function doktorasecond(IN,M)

close all;

if nargin<1; N=10; M=10; end;

tau=1/N; h=1/M;

a=-1/(h"2);a

e=(2/(h"2))+(2/(tau"2)+1);e
d=-1/(tau”"2);d

for k=2:N;

Ak.k)=a; A(1,1)=0;A(N+1,N+1)=0; A;
end;

A

for k=2:N;

B(k,k)=e; B(k,k-1)=d; B(k,k+1)=d;
B(N+1,k)=(-(tau/2)*(2*(exp(-(k-1)*tau))));
B(N+1,1)=(-(tau/2)); B(N+1,N+1)=(1-((tau/2)*(exp(-(N*tau))))); B(1,1)=1;
end;B

C=A;C

for i=1:N+1; D(,1)=1; end; D;D

for j=1:M-1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau; x=(j)*h;
fii(k.j1j)=(pi)*(pi)*exp(-t)*sin((pi)*x);

end;

end;

fii

for j=1:M-1; x=(j)*h;

fii(1,j:j)=sin((pi)*x); fii(N+1,j:))=(exp(-1)+(1/2)*exp(-2)-(1/2))*sin((pi) *x);
end;

fii
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I=eye(N+1,N+1);
alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);

for j=1:M-1;
alpha{j+1}=inv(B+C*alpha{j})*(-A);
betha{j+1}=inv(B+C*alpha{j})*(D*fii(:,j:j)-C*betha{j});
end;

alpha{j+1}

betha{j+1}

U{M }=zeros(N+1,1);

for Z=M-1:-1:1;
U{Z}=alpha{Z+1}*U{Z+1}+betha{Z+1};
end;

U{Z}

for Z=1:M;

p(.Z+1)=U(Z};

end;

% p(:, 1)=zeros(N+1, 1);

|y

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;
es(k,j:j)=exp(-0)*sin((pi)*x);
end;

end;

es

abs(es-p);

abs(es-p)
maxes=max(max(es)) ;
maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));
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relativeerror=maxerror/maxapp;

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
fmatl=abs(abs(es-p));

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2, 2);

fmat4=fmat3.7(1/2);

sumerror=max(fmat4)

p;

es;

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);

table=[es;p]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;
g=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(xler,tler,es);

title(EXACT SOLUTION); set(gca,ZLim',[q W]);
rotate3d;

XLabel('x axis'); YLabel('t axis');

figure; surf(xler,tler,p);

title('SECOND ORDER DS"); set(gca,”ZLim',[q W]);
rotate3d ;

XLabel('x axis'); YLabel('t axis");

143



EK 3: Eliptik tip Bitsadze-Samarskii probleminin dordiincii mertebeden niimerik

¢oOziimii icin Matlab Program kodu

function fourhtord(N,M)

close all;

if nargin<l; N=6; M=110; end;

tau=1/N; h=(pi)/M;

c=((12*(h")+4* (h"2)*(tau2)+6*(tau2)+(tau2)* (h"4)+24#(h”2))/(12*(h"4))+2/(tau”
2))sc

a=(tau”2)/(12*(h"4));a
b=(-12*(h"2)-4*(tau”2)-2*(tau2)*(h"2))/(12*(h"4));b
d=(-1/(tau”2));

A=zeros(N+1,N+1);

for k=2:N; A(k,k)=a;end;A

B=zeros(N+1,N+1);

for k=2:N; B(k,k)=b; end; B

C=zeros(N+1,N+1);

for k=2:N;

C(k,k)=c; C(k,k-1)=d ;C(k.,k+1)=d;
C(N+1,k)=-(exp(-(k-1)*tau)*tau); C(N+1,N+1)=1-(exp(-(N*tau))*tau); C(1,1)=1;
end;C

D=zeros(N+1,N+1);

for k=2:N;

D(k,k)=b;

end;D

E=AE

I=eye(N+1,N+1);

R=I;

size(A)

size(B)

size(C)

alpha(1:N+1,1:N+1,1)=0*eye(N+1);
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betha(1:N+1,1:N+1,1)=0*eye(N+1);

gamma(N+1,1)=0;

alpha(1:N+1,1:N+1,2)=(4/5)*eye(N+1);
betha(1:N+1,1:N+1,2)=(-1/5)*eye(N+1);

gamma(N+1,2)=0;

for j=1:M;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j)*h;

fii(k,j)=(1+((tau2)/4))*exp(-t)*sin(x);

end;

end;

for j=1:M;

x=(j)*h;

fii(1,j)=sin(x);
fii(N+1,j)=((exp(-1)+(1/2)*exp(-2)-(1/2))*(1+((tau2)/4)))*sin(x);
end;

for n=2:M-2;
matematik=C+D*alpha(:,:,n)+E*betha(:,:,n-1)+E*alpha(:,:,n-1)*alpha(:,:,n);
betha(:,:,n+1)=-inv(matematik)*(A);
alpha(:,:,n+1)=-inv(matematik)*(B+D*betha(:,:,n)+E*alpha(:,:,n-1)*betha(:,:,n));
gamma(:, n+1)=inv(matematik)*(R*fii(:,n)-D*gamma(:,n)-E*alpha(:,:,n-
1)*gamma(:,n)-E*gamma(:,n-1));

end;

%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE'%

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j)=exp(-t)*sin(x);

end;

end;es;
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% END EXACT SOLUTION%

U(1:N+1,1:M)=nan;

U(:,M:M)=0;
U(:,M-1)=inv((betha(:,:;,M-2)+5*eye(N+1))-(4*eye(N+1)-alpha(:,:;,M-2) )*alpha(:,;,M-
1) )*((4*eye(N+1)-alpha(:,:;,M-2:M-2))*gamma(:,M-1:M-1)-gamma(:,M-2));
U(:,M-2)=inv(4*eye(N+1)-alpha(:,:,M-2))*((betha(:,:, M-2)+5*eye(N+1))*U(:,M-
1)+gamma(:,M-2));

for Z=M-3:-1:1;
U(:,Z:Z)=alpha(:,:,Z+1)*U(:,Z+1)+betha(:,:,Z+1)*U(:,Z+2)+gamma(:,Z+1);
end;

U(:,2);

for Z=1:M;

p(,Z+1)=U(:,Z);

end;

%ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME%
abs(es-p) ; %%% error ...

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));

relativeerror=maxerror/maxes;

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]

fmatl=abs(es-p);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2, 2);

fmatd=fmat3.7(1/2);

sumerror=max(fmat4)

%GRAPH OF THE SOLUTION%

[xler,tler]=meshgrid(0:h:pi,0:tau:1);

table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

g=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;
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surf(xler,tler,es); title(EXACT SOLUTION');

set(gca,'ZLim',[q w]);rotate3d;XLabel('x axis'); YLabel('t axis');
figure; surf(xler,tler,p);

title(FOURTH ORDER APP. SOL.BY FIVE POINTS'); rotate3d ;
set(gca,'ZLim',[q w]); XLabel('x axis'); YLabel('t axis');

% END GRAPH %
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