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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
GRAFLARIN KOMSULUK MATRISLERI
Fikriye ERSOY
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Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

Bu calismada graflar ve graflarin komguluk matrisleri ele alinmistir.

Birinci boliimde, graflarla ilgili temel tanimlar, graflarin kullanim alanlari, graf
tiirleri ve graflarin matrislerine yer verilmistir.

Ikinci boliimde, graf tiirlerinin komsuluk matrisleri verilmis ve bunlarin genel
formlari elde edilmistir.

Uciincii boliimde, numaralandirilmis graf tiirlerinin komsuluk matrislerinin
sayis1 teorem ile verilmis ve drneklendirilmistir.
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ABSTRACT
Master Thesis
NEIGHBOURHOOD MATRICES OF GRAPHS
Fikriye ERSOY

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

In this thesis, graphs and neighborhood matrices of graphs are studied.

In the first chapter, fundamental notions on graphs, usage areas of graphs, graph
types and graph matrices are recalled.

In the second chapter, neighbourhood matrices of several well-known graph
types are obtained and general forms of those are given.

In the third chapter, the number of neighbourhood matrices of several numbered
graph types is obtained and explained with examples.
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1. GIRIS
1.1. Graflarin Tarihcesi

Graf teori, 1736 yilinda Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler tarafindan Kénigsberg
kasabasinin “Yedi Ko&prii”? problemi baz alinarak kaleme alinmis makalesinin
yayimlanmasi ile ortaya ¢ikmustir.

Sekil 1.1. Konigsberg ve 7 kopriisii

Konigsberg Kasabasi’ndaki Pregel nehri, Kneigh isimli adacigin etrafindan akarak
sekilde gorildiigii gibi iki kola ayrilmaktaydi. Sekildeki 7 koprii kentin 4 pargasini
birbirine bagliyordu. Hikayeye gore kasaba halki eglence olsun diye kentin farkli
noktalarindan hareket ederek 7 kopriiyli birer kez ge¢ip basladiklar1 noktaya donmeyi
deniyorlarmis. Hicbiri bu geziyi basaramamis. Kentin ortak meraki haline gelen bu
problem o zamanin {inlii matematik¢isi Leonhard Euler’in ilgisini ¢ekmis ve Euler,
problemi iizerinde daha rahat oynayabilecek bir sekille temsil ederek ise baslamig
(Biggs ve Lloyd ve Wilson 1986).



Sekil 1.2. Konigsberg’in grafla gésterimi
Euler, kara pargalarinin her birini bir noktayla, kopriileri de kenar denilen ¢izgilerle
temsil etmistir. Problem, graf teorisi terimleri ile su hale gelmistir:

Herhangi bir noktadan harekete baslayp, biitiin kenarlardan bir ve
valniz bir defa gegerek, biitiin noktalari ziyaret ettikten sonra baslangi¢
noktasina varabilir miyiz?

Euler, caligmalarinin sonucunda bunun miimkiin olabilmesi i¢in tiim noktalarin ¢ift
dereceli olmast gerektigini ispatlamistir. Yukaridaki grafta da tiim noktalarin dereceleri
tek oldugundan Konigsberg probleminin ¢dziimiiniin miimkiin olmadig: goriiliir.

Burada Euler, noktalarin tiimiiniin derecelerinin ¢ift olmasi1 gerektigini su sekilde elde
etmisti: Bu tiir bir probleme bir noktadan baslanildiginda ve herhangi bir noktaya
gelindiginde bu noktada bir tane gelen bir tane de giden kenar olmali ve bdylece bu
noktanin derecesi ¢ift olmalidir. Bu biitiin noktalar i¢in dogru olmalidir, fakat biri
cizime basladigimiz digeri de c¢izimi bitirdigimiz nokta olmak iizere iki noktanin
derecesi tek olabilir. Ancak Konisberg kopriileri probleminde, baslanilan noktaya geri
doniilmesi amaglandigindan bu iki noktanin da mertebesi ¢ift olmalidir ve bdylece ilgili
grafigin ¢izilebilir olmas1 igin gerek ve yeter kosul tiim noktalarin derecelerinin g¢ift
olmasidir.

Bu problem, graf teorisinin baslangi¢ problemi olarak bilinir. Bunun sonrasinda da bu
tez icinde zaman zaman atifta bulunacagimiz ¢ok sayida tarihsel problem, graf teorisinin
gelisimine katkida bulunmustur.

1.2. Graflarla Ilgili Temel Kavramlar
1.2.1. Giris

Sekil 1.3 ve Sekil 1.4 sirasiyla bir yol haritasinin parcasint ve bir elektrik devresinin
parcasini gostermektedir.



Sekil 1.3. Yol haritasi

P Q
a ——— a
| NS
R
——
- ——1
T S

Sekil 1.4. Elektrik devresi

Bu durumlardan her biri Sekil 1.5’teki gibi ¢izgiler ve noktalar araciligiyla bir diyagram
olarak temsil edilebilir. P, Q, R, S ve T noktalarina kdseler (vertices), ¢izgilere kenarlar
(edges) biitiin diyagrama da graf (graph) adi verilir. Ornegin, Sekil 1.5°teki grafta 5
kose, 8 kenar vardir.

P Q

T S

Sekil 1.5. Yol haritas1 ve elektrik
devresi grafi

Not. PS ve QT cizgilerinin kesisimi bir nokta degildir.

1.2.2 Tamim. Kenar denilen dogru parcalar ile birlestirilmis kdse denilen noktalardan
olusan bir diyagrama graf denir.

Graf kavrami daha detayl olarak su sekilde de tanimlanabilir:



V ile gosterilen ve koseler kiimesi adi verilen elemanlar kiimesi ile VxV kartezyen
carpim kiimesindeki sirali ikililer ile tanimlanmis kenarlarin olusturdugu E kiimesinin
birlikte meydana getirdigi semaya (diyagrama) graf denir. Graf G = (V,E) ile gosterilir.

1.2.3 Tammm. Iki kdseyi birlestiren birden fazla kenar varsa bunlara ¢oklu kenar, bir
koseyi kendine birlestiren bir kenara da dongii denir. Bu iki tiir kenar1 olmayan grafa
basit graf denir.

1

4 3

Sekil 1.6. Coklu kenar ve dongiiye
sahip graf

1.2.4 Tanmm. Bir G grafinda G’nin k tane kenarinin uv, vw, wx, ..., yz seklindeki
stralanigina k uzunluklu bir yol denir (Rouvray ve Balaban 1979).

Sekil 1.7. k uzunluklu bir yol

Boyle bir yol uvwx...yz ile gosterilir ve u ve z veya z ve u arasindaki yol olarak anilir.

Sekil 1.8. Yol 6rnegi

Sekil 1.8’deki uvwxywvzzy 9 uzunlugunda bir yoldur ve vw kenarmi iki kez
bulundurur.



1.2.5 Tamim. Bir yolun tiim kenarlar1 farkliysa bdyle bir yola iz denir. Buna ek olarak
tiim koseler de farkliysa yola patika denir.

Sekil 1.8’deki vzzywxy bir izdir. Clinkii y ve z koseleri ikiser kez yer almistir. Bununla
birlikte vwxyz bir patikadir.

1.2.6 Tamim. Bir G grafinda G’nin kenarlarinin uv, vw, wx,..., yz, zu seklindeki bir
siralanigia kapali yol denir. Kenarlarin hepsi farkli ise yola kapali iz denir. Buna ek
olarak tiim koseler de farkli ise bu ize devir denir. Sekil 1.8’deki grafta uvwyvzu kapali
bir izdir. zz, vwxyv, vwxyzv her biri birer devirdir.

1.2.7 Tamm. iki grafin birlesimi olarak yazilamayan bir grafa baglantili, aksi halde
baglantisiz graf denir (Gross ve Yellen 1999).

A E G
®
H
C B ®
F I
Sekil 1.9. Baglantili graf Sekil 1.10. Baglantisiz graf

1.2.8 Tamim. G, V(G) koseler kiimesi ve E(G) kenarlar kiimesine sahip bir graf olsun.
G’nin bir alt grafi koseleri V(G)’ye kenarlar1 E(G)’ye ait bagka bir graftir. Ornegin;

u

W Y

z

Sekil 1.11. Graf

grafinin bazi alt graflar1 agagidaki gibidir:



u
u
X v
v
w y .
w ¥y
z z

Sekil 1.12. Alt graf 6rnegi Sekil 1.13. Alt graf 6rnegi

1.2.9 Tanim. G bir dongiisiiz graf ve ve V(QG) olsun. v’de bulusan kenarlarin sayisina

v W

Sekil 1.14. Dongiisiiz graf

v’nin derecesi (katlilig1) denir ve deg(v) ile gosterilir.
deg(u)=2, deg(v)=3, deg(w)=4, deg(z)=1

Yukaridaki tanim dongiiye sahip graflar icin de verilebilir. Her dongii i¢in derece iki
arttirllmalidir. Ornegin,

u
(;4\/‘/

Sekil 1.15. Dongiiye sahip graf

deg(u)=2, deg(v)=5, deg(w)=4, deg(z)=3



1.2.10 Tammm. Bir G grafinda tiim kose dereceleri birbirine esitse G’ye regiiler denir.
Her kosenin derecesi r ise G’ye r-regiiler denir (Douglas 2001).

1 2 1 2
® ®
e b
o ®
4 3 4 3 d c
O-regiiler 1-regiiler 2-regiiler

Sekil 1.16. Regiiler graflar
1.2.11 Tamim. Regiiler bir G grafinda,
Toplam kose derecesi = kdse sayis1 x r
dir.

1.2.12 Lemma (El sikma lemmasi). Bir G grafinda kose derecelerinin toplami, kenar
sayisinin iki katina esittir.

Ispat. Her kenarn iki kdseye birlestigini diisiiniirsek ispat agiktir.
1.2.13 Sonug.
1) Toplam kose derecesi ¢ifttir.

2) Tek dereceli kose sayisi ¢ifttir.
3) G, n kdseye sahip r- regiiler bir graf ise G’nin kenar sayis1 %’dir.

1.2.14 Tamim. Bir grafin her bir kodsesini bir sembolle (say1 veya harf) ifade edersek
grafa numaralandirilmis (numaralandirilmis) graf, aksi halde grafa numaralandirilmamis
(numaralandirilmamis) graf denir. Sekil 1.17 numaralandirilmis grafa, Sekil 1.18
numaralandirilmamis grafa 6rnektir (Harary ve Palmer 1973).



6 3
5 4
Sekil 1.17. Sekil 1.18.
Numaralandirilmanig ~ Numaralandirilmig
graf graf

1.2.15 Tammm. G; ve G iki graf olsun. G;’in herhangi iki kOsesini birlestiren kenarlarin
sayist Go’nin karsilik gelen koselerini birlestiren kenarlarin sayisina esit olsun. O halde
G1 ve Gy’nin kdseleri arasinda birebir bir esleme varsa G; ve G,’ye izomorftur denir.
Boylece asagidaki iki grafu <> |, v<>m, w <> n, X < p, Yy <> Q, Z <> r eslemesi altinda
izomorftur (Wilson 1996).

u v w 1
r P
n m
q
X y z

Sekil 1.19. numaralandirilmis izomorf graflar

Yukaridaki iki grafin ne zaman izomorf oldugunu gordiik. Bunun sonucunda,
numaralandirtlmamig iki grafin isaretlerini belirleyebiliyorsak bu iki grafin izomorf
oldugunu sdyleyebiliriz. Ornegin Sekil 1.20°deki numaralandirilmamis graflar,
koselerini Sekil 1.19°daki gibi isaretleyebildigimiz i¢in izomorftur.



pi B

Sekil 1.20. Isaretsiz izomorf graflar

Isaretli ve numaralandirilmamis graflar arasindaki farklilik, onlar1 saymaya
calistigimizda daha belli olur.

1.2.16 Graflar1 Sayma

Graflar1 sayarken izomorfik olanlar1 ayni kabul edip, izomorf olmayanlar1 sayacagiz.
Ayrica numaralandirilmig ve numaralandirilmamis graflar arasinda da ayrim
yapilacaktir. Ik olarak numaralandirilmis graflari sayalim (Bondy ve Murty 1976).

Ornegin, 3 kdseye sahip numaralandirilmis graflarin sayisi sekizdir.
1 1 1 1 1 1
® / ®
e o oo o \ O/\ / o \ /\-
2 3 302 302 3 32 3
Sekil 1.21. Numaralandirilmig graflar1 sayma

(5] .
h;.

2 3

n koseye sahip numaralandirilmis graflarin sayisint bulmak zor degildir. El sikma
lemmasinin 3. sonucu geregi miimkiin olan tiim kenarlarin sayisi (721): @’dir. Ikinci

olarak her bir kenar ya vardir ya yoktur. Dolayisiyla iki ithtimal vardir. Aranan say1
nn-1)
2z olur. Asagidaki listede n < 8 icin n kdseye sahip numaralandirilmis graflarin

sayis1 verilmistir.

Tablo 1.1 n koseli numaralandirilmig graflarin sayisi

n 1 2 3 4 5 6 7 8
Isaretli

graf 1 2 8 64 1024 | 32768 | 2097152 | 268435456
sayist

Simdi de 3 koseli numaralandirilmamis graflart sayacak olursak,



® ®
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Sekil 1.22. Numaralandirilmamis graflari sayma

buluruz. Kiiclik kose sayilari i¢in bu sekilde hesap yapmak kolaydir. Ancak kose sayisi
biiyiidiikkge onlar1 saymanin baska bir yontemi gereklidir. 1935°de George Polya bir
formiil vermistir. Bu formiil daha sonra graflarla ilgili bircok sayma problemlerini
¢6zmede de kullanilmistir.

Tablo 1.2 n koseli graflarin, baglantili ve regiiler graflarin sayisi

n 1 2 3 4 5 6 7 8
Graflar 1 2 4 11 34 156 1044 | 12346
Baglantili 1 1 2 6 21 112 853 11117
Regiiler 1 2 2 4 3 8 6 20

Gortildiigii gibi numaralandirilmis graflar i¢in sayma problemi numaralandirilmamislar
i¢in olandan daha kolaydir.

1.3. Graflarin Kullanim Alanlari

Gilnliik hayatta karsilastigimiz birgok durum, bir noktalar kiimesi ve bu noktalar
birlestiren dogrularin olusturdugu graf denilen semalarla gosterilebilir. Ornegin;

1) istanbul’dan Samsun’a kag farkli kara yolu ile gidilebilir? En kisa yolu bulunuz.

2) Gezgin Satict Problemi: Gezgin Satict Problemi’nde (GSP) amag, bir saticinin,
bulundugu sehirden baslayip, her sehre sadece bir kez ugradiktan sonra basladigi sehre
geri donen en kisa turunu bulmaktir. Bu problemde herhangi iki sehir arasinda bir yol
oldugunu ve o yolun uzunlugunu bildigimizi varsayiyoruz. GSP, graf kurami dilinde,
sehirlerin noktalarla, sehirleraras1 yollarn kenarlarla temsil edildigi (yalin) bir graf
tizerinde en kisa Hamilton turunun bulunmasidir. Bir Hamilton turu, bir graf tizerindeki
her noktadan sadece bir kez gecen (dolayisiyla ayni1 yoldan da sadece bir kez gegcen) ve
basladig1 noktada biten, 19. Yiizyilda yasamis matematik¢i William Hamilton’1n adiyla
anilan turdur (Matematik Diinyas1 2003).

3) Cinli Postact Problemi: Bir posta tasiyicisi postaneden ¢ikip, bolgesindeki her bir
bloga postalart dagitip ofisine geri donmektedir. Eger, yolu flizerindeki caddelerin
kesistigi her bir noktay1 bir kose ve iki kdse arasindaki yolu da bir kenar olarak alirsak,
bu problemin modeli olan bir graf elde ederiz. Eger graf bir Euler grafi ise postact her
bir caddeyi bir kere gecmelidir. Eger Euler grafi degil ise, postaci baz1 caddeleri tekrar



gecmek durumunda kalacaktir. Burada, baglantili bir grafta, grafin her bir kenarimi
bulunduran kapali bir yol bulunabiliyorsa bu grafa bir Euler grafi denir.

4) Bir disi ar1 dollenmis yumurtadan, erkek ar1 déllenmemis yumurtadan ¢ikar. Yani
disi arinin hem annesi hem babasi, erkek armin yalniz annesi vardir. Bir erkek armin 1.
nesil oldugunu kabul edersek 10 nesil geriden kag¢ aridan gen aldigini aga¢ diyagramina
benzer bir graf ile bulabiliriz.

1. nesil @ :erkek
2. nesil O: disi

3. nesil

4. nesil

5. nesil

Sekil 1.23. Graflarin kullanim alanlar1 6rnegi

Cozim i¢in diyagramin daha fazla cizilmesine gerek olmadan gen veren ar1 sayisinin
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 134, ... seklindeki Fibonacci dizisiyle bulunabilecegi
goriiliir.

5) Tirkiye haritasindaki illeri komsu iller ayn1 renk olmayacak sekilde boyamaya
kalkarsak 4 renk yeterlidir. Bu problem Dort Renk Problemi olarak bilinen, her
haritanin, komsu iki iilke ayni renkte olmayacak bigimde sadece dort renkle boyanip
boyanamayacagi probleminden yola ¢ikilarak olusturulmustur. Coziimiinde graflardan
yararlanilir(Matematik Diinyas1 2004).



Sekil 1.24. Dort renk problemi ile Tiirkiye haritasi

6) CsHi, formiiliine sahip kimyasal molekiilleri graflarla gosterebiliriz. Sekilde karbon
atomlarin1 siyah noktalarla, hidrojenleri de beyaz noktalarla gosterirsek asagidaki grafi
elde etmis oluruz. CsHj; kimyasal molekiiliiniin izomerlerini de benzer sekilde

gosterebiliriz.
H H H H H
I I I I I
H-C—C —C—-C —C —H
| | | | |
H H H H H
O O

Sekil 1.25. Kimyasal molekiillerin graf ile gosterimi

Bu problemler birbirleriyle iliskisiz goriinse de aslinda hepsi c¢esitli nesnelerin
siiflandirilip aralarindaki iligkilerin kurulmasi problemidir. Bilim ve teknolojideki bir
¢ok problem modelleme yoluyla islemsel arastirma ve network analizini kullanan
problemlere doniistiiriilerek zaman ve para tasarrufu saglanmaktadir.

1.4. Graf Tiirleri
1.4.1. Sifir (null) Graflar

Kenar1 bulunmayan graflardir. N, ile gosterilir.



Nl NZ N3 N4

Sekil 1.26. Sifir graflar

Ny, O-inc1 dereceden regiilerdir.
1.4.2. Yol (path) Graflan

Koselerinden iki tanesinin derecesi 1, diger tiim koselerinin dereceleri ise 2 olan
graflara yol graf denir. n késeli bir yol graf P, ile gosterilir.

® 66— o6 o ° 06 o o o

P, P, Ps Ps

o900 0 & o6 o o o o o

Ps Pe

Sekil 1.27. Yol graflar

Pn’in n-1 kenar1 vardir ve C,‘den bir tek kenar ¢ikarilarak elde edilir.

1.4.3. Devir (cycle) Graflan

Tek bir devirden olusan graflardir. n koseli bir devirli graf C, ile gosterilir.

O OA.

C



BESAS

Sekil 1.28. Devir graflar

Cy’in n kenar1 vardir ve ikinci mertebeden regiilerdir.
1.4.4. Tam (complete) Graflar
Her kose ciftinin tam bir kenarla birlestirildigi graflara denir. n kdse sayisi olmak iizere

K ile gosterilir.

AN
Kz K3

Kq

&

Sekil 1.29. Tam graflar

K4’lin biri hari¢ tiim Ky’lerin bir diizgiin n-genin i¢ine tiim kosegenleri c¢izilerek elde

271 yenart

edildigi goriiliir. Ayrica K, n-1’inci mertebeden regiilerdir. Dolayisiyla

vardir.
1.4.5. Yildiz (star) Graflar

K1 n seklindeki graflara yildiz graf denir. S, ile gosterilir.



< LXK

51 S, S, S,
Sekil 1.30. Yildiz graflar
Sy’in n tane kenar vardir.

1.4.6. iki Parcal (bipartite) Graflar

Koseleri siyah koseler ve beyaz koseler olarak iki pargaya ayrilabilen ve her bir kenari
bir siyah koseyi bir beyaz koseye birlestiren graflardir. Siyah koselerin sayisi r, beyaz
koselerin sayisi s olmak iizere K s ile gosterilir.

K2z Kz K3, K3

Sekil 1.31. iki pargali graflar

K;s’nin rxs tane kenar1 vardir.
1.5. Graflarin Matrisleri

15.1 Tamm. v ve w bir grafin iki kosesi olsun. Eger v ve w, bir e kenan ile
birlestirilmisse v ve w’ya komsu koseler denir. Ayrica v ve w’ya e’ye bitisiktir de
denilir. Benzer sekilde, farkli iki e ve f kenar1 ortak bir koseleri varsa komsudur.

v .%
AY € W e
® ® ®

Sekil 1.32. Komsu kdseler Sekil 1.33. Komsu kenarlar

1.5.2 Tamim (Komsuluk matrisi). G, kose kiimesi {vi Vo ..., v4} olan dongiisiiz bir
graf olsun. G’nin komsuluk matrisi; ajj, Vi Ve Vj’yi baglayan farkli kenarlarin sayisi
olmak tizere nxn boyutlu A = A(G) matrisidir.



1.5.3 Ornek.

1 2
@
01 0 1
1 0 1 2
01 0 1
1 2 10
®
B 3

Sekil 1.34. Graf 6rnegi ve komsuluk matrisi

1.5.4 Tanim (Bitisiklik matrisi). V = {1,2,...,n} ve E = {ey, €y, ..., em} olmak lizere G
= (V,E) graf1 verilsin. G grafinin bitigiklik matrisi nxm boyutlu olan ve her bir satirin
bir kdseye ve her bir siitunun bir kenara karsilik geldigi bir B = B(G) = (bix) matrisidir.
Burada ey, i ve j. koseler arasindaki bir kenar ise k. slitunun elemanlarindan by=bj=1,
digerleri sifirdir.

1.5.5 Ornek.

1 0 01 00O
1 10 0 1 1
0110 00
0 01 111

Sekil 1.35. Graf 6rnegi ve bitisiklik matrisi

1.5.6 Tamim (Laplace matrisi). A(G), G grafinin komsuluk matrisi; D(G), kdsegen
elemanlart G grafinin noktalarinin derecelerinden olusan bir kdsegen matris olmak
tizere L(G) = D(G)—A(G) seklinde tanimlanan matris G grafinin Laplace matrisi olarak
adlandirilir.

1.5.7 Ornek. Sekil 1.36’da verilen grafin Laplace matrisini hesaplayalim.



3 2

Sekil 1.36. Laplace matrisi hesaplanacak graf

Ik olarak
2 0 00 0 0
/030000\
10 0 2 0 0 O]
D(G)'|000300|
\000030/
0 00 0 0 1

yazabiliriz. Buradan tanim geregi

2 -1 0

/—1 3 -1

0o -1 2
LE=DE)-AG=| o o
\—1 -1 0

0 0 0

elde edilir.

ve

0
(1
10
AG-| o
\1
0
-1 0
-1 O\
0 0 1
1 —1|
3 O/
0 1

O R O Rk OR

SO RrORrOo

_ = 0O r»r OO0

SO R ORr

N

SO R OOoOOoO



2. GRAFLARIN KOMSULUK MATRISLERI
2.1. Giris

Bu boliimde sirasiyla sifir graflarin, yol graflarin, devirli graflarin, tam graflarin, yildiz
graflarin ve iki pargali graflarin komsuluk matrisleri ¢aligilacaktir.

2.2. Sifir Graflarin Komsuluk Matrisleri

En basit graflar olan N, sifir graflarinda koseler bir kenarla birlesmediginden matrisin
biitiin girdileri 0 olacaktir. Asagida ilk birka¢ N, grafi ve bunlarin komsuluk matrisleri
verilmistir.

N, o (0)
0 0
N o o G o
®
00 0
N 00 0
° ° 00 0
®
® 00 0 0
000 0
N4 00 0 0
°® o 000 0
® /00000\
0000 0
Nis ® ® 0000 0
0000 0
e o 0000 0



Nn

Sekil 2.1. Sifir graflar ve komsuluk matrisleri

2.3. Yol Graflarin Komsuluk Matrisleri

Bir P, yol grafinda her bir kose komsu oldugu koselerle tek bir yol olusturacak sekilde
birlesir. Dolayisiyla komsuluk matrisinin ilk ve son satirlarinda birer tane, diger
satirlarda ikiser tane 1 olup, diger tiim girdiler 0 olacaktir. Asagida ilk birkag P,, grafi ve
karsilik gelen komsuluk matrisleri verilmistir.

no® ©
S )




01 0 O
1 0 1 O
P4 @ *—0 0O 01 0 1
0 01 0
01 0 0 O
10100\
Ps o @ o —© ® 01 01 0
00101/
0O 0 01 O
0 1 0 0 O

—_
(@]
—_
(@]

P, ©&—0—® @@ (0 1 0

o
H -
o
—_

Sekil 2.2. Yol graflar ve komguluk matrisleri

2.4. Devirli Graflarin Komsuluk Matrisleri

Tanimdan biliyoruz ki bir C, devirli grafinda, her bir kdse yanindaki komsu iki kdseye
bir kenarla birlestirilirken, diger koselerle bir kenarla birlestirilmemektedir. Dolayisiyla
n > 3 icin C, devirli grafinda her bir koseye karsilik gelen satirda iki tane 1 olup diger
tiim girdiler 0 olacaktir. Asagida n = 1 ve n = 2 6zel tanimli durumlari dahil ilk birkag
devirli C,, grafi ve bunlara karsilik gelen komsuluk matrisleri verilmistir.

Cy ® (0)



1 0

0 1

C

— O - O

O O

— O - O

\

01 0 0 1

Sekil 2.3. Devirli graflar ve komsuluk matrisleri



2.5. Tam Graflarin Komsuluk Matrisleri

Bir K, tam grafinda her kose kendisi hari¢ diger biitiin koselerle bir kenarla birlesir.
Dolayistyla matrisin kosegeni iizerindeki tiim girdiler 0, digerleri ise 1 olacaktir.
Asagida ilk birka¢ K, tam grafi ve karsilik gelen komsuluk matrisleri verilmistir.

K1 @ (0)

K, o—o© (01)
10
0 1 1

Ka 101)
11 0
01 1 1
10 1 1

Ks 110 1
11 1 0
011 1 1
101 1 1

Ks 110 1 1
11101/
11110
01111 1
/101111\

Ky i1 1.0 1 1 11
11101 1|
111101/
111110



(@]
—_
—_
—_
—_

1 0 1 1
K, 1 1 0
1 1
1 1 0 1
1 1 1 1 0

Sekil 2.4. Tam graflar ve komguluk matrisleri

2.6. Yildiz Graflarin Komsuluk Matrisleri

Bir S, yildiz grafinda siyah olan kdse tiim beyaz koselerle birer kenarla birlesmektedir.
Bu yiizden matrisin birinci satirinda ilk girdi 0 diger tiim girdiler 1, diger satirlarda ilk
girdi 1, digerleri 0 olacaktir. Asagida ilk birka¢ S, grafi ve karsilik gelen komsuluk
matrisleri verilmistir.

So ® (0)



— O OO

— O O O

— O O O

O v

.
— O O OO
— O O O O
— O O OO
— O O OO
O v v
SN—_

.
o

1 0 0 0 0 O
0 0 0 O

1 0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 O

0111 11

I
N

|
|

0111111
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O

|
|

\
g/’

0111111
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 00 0 O
1 0 0 0 0 O

1 0 0 0 0 O

Sekil 2.5. Yildiz graflar ve komsuluk matrisleri

<
s
Fas
A
Zs

S3

S4

Ss

Se

Sn



2.7. Iki Parcal Graflarin Komsuluk Matrisleri

Bir K, iki pargali grafinda siyah koseler beyaz koselerle birlesir. Dolayisiyla ilk r
satirda s tane, diger s satirda r tane 1 vardir, diger girdiler 0 dir. Asagida K, grafina
ornekler verilmistir.

e =
O O O
O O O
OO R

—
R RO
- O O
- O
SO m
_/

R R oo
N e =)
CORr R
OO R R

/N
/N
X
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K24
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S O - - R |
S O - - S |
(|\

KZ,S

~

i

0 001 11
0 00 1 11
0 00 11

111 0 0 0
1 11 0 00
11 1 0 0 O
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r-tane s-tane
A A
4 ) e )
0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0

Sekil 2.6. ki parcali graflar ve komsuluk matrisleri




3. NUMARALANDIRILMIS GRAFLARIN KOMSULUK MATRISLERININ
SAYISI

3.1. Giris

Bu kisimda incelemekte oldugumuz belli graf tiirlerinin komsuluk matrislerinin
sayilarin1 hesaplayacagiz. Sirasiyla sifir graflar, yol graflari, devirli graflar, tam graflar,

yildiz graflar ve iki parcali graflari ele alacagiz.
3.2. Numaralandirilms Sifir Graflarin Komsuluk Matrislerinin Sayisi

3.2.1 Teorem. Np’in farkli numaralandirilmalarina karsilik toplam 1 tane komsuluk

matrisi vardir.

Ispat. Ny’e karsilik gelen matrisin tiim elemanlar1 sifirdir. Dolayisiyla koselerin

numaralandirilmasi nasil yapilirsa yapilsin komsuluk matrisi degismez.

3.2.2 Ornek. N3 matrisini ele alalim.

1 1 2
o ® ®
® @ ® ® ® ®
3 2 2 3 3 1
2 3 3
® ® ®

Sekil 3.1. Numaralandirilmig sifir graflarin sayisi

0 0 O
graflarina karsilik gelen matris (0 0 O> seklindedir.
0 0 O

Goriildiigl gibi numaralandirmayr degistirdigimizde matris de degismez ve bu durum

diger n degerleri i¢in de gecerlidir.



3.3. Numaralandirilmis Yol Graflarin Komsuluk Matrislerinin Sayisi

3.3.1 Teorem. Py’in farkli numaralandirilmalarina karsilik gelen n!/z tane komsuluk

matrisi vardir.

Ispat. n tane noktay1 n! farkli sekilde siralayabiliriz. Soldan saga ve sagdan sola ayni

olan iki diziligin ayn1 grafa karsilik gelecegi diisiiniildiigiinde toplam matris sayisinin

n!/ > oldugu goriilir.
3.3.2 Ornek.

P3’lin 3 kosesini 6 farkli sekilde numaralandirabiliriz. Bunlar

1 2 3 1 3 2 2 1 3
o—0©° o—0©° o—0©
3 2 1 2 3 1 3 1 2
o—0©° o—0©° o—0©

Sekil 3.2. Numaralandirilmig yol graflarin sayisi

seklindedir. Dikkat edilirse alt alta goriilen iki yol grafi ayni komsuluk matrisine

0 1 0
karsilik gelmektedir. En soldaki iki grafa karsilik <1 0 1) matrisi, ortadaki iki grafa
0 1 0
0 0 1 0 1 1
karsilik <O 0 1 |matrisi ve en sagdaki iki grafa karsilik olarak da {1 0 0)
1 1 0 1 0 0

matrisi karsilik gelecektir. Dolayisiyla P3’lin degisik numaralandirilmalara karsilik

6l » = 3 tane komsuluk matrisi bulunabilir.
3.4. Numaralandirilmis Devirli Graflarin Komsuluk Matrislerinin Sayisi

—1)!
3.4.1 Teorem. Cy’in farkli numaralandirilmalarina karsilik gelen toplam (n 1)'/ 2

tane komsuluk matrisi vardir.



Ispat. Bir C, devirli grafi iizerinde bir kdseyi sectigimizde diger kalan koseler bir yol
grafi olusturur. Dongiisel permiitasyon mantigiyla 1, 2, ... , n sayilarim1 C,’in kdselerine
(n — 1)! farkli sekilde yerlestirebiliriz. Ancak bu dizilislerin de soldan saga ve sagdan

—1)!
sola ikiser ikiser ayni olanlarin1 6zdes kabul edersek toplam sayinin (n 1)'/ o oldugu
goriiliir.

3.4.2 Ornek.

CsUn  farkli numaralandirilmalarinin  sayist1 4! tanedir. Bunlara karsilik gelen

—1)!
numaralandirilmis matrisleri (4 1)'/ o = 3 tanedir.
1 2 1 4 2 1 2 3
4 3 2 3 3 4 1 4
3 2 4 3 3 4 4 1
4 1 1 2 2 1 3 2
Sekil 3.3. Numaralandirilmis devirli graflarin sayisi

Yukaridaki 8 grafa karsilik gelen komsuluk matrisi dir.

R oro
o R O R
R O RO
O R O R



1 2 1 3 2 1 2 4
3 4 2 4 4 3 1 3
3 1 3 4 4 2 4 3
4 2 1 2 3 1 2 1

Sekil 3.4. Numaralandirilmis devirli graflarin sayisi

0 1.1 0
: ..[1 0 0 11},,..
Yukaridaki 8 grafa karsilik gelen komsuluk matrisi 10 0 1 dir.

0 1.1 0
1 3 1 4 2 3 2 4
4 2 3 2 4 1 3 1
3 1 3 2 4 1 4 2
2 4 1 4 2 3 1 3

Sekil 3.5. Numaralandirilmis devirli graflarin sayisi

Yukaridaki 8 grafa karsilik gelen komsuluk matrisi dir.

R R oo
N e =)
COoORr R
O ORr R



3.5. Numaralandirilmis Tam Graflarin Komsuluk Matrislerinin Sayisi

3.5.1 Teorem. Ky’in farkli numaralandirilmalarina karsilik gelen toplam 1 tane
komsuluk matrisi vardir.

Ispat. Tiim koseler tiim koselere birlestirildiginden asikardur.
3.5.2 Ornek.

K4’lin numaralandirilmis matrisleri 1 tanedir. Numaralarin yerlerini degistirsek bile bir

sey fark etmez.
1 2 1 2 1 3 1 3
4 3 3 4 4 2 2 4
1 4 1 4 2 1 2 1
3 2 2 3 4 3 3 4

2 3 2 3 2 4 2 4
4 1 1 4 3 1 1 3
3 1 3 1 3 2 3 2



2 1 1 2 3 2 2 3
4 2 4 2 4 3 4 3
3 1 1 3 2 1 1 2

Sekil 3.6. Numaralandirilmis tam graflarin sayisi

graflarinin komsuluk matrisi "dir.

_ s o
N =

1
1
1
0

N R SN

3.6. Numaralandirilmis Yildiz Graflarin Komsuluk Matrislerinin Sayisi

3.6.1 Teorem. Sy’in farkli numaralandirilmalarina karsilik gelen toplam n + 1 tane

komsuluk matrisi vardir.

Ispat. Bir S, grafi iizerinde merkez kose disinda tiim koseler birbiriyle ayn1 konumda
oldugundan merkez kdsenin her bir secimi farkli bir isimlendirmeye yol agacaktir.

Dolayisiyla n + 1 tane farkli matris olusur.

3.6.2 Ornek. S; grafinda 4 tane numaralandirilmis komsuluk matris vardir.

2 1 1 1
4 3 4 3 3 2 3 2

Sekil 3.7. Numaralandirilmis y1ldiz graflarin sayisi

graflariin komsuluk matrisleri sirasiyla
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3.7. Numaralandirilmis Iki Parcah Graflarin Komsuluk Matrislerinin Sayisi

3.7.1 Teorem. r < s olmak {lizere K, iki pargali grafinda k tane u¢ degisirse toplam
C(s, k).C(r, k) tane komsuluk matrisi olusur.

Ispat. s tane beyaz noktadan k taneyi sirali olarak P(s, k) sekilde segebiliriz. Her bir
secime karsilik r tane siyah noktadan k tanesini C(r, k) sekilde belirleriz. Yani k tane
ucu P(s, k).C(r, k) farkl sekilde yer degistirebiliriz. Ancak graf iki parcali oldugundan
k tane siyah ug kendi aralarinda k! sekilde siralanabileceginden bu siralanislarin her biri
ayni matrisi vermektedir ve elde edilebilecek farkli matris sayisi

w =C(s,k).C(r, k)

olur.

3.7.2. Ornek.

1 2 0
(o
1
1
1
3 4 5

K23 1ki pargal1 grafinda;

Y ==
COoOOR R

SO O R K
O O O
SN~—

2 siyah noktadan birini degistirirsek

3 2
M grafinin komsuluk matrisi
1 4 5

coRrR RO
N e R =
S = I =R =Y

OO R RO
=)
\__/
o,
=
=



}u
)
}u
)
\
)
.
)
\ "dir
:

1
0
1
1
0
0
0
1

0
1
0
0
1

S O

1
0

S

01 0 10
1 01 0 1
01 010
1 01 0 1
01 0 10
0
1
01 0 11
1
0
1 01 0 O
1 01 0 O
0 11 01
1 0 0 1
0 0
11
1 0 01 0
011 10
1 0 0 0 1
1 0 0 0 1
1 0 0 0 1
01110

1
0

— O

0
1
0 1
0 1
1 0

[

grafinin komsuluk matrisi (
grafinin komsuluk matrisi (
grafinin komsuluk matrisi k

grafinin komsuluk matrisi |\
grafinin komsuluk matrisi (
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2 siyah noktadan ikisini degistirirsek

3 4
0 01 10
/ 0 01 1 0\
grafimin komsuluk matrisi| 1 1 0 0 1 [|dir.
1 1 0 0 1
0 01 10
1 2 5
3 > 0010 1
/ 0 01 0 1\
grafinin komsuluk matrisi| 1 1 0 1 0 |’dir
0010 1 /
1 1 0 1 0
1 4 2
: 0 000 1 1
/ 0 0 0 1 1\
grafinin komsuluk matrisi [ 0 0 0 1 1 |dir.
1110 0 /
1 1 1 0 0
3 1 2

Gortildugu gibi Ky 3iki parcali grafinda 2 siyah noktadan birini degistirirsek
C(3,1.C(21)=6

tane komsuluk matrisi elde edilir. 2 siyah noktadan ikisini degistirirsek
C(3,2).C(22)= 3

tane komsuluk matrisi elde edilir.
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